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Matematika tanarom, Konya Istvan, az 6zdi Jézsef Attila Gimnéazium egykori
tanara emlékére.
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ElO0szo6

Ez a magyar nyelvii oktatasi segédlet az [1] tankonyv alapjan késziilt. Nagyjabdl
koveti annak a felépitését, noha néhany témakorhoz tartozo fejezetet, amely sokkal
inkabb 6nallé tanulasra, semmint el6adédsszer(i ismertetésre alkalmas, athelyeztem a
figgelékbe. Megorlztem a lemméknak és a tételeknek az [1] tankonyvben hasznalt
sorszamozasat annak érdekében, hogy konnyen visszakereshetdek legyenek az eredeti
tankonyvben, ahol sokszor tovabbi részletek és irodalmi hivatkozasok is talalhatok.
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Konvencio

Ebben az oktatasi segédanyagban mindvégig a (—.+, +, +) Lorentz-szignaturat hasznaljuk.
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1. Bevezetés

1.1. A gravitacio

Az altalanos relativitaselmélet a gravitacio klasszikus elmélete, amely a gravitacios
kolesonhatést klasszikus, azaz nem kvantumfizikai kolesonhatasként kezeli. A gra-
vitacids kolecsonhatas a mindennapi életiinkben, mint a tomegvonzéasra vonatkozo
tapasztalat jelenik meg. Két pontszertinek tekinthetd, inerciarendszerben nyugvo
test, amelyek silyos tOomege m, és my, vonzza egymast. A tOmegvonzas
erdtorvényét Newton® gravitacids torvénye irja le: az 1-es test altal a 2-es testre
kifejtett ero

Mg1Mg2 12

Fe, = -G (1.1.1.)

2 )
s Ti2

ahol G = 6,67 - 10" m3kg~'s™2 a Newton-i gravitdciés dllandé és 7y = 7 — 7.
(A 3-dimenziés térbeli v vektorok hosszat v = |U]-vel jeloljiik.) Ez az eré min-
dig vonzé, és annak kovetkeztében 1ép fel, hogy a testek stlyos tomeggel rendel-
keznek. Jelenlegi tapasztalataink alapjan minden test rendelkezik silyos tomeg-
gel. Az Eotvos? -kisérletek bizonysdga szerint a testek stlyos mg és tehetetlen m
tomegének ardnya, mg/m univerzalis alland6, amelyre 1 adédik 107! pontosséggal,
ha a silyos tomeg egységét a tehetetlen tomeg egységével azonosnak valasztjuk.
Ezt a tapasztalatot a silyos és tehetetlen tomeg egyenértékiiségének ne-
vezziik, és meghatarozo szerepe van az dltalanos relativitdaselméletben. A gravitacios
kolesonhatés talan legkozvetlenebbiil tapasztalt megnyilvanuldsa a Fold felszinén a

nehézségi er6é, F' = m,g, amely a felszin kozelében elhelyezked6 mg stulyos tomegii
testre hat, ahol § a nehézségi gyorsulas, amelynek nagysaga kozelitleg g =9,81
ms~2. Szigorian véve azonban a § nehézségi gyorsulds a fold-felszin kiilonbozé
pontjainak kozelében, kiilonbozé magassagokban sem iranyat, sem nagysagat te-
kintve nem &llandé. Jeloljiik tehat a nehézségi gyorsulast a Fold felszine kozelében
talalhato tetszéleges P pontban g(P)-vel. Newton II. torvénye szerint a Fold felszine
kozelében a P pontban tartézkodd, szabadon es6 m tehetetlen tomegi test @ gyor-

suldsara
mad = msg(P) (1.1.2)

mozgasegyenlet all fenn. EbboI a stlyos és tehetetlen tomeg ekvivalencidjat, azaz az
ms = m azonossagot figyelembe véve, az adddik, hogy a szabadon esé test gyorsulasa
a nehézségi gyorsulas:

i = g(Pp). (1.1.3.)

Ebbol mindjart kovetkezik egy masik fontos megallapitdas. Képzeljiik el, hogy a sza-
badon eso részecskét gondolatban koriilveszi egy kicsiny ,,szekrényke”, amely maga
is szabadon esik §(P) gyorsulassal. A Fo6ldon nyugvé megfigyelo a részecskének a
szabadon eso szekrénykéhez képesti mozgasat a kovetkezoképpen értelmezi, ami-
kor a részecske a P-hez kozeli @) pontban tartézkodik: a részecskére az mg(Q)

Isir Isaac Newton, angol fizikus, 1643-1727.
2h4r6 Eotvos Lorand Agoston, magyar fizikus, 1848-1919.
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nehézségi eré és a —ma = —mg(P) tehetetlenségi er6 hat, tgyhogy a részecske
mozgasegyenlete:

md = mg(Q) —mg(P). (1.1.4.)

Ha Q = P, akkor a részecske gyorsuldsa a szekrénykében zérus, @ = 0, ha Q csak
infinitezimalisan tér el P-t0l, akkor pedig a kiillonbség nem zérus, de még mindig jo
kozelitéssel zérusnak tekintheto. Ez nyilvan annal rosszabb kozelités, minél nagyobb
a P és () pontok tavolsaga. A szekrénykében nyugvé megfigyeld tehat a szekrénykét
inerciarendszernek latja. Az ekvivalencia-elv tehat maga utan vonja, hogy a szaba-
don es6 kicsiny méretii rendszerek lokalis inerciarendszerek. Ezt a gondolatsort azzal
fejezziik be, hogy a szekrénykében nyugvo megfigyelé nem tudja mérni sem kiilon a
nehézségi erot, sem pedig a tehetetlenségi erét. Egyedil azt tudja mérni, hogy ha
a részecske nem a P hanem a kozeli () pontban esik szabadon, akkor annak mek-
kora a szekrénykéhez képesti kicsiny @' gyorsuldsa. A lokélis inerciarendszerben (a
szekrénykében) nyugvé megfigyel6 tehat el tudja donteni, hogy a részecske inercialis
mozgast végez-e, vagy pedig attol mennyire eltéré mozgast. Arra a kovetkeztetésre
jutunk tehat, hogy nem érdemes kiilon gravitécids erérdl és tehetetlenségi erorol
beszélni, amelyek kiilon-kiilon nem figyelheték meg lokalisan. Ehelyett inkabb azt
kellene mondani, hogy a gravitacié meghatarozza lokédlisan, hogy milyen az inercialis
mozgas, és azt is, hogy két szomszédos, inercidlis mozgést végzo részecske egymashoz
képest hogyan gyorsul. Az dltalanos relativitaselmélet ezt a gondolatot bontja ki.

Térjiink azonban egyeldre vissza a gravitacio Newton-féle torvényéhez. A gra-
vitacios erd konzervativ, vagyis a potencialis energia

Mg1Ms2

U(Tlg) = —G

1.1.5.
- (1.1.5.)

torvényébol szarmaztathaté: Fo,y = —V,,U(r12). A newtoni gravitdcids torvény
hatdsdra mozgo testek energidja (kinetikus és potenciélis energidjuk Gsszege) meg-
marad. FEz lehetové teszi, hogy a gravitacids kolcsonhatéast, ami eredeti newto-
ni megfogalmazasiban tavolhatas (két egymdassal nem érintkez8 pontszerii test
kolcsonhatédsa) kozelhatasként értelmezziik. Ennek az az ara, hogy bevezetjiik
a fizikai mez6, a gravitacios mezo6 fogalmat. A kozelhatas gy valésul meg, hogy
az 1-es anyagi pont sulyos tomegénél fogva gravitaciés mezét kelt maga koriil, azaz
megvaltoztatja az lires geometriai teret,

ms1

o(r) = -G (1.1.6.)

r

gravitaciés potencialt hoz abban létre, amely csak az l-es anyagi ponttol mert
r = || tavolsagtol fiigg, és ezért gombsz1mmetr1kus Itt 7 az 1-es anyagi pontbdl,
mint origdbdl kifelé mutaté helyzetvektor. A 2-es anyagi pont ebben a gravitacis
mezoben helyezkedik el az 7 helyzetvektori pontban silyos tomegénél fogva tar-
tozkodasa helyén kolcsonhatasba 1ép a gravitacios mezovel, s ennek kovetkeztében
U(r) = mgo(r) potencidlis energiara tesz szert. Ugyanezt elmondhatjuk gy is,

hogy az 1-es részecske E () = —ﬁ(b(r) = —-G7 r - gravitacids tererossegmezot kelt,

és a 2-es anyagi pontra ez fejt ki annak 7 tartozkodas1 helyén F = mywE (r) =
—G ™2 T vonzo erdt.

Ha figyelembe vessziik az erChatasok fliggetlenségének elvét, azaz Newton
IV. torvényet, akkor a fentiek konnyen altalanosithaték kiterjedt testek gravitacids
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kolesonhatasara. Vizsgaljuk két kiterjedt test kolcsonhatasat, amelyek térben disz-
junkt tartomanyokat foglalnak el. Az 1-es kiterjedt testet jellemezze a p; (7)) (stlyos)
tomegsuriség. Ekkor a test altal a geometriai tér 7 pontjaban keltett gravitacios
mez6 a V) térfogati test egyes p(r)dV; tomegil, dV; térfogati infinitezimélis da-
rabkai altal keltett gravitdcios mezok linearis szuperpozicidja, azaz

o(F) = av, L7 (1.1.7.)

Vi |7 — 71|

s E(f) = V(i) = [,, dE, ahol dE az egyes darabkak éltal keltett térerssség

az 7 helyen. A 2-es test tOmegstirtisége legyen po(73) annak 75 helyzetii pontjaban.
Ekkor a V5 térfogati 2-es test potencidlis energidja az 1-es test terében

7)o (7
Ui, = /dem(Tz)Cb(?“z Z—G/ de/ d%w, (1.1.8.)
V2 V2 Vl

|7 — 71|

és a 2-es testre hato ered6 gravitacios ero

Fooq = /d\@m@)ﬁ(@). (1.1.9.)
Va

Altalémosan, ha a geometriai térben a gravitalé tomeg p(r) térfogati stiriisége
sztatikus, akkor ez

o) = —G/dV’ p(r) (1.1.10.)

|7 — 7|
gravitaciés potencialt kelt. Ha az anyag az origéban r%/ugvé m tomegli pontszeri

test, akkor p(7) = md(7) és visszakapjuk a potencidl ¢(r) = —Gm/r képletét, amely
az origot, mint szingularis pontot leszamitva, az egész térben kielégiti a

Ap =1720,(r?0,¢) =0, 1 #0 (1.1.11.)
Laplace3-egyenletet. Kénnyen beldthatjuk, hogy a szingularitdst helyesen a
Ap = 4ArGmd(T) (1.1.12.)

egyenlet megoldasa veszi figyelembe. (Integréljuk az egyenlet mindkét oldalat e —
0% sugari gomb térfogatara és haszndljuk fel a bal oldalon Gauss? tételét.) Ez

egyuttal azt is jelenti, hogy tetszéleges p(7) tomegeloszlas sztatikus gravitdcids po-
tencidlja a

Ap = 4rGp(F) (1.1.13.)

Poisson®-egyenletet elégiti ki. Ezzel osszefoglaltuk a newtoni gravitdciéra vonatkozd
alaposszefliggéseket.

3marquis Pierre-Simon de Laplace, francia matematikus, csillagész és fizikus, 1749-1827.

4Johann Carl Friedrich Gauss, német matematikus és fizikus, 1777-1855.
5Baron Siméon Denis Poisson, francia matematikus, m’erndk és fizikus, 1781-1840.
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A tapasztalatok alapjan azt mondhatjuk, hogy a Newton gravitaciés torvénye

lényegében sztatikus esetben a 1071 m (a proton sugara) és a 150 millié km (Fold-
Nap tévolsdg) méretek kozott, mintegy 26 nagysdgrendet atfogva nagy pontossdaggal
teljesiil. A csillagaszati megfigyelésekbol azonban arra kell kovetkeztetniink, hogy a
gravitaciés kolecsonhatas némileg eltér a newtoni gravitaciés torvénytol. Emlitsiink
meg néhdny fontos megfigyelést, ami a newtoni gravitdcios torvény korldtaira mutat

1. A newtoni fizika szembeotlé paradoxona sokaig az volt, hogy a newtoni gra-

vitacio alapjan nem lehetett megérteni pontosan a Merkir Nap-kozeli pont-
janak (a perihéliumnak) a vandorlasat (precesszidjat), amely az 1697 és
1848 kozotti csillagaszati megfigyelések gondos analizise utan is eltért a new-
toni elméletbdl szamolttdl. Erre az anomaélidra csak az Einstein® altal kidol-
gozott, 1915-ben publikalt altaldnos relativitaselmélet adott valaszt.

. A Nap gravitaciés vonzasandl fogva eltériti a tavoli csillagok fényét eredeti
iranyatol, ha a fénysugar a Nap korongja mellett elhaladva jut a foldi meg-
figyel6 szemébe. Ez a fénygorbiilés jelensége. A fényt nagysebességii
részecske mozgdsanak tekintve Soldner” hatdrozta meg elészor (1804) a fény-
sugdr iranyanak eltériilését a newtoni gravitacié alapjan. Soldner eredménye
fele az 1919 és 1973 kozott egyre nagyobb pontossdggal ténylegesen megfigyelt
értéknek, amelyet az altalanos relativitaselmélet alapjan lehet értelmezni, és
ami igazolja Einstein 1911-es szamitdsanak eredményét.

. Perlmutter®, Riess”, Schmidt!® és tarsainak 1998-as megfigyelései éta tudjuk,
hogy a lathat6 Vildgegyetemiink gyorsulva tagul. Ennek valészintisitheto oka,
hogy a gravitacios kolcsonhatds a ma lathatd Viladgegyetem méretskaldjan
(46 millidrd fényéva 9,46 - 10 ma 0,3 pc) taszité. Az altaldnos relati-
vitaselméleten alapuld kozmoldgiai modell erre is adhat magyarazatot, ha az
ugynevezett kozmologiai allandé nem zérus.

. Newton gravitaciés torvényének egyik érvényességi hatara abbdl szarmazik,
hogy sztatikus kolcsonhatas alapjan nyertiik ki a tapasztalatokbdl, vagy lega-
labb is olyan esetekbdl, amikor a testek a vakuumbeli fénysebességhez képest
kis sebességgel mozognak. A specidlis relativitdselméletben megtanultuk, hogy
a fizikai mezék nem alternativ szemléletet jelentenek, hanem valésagos fizi-
kai tulajdonsdgokkal (energidval, impulzussal és impulzusmomentummal) fel-
ruhazott objektumok. Ez lényegében annak a kovetkezménye, hogy benniik
a valtozasok, a zavarok véges sebességgel terjednek, nem pedig végtelen se-
bességgel. Ennek szép klasszikus példaja az elektromagneses mezd, amelyben
a vakuumbeli fénysebességgel, ¢ = 299792458m /s~ 3 - 10® m/s terjednek az
elektromagneses hullamok. Bar a specialis relativitaselmélet nem foglalkozik a
gravitaciés kolcsonhatas leirasaval, sejtetni engedi a fizikai mezorol kialakitott
szemlélete, hogy a gravitaciés kolecsonhatas mozgd testek kozott nem egyezhet
meg pontosan a newtoni gravitacios torvénybol adodd kolesonhatassal. A tes-
tek relativ tavolsaganak megvaltozasa nem jelentkezhet pillanatszeriien, azaz
azonnal a koztiik levé er6hatasban, hanem csak valamilyen idobeli késleltetéssel,

6 Albert Einstein, német fizikus, 1879-1955

"Johann Georg von Soldner, német fizikus, matematikus és csillagdsz, 1776-1833
8Saul Perlmutter, amerikai asztrofizikus, 1959-

9Adam Guy Riess, amerikai asztrofizikus, 1969-

10Brian Paul Schmidt, ausztral asztrofizikus, 1967
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amelyet a gravitaciés mezoben a forrasként szolgald testek elmozdulasa altal
keltett zavar terjedésének sebessége kell, hogy meghatérozzon.

Binaris rendszerek megfigyelésébdl kozvetett bizonyitékunk van arra, hogy
azok gravitdcidsan sugaroznak. Az elsd ilyen felfedezés 1974-ben a Hulse!!-
Taylor!2-féle bindris pulzar (PSR B1913+16) megfigyelése volt. A binaris rend-
szer egyik tagja pulzar, amely, mint természetes ora, lehetové teszi a keringési
id6 valtozasanak pontos mérését. A keringési id0 csokkenésébdl arra lehetett
kovetkeztetni, hogy a bindris rendszer tagjai a rendszer tomegkozéppontja felé
esnek, mikozben egymas koriil keringenek, s ekozben energiat sugaroznak ki
gravitaciés hullamok alakjaban. A jelenséget az altalanos relativitaselmélet
alapjan sikeriilt kvantitativ médon is pontosan magyardazni. A gravitacids
sugarzas, a gravitacios hullamok létezése szintén tulmutat a newtoni gra-
vitacion, viszont természetes magyarazatot nyer az altalanos relativitaselmé-
letben. A gravitaciés sugarzas kozvetlen kisérleti megfigyelése még sokaig
varatott magéra, de végiil 2016-ban a LIGO és a Virgo Tudomanyos Kolla-
boréacié bejelentette, hogy eldszor sikeriilt gravitdciés hullamokat kozvetleniil
detektalniuk. A gravitacios sugarzas két feketelyukbol allé binaris rendszertol
szarmaztak, amelyek egymasba zuhantak és oOsszeolvadtak. Az elsé megfi-
gyelést rovidesen tovabbi gravitacios forrasok megfigyelése kovette. 2017-ben
Weiss'®, Thorne'* és Barish'® fizikai Nobel-dijban részesiiltek a gravitdcios
hullamok detektaldsaban jatszott szerepiikért. A gravitacios hullamok létezése
alatamasztja az altalanos relativitaselmélet szemléletét, miszerint a gravitacié
fizikai mezo.

5. Newton gravitaciés torvényének tovabbi korldtja, hogy olyan esetek megfi-
gyelésén alapszik, amikor a gravitaciés mezo gyenge. Ma mar tudjuk, hogy
nem extrapolalhaté olyan esetekre, mint a Vildgegyetem korai szakaszaban,
vagy a feketelyukak felszine kozelében uralkodod eros gravitacids mezo leirasa.

A newtoni gravitacié alapjan meghatarozhatjuk egy M tomegi test potencialis
energidjat a sajatmaga altal keltett gravitaciés mezében. Ebbdl kideriil, hogy
az M tomegl pontszeri test sajat energiaja végtelennek adodik. Az dltalanos
realtivitdselméletben hasonl6 szingularitds jelenik meg. Ha egy gombszim-
metrikus, M tomegi test a gravitdciés vonzéas hatasara teljesen Osszeomlik,
azaz gravitdciés kollapszust szenved, akkor a Schwarzschild!®-sugarnak meg-
felel6 méret feketelyuk keletkezik, amely a kiilso, tavoli megfigyel6 szamara
eltakarja a centrumban talalhaté szingularitast, ahova minden a feketelyukba
belép6 anyag végiil véges sajatidé alatt bezuhan. Csillagaszati megfigyelések
kozvetett modon igazoljak feketelyukak 1étezését.

A fenti korlatokon az altalanos relativitas elmélete tullép, kivéve a szingula-
ritdsok problematikajat. Szamos olyan tapasztalati jelenség van, mint pl. a Merktr
perihélium mozgéasa, a fénysugar gorbiilése a Nap kozelében, a gravitacios lencse-
effektus, a gravitacios voroseltolodas, a gravitacios sugarzas, stb., ami az altalanos
relativitaselmélet keretében nyer magyarazatot. Az altalanos relativitaselmélet azon-
ban egy alapveto szemléletvaltast jelent a gravitaciorol alkotott elképzelésiinkben.

HRussell Alan Hulse, amerikai fizikus, 1950-

12 Joseph Hooton Taylor Jr., amerikai asztrofizikus, 1941-
IBRainer Weiss, ameriaki fizikus, 1932-

14Kip Stephen Thorne, amerikai fizikus, 1940-

5Barry Barish, amerikai fizikus, 1936-

6Karl Schwarzschild, német fizikus és csillagész, 1873-1916.
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A newtoni mechanika szemlélete szerint a fizikai torténések az eleve adott térben
és idében mennek végbe. A specidlis relativitaselmélet ugyan viszonylagossa teszi
a térbeliség és az idObeliség fogalmat, de tovabbra is azt mondja, hogy a fizikai
torténések egy eleve adott geometriai hattéren, a téridoben mennek véghbe. A tér
és id6 a newtoni mechanikaban, avagy a téridé a specidlis relativitaselméletben
passziv szinpad szerepét tolti be, amelynek geometriajat a fizikai torténések nem
befolyasoljak. Ezzel szemben az dltalanos relativitaselmélet arra az allaspontra he-
lyezkedik, hogy a téridé geometriai viszonyait maguk a fizikai torténések alakitjék ki,
azaz az anyag mozgasa hatarozza meg, és ezért a térido geometridja éppen annyira
dinamikai, mint az anyag viselkedése. A gravitacié tobbé nem fizikai mezéként je-
lenik meg, hanem a térido geometridjaként, amelyet az anyag gravitacids hatasanal
fogva tud alakitani, meghatarozni.

Az altalanos relativitaselmélet klasszikus fizikai elmélet, ami egyuttal érvényes-
ségi hatart is jelent szamara. A feketelyukakban vagy a Vilagegyetem korai, a Nagy
Bumm-ot koveto szakaszaban uralkodd gravitacidés mezé annyira erds, hogy a mezo
gravitaciés energiastirlisége 0sszemérhetd az anyag zérusponti kvantumfluktudciéibol
adodé kinetikus energiastriségével. Ekkor varhatd, hogy a gravitaciés effektusok
mellett a kvantumfizikai effektusok is jelentés szerepet jatszanak, ami tulmutat az
altalanos relativitaselmélet keretein.

1.2. A newtoni mechanika és a specialis relativitaselmélet a
tér és ido fogalmardl

A térrol és idorol alkotott fogalmaink folyamatosan valtoztak, szdmos kordbbi elkép-
zeléstink ezekrol a fogalmakrol a specialis relativitaselmélet szerint helytelennek bizo-
nyult, majd az altalanos relativitaselméletben még gyokeresebben megvaltozott. Az
altalanos relativitas elmélete el6tti fizikai vilagképtink szerint minden fizikai torténés,
folyamat elemi események egymasutanjaként foghato fel, amelyek definicié szerint
pontszertieknek (azaz térbeli kiterjedés nélkiilieknek) és pillanatszertieknek tekint-
het6k. Az elemi események folytonos ponthalmazt alkotnak (pontosabb matematikai
megjeloléssel sokasigot), amelyet téridének neveziink. A téridében minden elemi
esemény (vagy legalabbis minden elemi esemény egy tetsz6leges masik elemi esemény
kicsiny kornyezeteben) 4 adattal, azaz 4 koordindtaval jellemezheté barmely meg-
figyel6 szamara: 3 térkoordinataval és egy id6adattal. A térid6é tehat 4-dimenzids
folytonos sokasag. Az altalanos relativitas elmélete el6tti fizikaban a térido-sokasag
nem fizikai objektum, hanem eleve adott hattér, amely jol definialt geometridval ren-
delkezik, és amelyen a fizikai objektumok kozotti torténések végbemennek anélkiil,
hogy azok barmilyen kihatassal lennének a téridé geometridjara. Az altalanos rela-
tivitaselméletben a téridordl alkotott fogalmunk gyokeresen megvaltozik: egyrészt
a téridét a mozgd anyag hozza létre, tehat a térido-sokasdg dinamikai objektum,
amely magaval a gravitaciéos mezdvel azonosithatd; masrészt a téridé pontjai el-
veszitik fizikai tartalmukat, az elemi események a fizikai objektumok koincidencidi,
ezek hordoznak fizikai tartalmat, mint példaul két részecske talalkozasa, vagy két
fizikai mez6 lokdlisan megfigyelt (tehdt) dsszetartozd értékei.

A newtoni mechanika a téridét tovabbi szerkezettel ruhazza fel. TetszOleges
p elemi eseményhez képest a tobbi ¢ esemény a kovetkezOképpen osztalyozhato.
(1) Vannak azok a ¢ elemi események, amelyekre az igaz, hogy semmilyen meg-
figyel6 vagy anyagi pont nem lehet jelen mindkét (p és ¢) eseménynél. (2) Van-
nak azok a ¢ események, amelyekbe egy megfigyel6 vagy anyagi pont el tud jutni
p-bél, ezek a p-hez képest jovébeli események. (3) Vannak azok a ¢ események,
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1. 4bra. A newtoni mechanika térid6é-szerkezetének sematikus szemléltetése

amelyekbdl egy anyagi pont vagy megfigyel6 el tud jutni p-be, ezek a p-hez képest
multbeli események. Az eseményeknek ez az osztalyozdsa lényegében nemcsak a
téridé geometriai szerkezetének, hanem kauzalis szerkezetének is az alapja. Az
(1) tipustu q eseményekkel p nem lehet ok-okozati, vagyis kauzdlis kapcsolatban,
a (2) tipusi ¢ események lehetnek a p esemény kovetkezményei; a (3) tipusu g
események lehetnek a p esemény okai. A newtoni mechanika szerint az (1) tulaj-
donsagu események p-vel egyidejliek, és egy 3-dimenzios sokasagot alkotnak, amely
kifesziti a geometriai teret. Az egyidejliség vonatkoztatasi rendszertol fiiggetlen tény.
Olyan ekvivalencia relaciét jelent a téridé pontjainak halmazan, amely szerint az
események egyidejii események ekvivalencia osztalyaiba sorolhatok. Az egyes ekvi-
valencia osztalyok pedig folytonos idéparaméterrel jelélhetok meg, amely konvencio
szerint monoton novekszik aszerint, ahogy haladunk valamely ekivalencia-osztaly
felol az ahhoz képest jovébeli ekvivalenca-osztaly felé.

A térido fenti szerkezete, ami az események tetszoleges p elemi eseményhez
képesti (1), (2), (3) tulajdonsagu halmazokba térténé besorolasat illeti, érvényes
marad a specidlis relativitdselméletben is. Nem érvényes azonban, hogy az (1)
tulajdonsagu események 3-dimenzids sokasagot alkotnanak, és hogy azokat egy-
idejieknek tekinthetné barmely megfigyel6. Az (1) tulajdonsagu események tovabb
osztalyozhatok: (la) Vannak azok a ¢ pontok, amelyek a p-hez képest jovobeli
események halmazédnak hataran helyezkednek el. Ezeket p-bol indulé anyagi pont
nem érheti el, viszont elérheti p-bdl induld fénysugar. Ezek alkotjat a p-hez tartozéd
jovobeli fénykupot, ami egy 3-dimenzids sokasdg. (1b) Hasonléan értelmezhetjiik a
p-hez tartoz6 multbeli fénykupot. (1c) Végiil vannak azok a ¢ pontok, amelyek (1)
tulajdonsaguak és nincsenek rajta sem a p-hez tartozé jévﬁbeli, sem a p-hez tartozo
multbeli fenykupon Ezeket a pontokat p-hez képest térszertien elvalasztottaknak
nevezziik, és ezek 4-dimenzi6s sokaségot képeznek. Megjegyezziik, hogy a fénykipon
és a fenykupon beliil elhelyezkedé pontokat szokas rendre p-hez képest fényszertien,
és idGszertien elvélasztott pontoknak nevezni. A téridé itt leirt szerkezete barmely
megfigyeld szamara azonos, abszolut érvényl. Az, hogy a téridé geometriai szerke-
zete kulonbozik a newtoni mechanikdban megszokottol, annak tulajdonithato, hogy
nincsen abszolit egyidejliség, mint vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlen fogalom.
Természetesen barmely megfigyelé definialhatja az egyidejii események halmazat,
ami tovabbra is 3-dimenzios sokasig. Az egyidejii események halmaza azonban
fliggeni fog attél, hogy hogyan mozog az adott megfigyeld, aki az egyidejiiséget
definidlja. Az egyidejiség fogalmanak relativizalasa okozta talan a legdramaibb
valtozast a fizikusok téridordl alkotott szemléletében, amikor bebizonyosodott, hogy
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2. dbra. A specialis relativitaselmélet téridé-szerkezetének sematikus szemléltetése

a specialis relativitaselmélet a tagabb érvényességi korli helyes fizikai elmélet, és
a newtoni fizika csak ennek jo kozelitése akkor, ha a mozgd testek sebessége a
vakuumbeli fénysebességhez képest kicsiny.

A specidlis relativitdselmélet (és a newtoni mechanika) szerint kitiintett sze-
repiik van az inercidlis, azaz nem gyorsulé mozgast végzo testeknek. Ezek olyan
mozgd testek, amelyekre nem hatnak kiilsé er6k. A tehetetlenségi mozgast végzo
testhez, ill. megfigyelohoz rogzithetiink gondolatban egy tavolsagmérésre szolgald
vonalzokbdl (standard hosszisagméré eszkoz) &ll6 merev rendszert, amelynek geo-

metrigjat euklideszinek feltételezziik. Ennek pontjait (z,y, z) Descartes'”-koordina-
takkal jelolhetjiik meg. Végiil a merev rendszer minden pontjdban nyugvé érakat
(standard idéméré eszkoz) helyeziink el. Utébbiakat szimmetrikus eljardssal szinkro-
nizaljuk, megkovetelve, hogy barmely két szinkronizalni kivant éra esetén a koztiik
féluton elhelyezkedd megfigyel6 altal kiildott fényjel mindkét 6rahoz azonos éramuta-
toallasnal érkezzen meg. Itt kihasznaljuk, hogy vakuumban a fénysebesség nagysdga
minden megfigyel6 szdmara minden irdnyban azonos (a newtoni mechanikédban vég-
telen, a specidlis relativitdselméletben c¢). A szinkronizdlds a téridé bonyolultabb
kauzalis szerkezete miatt a specialis relativitdselméletben nem trivialis. Végiil a
megfigyel6 magaval hordozhatja ezt a nyugvd szinkronizalt érakkal ellatott merev
rendszert nem forgé médon. Ekkor a téridé minden p eseményét el tudja latni
az (x,y,z) térkoordindtakkal és az 6rajan (a merev rendszer szinkronizélt dérain)

leolvasott ¢t mutatéallassal: p < (¢, z,y,2). lgy globdlis inercidlis vonatkoz-
tatasi rendszert, ill. koordinatarendszert értelmeztiink. Végiil 6sszehasonlithatjuk
a téridé pontjainak koordinatait kiilonbozé inercidlis vonatkoztatasi rendszerek-
ben. A newtoni mechanikdban a kapcsolatot a Galilei'®-transzformaci6 irja le. Le-
gyen O az egyik megfigyeld, aki a p eseményt a (¢,x,y,z) koordindtédkkal jeloli
meg. Legyen tovdbba O egy masik megfigyeld, akinek O-val torténé talalkozasa
at =x =1y = z = 0 esemény, és aki O-hoz képest az z-iranyban v allandé
sebességgel mozog. Ekkor az O’-hoz rogzitett inerciarendszerben a p esemény koor-
dinatéi t' = t, ' =x —vt, y =y, 2/ = z. A specidlis relativitdselméletben ezt a

"René Descartes (Renatus Cartesius), francia filozéfus, matematikus és természettudés, 1596-
1650.
18Galileo Galilei, olasz fizikus, csillagdsz, matematikus, természettudds, 1564-1642
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kapcsolatot a Lorentz!%-transzformdcié irja le:

== =" =y =2 (1.2.1.)

A fenti transzformaciokkal kapcsolatban azonban fontos tudatositanunk, hogy

a specidlis relativitdselméletben (és a newtoni mechanikdban) nincsen kitiintetett
1ner01arendszer hanem minden inerciarendszer egyenértékii. Ezért az egyik vagy
mésik inercialis megfigyeld altal az elemi eseményekhez (azonos eljarassal) ren-
delt koordinatak fiiggenek a megfigyel6tol, nem abszolit jellegiiek. Nem jellem-
zik megfigyelotol, azaz vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlentil a téridé geometriai
és kauzalis szerkezetét. Jogos tehat az a kérdés, hogy melyek a téridé geometri-
ai szerkezetének vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen jellemzdi, és azokat hogyan
lehet kifejezni a globdlis inercialis koordinatakkal. A newtoni mechanikaban az
egyediili ilyen mennyiségek a kovetkezok: (1) két esemény kozott eltelt At id6; (2)

két egyidejil esemény térbeli tavolsiga Al = \/(Az)2 + (Ay)? + (Az)2. Ezeket és
csak ezeket taldlja barmely inercialis megfigyel6 azonosaknak. FEz megfelel annak,
hogy a térido egyidejii események 3-dimenzids sokasagaival rétegezheto, az egyes
rétegek megjelolhetok egy t vilagidovel, és valamely t = ¢, idokoordinatdja rétegen
értelmezett térbeli koordinatarendszer atemelheté a tobbi rétegre.

A specidlis relativitdselméletben sem az idOtartamok, sem a valamely megfi-
gyel altal egyidejiinek észlelt események térbeli tavolsaga nem fliggetlen a vonatkoz-
tatasi rendszertol. A térido egyetlen vonatkoztatasi rendszertél fiiggetlen jellemzoje:

T o= (AP + L[(An? 4 (Mg + (M) (1.2.2.)

C

A globdlis inerciarendszerek kozti osszes lehetséges transzformaciok a Poincaré?’-

transzforméciok. Ezek olyan (inhomogén) linedris transzforméciok, amelyek az [
mennyiséget invaridnsan hagyjék. (A Poincaré-transzforméciok a térbeli eltolasokat,
az id6beli eltolasokat és a Lorentz-transzforméciékat foglaljdk magukba.) Az [
invaridns jellegzetessége, hogy (At)? elbjele negativ. Ha pozitiv lenne, akkor c*I
a lapos (nem gorbiilt) euklideszi tévolsdgnégyzet kifejezése lenne egy 4-dimenzids
térben. A negativ elGjel miatt a specidlis relativitaselmélet szerint a téridé nem

euklideszi metrik4ji, hanem Lorentz-metrikdji, tgynevezett Minkowski?!-tér. A
metrika pontosabb fogalmaval késébb ismerkediink meg. Az invarians ,,tavolsag-
négyzet” kifejezésében szerepldé (—,+,+,+) el6jeleket szignatiranak nevezziik. A

Minkowski-téridé lapos (nem gorbiilt), a tehetetlenségi mozgést végzé anyagi pontok
vildgvonalai pedig egyenesek.

Megjegyzés: Mindez természetesen nem mond ellent annak, hogy a Minkowski-
téridében a fentebb bevezetett inercidlis (t,z,y,z) koordindtdk helyett hasznalhatunk

gorbiilt koordinatarendszert, mint pl. az egyenletesen gyorsulé megfigyel6 dltal definialt
Rindler??-koordinatakat (amelyekrél késébb tesziink emlitést).

9Hendrik Antoon Lorentz, holland fizikus, 1853-1928

20 Jules Henri Poincaré, francia matematikus, fizikus, filoz6fus, 1854-1912
21Hermann Minkowski, német matematikus, 1864-1909.

22Wolfgang Rindler, osztrak fizikus, 1924- .
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1.3. Az altalanos relativitaselmélet elvi alapjai

Mint azt fentebb mar emlitettiik, a gravitacio Newton-féle torvénye feltételezi, hogy
az egyik test pillanatszertien fejti ki gravitacios hatasat a masikra. Ez nem egyez-
tethetO Ossze a specidlis relativitaselmélettel, amely szerint minden fizikai hatas
véges sebességgel terjed. Lehetne azonban arra gondolni, hogy a gravitacios torvény
altalanosithaté olyan moédon, hogy figyelembe vegye a kolcsonhatds retardaltsagat.
Einstein azonban nem ezen az uton indult el, amikor megalkotta a gravitacio elmé-
letét.

Mi indithatta arra, hogy mas tuton keresse a gravitacio leirasat? Az egyik
inditék az ekvivalencia elve, amely szerint minden test ala van vetve a gra-
vitaciénak és azonos moédon esik szabadon gravitacios mezében, mint azt mar Ga-
lilei is megfigyelte. Ez annak a kévetkezménye, hogy a testek silyos és tehetetlen
tomegének hanyadosa univerzalis allandd, mint azt az Eotvos-kisérlet bizonyitja. A
szabadesés fliggetlen tehat a szabadon eso test tulajdonsagaitél. Ezért a szabadon
esO testek vilagvonalai kitiintetett gorbék a téridoben, amelyek szintén fliggetlenek
a szabadon esé test tulajdonsagaitol. Fz veti fel annak a lehet6ségét, hogy a gra-
vitaciés mez6 tulajdonsagait magaval a téridé szerkezetével hozzuk kozvetlen kap-
csolatba. A specidlis relativitdselmélet szerint a tehetetlenségi mozgést végzo testek
vildgvonalai a Minkowski-térido geodetikusai, és ezek alkotjak a térido szerkezetét
jellemzo6 kitlintetett gorbesereget. Ez sejteti, hogy a szabadon esé testek vildgvonalai
lehetnek altalaban (gravitdcié jelenlétében) a térid6 geodetikusai, a téridé geomet-
ridja azonban dltaldban nem Minkowski-metrikdval jellemezhetd, amely lapos (nem
gorbiilt) sokasdgot hatédroz meg, hanem valamilyen gorbiilt sokasigot leiré met-
rikéval.

Masik inditékul szolgalhattak a Mach??-elv néven osszefoglalhaté gondolatok.
A newtoni mechanika és a specidlis relativitaselmélet szerint is a téridé szerkezete
egyszer s mindenkorra adott és fiiggetlen attol, hogy jelen van-e anyag és az hogyan
mozog. Példaul az is fiiggetlen a Vilagegyetemben jelenlevé anyagtdl, hogy mit
jelent a nem gyorsulé (a tehetetlenségi) mozgds és a nem forgd mozgas. Mach és
tobb mas fizikus ezt nem talalta kielégitének. Azt a sejtést fogalmaztak meg, hogy
a Vilagegyetemben levd Osszes anyagnak kell azt befolyasolnia, meghatéroznia, hogy
lokalisan mit nevezhetiink nem gyorsulo, ill. nem forgé mozgasnak, tovabba, hogy
ezeknek a fogalmaknak anyag nélkiili Vilagegyetemben egyaltalan nincs is jelentésiik.
Einstein annyit mindenképpen figyelembe vett ezekbdl a gondolatokbdl, hogy olyan
lefrasat kereste a gravitacionak, amikor az anyag jelenléte dontéen befolyasolja a
térido szerkezetét.

A gravitacié Einstein altal kidolgozott elméletében, az altalanos relativitas-
elméletben a térido szerkezete maga is éppen annyira dinamikai, mint az anyag.
A téridének a megfigyel6ktol fiiggetlen szerkezetét ugyaniugy a metrika irja le, mint

23Ernst Waldfried Josef Wenzel Mach, cseh-osztrak fizikus és filozéfus, 1838-1916
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a specidlis relativitaselméletben. Ez a metrika azonban nem a lapos (nem gorbiilt)
sokasag Minkowski-féle metrikdja, hanem &altalaban gorbiilettel rendelkezo sokasag
metrikaja. A térid6 gorbiilete, azaz az eltérés a nem gorbiilt téridotol, hivatott
a gravitacio lefrasara. Az FEinstein altal posztuldlt egyenlet értelmében a téridé
gorbiilete az anyag energiaimpulzus-tenzoraval van kapcsolatban. fgy a térido szer-
kezete, ill. az azt meghatarozé metrika szoros kapcsolatban all a Vilagegyetemben
talalhaté anyaggal. Azéta szamos kisérleti bizonyiték tamasztja ald az dltalanos
relativitaselméletet.
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2. Differencialhato sokasagok, tenzorok

2.1. Sokasagok fogalma

Amikor a térido szerkezetét akarjuk feltérképezni, akkor két fontos szempont vezérel.
Egyrészt nem akarunk eleve feltételezni semmit a téridd globdlis szerkezetérdl, ha-
nem a téridét csak lokalisan, minden egyes pontja kérnyezetében szeretnénk koor-
dinatazni. Masrészt, a téridének, mint ponthalmaznak a strukturajat a sokasag belso
tulajdonsdgaiként akarjuk definidlni, mert jelenlegi ismereteink szerint a 4-dimenzids
téridé nincsen beagyazva valamely magasabb dimenziés térbe.

A sokasdg olyan M halmaz, amely lokalisan olyan, mint R™ nyilt halmaza, és
ilyen lokalis tartomanyokbdl ,,siman” van Osszevarrva. Pontosabban:

Definicié: Sokasdg: az M halmazt az azon O, részhalmazainak {O,} egyiit-
tesével egylitt nevezziik sokasagnak, amelyek a kovetkezo tulajdonsagoknak tesznek
eleget:

1. Vp € M ponthoz taldlhaté olyan «, hogy p € O,, vagyis az O, részhalmazok
lefedik M-et;

2. Ya-hoz létezik olyan v, : O, — U, C R" leképezés, amely kolcsondsen
egyértelmiien képezi le O,-t az R™ egy U, nyilt részhalmazara, vagyis a so-
kasag barmely pontjanak kornyezete olyan, mint R™ egy nyilt halmaza;

3. Ha O, és Op barmely két olyan részhalmaza az {O,} lefedésnek, hogy O, N
Op # 0, és g : Of — U, CR"™ és 95 : Og — Uz C R™, akkor tekinthetjik a
Vo1t leképezést, amely 1,(0,NOg) C U, C R™t képezi le 15(0,NOg) C
Uz C R™ra. Ekkor megkéveteljiik, hogy 1, (O, N Op) és 1¥5(0, N Op) nyilt
halmazok legyenek, és 5 o ¢!, mint R"-bél R™-be torténd leképezés, C™
tipusu, azaz végtelen sokszor differencidlhaté legyen. Ez a tulajdonsag fejezi
ki, hogy a lokélis leképezések simén vannak dsszevarrva. (A o jel a leképezések
kompozicidjat, azaz egymds utani végrehajtasat jelenti.)

Erdemes emlékeztetni rd, hogy R"-ben az r sugard, = (2!, ..., 2") kozépponti

nyilt gdmb azon y pontok halmaza, amelyekre |z — y| = \/Zzzl(x“ —yr)? <
r. Az U, nyilt halmazok olyan részhalmazai R"-nek, amelyek ilyen nyilt gémbok
egyesitéseként éllithatok el6. Az egyes 1, leképezéseket lokalis térképeknek,
vagy lokdalis koordinatarendszereknek szoktak nevezni, ezek szinonim fogal-
mak. Fel szokds tételezni, hogy {O,} és {1} maximadlis, azaz a sokasig-fogalom
tartalmazza az Osszes lehetséges lokalis koordinatarendszert, amely eleget tesz a
fenti tulajdonsagoknak. A sokasdg topoldgikus térré tehetd, amikoris az O, halma-
zok jatsszak a nyilt halmazok szerepét és a 1, lokalis térképektdl megkoveteljiik,
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N Yo 0

Uq

3. abra. A sokasdgot lefed6 lokdlis térképek sima Osszevarrdsanak személtetése.

hogy homeomorfizmusok legyenek. Tovabbiakban csak olyan sokasiagokrol lesz szo,
amelyek, mint topoldgikus terek Hausdorff?*-tipustiak és parakompaktak.

Fontos még annak az eldontése, hogy mely sokasagok strukturdja azonos. Eh-
hez értelmezziik a diffeomorfizmusokat. Azon sokasiagok strukturaja azonos, amelyek
diffeomorfizmus révén képezhetdk le egymasra. Az ilyen sokasdgokat diffeomorfak-
nak nevezziik.

Definicié: Diffeomorfizmus: az M sokasdgnak M’ sokasagra torténd f :
M — M’ leképezését diffeomorfizmusnak nevezziik, ha kolcsonosen egyértelmil, |-
ra” torténo leképezés, amelynek 1étezik inverze és az C*°. Azon, hogy f C*, azt
értjiik, hogy ha M az {O,, .}, az M' pedig az {Oj,1j} lokélis térképekkel van
lefedve, akkor barmely o és (3 esetén az a ;o f o Y1 leképezés C™°, amelyik
Us C R"-et leképezi U C R™-be.

2.2. Erint6terek és érintévektorok

A newtoni mechanika szerint a 3-dimenzids térben a véges elmozdulasok a vek-
torosszeadas szabdlyai szerint Osszeadhatdk, tovabba szammal szorozhatok, azaz
nytjthaték és zsugorithatok. Mas szoval a newtoni mechanika 3-dimenzids te-
re egy 3-dimenziés linearis vektortér. Hasonldéan a Minkowski-téridé 4-esvektorok

24Felix Hausdorff, német matematikus, 1868-1942.
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4. abra. Az M sokasdgot az M’ sokasagra leképez6 f diffeomorfizmus személtetése.

linearis vektortere. A téridonek ez a szerkezete azonban nincsen meg, ha gorbiilt.
Példaul egy gomb feliiletén nincsen értelme annak, hogy hogyan lehet a feliilet egyik
pontjahoz a masikat gy ,,hozzaadni”, hogy a feliilet egy harmadik pontjat kapjuk
eredményiil. Ugyanakkor lokalisan a gorbiilt feliillet minden pontja kicsiny kornye-
zetében értelmezhetjiik az infinitezimalis eltolasok Osszeadésat és szamszorosat. Ha
a gorbiilt tér egy magasabb dimenzids térbe beagyazott feliilet lenne, akkor minden
pontban érinté hipersikot képzelhetnénk el, s ennek a vektoraival azonositanank
az infinitezimélis eltolasokat. Mivel legjobb tuddsunk szerint a téridé nincsen be-
agyazva ilyen mddon, azért a vektorok fogalmat a sokasdgok szerkezetének belsd
tulajdonsagaira alapozva, kiilsé bedgyazo térre torténé hivatkozas nélkil kell értel-
mezni.

A vektorok definiciéjat az motivalja, hogy R™-ben a vektoroknak kolcsondsen
egyértelmiien irdnymenti derivaltak feleltetheték meg: a v = (v!,...,v") vektornak
a . v"(0/0x") irdnymenti derivalt, és forditva. Az irdnymenti derivalt az R"-en
értelmezett skalarmezokon van értelmezve, és meghatarozza a mezo6 infinitezimalis
megvaltozasat egy olyan gorbe mentén, amelynek érintGje v. A sokasag tetszdleges
pontjaban az érintévektorokat ennek mintdjara definialjuk.

Definicié: Erintévektor. Legyen M sokasag, p a sokasdg tetszoleges pontja
és F azon f C'*°-fliggvények halmaza, amelyek M-bol R-be képeznek le. Ekkor a p
pontbeli v érintévektort azzal a v : F — R leképezéssel definialjuk, amely linedris,
azaz amelyre v(af + bg) = av(f) + bv(g), Ya,b € R, Vf, g € F, és amelyre érvényes
a Leibnitz?®-szabdly, azaz v(fg) = f(p)v(g) + g(p)v(f).

Kovetkezmény: Ha h € F konstans fiiggvény, azaz h(q) = ¢ =const.# 0
Vq € M, akkor v(h) = 0. Valéban, a Leibnitz-szabély miatt ekkor v(h?) = 2hv(h) =
2cv(h), masrészt a linearitds miatt v(h?) = v(ch) = cv(h), dgyhogy 2cv(h) = cv(h),
azaz v(h) = 0 adédik.

B Gottfried Wilhelm Leibnitz (vagy Leibniz), német matematikus, 1646-1716
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A p € M pontban értelmezett v vektorok Gsszessége egy V, linearis vektorteret
alkot a (v; + v2)(f) = vi(f) + vo(f) Osszeaddsra és az (av)(f) = av(f) szdmmal
torténd szorzasra nézve. Ez a sokasag érintotere p-ben.

2.2.1 tétel: Ha M n-dimenzids sokasag és a p € M pontban az érintStere V),
akkor dimV,, = n.

Valéban meg lehet mutatni, hogy V,-ben értelmezhetd pontosan n darab linea-
risan fiiggetlen vektorbol allé vektorrendszer, amely kifesziti V,,-t. Egy ilyen bazishoz
a kovetkezéképpen jutunk. Legyen p € O és ¢ : O — U C R” lokalis térkép.
Legyenek tovdbba R™-ben a koordinatdk x = (z!,...,z"). Definicid szerint barmely
f € Fesetén forp™t : U+ R C™, ezért ennek a fiiggvénynek léteznek az z#
koordinaték szerinti parcidlis derivaltjai a ¢(p) € U pontban. A p € M pontbeli V,
érint6tér szoban forgd bazisvektorait

X (f) = i(f v p=1,...,n (2.2.1.)

oz

Osszefliggéssel értelmezziik. Ezekrol a vektorokrél megmutathato, hogy linearisan
fiiggetlenek, és hogy barmely v € V, vektor felirhaté ezen bazisvektorok linedris
kombinaciéjaként, azaz hogy Vf € F fennall, hogy

u(f) = Y X)), (2.2.2))
ahol
vt = wv(zk o)) (2.2.3.)

a v vektor komponensei az {X,} C V, bazisban, hiszen

n

v(ator)) =Y v"(0/0x")(at o orph) = v'. (2.2.4.)

v=1

Az igy bevezetett {X,} bazist koordindta-bazisnak nevezik. Egy maésik szokasos
jelolés X, helyett 0/0x".

Kovetkezmény: Bazistranszformacié. Ha a ¢ lokalis térkép helyett egy
masik ¢’ lokalis térképet haszndlunk, akkor masik {X] } koordindtabdzist kapunk.
Ha felhasznaljuk a kozonséges analizis lancszabalyat, akkor

n 8 2%
X, = ;u X/ (2.2.5.)
v=1 x ¥(p)
adédik, ahol o/ = 2/ (x, ... 2") = (' oyp™1)” hatdrozza meg az R™ -beli 1j és régi
koordindtak kapcsolatat. Ekkor v =77, v#(0/02") = >0 | %’;’: vH(0/0x")
¥(p)
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miatt

vH (2.2.6.)
P(p)

p=1
a vektorkomponensek transzformaciés szabalya.
Fontos vektorok a sima gorbék érintoi.

Definicié: Sima gorbének nevezziik az R valés szamegyenesnek vagy a valds
szamegyenes egy intervallumanak C' leképezését M-be, C': R +— M, ha az C*°.

Definicié: A C sima gorbe érint6je a sokasag tetszoleges p € M pontjaban
az a T' € V, vektor, amelyet tetszdleges f € F esetén a

d
dt
osszefliggés definidl, ahol az foC' : R — R valds fiiggvény értelmezési tartomanyanak

pontjait ¢ valés paraméterrel jeloltiik, p = C(t), és az egyenlet jobb oldalan valds
fliggvény kozonséges derivaltja all.

() = Z(fo0) (2.2.7.)

Ha a p € M pont kornyezetében valasztott ¢ lokalis koordinatarendszer ko-
ordinatai x*, akkor a gorbe paraméteres egyenlete ebben a koordinatarendszerben
(Yo OV = ah(t) és forp™t = f(al,... a™), igy az f fiiggvénynek a C' gorbe pontjain
felvett értékei foC = foyptopoC = f(xl(t),...,2"(t)). Ezért frhatjuk, hogy

d d d
T(f) = Z(feC)=Z(fov owo0)= Zau N (228)
ahonnan
" dxt
T(f) = uﬂﬁXu(f), (2.2.9.)

avagy rovidebben a C' sima gorbe érintévektora a p € M pontban

dxt
T = — X, = ZT“X (2.2.10.)

és ennek komponensei

n
" = ddit (2.2.11.)

az {X,} koordindtabdzisban.
Megjegyzés: Ha C olyan gorbe, amelynek mentén minden koordinata allandé

a po-adik z#0 kivételével, azaz C' ehhez a koordinatahoz tartozo koordinatavonal,
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akkor ' = X,,. A bazisvektorok tehat ilyen koordinatavonalak érintéi. (A
lapos téridoében is hasonld a helyzet; a gorbiilt téridoben azonban az érintovektor
az érintotér vektora és nem a téridésokasag p pontjabdl annak egy masik pontjaba
mutaté nyil.)

Megjegyzés: Tekintsiik a V), és V, érintétereket a sokasidgnak rendre a p és
q # p pontjaiban. Ha csak a sokasdg-strukturat adtuk meg, akkor V, és V, vektorai
kozott nem talalunk semmilyen természetes megfeleltetést. Ilyen kapcsolatot
csak aldbb fogunk taldlni, amikor a sokasigot tovabbi tulajdonsagokkal latjuk el:
értelmezni fogjuk a konnexiot, segitségével a derivalds operatorat, azaz a gradiens-
operatort, majd végiil a parhuzamos eltolast, amely lehet6vé fogja tenni, hogy V),
vektorait leképezziik V, vektoraira. Ez a parhuzamos eltolds azonban fiiggeni fog
attol, hogy melyik, p-bol g-ba mend gorbén végezziik el.

Definicié: (Erint8)vektormezérsl beszéliink, ha a sokasdg minden p € M
pontjaban adott egy v|, € V,, vektor. Akkor mondjuk, hogy a vektormezd sima,
ha barmely f : M — R sima fliggvény esetén v|,(f) : M — R sima fiiggvény. Meg
lehet mutatni, hogy az X, koordindtabdzis-mezdk simak. Ezért a v vektormezd
akkor és csak akkor sima, ha a v* koordinatéi sima fiiggvények.

Az R™ben az adott iranyu elmozdulasok egy-paraméteres folytonos csoportot
alkotnak, és ezen elmozduldsok generdtora az adott iranyu egységvektor. Ennek
analogidjara meg lehet mutatni, hogy az M sokasagon értelmezett vektormezo vek-
torai egy-paraméteres diffeomorfizmusok csoportjanak generdtorai, és hogy minden
vektormezohoz tartozik az egy-paraméteres diffeomorfizmusok egy csoportja. Ezért
az érintovektorokat infinitezimaélis eltolasokkal hozhatjuk kozvetlen kapcsolatba.

Definicié: A ¢, : R x M +— M C* leképezést egy-paraméteres diffeomor-
fizmusok csoportjanak nevezziik, ha barmely rogzitett ¢ € R esetén ¢, : M — M
diffeomorfizmus, és barmely ¢, s € R esetén ¢, 0 ¢, = ¢, 5. Ekkor ¢y—¢ az egységelem
és ¢_; a ¢, inverze.

Allitas: Minden ¢, egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoporthoz rendelhetiink
egy v vektormezét. Legyen p € M rogzitett. Ekkor ¢4(p) : R — M olyan gorbe,
amelynek ¢t = 0 paraméterli pontja p. Ezt nevezziik a diffeomorfizmus-csoport
palyajanak, vagy orbitdjanak. Legyen ezek utan v|, az a vektor, amely a p-n
athaladé orbita érintéje a p pontban: v|,(f) = %(f o¢i(p)) Vf: M — R. Ez a
vektor tekintheté gy, mint az orbita mentén p pontbdl torténd infinitezimalis el-
tolas generatora. Ha p befutja M-et, akkor igy az egy-paraméteres diffeomorfizmus-
csoporthoz tartozo vektormezot kapunk.

Forditva, minden sima v vektormez6hoz tartozik egy egy-paraméteres diffeo-
morfizmus-csoport. Legyen adott a v sima vektormez6. Ekkor minden p € M ponton
pontosan egy olyan gérbe halad at, amelynek érint6je p-ben v|,. Ezek a gorbék
a v vektormezo C integralgorbéi. Meg lehet mutatni, hogy az integralgorbék
megkeresése egy kozonséges elsérendii differencidlegyenlet-rendszer megoldasanak
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meghatarozasaval egyenértékii R"-ben. Ha a p pont kornyezetében bevezetjiik a v
koordindtatérképet az (z!, ..., 2") koordindtdkkal, akkor z*(t) = 1 o C hatdrozza
meg a t € R paraméterértékhez tartozé R"-beli pontok x#(t) koordindtait. Ekkor
tetszéleges f € F sima fiiggvény esetén

wl(f) = S(ToC) = (fou ovoC())

"0 dzt
= Y —(foy )= (2.2.12.)
= oxt dt
Maésészt viszont v,(f) felbontasa az 0/0x* koordinatabdzisban
v(f) = iv“(ml x")i(fo¢—1). (2.2.13.)
b ot T O
Ezért a szébanforgé differencidlegyenlet-rendszer a 0/0x* bazisban
m
vz, 2" dxdft). (2.2.14.)

Ennek a ¢t = 0-ban adott p € M kezddponthoz tartozé megoldasa egyértelmiien
létezik. Ez a p ponton t = 0 paraméterértékkel athaladé integralgorbe paraméteres
egyenlete. Ezutdn a ¢;(p)-t Ggy definidljuk, mint a p-n athaladé integralgorbe ¢
paraméterértékhez tartozé pontjat. Az igy kapott ¢; egy egy-paraméteres diffeo-
morfizmus-csoport, leszamitva azt az esetet, ha ¢t nem futhatja be csak a valds
szamegyenes valamely véges intervallumat.

A késébbiekben hasznos lesz a v és w vektormezok kommutatoranak fogalma.

Definicié: Legyen adott az M sokasagon a v és a w vektormezd, ezek kom-
mutatoran a

[, w](f) = v(w(f)) —wl(f) VfeF (2.2.15.)

vektormez6t értjitk. Be lehet bizonyitani, hogy a [v, w]| kommutétor valéban eleget
tesz a linearitasnak és a Leibnitz-szabalynak, azaz valéban vektor.

Kovetkezmény: Mivel X, (f) = (0/0z")(f oy~ = 0f (2, ..., 2")/0x", azt
kapjuk, hogy koordinata-bazisvektorok kommutatora zérus:

X, X)(f) = 0 <8f(:c1,...,x”))_ 0 (8f(x1,...,x"))20‘

oxt oxv oxV oxt
(2.2.16.)
Megforditva, ha adottak az X, ..., X,, el nem tiin6 vektormezok, amelyek paronként
kommutéalnak, azaz amelyekre [X,, X,] = 0, p,v = 1,...,n, akkor mindig létezik

olyan lokélis koordindtarendszer, amelynek {X,} a bazisa.
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Allitas: Az {X .} koordinatabazisban a kommutator komponensei

& ow* ov#
Ho = v —w
[v, w] g <v o Y &EV) . (2.2.17.)

v=1

Valéban, részletesen kiirva azt kapjuk, hogy Vf € F esetén

o(w(f) = Zvvxyw(f))—Zv”Xv(Zw“XAf)) —ZX<ZU’W>

0 of
v w
E Ll (w (’“)x”)’ (2.2.18.)
v,
és hasonléan
, 0 0
v,

ugyhogy ezek kiilonbsége

w,w|(f) = Z(w‘?g‘c’f _—" g;f)% = [v, w]" X,.(f), (2.2.20.)

v

ahonnan a [v, w]* komponensekre a keresett kifejezés adédik.

2.3. Tenzorok

Mar a newtoni mechanikaban és a specialis relativitaselméletben is megtapasz-
taltuk, hogy a fizikai mennyiségek egy része skalar, ill. vektor, de azt is lattuk,
hogy sziikségilink van tenzorialis mennyiségekre is, mint pl. a mechanikai fesziiltség
vagy az energia-impulzus tenzora. Hasonléan, az altalanos relativitaselméletben
a gorbiilt térido-sokasagon értelmezhetiink tenzorokat. Ehhez el6szor definialjuk
a dualis vektorokat, majd pedig a tenzorokat, mint a vektorok és dudlis vektorok
multilinearis fliggvényeit. Az igy értelmezett tenzor-fogalom fiiggetlen a lokélis ko-
ordinatarendszer-valasztastol.

Definicié: Legyen V linedris vektortér. (Esetiinkben V' = V, a sokasig
érinttere a p € M pontban.) Ekkor a V' vektortér V* dudlisdn azon w : V —
R leképezéseket értjik, amelyek linearisak. A V vektortér linedris leképezései a
leképezések Osszeadasdanak és szammal vald szorzasanak trividlis értelmezése esetén
linedris vektorteret alkotnak.

Allitas: Legyen adott a {v,} bézis a V vektortérben, akkor a

v (v,) = ¢ (2.3.1.)

v

osszefiiggés dltal definidlt {v* } C V* vektorrendszer bazis a dudlis vektortérben; ez
a dudlis bazis.
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Megjegyzés: A dudlis bazis és a bazis kozotti Osszefiiggés ugyan megfelel-
tetést, izomorfizmust létesit a V' vektortér és V* dudlis vektortér elemei kozott,
ez a megfeleltetés azonban fiigg a {v,} bdzis megvalasztdsatél. Ha nem adunk
meg tovabbi szerkezetet a sokasagon, akkor nem lehet természetes megfeleltetést
létesiteni V' és V* elemei kozott.

Megjegyzés: Meg lehet mutatni, hogy a dudlis vektortér dualisa, V** izomorf
az eredeti V' vektortérrel, és ez egy természetes (bézisvalasztastdl fiiggetlen) megfe-
leltetés. fgy a tobbszori dudlisképzés nem vezet 1j eredményre, és a tovabbiakban
V** és V azonosnak tekinthetok, V** = V.

Definici6: Legyen V linedris vektortér és V* a dudlisa. Ekkor a (k,[) tipusi
T tenzoron a T : V" x ... x V' xV x ...V + R multilinedris leképezést értjiik.

k !
A (k,l)-tipusu tenzorokat k + [-rendiieknek nevezziik. A tenzor rendje azonban
nem hatarozza meg egyértelmiien a tipusat.

Allitas: A szokdsos osszeaddsra és szammal torténd szorzdsra nézve a (k,1)-
tipust tenzorok T (k,[) linearis vektorteret alkotnak.

Megjegyzés: Mivel V** azonosithat6 V-vel, ezért az (1, 0)-tipusu tenzorok (a
duélis vektorok terén értelmezett linedris leképezések) a vektorok. Nyilvanval6an a
(0, 1)-tipusu tenzorok pedig a dudlis vektorok.

Mivel a tenzorok multilinedris leképezések, ezért a {v,} C V bazisvektorokon
és {v”"} C V* dudlis bazison felvett értékeik teljesen meghatdrozzak Gket. Ha
dimV' = dimV* = n, akkor a (k,[)-tipusi tenzorok argumentuma ezen bazisvekto-
rokkal n**! kiilonb6z6 médon adhaté meg, tdgyhogy dimT (k, 1) = nk+.

Megjegyzés: Fontos megemliteni, hogy a magasabb rend tenzorokat tobbféle,
egymassal egyenértékli médon lehet szemlélni annak koszonhetden, hogy V** és V
azonosithaté egymassal. Példaul az (1,1)-tipusi tenzor T : V* x V — R mul-
tilinedris leképezés. Ezért, rogzitett v € V' véltozd esetén T'(;v) : V¥ — R a V*™*
eleme (a dudlis téren értelmezett linedris leképezés), és ezért minden rogzitett v € V-
hez hozzarendel egy masik V-beli vektort, azaz ugy tekintheté, mint egy V +— V
linedris leképezés. Hasonléan az (1,1) tipusi tenzort gy is tekinthetjiik, mint egy
V* +— V* linedris leképezést.

A tenzorokon az alabbi miveleteket szokds értelmezni.

Definicié: Kontrakcié: a (k,[)-tipust tenzornak az i-edik dudlis vektor-
valtozoja és a j-edik vektorvaltozdja szerinti C' kontrakcidja a

CT = > T(...07 .5 0. (2.3.2.)
o=1

Osszefliggéssel meghatérozott (k — 1,1 — 1) tipusu tenzor, ahol a jobb oldalon az
i-edik dualis vektor- és a j-edik vektor-poziciéban allé véaltozokat tintettik fel. A
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kontrakcio eredménye fliggetlen a bazisvalasztastol.

Definicié: A T (k,1)-tipusu és a T" (K',l')-tipust tenzorok T & T" kiils6
szorzatan azt a (k + k', + I')-tipusu tenzort értjiik, amelyet a kovetkezd szabély
szerint képezhetiink. Legyenek wy,...,w; € V ésv'", ..., v*" € V* azok a vektorok

7 /1 7 . * 1%
és dudlis vektorok, amelyeken 7" hat, és rendre wy 1, ..., wiy, ill. 081 0 ok+k

azok, amelyeken 7" hat, ekkor

(T &® T/)(Ul*, C ,’Uk+k/*;w1, Ce 7wl+l’)

= T, ..., o™ wy, ... ,w)T (W R Wity - Wiay). (2.3.3.)

A kiilsé szorzas lehetévé teszi, hogy tetszéleges (k, 1)-tipusti tenzorokat igyne-
vezett egyszerli tenzorokbdl szerkessziink meg.

Definicié: Legyenek {v,} és {v”"} rendre bdzis V-ben és a megfelel§ dudlis
bazis V*-ban. Ekkor a (k,[)-tipust egyszerii tenzorok

Vyy ® ... ® U, @V @V, (2.34.)

Allitas: Osszesen n** kiilonbozé (k, 1)-tipust egyszerti tenzor konstrualhaté
adott bazisok esetén. Ezek T (k,[)-ben bazist képeznek. Kovetkezésképpen barmely
T € T (k,l) tenzor kifejtheté ebben a bazisban:

n

T = Z THEE U @ QU ® VI @i, (2.3.5.)

H s fole s Vs =1

A kifejtésben szerepld TH-#x ~  egyiitthatokat nevezziik a T' tenzor kompo-
nenseinek az adott bazisban. A tenzorfogalom fiiggetlen mindenféle bazis-
valasztastol, mig a tenzorkomponensek bazisfiiggoek, azaz értékiik fligg attol, hogy
milyen bazissal és a dualisaval dolgozunk.

Megjegyzés: Tenzorkomponensek segitségével a kontrakeid

n

(CT)MMMCAVL..VLA - ZTWWU.“MT. LV (236)

a kiils6 szorzat pedig

GH k! — L I L g (2.3.7.)

ViV V1...Y Vig1--Vigp

alakot olt.

A koordinatabézis vektorainak szokasos jelolése X, = % € V, a megfelelo

dudlis bazisvektorokat dz#-vel jeloljiik, igyhogy definici6 szerint da#(9/0x") = 0.
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Korabban mar megmutattuk, hogy valamely lok4lis (x!,. .., 2") koordindtarendszer-

’” s . 1 . . s s sz s
rél egy mésik (2'°,...,2"") koordindtarendszerre torténd Attérés sordn a v vektor
komponensei
' N
o = E o* (2.3.8.)
Oxt
p=1

szabaly szerint transzformalédnak. Ezt felhasznalva belathatjuk, hogy tetszdleges
w € V* dudlis vektor komponensei

Sy = Y s (2.3.9.)

H o't
p=1

modon transzformaldédnak.

Ehhez el6szor belatjuk, hogy Vw € V*, Vw € V esetén
> wuwh (2.3.10.)
=1

Val6ban, ha a koordindtabazis V-ben {v,} és ennek dudlisa V*-ben {v”" }, akkor

v *(w) = Wy v ’ ’U}U’UV w,w ’UU w U§ W, w
o o W o
1% o v

(2.3.11.)
Koordindtatranszformécio soran
8x/#
Zw#w“ Zw 't = Zw:/w“ oy (2.3.12.)
o
ahonnan
8x/#l
Z“L’W' (2.3.13.)
w

Jeloljiik most at a vesszOs koordinatarendszert vesszétlenre és forditva a vesszétlent vesszésre,
akkor

n

oxt
D G (2.3.14.)

adodik.
Ezeket felhasznélva, tetszOleges (k,[)-tipusi tenzor komponenseinek transz-

formacios szabalyéra

n //»14/1 17

T/“II"'“;c _ LA or o ox
1 V1. A
or ox'1

(2.3.15.)

1/1...I/l/
B1-1
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adodik.

Megjegyzés: A tenzorokat koordinatarendszer-vélasztastol fiiggetlentil de-
finialtuk. Lehetne azonban a tenzorokat a komponenseik transzformacios tulaj-
donsagaival is definialni. Ez azonban elénytelen, mert a legtébb esetben olyan
allitasokat fogunk megfogalmazni, amelyek koordindtarendszertél fliggetlenek, hi-
szen alapelv az altaldnos relativitaselméletben, hogy a Természet torvényei vonat-
koztatasi rendszertol fliggetlenek.

Megjegyzés: Szokas a p € M pontbeli V), érintétér vektorait tangens- ,azaz
érint6vektoroknak, ill. kontravarians vektoroknak, a dudlis V' tér vektorait
kotangensvektoroknak, ill. kovarians vektoroknak nevezni.

Definicié: Amennyiben a sokasdg minden p pontjaban értelmezve van a T
(k,)-tipustu tenzor, akkor tenzormezdrél beszéliink. Egy tenzormezot akkor ne-
veziink simanak, ha sima fliggvénye a vektor- és dudlis vektor-valtozdinak, amelyek
maguk is sima mezok. Fiiggvények és vektormezdk simasagat mar értelmeztitk. Az
w dudlis vektormez6t akkor nevezziik simdnak (C'*-nek), ha tetszéleges, sima v
vektormezd esetén w(v) sima fliggvény.

2.4. Metrikus tenzor

A metrikus tenzort annak érdekében vezetjiik be, hogy a sokasdgon ,,infinitezimalis
tavolsagnégyzetet” értelmezziink, s tessziik ezt, mint az ,,infinitezimalis elmozdulas”
négyzetét. Az ,infinitezimélis elmozdulasoknak” viszont a sokasag érint&vektorait
feleltettitk meg. Ezért a metrikat, mint (0, 2)-tipusi g tenzort vezetjiik be.

Definicié: A g metrikus tenzor a sokasig p € M pontjaban értelmezett
olyan (0, 2)-tipust tenzor, amely szimmetrikus, azaz Vv, vy € V), esetén g(vq, v2) =
g(ve,v1), és nem elfajult, azaz g(v,v,) = 0 tetszéleges v € V,, esetén akkor és csak
akkor, ha v; =0 € V).

Megjegyzés: A metrika tehdt az érintétéren értelmezett belso szorzat, amely
azonban nem feltétlentil pozitiv definit.

Valamely lokalis koordinata-bazisban a metrikus tenzor
g = Y guda" ®da" (24.1)
v

alakba frhat6. Szokas ezt az Osszefiiggést a ds? invaridns fvelemnégyzet segitsé-
gével

ds® = Zg,wdx“dx” (2.4.2)
[T8%

alakba irni, amikor elhagytuk a jobb oldalon a kiils6 szorzat jelét. Ez az irdsmod
tiikkrozi, hogy ,,infinitezimélis elmozdulas négyzetének” megfelel6 matematikai kép-
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lettel van dolgunk. (Ne felejtsiik azonban el, hogy sem a jobb oldal, sem a bal oldal
nem szam, hanem bilinedris leképezés; valés szdmot akkor kapunk, ha g(v,v) €
R-t képezziik valamely v € V, vektor segitségével. Ha v integralgorbéje mentén
mozdulunk el a sokasdgon a t paraméterii p € M pontbdl a t + dt paraméteri
q € M infinitezimélisan kozeli pontba, akkor az integralgorbén az ivhossznégyzet
aranyos g(v,v)-vel, g(v,v)dt* € R. A gorbék ivhosszéanak értelmezésére késébb még
visszatériink.

Allitas: Ha adott a g metrika, akkor az érintétérben mindig taldlhatunk orto-
normalt bazist, azaz olyan vy, . . ., v, bazisvektorokat V,-ben, amelyekre g(v,,v,) =
0, ha p # v és g(v,,v,) = £1. Végtelen sok ortonormalt bazis létezik. Barmelyiket
is valasztjuk azonban, a sokasagra egyértelmiien jellemz6 azon vektorok szama, ame-
lyekre g(v,,v,) = +1, és amelyekre g(v,,v,) = —1. A + és — el6jelek szamat a met-
rika szignatirijanak nevezziik. A (+ + ++) szignattrdji metrikdt Riemann?-
metrikanak, a (— + ++) szignaturajit Lorentz-metrikdanak nevezziik. A térid6
metrikaja a specidlis és az altalanos relativitaselmélet szerint Lorentz-metrika.

Legyen értelmezve a g metrika a téridé p pontjdban, mint a g : V, ® V, —» R
bilinedris leképezés. Rogzitett v € V esetén a g(-,v) : V, — R linedris leképezés
a dudlis vektortér eleme, g(-,v) € V*. Ha v € V,, végigfut a V, érintétér elemein,
akkor tehat g(-,v) minden v € V,, vektorhoz hozzarendel egy v* € V* dudlis vektort.
Ez a hozzarendelés kolcsonosen egyértelmii, mert a metrika nem elfajult, és ,,-ra”
torténd leképezés, ugyhogy létezik az inverz leképezés is. A metrika segitségével
tehat kolesonosen egyértelmii megfeleltetés létesitheto a vektortér és dudlisanak ele-
mei kozott. Ha adott a metrika, ez azt is jelentheti, hogy nem érdemes kiilon
bevezetni a dualis vektorokat. fgy szoktunk eljarni pl. a newtoni mechanikdban. Az
altalanos relativitaselméletben azonban nem ismert elére a metrika, igyhogy ekkor
vilagos kiilonbséget kell tenni a vektorok és a dudlis vektorok kozott.

2.5. Jelolések, konvencidk

A tenzorok jelolésére olyan konvenciot fogunk haszndalni, amikor a jelolés egyértel-
misiti a tenzor tipusat, ugyanakkor nem keverhet6é Ossze a tenzornak és a kompo-
nenseinek a jelolése. Ez a jelolés azt is egyértelmiisiti, hogy ha egyenletet frunk
fel, akkor az tenzorokra vonatkozo, lokalis koordinatarendszer-valasztastol fiigget-
len érvényti egyenlet, avagy csak a tenzorkomponensekre valamilyen specidlis koor-
dinatarendszerben érvényes Osszefiiggés.

Ezért a T' (k,1)-tfpusd tenzort 7% . médon fogjuk jelolni ellatva k da-
rab kontravaridans és [ darab kovarians latin indexszel. Ugyanennek a tenzornak
a komponenseit valamely adott koordindta-rendszerben megfelel6 gorog indekszek-

kel latjuk el, TH-# . Tovabbi megdllapodds, hogy a kontrakciét, ami akar

26Georg Friedrich Bernhard Riemann, német matematikus, 1826-1866.
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a tenzor kontrakciéja, akar a kontrahalt tenzor komponensei esetén Osszegzést je-
lent egy megegyezO kontravarians és kovarians indexparra, az Osszegzés jelének el-
hagyasaval és azonos fels6 és alsé (latin, ill. gorég) indexszel jeldljik, mint pl.
T e, @ T, tenzor kontrakciGjat jelenti az i-edik kontrava-
rians és a j-edik kovaridns index szerint, ha c¢ a kontravarians indexek kozott az
i-edik helyen és a kovaridans indexek kozott a j-edik helyen all. A megfelel kont-

, . . ’ P o S .
rahalt tenzor komponensei valamely koordindtarendszerben 777 =1, .

Tovébbi szabalyok vonatkoznak a metrikus tenzor hatasanak jelolésére. A
(0, 2)-tipusi metrikus tenzort gq-vel jeloljitk. A metrikus tenzor minden v € Vj,
vektorhoz hozzarendeli a v* = g(-,v) € V* dudlisvektort. Konvenciénknak megfe-
leloen a v kontravarians vektort v®-val, a metrikus tenzor altal értelmezett izomet-
ria révén hozzarendelt v* dudlis vektort (kovaridns vektort) pedig v,-val jeldljik,
tgyhogy gav’ = v, frhatd, ami explicit médon kifejezi a V, és V© kozti izomet-
riat. A metrikus tenzor inverze (2,0)-tipusi tenzor, amit jelolhetnénk (g=1)%-vel.
Ehelyett azonban &ltaldnosan elfogadott egyszertien g?°-vel jelélni. Ekkor definicié
szerint

9. = " (2.5.1.)

a V, — V, azonossagi leképezés. Hasonléan a metrika inverzének az w, dudlis
vektorra vett hatdsaként el6allé vektort we-val jeloljiik, azaz ¢®w, = w?® Ezt a
jelolésmodot az indexek fel- és lehtzasaval kovetkezetesen alkalmazhatjuk barmely
tenzor barmely indexére, s igy az eredeti tenzorral (izometria erejéig) azonos tenzort
kapunk. A jelolés kovetkezetes abban is, hogy a metrikus tenzorbol indexfelhtizassal
kapjuk az inverz metrikat, g** = ¢*¢*%g.q.

Tovabbi egyszeriisodés, hogy jeldlésiink kiilonbséget tud tenni pl. a (0,2)-
tipust tenzor esetén T'(v,w) = Typv®w® és T'(w,v) = T/wbv® kozott, ha T csak
annyiban kulonbozik T-t6l, hogy a v és w vektorokat felcseréljiik az argumen-
tumdaban; irhatjuk ugyanis, hogy 7", = Tj,. Amennyiben T, = T},, akkor azt
mondjuk, hogy a Ty, tenzor szimmetrikus. A metrikus tenzor példaul szimmet-
rikus, gu = gre. Barmely kontravarians vagy kovarians indexparra hasonlé szabalyt
alkalmazhatunk. Erdemes kiilon jelolést bevezetni a tenzorok teljesen szimmetrikus
és teljesen antiszimmetrikus részére. A (0, 2)-tipusu 7T}, tenzorok esetén a szimmet-
rikus, ill. az antiszimmetrikus részre irhatjuk rendre, hogy

T(ab) = %(Tab —+ Tba)> ill. T[ab] = %(Tab — Tba)- (2.5.2.)
Ekkor mindig igaz, hogy Ty = Tas) + Tiay, azaz egy (0,2)-tipusi tenzor mindig
egyértelmiien felbonthato egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus rész Osszegére.
Az indexek fel- és lehuzasanak szabalyait figyelembe véve ez azt is jelenti, hogy
barmely masodrendii tenzor hasonloképpen felbonthato. Altalénosabban, pl. egy
Ty a (0,0)-tipusu tenzor teljesen szimmetrikus, ill. teljesen antiszimmetrikus része
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rendre

1
Taray = i Z Tariyanqys
1
T[almal} = ﬁ Z 57rTa.,r(1)...aﬂ(l)7 (253)

ahol az Osszegzés az indexek Osszes m permutaciojara torténik és o, egyenlé +1-gyel,
ill. —1-gyel rendre aszerint, hogy a m permutacié paros, ill. pératlan. Hasonld
szimmetrizalasi, ill. antiszimmetrizalasi szabalyt alkalmazhatunk a kontravarians és
a kovarians indexek barmely egyiittesére.

Definicié: A teljesen antiszimmetrikus (0,)-tipusi T,, ,, tenzorokat diffe-
rencidlis [-formaknak nevezik; esetiikkben T3, o, = Tja,. q,-
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3. A térido-sokasag gorbiilete

3.1. Altalanos megfontolasok

A gorbiiletrél alkotott naiv fogalmunk olyan esetekbdl szarmazik, amikor egy 2-
dimenzids feliilet be van agyazva egy magasabb dimenziés térbe, mint peldaul a
Fold felszine a 3-dimenziés euklideszi térbe. A feliiletet akkor nevezziik gorbiiltnek,
ha a bedgyaz6 euklideszi térben nem sikfeliilet. A gorbiilet ilyen értelmezésének
a kiils6 gorbiilet fogalma felel meg, amit a beagyazo tér jelenlétére alapozunk. A
kiils6 gorbiiletet a feliilet valamely pontjaban az jellemzi, hogy a feliilet normalisa
mennyire nem marad (a kiils euklideszi térben) 6nmagédval parhuzamos, ha kicsit
odabb mozdulunk a feliilet mentén. Ilyenkor a vektorok parhuzamossiga a beagyazo
euklideszi térben van értelmezve. A kiilsé gorbiilet a feliilet kiils6 tulajdonsagain
alapszik.

Jelenlegi legjobb tudasunk szerint azonban a téridé-sokasdg nincsen bedgyazva
egy kiils6, magasabb dimenziés sokasagba. Ezért az dltalanos relativitaselméletben
olyan gorbiilet-fogalomra van sziikségiink, amely a sokasdg, a gorbiilt feltilet belso
tulajdonsdgain alapszik. Az ilyen, tgynevezett belsé gorbiilet fogalménak kidol-
gozdsa Gauss nevéhez flzdédik, szokds Gauss-gorbiiletnek is nevezni. A bels6
gorbiilet definidlasanak otlete a kovetkezo észrevételen alapszik. Vigyiink korbe egy
vektort a feliilet egy zart gorbéje mentén gy, hogy a vektor mindig benne maradjon
a feliilet érintosikjaban és 6nmagaval parhuzamos maradjon. Ha ezt a stk barmely
zart gorbéje mentén tessziik, akkor mindig visszakapjuk az eredeti vektort, ami-
kor visszaériink a kiindulasi pontba. Ha ugyanezt a gombfeliilleten, mondjuk egy
gombi haromszog mentén tessziik, akkor altaldban nem kapjuk vissza ugyanazt a
vektort. A feliilet bels6 gorbiiletét tehat azzal fogjuk jellemezni, hogy ha egy vektort
a feliileten tetszdleges zart gorbe mentén énmagdval parhuzamosan eltolunk, akkor
mennyire kiilonboz6 vektort kapunk az eredeti vektorhoz képest, ha visszaériink a
kiindulasi pontba. A kényes kérdés az, hogy pontosan mit is értsiink parhuzamos
eltolason. Latni fogjuk, hogy a parhuzamos eltolas fogalma egyértelmiivé teheto, ha
metrikat értelmeziink a feliileten, mint pontsokasagon.

A gorbiilet, avagy altalanosabban a gorbiileti tenzor értelmezéséhez a kovet-
kez6 1épésekben jutunk el:

1. Ertelmezziik vektormez6 gorbementi derivaltjat; ennek soran bevezetjiik a ko-
varians derivalas operatorat.

2. Ertelmezziik a parhuzamos eltolast a sokasagon, mint a sokasag egy jarulé-
kos geometriai tulajdonsagat.

3. Ertelmezziik a gorbiiletet az alapjan, hogy vektort zart gorbe mentén parhuza-
mosan eltolva mekkora lesz az eltérés az 1j (zart gérbe mentén parhuzamosan
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eltolt) és az eredeti vektor kozott. Latni fogjuk, hogy ez az eltérés azzal lesz
kapcsolatos, hogy a kovaridns derivalasok operatorai nem kommutélnak.

Végiil meg fogjuk mutatni, hogy a parhuzamos eltolas, mint a sokasag jarulékos
geometriai szerkezete, szarmaztathatd a metrikdbol, ha az értelmezve van a so-
kasdgon. Ebben az esetben egyértelmiien létezik olyan parhuzamos eltolas, ame-
lyik skaldrszorzattarté (azaz tévolsdg- és szogtartd). A téridé metrikdjabol tehdt
egyértelmiien kovetkezik egyfajta parhuzamos eltolas és gorbiilet.

Megjegyzés: Azt azonban érdemes megemliteni, hogy nem koételezé a gravitacié
elméletében ilyen szorosan 0sszekotni a parhuzamos eltolast és a metrika 1étezését, hanem
lehet ezeket fliggetlen geometriai strukturakként kezelni, amelyeket az anyag dinamikéja
hatédroz meg. Einstein az altaldnos relativitaselméletben azt az utat valasztotta, amikor a
parhuzamos eltolds és a gorbiilet a metrika altal egyértelmiien meghatarozott jellemzok.
Mi is ezt az utat kovetjik.

3.2. A kovarians derivalas operatora

Definicié: A kovaridans derivalas V operatora, a gradiens-operator olyan
leképezés, amely barmely sima (vagy legrosszabb esetben differencidlhaté) T' €
T (k,1) tenzormez6t atvisz egy VI € T(k,l + 1) tenzormezébe, és eleget tesz az
alabbi tulajdonsagoknak:

1. linearis, azaz

Vc(aAal...ak ooty T BB b1...bl) = aV A% by T BV Bk bi..by?
(3.2.1.)

ahol o, f € R tetszileges valés szamok, A, B € T (k,1) tetszbleges tenzorok;

2. teljesiti a Leibnitz-szabdlyt, azaz

V(A" bl...blBallma;db'l...b;/) = (Ved™, 4)B a&...a;lb’l---bi,
+AT b1...bl(VcBaama;/b’l---b;)
(3.2.2.)
barmely A € T(k,l), B € T(K',l') esetén;
3. felcserélhetd a kontrakcioval, azaz
Va(ATert ) = YaAmee (3.2.3.)

barmely A € T (k,l)-re, ahol a jobb oldalon a VA derivalttenzor kontrahéltja
all;
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4. osszhangban van az érintovektoroknak skalarmezok iranymenti derivaltjaként
torténd értelmezésével, azaz V f € F figgvény és V t* € V), vektor esetén

t(f) = t°V.f (3.2.4.)
teljesiil;
5. torzidmentes, azaz V f € F fiiggvény esetén
V.V = Vi V.f, (3.2.5.)

vagyis a kovaridns derivalasok operdtorai skalarfliiggvényre torténo hatasukban
felcserélhetok.

Megjegyzés: Vigyazat! Az 5. tulajdonsag nem jelenti, hogy barmilyen ten-
zormezore vald hatasukban a kovarians derivalasok operatorai felcserélhetok lennének.

Megjegyzés: Az 5. tulajdonsiag elnevezése onnan szarmazik, hogy amennyi-
ben nem réjuk ki az 5. feltételt, akkor meg lehet mutatni, hogy a tobbi 4 tulajdonsag
megkovetelése miatt 1étezik olyan 7, az a, b indexekben antiszimmetrikus tenzor,
a torzio tenzora, hogy

Vo Vo f =i Vof = —TuV.f, VfeF. (3.2.6.)

Az 5. tulajdonsag tehat azt jelenti, hogy a torzié tenzora eltiinik.

A fenti definiciéval kapcsolatban elGszor is az a kérdés mertil fel, hogy l1étezik-e
egyaltalan az 1.-5. tulajdonsagoknak eleget tevé derivalasi operator, és amennyiben
létezik, egyértelmiien meg van-e hatarozva.

Konnyen meg lehet mutatni, hogy 1éteznek az 1.-5. tulajdonsaggal rendelkez6
derivalasi operdtorok. Legyen 1 egy lokalis koordindtarendszer, és legyenek {9/dz*}
és {dz"} a megfelel6 koordindtabazisok. Abban a tartomanyban, amelyet ez a koor-
dinatarendszer lefed, értelmezhetjiik az adott koordinata-rendszerhez tartozo
kozonséges derivalas 0, operatorat a kovetkezéképpen: vegyiink egy tetszéleges
Tk, 4, sima tenzormezét, amelynek komponensei a ¢ koordindtarendszerben

1.k 4 ay...ag 77 .
T 1. €8 legyen O.T by a7 & tenzormezd, amelynek komponensei

T+ Ok (3.2.7.)

Vi...r;

A kozonséges parcialis derivélas tulajdonsagai kovetkeztében az 1.-5. tulajdonsagok
ekkor mind teljesiilnek. Az 5. tulajdonsag a kozonséges parcialis derivalasok fel-
cserélhet6sége miatt azt jelenti, hogy 9, és 0, barmely tenzormezére vett hatdasaban
felcserélhet6. Belattuk tehat, hogy létezik az 1.-5. tulajdonsigoknak eleget tevé
derivélasi operator: a kozonséges derivalas 0, operatora ilyen.

Vegyiink most egy masik v’ lokalis koordinatarendszert, amelynek van dtfedése
az eléz6 1 koordinatarendszerrel. Ekkor a fenti eljardssal egy masik 0 derivalasi
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operdtort kapunk. A bonyodalmat az okozza, hogy O.1'"“*, . komponensei
a 1 koordindtarendszerben nem fognak megegyezni a 0,1 by, VEsszOs ko-
ordinatarendszerben vett komponenseivel. A kozOnséges derivalas operatora
tehat koordinatarendszer-fiiggd; nem tarsithaté koordinata-fliggetlen, azaz ter-
mészetes moédon a sokasag geometriai strukturdjahoz.

Vizsgaljuk meg kovetkezo 1épésként, hogy mennyire van egyértelmiien meg-
hatdrozva az 1.-5. tulajdonsdgokkal definialt derivélt operator. Tegytik fel, hogy
1étezik két kiilonbozé derivélt operdtor, V, és V,, amelyek mindegyike eleget tesz
az 1.-5. kovetelményeknek. A 4. tulajdonsag kovetkeztében skalarmezore vett
hatasukban ezeknek a derivalasi operatoroknak azonosaknak kell lennitik, V,f =
V.f ¥Yf € F. Ahhoz, hogy esetleges killonbozéségiikré] felvildgositast kapjunk,
vizsgaljuk meg hatasukat eggyel magasabb rendii tenzormezdkre. Legyen w, tetszo-
leges sima dudlis vektormez6. A 2. és a 4. kovetelmény értelmében

Va(fwy) = Va(fws) = f(Vawy — Vawy) Vf € F. (3.2.8.)

Az egyenlet jobb oldalan &ll6 @awb — Vawyp kiilonbség értéke a sokasag barmely
p € M pontjaban csak wy,-nek a p pontban felvett értékétdl fiigg.

Ezt a kévetkezOképpen lathatjuk be. Tegyiik fel, hogy wy olyan dudlis vektormezé, amelyik a
p pontban megegyezik wy-vel, azaz amelyre (w; —wp)|p, = 0, és mutassuk meg, hogy Voawp — Vawp =
@awl’) — Vowy. Mivel (w) —ws)|p = 0, ezért meg lehet mutatni, hogy 1étezik a p pontnak olyan
kornyezete, amelyben léteznek olyan dualis M()a) bazisvektormezok, hogy alkalmas, a p pontban

eltiing f(, fiiggvények segitségével az w;, — wy, kiilonbség

S ™ (3.2.9.)
a=1
alakba frhat6. Ekkor a p pontban
@awg - Vawl’, - (@awb - Vawb)
= Valw) —wy) — -3 (@ (frayms™) — va<f<a>u§,“’)>
a=1
= Z Fay(Vat™ = Vauy™) =0 (3.2.10.)

hiszen a p pontban valamennyi f(,) fliggvény eltiinik. Ezzel belattuk, amit bizonyitani akartunk.

A (3.2.8.) egyenletnek ezek szerint a bal oldala is csak wy-nek a p pontban
felvett értékétol fiigg. Ezzel megmutattuk, hogy V, — V, a p pontban vett dudlis
vektorok terének leképezését definidlja az ezen pontban vett (0, 2)-tfpusi tenzorok
terére, tovabba az 1. tulajdonsag alapjan ez a leképezés linearis. Ezért V, — V,, egy
(1,2) tipusu C¢,, tenzort definidl a p pontban,

Vawy = Vawp 4+ C e, (3.2.11.)
avagy atrendezés utan

Vawy = Vawy — CC .. (3.2.12)
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Ez azonban barmely p pontban elmondhaté, ugyhogy C€, tenzormezd. Ez az
osszefiiggés fejezi ki, hogy két kiilonbozo derivalasi operator dualis vektormezokre
vett hatdsaban milyen médon kiilonbozhet. A C€, tenzor az a és b indexekben
szimmetrikus, C¢, = C9,. A C¢, tenzort konnexiénak nevezziik.

Vilasszuk specidlisan wy-t wy, = Vi f = V, f-nek, ahol f € F tetszbleges. Ekkor
VoVof = VoVuf —CWVeof (3.2.13))
adédik. Itt VoV, f és V,Vf is szimmetrikus, ha megkdveteljiikk a torziomentességet, igyhogy
ebbol kovetkezik a kivant tulajdonsag.

A (3.2.12.) relacid, a Leibnitz-szabdly és a 4. tulajdonsdg meghatdrozza a de-
rivalasi operatorok kozti kiilonbséget vektormezokre, ill. barmely més tenzormezore
val6o hatasukban. Legyen t* sima vektormezd, ekkor

Vatt = V.t +C te. (3.2.14.)

Mivel tetszéleges w dudlis vektormezd esetén wyt® skaldrmezd, ezért irhatjuk a 4. tulajdonsig
koévetkezményeként, hogy

(Vo — Vo) (wst’) = 0, (3.2.15.)
ahonnan a Leibnitz-szabdly és a (3.2.12.) Gsszefliggés segitségével
0 = CUwet’ +wp(Va — Vo)t’ = wp[(Va — Vo)’ + C, 1] (3.2.16.)
Vwp, ugyhogy innen kovetkezik a (3.2.14.) reldcid.

Hasonlbéan kaphatjuk meg tetszoleges tenzorra valé hatasdban a derivaléasi
operatorok kiilonbségét. Legyen T' € T (k,1) tetszbleges sima tenzormezd, ekkor

ay...ag _ ai...ag
vaT bi..by T VaT by...b;
k l
E a; ay...c...a z c al...ag
+ C acT by...by o C ab T by...c..by?
1=1 j=1

(3.2.17.)

ahol a jobboldali els6 és masodik Osszeghben a kontrakcié rendre az i-edik és a
j-edik tenzorindexre vonatkozik. A (3.2.12.), (3.2.14.) és (3.2.17.) Osszefliggések
azt mutatjak, hogy a C°, tenzor teljesen meghatdrozza a derivaldsi operatorok
kozotti lehetséges kiilonbséget a kiilonbozo tipusu tenzorokra vald hatasukban. Ezért
rendkiviil nagy a derivalasi operator megvalasztdsaban a szabadsagunk, hiszen a
konnexiénak minden pontban n%n(n + 1) fiiggetlen komponense van. Szokdsos
az a vélasztds, amikor V,-t valamely lokalis koordindtarendszerben a kozonséges
derivdlasi operdtornak valasztjuk, ekkor a C¢,-t Christoffel?’ -szimb6élumnak

nevezziik és ', -vel jeloljitk. Ekkor példaul a (3.2.14.) Gsszefiiggés
Vat? = 0,t° + 1% t° (3.2.18.)

27Elvin Bruno Christoffel, német matematikus és fizikus, 1829-1900
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5. dbra. A 0v’|, = v} — I} = t*V,0°[,0\ killonbség méri, hogy a C' gorbe kornye-
zetében értelmezett v? vektormezd a gérbe mentén mennyire tér el a Ul; vektor gorbe-
menti parhuzamos eltolasaval kapott vektormezotol.

alakot olt, a (3.2.12.) egyenl6ség pedig

Vawpy = Ouwp — ' we (3.2.19.)

a

alakot.

Megjegyzés: A (3.2.18.) és (3.2.19.) egyenldségek jobb oldaldnak elsé tagja
nem a tenzorkomponensek transzformécids szabdlya szerint véltozik, ha attériink
masik lokdlis koordinatarendszerre. Ez azzal kapcsolatos, hogy amikor koordinata-
rendszert valtunk, akkor a 0, operatorrdl attériink a mésik 0/, operatorra. Ugyan-
akkor az egyenldségek bal oldalan all6 tenzorok komponensei a tenzorkomponensek
transzforméacios szabalyai szerint valtoznak. Ez azt kell jelentse, hogy a Christoffel-
szimbolumoknak szintén koordinatarendszer-fiiggé az értelmezésiik: ami-
kor koordindtarendszert véaltunk, akkor a I'°,, tenzorrdl is &t kell térjink az 1j
I, tenzorra. A Christoffel-szimb6lumok komponenseinek azonban a koordinata-
transzforméaciok soran ugy kell valtozniuk — nem tenzorkomponensek transzformacios
szabdlyai szerint, hogy a két, jobb oldalon &ll6 és nem szabalyosan transzformdlédo
tag Osszege mar kovesse a tenzorkomponensek transzforméacios szabalyét.

3.3. Parhuzamos eltolas

A kovaridans derivalds operatoranak segitségével most definidljuk vektoroknak a
gorbementi parhuzamos eltolasat.

Definicié: Legyen C egy sima gorbe és t* a gorbe érintévektora. Akkor mond-
juk, hogy a C gorbe pontjaiban adott v* vektor parhuzamosan van eltolva a ('
gorbe mentén, ha fennall a

'V’ = 0 (3.3.1.)

egyenloség a gorbe mentén.

Ez geometriailag a kdvetkezot jelenti. Legyen p a C' gorbe t paraméterti pontja,
q pedig a t — dt paraméter(i pontja, tovdbba I1x(q — p)vfl’ a g pontban értelmezett
UZ vektor parhuzamos eltoltja a C' gorbe mentén ¢-bdl p-be, vf, pedig a vektormezo
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értéke a p pontban. Altaldban vf, —Ie(qg — p)vf]’ = 1°V, 0|, dt. Tehat t*V,v° azt
méri, hogy a v’ vektormezé vektorai mennyire nem egymas parhuzamos eltoltjai. Ha
tehat a (3.3.1.) egyenléség fenndll valamely C' gérbe mentén, akkor a v* vektormezo
vektorai a gorbe mentén egymasbdl a gorbe mentén torténd parhuzamos eltolassal
kaphaték meg.

Altalénosabban, tetszoleges T tenzor parhuzamosan van eltolva a C' gorbe
mentén, ha

VI, = 0 (3.3.2.)

teljesiil a gorbe mentén.

Ha lokélis koordinatarendszert valasztunk, akkor a (3.3.1.) egyenlet
100" +1T% v¢ = 0 (3.3.3.)
alakot 0lt, amelyet komponensekben kiirva

dv”
dt

adddik, ahol dv”/dt = (0v”/0zH)(dzt/dt) és z = x*(t) a C gorbe paraméteres
egyenlete.

+IV 0t = 0 (3.3.4.)

A geometriai jelentés alapjan a vektormez6 g-ban vett vektordanak p-be térténé parhuzamos
eltolasa a

Ho(g = pv) = v =tV |pdt (3.3.5.)

vektort eredményezi a p pontban. A lokalis z* koordindtarendszerben tehat a parhuzamosan eltolt
vektor komponensei

d v
o (z(t)) — (% n F”Mt”v’\>dt

He(g — plvg

= v(x(t)) — <v”(:17(t)) —v¥Y(x(t — dt)) + F”MAvAdx“>

vV (x(t —dt)) — FUM)\’UACZ,T‘“. (3.3.6.)

Megjegyzés:

1. A parhuzamos eltoldst igy a gorbe mentén adott vektorokra értelmeztiik, hi-
szen az nem fligg csak v®-nak a gérbe mentén felvett értékeitdl.

2. A kozonséges elsérendu differencialegyenletek elméletébél azt is tudjuk, hogy
ha a gorbe egy pontjaban adott a v* vektor, akkor a gorbe mentén parhuza-
mosan eltolt vektorra vonatkozé differencidlegyenletnek egyértelmiien létezik
a megoldasa.
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3. Az el6z6 két megjegyzés alapjan lehetéséglink van arra, hogy azonositsuk, az-
az egymasra leképezziik a sokasdg p € M és ¢ € M pontjaiban vett V, és V
érintétereket, ha van olyan C' gorbe, amely 0sszekoti a p és a ¢ pontot. Ez az
azonositas fiigg attol, hogy melyik, a p-t g-val 6sszek6té gorbe mentén végezziik
a parhuzamos eltoldst. Az érintéterek ilyen, gorbefliggé azonositasaval a so-
kasdgon nyert jarulékos matematikai strukturat konnexionak nevezziik.

A derivélasi operator végtelen sokféleképpen megvalaszthatd, és ennek kovet-
keztében végtelen sokféle parhuzamos eltolas képzelhetd el, amelyek koziil a sokasag
nem tiintet ki egyet sem. Ha azonban értelmezve van a sokasdgon a g,, metrika, ak-
kor az kitiintet egyetlen derivalé operatort és ezaltal egyetlen parhuzamos
eltolast. Az a kitiintetett parhuzamos eltolds, amely valtozatlanul hagyja a vekto-
rok skalarszorzatat. Ha adottak a tetszoleges v és w® parhuzamosan eltolt vektorok
a C' gorbe mentén, akkor a metrika altal kitiintetett parhuzamos eltoléds olyan, hogy

1V o (goev®w®) = 0. (3.3.7.)

Felhasznalva, hogy a parhuzamosan eltolt vektorokra t*V,v° = 0 és t*V,w® = 0, az
adddik, hogy

t"wV,gpe = 0. (3.3.8.)

Ez az osszefliggés akkor és csak akkor all fenn tetszoleges C' gorbe, és annak mentén
parhuzamosan eltolt tetszoleges v® és w® vektorokra, ha

Vagoe = 0. (3.3.9.)

Ezért a metrika altal kitlintetett kovaridns derivalt az 1.-5. kovetelmények mel-
lett még annak a kovetelménynek is eleget kell tegyen, hogy a metrika kovarians
derivéltja zérus.

3.1.1. tétel: Ha adott a g, metrika, akkor egyetlen olyan V, derival6 operator
létezik, amelyre V,g,. = 0. Ha @a—t valamely v koordinatarendszerhez tartozo
kozonséges parcialis derivaldas 0, operatoranak valasztjuk, akkor a metrika altal
indukalt V, operdtort a metrikéval

1

I = §ng(aagbd + ObGad — OaGab) (3.3.10.)

alakban kifejezett Christoffel-szimbdolum hatarozza meg, amelynek komponenseit

1 09 = 09y 09
P _ = po _
M = 5.9 <axu o = (3.3.11.)

o

a metrikus tenzor komponensei és azoknak elsé parcidlis derivaltjai egyértelmiien
meghatarozzak.
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A tétel bizonyitdsshoz vélasszuk V,-t valamely koordinatarendszerhez tartozé kozonséges d,
derivalé operdtornak. Ezutdn meghatdrozzuk C° -t ugy, hogy a Vg 6s C<,, altal meghatdrozott
V¢ derivalé operator elégitse ki a V,gp. = 0 feltételt. Ehhez C¢,-nek olyannak kell lennie a
(3.2.17.) egyenléség szerint, hogy

0 = vu,gbc = @agbc - Cdabgdc - Cdacgbdu (3312)

azaz

Ccab + Cbac = vagbc (3313)

teljesiiljon. Az a, b indexek felcserélése, majd ezutdn a b és ¢ indexek tovabbi felcserélése tovabbi
Osszefiiggéseket eredményez:

cha + Cabc = @bgac; (3314)

Cbca + Cacb = chab- (3315)

Adjuk 6ssze a (3.3.13.) és (3.3.14.) egyenletek megfelel oldalait, majd vonjuk ki ezekbdl a (3.3.15.)
egyenlet megfeleld oldalait és haszndljuk fel, hogy Ceqp = Cepa, ekkor

2Ccab = ﬁagbc + ﬁbgac - vcgab (3316)

adédik, ahonnan

1 ~ ~ -
Car = 590d(va9bd + Vigad — Vagab)- (3.3.17.)

Ezzel a C°,-vel V,gpe = 0 és latjuk azt is, hogy C°, -t a metrika és els6é derivéltjai egyértelmiien

meghatarozzak.

3.4. A gorbiileti tenzor

Az el6zéekben megmutattuk, hogy ha adott a kovarians derivédlas operatora, akkor
jol definialt az is, hogy mit értiink egy v € V, vektornak valamely C' gérbe mentén
a p pontbdl a g pontba torténd parhuzamos eltolasan. Azt is lattuk, hogy az eltolas
eredménye, azaz hogy a parhuzamos eltolds, mint leképezés a V, érintétér melyik
vektorat eredményezi, attol is fligg, hogy az eltolast melyik, a p pontot a ¢ pont-
tal 0sszekoté C' gorbe mentén végezzilkk. Ennek az lesz a kovetkezménye, hogy ha
egy vektort parhuzamosan eltolunk egy zart gorbe mentén a p pontbol ugyaneb-
be a p pontba, akkor altalaban nem az eredeti vektort kapjuk vissza. Az eltérés
a vektor és parhuzamos eltoltja kozott (zart gorbe menti eltolds esetén mindkettd
V, eleme) jellemzi a sokasag gorbiiltségét. Ennek kvantitativ jellemzéséhez gy ju-
tunk, hogy el6szor értelmezziik a Riemann-féle gorbiileti tenzort annak alapjan, hogy
két egymast koveto kovarians derivalds végrehajtasa valamely dualis vektormezon
mennyire kiillonb6z6 eredményre vezet, ha felcseréljiik a derivalasok sorrendjét. Ez-
utan megmutatjuk, hogy az igy definidlt Riemann-féle gorbiileti tenzor azt is meg-
hatarozza, hogy vektornak infinitezimalis zart gorbe mentén torténo parhuzamos
eltolasa az eredeti vektorhoz képest mennyire kiillonb6z6 vektort eredményez.
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Legyen V, a kovarians derivalas operatora, w, tetszoleges dudlis vektormezo és
f tetszéleges sima fliggvény. Hatarozzuk meg két egymast kovetd kovarians derivalas
hatasat az fw, dualis vektormezdre:

Vavb(fwc) = Va(wcvbf + fvbwc)
= (V,Nbf)wc + (be)Vawc + (Vaf)wac + fV.Vyw,, (3.4.1.)

majd forditott sorrendben
VbVa(wa) = (vaaf)wc -+ (Vaf)wac -+ (be)Vawc -+ beVawc. (342)

Vonjuk ki a két egyenlet megfelel6 oldalait egymasbodl és hasznaljuk ki a torziémentes-
séget, ekkor

(VaVb — vaa)(fwc) = f(VaVb — vaa)wc (343)

addédik. Hasonlo érveléssel, mint amelyet a derivald operdtorok vizsgalata soran
alkalmaztunk, be lehet latni, hogy (V,V, — V,V,)w, értéke valamely p pontban
csak w, ezen pontban felvett értékétol fiigg, mégpedig linedrisan. Ezért létezik olyan
R,,.* tenzor, amelynek segitségével a kovaridns derivéltak kommutatordnak hatdsa
a dualis vektormezore

Vo, Vilwe = R, wq (3.4.4.)

alakba frhaté. Itt R, ¢ a Riemann-féle gorbiileti tenzor. Erdemes megjegyezni,
hogy az a és b indexek a sokasagon értelmezett 1 lokdlis koordinatarendszernek
megfelel6 indexek, ugyanakkor a c¢ és d indexek rendre a V), érintétérben és a V)
dudlis vektortérben hasznalt (a v lokélis térképhez tartozdé) bazisok szerinti indexek.

Megjegyzés: A levezetés sordn a (3.4.3.) Osszefliggés adédott, ami biztositja, hogy a (3.4.4.)

egyenloség dudlis vektoroknak tetszoleges sima fiiggvényekkel képezett linedris kombinaciéjara is
fennall.

Most megmutatjuk, hogy az R, ¢ Riemann-féle gorbiileti tenzor azt is meg-
hatarozza, hogy mennyire kapunk az eredeti vektortol kiillonbozo vektort, ha egy vek-
tort infinitezimalis zart gérbe mentén parhuzamosan eltolunk. A kévetkezéképpen
jarunk el. Tekintsiink a p € M ponton atmend tetszéleges 2-dimenzids S feliile-
tet. Legyenek ezen a koordinatak t és s olyanok, hogy t = s = 0 felel meg a
p pontnak. Tekintsiik ezutdan a (0,0), (At,0), (At,As), (0,As) pontok altal ki-
jelolt infinitezimadlis parallelogrammat (At¢, As infinitezimalis), amelynek oldalai
altal meghatarozott infinitezimélis zart gorbe mentén a v® vektort parhuzamosan
eltoljuk (Id. 6. &bra). Azt fogjuk megmutatni, hogy az infinitezimalis zart
gorbe mentén torténd parhuzamos eltolas soran a v* vektor megvaltozasa

Sv* = AtAsv'T°S°R, ", (3.4.5.)

ahol T és S° rendre az s =4all. és t =4all. koordindtavonalak érintovektorai.
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(At, As)

(0,0)
=y OO

6. abra. A vvektor parhuzamos eltoldsa infinitezimalis zart C gorbe mentén, a vektor
és parhuzamos eltoltja kozti kiilonbség dv=1v’-v.

Legyen tovabba w, tetszoleges dudlis vektormez6. Vizsgdljuk meg, hogyan valtozik az w,v®
skalar a v® vektor parhuzamos eltoldsa soran. Legyen rendre ez a megvaltozas 01, d2, 03, 04
a zért gorbe (0,0) — (At,0), (At,0) — (At, As), (At,As) — (0,As), (0,As) — (0,0) szakaszain.
Jelolje rendre T¢ és S* az s =const. és a t =const. koordinatavonalak érintévektorait. Ekkor jo
kozelitéssel

0 = Atg(wava)

5 + O((At)?)

(AL/2,0)

= ATV, (wav®) +0((At)?)

(At/2,0)

+ O((At)?)

= At {v“(Tbvb)wa + wa(Tbe)va]
(At/2,0)

= At {v“(Tbe)wa] + O((At)?), (3.4.6.)

(At/2,0)

ahol felhasznaltuk a kovaridns derivalds 4. tulajdonsagat, a Leibnitz-szabdlyt, és azt, hogy a gorbe
mentén parhuzamosan eltolt vektornak a gorbe érintdjének iranydban vett irdnymenti derivaltja
zérus. Hasonldan adddik, hogy

+0((At)?), (3.4.7.)

53 = —-At |:’Ua (Tbe)wa}
(At/2,As)

ahol a minusz el6jel a jobb oldalon azt veszi figyelembe, hogy az s = As koordinatavonalon
ellentétes iranyban haladunk, mint az s = 0 koordinatavonalon tettiik. Adjuk Ossze ezt a két
megvaltozast:

S1+63 = At [va(Tbvb)wa —vY(T"Vy)wa } (3.4.8.)
(At/2,0) (At/2,As)
Hasonl¢ kifejezést kapunk (02 + d4)-re:
So+06, = As {v“(Sbvb)wa —0%(58°Vy)w, (3.4.9.)
(At/2,As/2) (0,As/2)
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Latjuk, hogy ha As — 0, akkor a (3.4.8.) kifejezés elsé rendben eltiinik. Hasonléképpen
a (3.4.9.) kifejzés is els6rendben eltiinik, ha At — 0. A parhuzamos eltolas tehat At-ben
és As-ben els6 rendben nem jelent valtozast.

Hatdrozzuk meg azonban (d;1 4 d3)-at masodrend(i pontossiggal. Ehhez meg kell hatdrozni a
(3.4.8.) egyenlet jobb oldaldn a szogletes zardjelben allé kifejezést As-ben elsérendii pontossdggal.
Képzeljiik el ehhez, hogy a v|(a¢/2,as) vektor a v(a¢ 2,0y vektorbél a t = At/2 gérbe (a 6. dbran a
C’ gorbe) mentén torténd parhuzamos eltoldssal adédik. Ekkor azonban v|(At/27As) = v(at/2,0) T
O((As)?), mert a parhuzamos eltolds elsé rendben nem fiigg a gorbétél, amely mentén végeztiik.
Ugyanakkor Tbewa|(At/27As) a parhuzamos eltoltjatél (ami elsd rendben Tbewa|(At/270)—vel azo-
nos) ASSCVC(Tbewa)|(At/270)—vel kiilénbozik,

Tbvbwa|(At/27As) = Tbewa|(At/270) + ASSCVC(Tbewa”(At/Q)O). (3.4.10.)
Ezért azt kapjuk, hogy
61403 = —AtAsv?SV (TViywa) (3.4.11.)

mésodrend{i pontossdggal, ahol a jobboldali kifejezést vehetjiik a (0,0) pontban, azaz a p pontban.
Teljesen hasonléan adddik, hogy

bo 404 = AtAsv*TV(S"Viw,). (3.4.12.)

Az w,v? skalar megvaltozasa tehdt a v® vektornak az infinitezimalis zart gérbe mentén torténd
eltolasa soran

é(wava) = 01+ 00+ 03+ 04
AtAsv® (TCVC(Sbewa) — SCVC(Tbewa))

AtAsv® (3.4.13.)

T°S°[Ve, Vilwa + (TC(VCSb) - SC(VCTb)> Viwa | -

Itt a jobb oldalon a kerekzarojeles kifejezés éppen koordinata-bazisvektorok kommutatora
T¢(V.S%) — 8¢(V.T") = [T,S]"=0, (3.4.14.)

amely mindig zérus, hiszen koordindta-bazsivektorok mindig felcserélheték. Ezt is figyelembe véve
azt kapjuk, hogy

S(wav®) = AtAsvTS[V., Vilw,. (3.4.15.)
A Riemann-féle gorbiileti tenzor segitségével irhatjuk azonban, hogy
Ve, Vilwa = Ryplwa (3.4.16.)
tetszéleges w, dudlis vektormez6 esetén. Végiil tehat
S(wav®) = AtAsvT°S°R,, dwq (3.4.17.)

adddik, ami tetsz6leges w, dudlis vektormezdre akkor és csak akkor dllhat fenn (A¢-ben és As-ben
mésodrend{i pontossdggal), ha az infinitezimdlis zart gorbe mentén torténd parhuzamos eltolds
soran a v® vektor megvaltozasa

vt = AtAsviT°S°R, 7, (3.4.18.)
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ami éppen a keresett (3.4.5.) Osszefiiggés.

A (3.4.5.) egyenl6ség kozvetlentil mutatja, hogy a gorbiileti tenzor meghaté-
rozza azt, hogy egy vektort infinitezimalis zart gorbe mentén parhuzamosan eltolva,
az eredményiil kapott vektor mennyire tér el az eredeti vektortél. A levezetésbol az
is kideriilt, hogy ez az eltérés abbdl adddik, hogy két egymas utan végrehajtott ko-
varians derivélas a dudlis vektormezokre vett hatasaban mennyire nem felcserélheto.

Allitas: A kovarians derivdlasok operatorai kommutatoranak hatdsa t* sima
vektormezore:

Vo, Vylt® = —R, % (3.4.19.)

Legyen w, tetsz6leges dudlis vektormezo. Ekkor a torzidmentesség feltétele alapjan

0 = [V, Vp](twe)
VoWVt 4+ tViwe) — Vp(weVat® + t°Vawe)
= W[V Vp]t® + t°[Vq, Vilwe, (3.4.20.)
ahonnan
W[V Vut® = —t°Rylwa (3.4.21.)

all fenn tetszoleges dudlis vektormezére, igyhogy innen kovetkezik a bizonyitani kivant 6sszefliggés.

Allitas: Teljes indukcioval belathatd, hogy a kovarians derivalasok operatorai
kommutatoranak hatasa tetszoleges tenzormezore:

k !
ai...ag o a; ai...c...ag crpai...ay,
[Va, Vi |T bib, — E R,"T b T E R, T biooc..by”

i=1 j=1

(3.4.22.)

A Riemann-féle gorbiileti tenzor néhany fontos tulajdonsaggal rendelkezik:

1. Az els6 két indexében (a sokasdg-indexekben) antiszimmetrikus:

R,* = —R,," (3.4.23.)

abc

Ez kozvetleniil kiolvashaté a Riemann-tenzort definidls (3.4.4.) egyenldségbdl.

d
R[abc} == O (3424)
Eloszor belatjuk, hogy Vw, tenzormezd esetén

V[avbwc] = 0. (3.4.25.)
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Valéban, Ty, = Vywe = Opwe — decwd és
Valve = 0aTve —TepTee — TS The (3.4.26.)
miatt

vu,zjbc = aaabwc - (6ardbc)wd - decaawd - FZb(aewC - Fdecwd)
= 0.0pwe — 1% 0qwa — T 0ewe — (0T Jwa + T¢I wa,  (3.4.27.)

és ennek a kifejezésnek a teljes antiszimmetrizaltja zérusnak adddik, ha felhasznaljuk, hogy
a kozonséges parcialis derivalasok sorrendje felcserélhetd, és hogy I'°,, =T'%,. (A beldtott
(3.4.25.) azonossig lényegében a d?w = V A (V A w) = 0 azonossig, ami a differencidl-
formékra vonatkozé dltaldnos érvény(i azonossig specidlis esete, amikor w 1-forma.)

Ekkor viszont irhatjuk, hogy

0 = ZV{GVWC] = V[avbwc] — V[bvawc]
Rigpe "wa, (3.4.28.)

amit bizonyitani akartunk.

3. Ha a V, derivélasi operdtor a metrikahoz természetes médon hozzarendelt
kovaridns derivédlas operatora, azaz olyan, amelyre V,g,. = 0, akkor

Rabcd = _Rabdc (3429)

(antiszimmetria az érint6térhez tartozé indexekben).

Ez az azonosséag a (3.4.20.) szabdlybdl kovetkezik, ha azt a g,, metrikdra alkalmazzuk:
0 = [Va,Vblged = Rope gea + Rapd gee = Raved + Rabde, (3.4.30.)
ami éppen a bizonyitani kivant tulajdonsag.
4. Teljesiil a Bianchi*®-azonossag:
ViR = 0. (3.4.31.)
Alkalmazzuk a (3.4.20.) szabdlyt dudlis vektormezd kovaridns derivéltjdra:
[Va, Vil (Vewd) = Rop(Vewa) + Ry (Vews). (3.4.32)
Maésrészrol irhatjuk, hogy
ValVe, Velwa = Va(Rpegwe) = weVaRped + Rped VaWe- (3.4.33.)

Antiszimmetrizdljunk most az a, b, ¢ indexek tekintetében mind a (3.4.32.), mind a (3.4.33.)
egyenl6ség mindkét oldalan. Ekkor az egyenletek bal oldalai meg fognak egyezni. A jobb
oldalak egyenlésége pedig az aldbbi azonossagot eredményezi:

Rigpy*(Vewa) + Rigyal (Vaws) = weViaRygs + Rppojaf Vawe.  (3.4.34.)

28Luigi Bianchi, olasz matematikus, 1856-1928
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A fiiggbleges elvalasztévonalak azt jelolik, hogy d-re nem antiszimmetrizalunk. A baloldali
els6 tag a Riemann-tenzor 2. tulajdonsiga miatt zérus. A masodik tagok a két oldalon
éppen megegyeznek és kiejtik egymaést. Ezért végiil a

0 = weVieRy4 (3.4.35.)
azonossagot kapjuk tetszbleges w, 1-formamezére. Ez éppen a bizonyitani akart azonossag

érvényességét jelenti.

A Riemann-féle Rg.q gorbiileti tenzor egyértelmiien felbonthatd egy zérus
spurtd Cypeq és egy nem zérus spurt tenzor Osszegére. Ehhez eldszor bevezetjik
az Rq Ricci?-tenzort és az R skaldrgorbiiletet (Gauss-gorbiiletet).

Definicié: A Ricci-tenzor:

Rie = Ry (3.4.36.)

abc

Kovetkezmény: A Ricci-tenzor szimmetrikus:

R.e = Rea. (3.4.37.)
Valdban, az Rgpeq = Redap tulajdonsig kovetkeztében
Reo = Ryt = 0" Revaa = 6" Radch = Rogl = Rac (3.4.38.)
adddik.
Definicié: A skalargorbiilet a Ricci-tenzor spirja,
R = R (3.4.39.)
Allitas: Az n > 3 dimenziés sokasdgok esetén a Riemann-tenzor felbontdsa
zérus és nem zérus spuru tenzorok Osszegére:

2 2
Rac = Cac + —F acR - CR a | — Rac )
bed bed n_2<g[ dlb — 9| d]) (n—1)(n—2) YGalcYd)b

(3.4.40.)

ahol Cuyeq az tigynevezett Weyl®'-tenzor. A Weyl-tenzor sptirja barmely két in-
dexében zérus, és eleget tesz a Riemann-tenzor 1., 2. és 3. tulajdonsaganak.

Megjegyzés: A Weyl-tenzor a metrika konform transzformaciéi sordn nagyon
egyszerten transzformalodik és ezért szokas konform tenzornak is nevezni.

Definicié: Az Einstein-tenzort a

1
Gab = Rab_§Rgab (3441)

29@Gregorio Ricci-Curbastro, olasz matematikus, 1853-1925
30Hermann Klaus Hugo Weyl, német matematikus, fizikus és gondolkodé, 1885-1955
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osszefiiggéssel szarmaztatjuk a Riemann-tenzorbdl.

Megjegyzés: Az Einstein-tenzor nagyon fontos szerepet jatszik az dltalanos
relativitaselméletben. Segitségével irhatok fel az Einstein-egyenletek, amelyek
leirjak, hogy az anyag mozgasanak hatasara hogyan valtozik a téridé-sokasig szer-
kezete, pontosabban a metrikaja.

Allitas: Az Einstein-tenzor kovaridns derivéltja azonosan elt{inik,
ViGy = 0. (3.4.42.)

Induljunk ki a Bianchi-azonossagbdl, V[aRbc] 4 = 0, és kontrahaljuk az a és e indexek tekintetében,

0 = VaRyd +VoReud + VeRyi — VeRpod — VoRod — VaRed'
= VaRbcda + VoReqd — VeRpg — VeRpg + VpReg + VaRbcda
2(VaRbcda + VyReq — chbd)- (3.4.43.)

Huzzuk fel most a metrikdval a d indexet,
0 = V.R,“+V,R%—V.RY, (3.4.44.)

majd kontrahdljunk a b és d indexek tekintetében. Ekkor megkapjuk a bizonyitani kivant azo-
nossagot:

0 = VR +VyRY-V.R=V,R,»*+ VR~ V.R

1
= 2V’R., — V.R =2V, <Rcb — 5Rgd,) =2V,G o, (3.4.45.)

ahol felhasznéltuk, hogy

Racab = gaegbeacef = _gaegbecaef = _gaegbeefca = gaegbefeca = gbefece = gbefca
(3.4.46.)

és hogy Vb(gbefc) = gb-beRfc = VfRfc = V'R, tovdbbi hogy V,gp. = 0.

Megjegyzés: A (3.4.42.) azonossdg az dltalanos relativitdselméletben, mint
az Einstein-egyenletek konzisztenciajanak feltétele fog szerepelni.

3.5. Geodetikusok
3.5.1. A geodetikus fogalma

A gorbiilt sokasdgban vannak | kitiintetett gorbék”, az tigynevezett geodetikusok.
Ezek azok a gorbék, amelyek a ,,legkevésbé gorbiilnek.”

Definicié: Geodetikusoknak azokat a gorbéket nevezziik, amelyek mentén
az érintovektorok megkaphatok egymasbdl a gérbe menti parhuzamos eltolassal,
azaz amelyek T'* érintévektorai eleget tesznek a

TV, 7" = 0 (3.5.1.)
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egyenletnek.

Megjegyzés: Ha nem ragaszkodunk hozza, hogy a parhuzamos eltolas soran
az érintovektor hossza ne valtozzon, akkor csak azt kell megkovetelni, hogy a gérbe
tetszoleges p pontjaban az érintévektor parhuzamos legyen azzal a vektorral, amelyet
egy tetszoleges masik ¢ pontban vett érintévektornak a p pontba torténé parhuzamos
eltolasaval kapunk. Ekkor az egyenlet, amely a gorbe geodetikussdganak feltétele,

T°V,T° = oT® (3.5.2.)

alakra mddosul, ahol o a gorbén értelmezett tetszéleges fiiggvény. A (3.5.2.) egyen-
let azt fejezi ki, hogy a gorbe tetszlleges p pontjdban a T} érintvektor és a p-
hez infinitezimdlisan kozeli ¢ gorbe-pontbdl a p-be parhuzamosan eltolt 1177 vektor
parhuzamosak, de nem azonos hosszisaguak. Meg lehet mutatni, hogy a gorbe
atparaméterezésével mindig elérhetjiik, hogy a (3.5.2.) feltétel a (3.5.1.) alakot 6lt-
se. Ha a geodetikust gy paraméterezziik, hogy egyenlete (3.5.1.) alakot 6lt, akkor
azt mondjuk, hogy affin paraméterezést haszndlunk. A tovabbiakban a geodeti-
kusokat affin paraméteriikkel fogjuk parametrizalni.

Allitas: Irjuk 4t a geodetikusok egyenletét valamely ¢ koordindtarendszerben
koordinatakomponensekre vonatkozo egyenletté. Legyen a geodetikus képe R™-ben
x"(t). A geodetikusok egyenlete ekkor

2.1 o v
0 = dd; + Zrﬂwd; djt (3.5.3.)
ov
alakot olt.
A geodetikusok érintévektoraira vonatkozo egyenlet,

0 = T%0,T"+T°,.T°, (3.5.4.)

koordindtakomponensekben
— d(% + ; TH TTY, (3.5.5.)

ahol felhasznaltuk a kovaridns derivalé operator 3. tulajdonsdgdt. A 1 koordinatarendszerben
az érintévektor komponensei T+ = dz* /dt, igyhogy azonnal addédik a geodetikusok egyenletének
(3.5.3.) alakja.

Allitas: A geodetikusok affin paramétere nem egyértelmii. Ha ¢ affin pa-
raméter, akkor barmely ¢’ = at + b is affin paraméter, ahol a, b valés dllanddk.

Ez annak a kovetkezménye, hogy a geodetikusok egyenletében csak xz#(t) elsé és mdsodik
derivaltja szerepel,

dz# dz# d?zt N
g = a°— 3.5.6.
a ~ Car Taer T g (356,

tgyhogy a geodetikus egyenlete az 1j paraméterben is az eredeti alaki marad egy a? allandé

szorzotol eltekintve.
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A geodetikusok (3.5.3.) egyenlete kozonséges méasodrendii differencidlegyenlet
az z"(t) komponensfiiggvények egyiittesére. Ennek egyértelmiien létezik a meg-
oldasa, ha a gorbe valamely pontja és abban a pontban a gorbe érintévektora adott.
Ez a kovetkezot jelenti:

Allitas: A sokasag barmely p € M pontjan athalad pontosan egy olyan
geodetikus, amelynek érintGje a p pontban a tetszélegesen vélasztott 7%, € V,
érint6vektor.

3.5.2. Geodetikusok felhasznalasaval szerkesztett koordinatarendszerek

Ellentétben a lapos, azaz nem gorbiilt sokasagok esetével a sokasdg p € M pontja-
ban értelmezett érintévektorok nem tekintheték a sokasig p pontjabdl annak més
pontjaiba mutat6 nyilaknak, hanem azok az érintévektorok V), terének az elemei.
A geodetikusok segitségével azonban leképezhetjiik az érintévektorok V, terét a so-
kasagra. Ez az ugynevezett exponencialis leképezés, amikor a p € M pontban
értelmezett V), érintétér tetszdleges v, € V, vektorahoz a sokasag azon ¢ pontjat
rendeljiik, amely a p-bdl induld, v, érintévektort, egyértelmiien meghatérozott geo-
detikus mentén fekszik az affin paraméterben mért ¢ tavolsagra. Meg lehet mutatni,
hogy barmely p € M pont esetén a V), érintétér origéjanak van olyan kis kornyezete
(kell6en kis t-k esete), hogy ez a hozzdrendelés létezik és kolesonosen egyértelmd.
A 'V, érint6térnek, mint n-dimenzids vektortérnek ez a kis kornyezete azonosithaté
R™ origd korili kornyezetével, és igy az exponencidlis leképezés segitségével koor-
dinatarendszert vezethetliink be a p pont kornyezetében, amelyet Riemann-féle
normalkoordinata-rendszernek neveziink. Ebben a koordinatarendszerben a p
pontban (a koordinatarendszer origdjaban) a Christoffel-szimbélumok eltiinnek. A p
ponttol kellden tavol a geodetikusok metszhetik egymast, ezért a koordinatarendszer
csak a p pont megfeleléen kis kornyezetében hasznalhatoé, lokalis koordinatarendszer.

Amennyiben a kovaridns derivalt a 6. tulajdonsagnak is eleget tesz, azaz a
metrika altal egyértelmiien meghatarozott kovarians derivalt, akkor a geodetiku-
sok segitségével értelmezhetjiik a Gauss-féle normalkoordinatakat. FEzek ak-
kor hasznédlhatok elonyosen, ha az n-dimenziés M sokasagban létezik a bedgyazott
(n — 1)-dimenzidés S hiperfeliiletek serege. Ekkor a S hiperfeliilet barmely p € S
pontjaban a hiperfeliilet f/p érint6tere (n — 1)-dimenzids altere az M sokasag ugyan-
ezen p-pontban vett V), érintéterének. Ezért a nagysdgatdl eltekintve egyértelmiien
létezik olyan n® € V,, vektor, amely a g,, metrika szerint ortogondlis a f/z,, érintotér
minden 0% € f/z,, vektorara, gu0°n® = 0. Ezt az n® a vektort az S hiperfeliilet
normalisanak nevezziik. Ha a sokasdg metrikaja Riemann-metrika, akkor n® nem
lehet benne f/p-ben, n® ¢ f/p, és ekkor aszerint, hogy n® térszerti vagy iddszeri,
normalhatjuk rendre g,nn® = +1, ill. = —1 szerint. Ha a metrika Lorentz-
metrika, akkor n® lehet nullvektor, gmn®n’ = 0, s ilyenkor n® € f/;,, és a hi-
perfeliilet nullfelillet. Ha az S hiperfeliillet nem nullfeliilet, akkor a Gauss-féle
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normalkoordinatarendszert a kovetkezdképpen értelmezziik. Hatarozzuk meg
az S hiperfeliilet minden egyes p € S pontjaban az adott ponton athalado, n®
érintévektoru v, geodetikust. Ezen geodetikusok és az S hiperfeliilet metszéspontjai-
hoz rendeljiik a t = 0 affin paraméterértéket. Vegytink fel tovabba az S hiperfeliile-
ten (vagy annak egy tartomdnydban) értelmezett (z!,..., 2" 1) koordindtékat. Az
S hiperfeliilet kornyezetében levé tetszoleges ¢ € M ponthoz a kovetkezéképpen
rendeliink koordinatakat: (a) megkeressiik, hogy melyik az a 7,/ (S-re ortogonalis)
geodetikus, amely S-et p’-ben metszi és atmegy ¢-n; (b) ¢-hoz ugyanazokat az
(2, ..., 2" 1) koordindtdkat rendeljiik, mint amelyek p’ € S megfelelé koordinatdi;
(¢) g-hoz azt az 2™ = t koordindtaértéket rendeljiik, amilyen ¢ affin paraméterértékhez
tartozik ¢ € 7. Ekkor az Osszes ¢ € M pont, amelynek azonos az 2" = t koor-
dinataja, definidlja az S; hiperfeliiletet. Ekkor mondhatjuk, hogy az S hiperfeliileten
értelmezett koordinatakat a leirt modon ,,atemeltiik” az S; hiperfeliiletekre.

Allit4s: A Gauss-féle norméalkoordindtarendszer azzal a tulajdonsaggal rendel-
kezik, hogy a t = 0 affin paraméterértékhez tartozo S hiperfeliiletet annak normalisa
iranyaban metsz6 geodetikusok az Gsszes, ¢t =4ll. affin paraméterértékhez tartozo S;
hiperfeliiletre ortogonalisak.

A bizonyitashoz azt kell belétni, hogy a geodetikus érintévektor-mezeje, n® ortogonélis ma-
rad az X{,..., X2 ; bazisvektor-mezokre, amelyek kifeszitik S; érintoterét. Ehhez elegendd azt
beldtni, hogy az n, X skalarszorzat a geodetikusok mentén térténé parhuzamos eltolds soran nem
véltozik, azaz, hogy n®V(n,X®) = 0, ahol X az X¢,..., X¢_, vektormezSk barmelyike lehet. A
bal oldalon &ll6 kifejezés tovabb alakithatd,

nbvb(naX“) = nb(Vbna)X“ + 1P, Vo X = nPn, Vi X, (3.5.7.)
mert n® geodetikus érintévektora, amelyre n?Vyn® = 0. Mivel n® és X koordinata-béazisvektorok,
azért felcserélhetSk, 0 = [n, X]* = n®V, X% — XbVyn®, tgyhogy

nPVy(ne X% = nanbVy(X®) = n,X"Vyn®. (3.5.8.)

Innen a Leibnitz-szabalyt alkalmazva és figyelembe véve, hogy az n,n® = +1 normalési feltétel
meg6rzodik a S; hiperfeliilet mentén torténd parhuzamos eltoldsok soran, az adédik, hogy

1
nVy(n X = 5vab(ywﬂ):o, (3.5.9.)

amit bizonyitani akartunk. Mivel az n,X% = 0 ortogonalitasi feltételek fennallnak az S hiper-
felillet valamelyik pontjaban, amelyet koordindtarendszertink origdjanak vélasztottunk, ezért a
n’Vy(n,X?®) = 0 egyenldség azt jelenti, hogy ennek a pontnak M-beli kornyezetében (a koor-
dindtarendszer érvényességi tartomdnyaban) is teljesiilnek az n,X® = 0 ortogonalitasi feltételek

barmely X = X{,..., X2_, bazisvektor-mezore.

3.5.3. A minimalis ivhosszi és a maximalis sajatidétartamu gorbék
A metrikdhoz tartozé (azaz a V,gy. = 0 tulajdonsagot is kielégitd) kovaridns derivalt

segitségével definialt geodetikusok fontos tulajdonsiga, hogy szélséértékké teszik az
adott két pontot 6sszekoto gorbe hosszat.
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Definicié: Legyen az M sokasagon adott a g,, Riemann-metrika. Legyen C
sima (vagy legaldbb egyszer differencidlhat6) gorbe és T ennek érintévektora, ¢
pedig a paramétere. A gorbe t; és t, paraméterhez tartozo pontjai kozti gorbeiv
hosszan az

to
(= / (gapTOT?) 2t (3.5.10.)
t

1
integralt értjiik.

Definicié: Legyen az M sokasagon adott a g, Lorentz-metrika. Legyen C
sima (vagy legaldbb egyszer differencidlhat6) gorbe és T ennek érintGvektora, ¢ pe-
dig a paramétere. A C' gorbét idészertinek, null-gorbének vagy térszertinek nevezziik
rendre aszerint, hogy érintéjének normanégyzete mindeniitt negativ (g.,7%1T" < 0),
zérus (gup 1T = 0), vagy pozitiv (g, T¢T° > 0). Térszerii gorbe fvhosszan ismét a
(3.5.10.) kifejezést értjiik. Iddszerii gorbe ivhosszén a

to
T o= / (—gapToT®) Y2 dt (3.5.11.)
t

1
integralt értjilk, amit sajatidének neveziink. A null-gérbék ivhossza zérus.

Allitas: Lorentz-metrik4ju sokasdgban barmely geodetikus érint8je vagy min-
deniitt idészeri, vagy mindeniitt térszerli, vagy mindeniitt null-vektor. Ezért egy
geodetikus vagy id6szerti, vagy térszerii, vagy null-geodetikus.

Ez kozvetlen kovetkezménye annak, hogy a geodetikusok érintévektorai egymasnak parhuza-
mos eltoltjai, és a parhuzamos eltolas megérzi a vektorok normanégyzetét.

Allitas: Gorbe ivhossza (ill. az ivéhez tartozé sajatidé) nem fligg a gorbe
paraméterezésétol.

Tekinsiik pl. az ivhossz esetét. Térjiink at mdasik s = s(t) paraméter haszndlatdra, ahol
feltessziik (mint szokds), hogy a régi és az 1j paraméter kapcsolata invertdlhatd, azaz létezik a
t = t(s) fiiggvény. Ekkor s; = s(t1) és s2 = s(t2) a végpontoknak megfelels 1j paraméterértékek,
az 1j érintévektorok pedig S® = (dt/ds)T* kapcsolatban dllnak a régi érintévektorokkal, tigyhogy
az 0j ivhossz

to

S2 S2
0 = / (gabSaSb)1/2ds:/ (gabTaTb)l/Q%ds:/ (gapTOT®)Y2dt = ¢ (3.5.12.)

S1 S1 tl
megyegyezik a régivel.

Megjegyzés: A térszerii gorbe ivhossza és az idOszerit gorbe sajatideje olyan
jellemzok, amelyek fiiggetlenek a paraméterezéstol, tovabba fiiggetlenek a térido
koordinata-lefedésétol. Ezek a szobanforgd gorbék szerkezeti jellemzoi, amelyekhez
a mérheto térbeli tavolsdg és az idoszert gorbén, mint vilagvonalon utazd megfigyeld
6rajan mért (sajat)idétartam fizikai fogalmai kothetok.

Allitas: Tegyiik fel, hogy a p € M és ¢ € M pontok térszertt (ill. id8szerti)
gorbével dsszekotheték. Az a térszerti (ill. az az idGszeril) gorbe, amely szélsGértékké
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teszi a rogzitett p és ¢ pontok kozti gorbeszakasz ivhosszat (ill. az ahhoz tartozé
sajatido-tartamot), a két pontot 6sszekdtd geodetikus.

Végezziik el a bizonyitdst térszerii gorbék esetére. Formalisan ugyanolyan feladattal allunk
szemben, mint amikor a newtoni mechanikdban azt kérdezziik, hogy melyik az a pélya, amelyik a

hatast széls6értékké teszi. Vezessiink be valamely ¢ koordindtatérképet, hogy R"-ben dolgozhas-
sunk. A hatds szerepét ekkor az ¢ fvhossz, az L Lagrange3!-fiiggvény szerepét az

dz* da? \ M?
(Zgw o dt) (3.5.13.)

kifejezés veszi at. A szélséérték sziikséges feltétele, hogy az £ ivhossz megvéltozasa elsérendben
tlinjon el, ha az x#(t) gorbét rogzitett végpontok kozott infinitezimélisan folytonosan deformaljuk
valamely z#(t) 4+ dx*(t) gorbébe, mikzben dz#(t1) = dz#(t2) = 0. Az ivhossz varidcidja

dat dav\ ~H? dz® d(0zP) 1 0Gop . . dr® dxP
14 [e% a 6 dt
/ (Zg“ at dt> ;{gﬁdt a2 — oo O Tdt dt

(3.5.14.)
Az altaldnossag csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a gorbét igy parametrizéltuk, hogy
dz* dz¥
b TT" = 1= p—— 3.5.15.
b 29 dt dt ( )

legyen. Ekkor a széls6érték sziikséges feltétele, hogy
t2 dz® d(0zP) 1 09op ., dr® daP
0 = / ;[“B dt dt +§ oo O dt]dt
T* 0gax dz® dz
= ——|{ Gap—— s dt, 3.5.16.
/tl ;[ dt(gﬁdt> 918 dt dt} ( )

ahol a hatdron vett tagoknak a végpontok rogzitése miatti eltiinését kihasznaltuk. Mivel ennek
a varidciénak el kell tinnie tetsz6leges 6z (t) varidci6 esetén, ezért a megfelelé Euler?-Lagrange-
egyenlet

Az 09ap dz dz® 1 g dx® dz?
0 = —Gaf——— — - — . 3.5.17.
;{gﬁdt o dt dt 22« 0a7 dt dt} (8:5.17.)

Szorozzunk 14 az egyenlet mindkét oldaldra a ¢*” inverz metrikdval és kontrahaljunk a § index
szerint. Rendezés utan

d?x" 1 0gar 09ap | dz? dz®
Sl ZgrB|Zder _ 9T9aB | B8 BT
at2 ;:29 [8903 8:v>‘] it dt
1 KB 0Gax  09ap Bg,\@ dx> dx®
= —g —_
2 8xﬁ 83:A dxe | dt dt
A
= —Z N dt dt (3.5.18.)

31 Joseph-Louis Lagrange, olasz-francia matematikus és csillagasz, 1736-1813.
32Leonhard Euler, svajci matematikus, fizikus, csillagdsz és mérnok, 1707-1783.

99



adddik. Ez éppen a geodetikus egyenlete.

Hasonléan lehet bizonyitani, hogy két pontot 6sszekotd idészerii gorbék ivhosszat mérd
sajatidotartam széls6értéket vesz fel a két pontot Gsszekotd idoszerii geodetikuson.

Megjegyzés: A fenti levezetés azt is mutatja, hogy a geodetikus egyenletét affin
parametrizacio és tetszoleges koordinatarendszer hasznalata esetén megkaphatjuk, mint
az

t2 dx* dx¥
L = /tl %V:QW%E (3.5.19.)

,,Lagrangre-fiiggvényhez” tartozé Euler-Lagrange-egyenletet. A Christoffel-szimbélumok
valamely koordindtarendszerben torténé meghatarozdasanak egyik lehetséges modja, hogy
a Christoffel-szimbolumokat a geodetikusok egyenletének explicit alakjabol olvassuk ki.

Allit4s: Riemann-metrikdji sokasag esetén barmely két pontot 6sszekoto gor-
bék kozott talalhatunk tetszélegesen nagy ivhosszit. Az ivhossz azonban alulrdl
korlatos. Feltéve, hogy van olyan, a két pontot 0szekotd gorbe, amelyen az ivhossz
felveszi a legkisebb értékét, akkor az az ivhossz szélsGértéke, és ez a gorbe geodeti-
kus. Két pontot 0sszekoto legrovidebb Ut ezért mindig az, ha geodetikus mentén,
azaz ,,a legegyenesebb tuton” haladunk. Ha azonban adott két pont és az ket
0sszekotd geodetikus, akkor az nem biztos, hogy ez a legrovidebb 1t a két pont
kozott. (Eléfordulhat, hogy tobb geodetikus is Osszekoti ugyanazt a két pontot.)

Allit4s: Legyen adott két pont Lorentz-metrikaju sokasdgban, amelyek 6ssze-
kothetok idoszerti gorbével. Ilyenkor mindig taldlhaték olyan idészeri gorbék, ame-
lyeken a sajatido-tartam tetszolegesen kis értéket vehet fel. Vannak olyan téridé-
sokasagok, amelyekben adott két pontot 0szekoto idészerti gorbékhez tartozd sajat-
ido-tartamnak nincsen fels6 korlatja. Ha azonban 1étezik ilyen felsé korlat, akkor a
sajatido-tartam a maximalis értékét a két pontot Osszekotd idoszeri geodetikuson
veszi fel. Megint igaz azonban, hogy ha két pontot 0sszekot egy idOszerti geodetikus,
akkor nem biztos, hogy ezen a geodetikuson a két pont kozotti sajatidé a sajatido
maximalis értéke.

Allitas: Annak a szitkséges és elégséges feltétele, hogy két pontot Gsszekoto
idGszerit geodetikus legyen a maximalis sajdtidejii gorbe, (ill. Riemann-metrika
esetén, hogy két pontot Osszekdtd geodetikus legyen a minimaélis ivhosszu gorbe),
amely a két pontot 6sszekoti, az, hogy hidnyozzanak a geodetikus mentén az tigyne-
vezett konjugalt pontok. Errdl késobb fogunk beszélni.

3.5.4. A geodetikus deviacio
A geodetikus deviacid geometriailag a szomszédos geodetikusok egymashoz képesti

eltériilésének jellemzésére szolgal. Ennek kozvetlen fizikai jelentést tulajdonithatunk.
Képzeljiik el, hogy két részecskét engediink el egymas kozelében kezdosebesség

60



7. dbra. Iddszerii geodetikusok egy-paraméteres csaladja a geodetikus devidcié meg-
hatarozasdhoz

nélkiil. Ezek a részecskék szomszédos geodetikusokon kezdenek mozogni. A geode-
tikus deviacié azt jellemzi, hogy a szomszédos geodetikusokon mozgo részecskéknek
mekkora az egymashoz képesti relativ gyorsulasa és hogy mekkora az ennek megfelel6
ar-apaly er6. A relativ gyorsulds (és az ar-apély erd) gravitacios eredetii, a térid6
gorbiiltségének koszonhetéen 1ép fel. A geodetikus deviacié, ami ezt a jelenséget
leirja, egyuttal a térido gorbiiltségének egy masik jellemzije.

Tekintsiik a geodetikusok egy 74(t) egy-paraméteres csaladjdt, amelyben min-
den geodetikust s € R valds paraméterrel jeloltiink meg, és ¢t a geodetikusok affin
paramétere. Legyen az (s,t) — s(t) leképezés sima, kolcsondsen egyértelmii és
az inverze is sima. Ekkor a 74(t) geodetikus-csaldd egy ¥ 2-dimenzids részsokasagot
képez. Valasszuk 3-n az (s, t) koordinatékat. Ekkor a 7% = (0/0t)® bazisvektormezé
a 7s(t) geodetikusok érintdje, az X = (0/0s)* béazisvektormez6 pedig az infinite-
ziméalisan kozeli geodetikusok egyméshoz képesti eltolédéasat jellemzi, ez az ugyne-
vezett deviacié-vektor.

Allités: A geodetikusok v4(t) egy-paraméteres csaladjaban a szomszédos, azaz
X® deviacié-vektorral jellemzett geodetikusok relativ gyorsuldsa

a® = —R,"X"T°T? (3.5.20.)

ahol T* a geodetikusok érintévektor-mezeje.

A geodetikusok affin paraméterezésének megvalasztasiéban mérték-szabadsagunk van: az
affin paraméter csak egy linedris transzformdcid, t — t' = a(s)t + b(s) erejéig meghatédrozott.
Az érintévektor normanégyzete, gupTT? egy-egy geodetikus mentén allandé. A geodetikus affin
paraméterezésében meglevo mértékszabadsagot pedig felhasznédljuk arra, hogy az affin paraméter
alkalmas s-fiiggd t' = a(s)t (a(0) = 1) &atskdldzasaval biztositsuk, hogy az érintévektorok nor-
manégyzete barmely s-hez tartozé geodetikuson is ugyanaz az dllandé legyen. Mivel v4-en (annak
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t-paraméter(i pontjiban) az érintévektornak a normanégyzete
D Guolas (D)) (dak /) (dz” [dt) = a*(s) Y g (as(t))(dak /dt')(dz” /dt’)
12214 [alld

LS g (o (t) (dat fdt') (dat /dt), (3.5.21.)

ebbdl kiolvashatjuk a(s) alkalmas valasztasat.

A T és X* vektormez8k koordindtavektormezék ¥-n, ezért kommutédlnak, [X,T]* = 0,
ahonnan

Xv, ¢ = TbV,Xx*° (3.5.22.)

adodik. Ebbél viszont kovetkezik, hogy X,T* =all. barmely geodetikus mentén, mivel

1
TV (T, X") = X°T°V,T, +T°T,V, X = T,T°V, X = T, X"V, T = 5vab(TaTa) =0.
(3.5.23.)

Ezek utdn végezhetiink a 5 geodetikus affin paraméterén alkalmas ¢ — t' = t+b(s) eltoldst, amivel
el tudjuk érni, hogy X,T® = 0 legyen valamennyi v, geodetikuson. Ezzel a paraméterezéssel tehat
elértiik, hogy X,7T® = 0 mindenhol a ¥ részsokasiagon. A ¢t =const. goérbék ekkor merélegesen
metszik az Osszes s geodetikust.

Azt, hogy két szomszédos, azaz az X devidcids vektorral jellemzett geodetikus egymashoz
képesti eltolédasa milyen iitemben valtozik a geodetikusok mentén, a

v® = TPV,X“ (3.5.24.)

relativ sebesség jellemzi. (Idészer(i geodetikus-sereg esetén tgy gondolhatjuk, hogy ez a szom-
szédos geodetikusok ¢ = 0 paraméter{i pontjaiban elengedett és azok mentén szabadon esé részecskék
relativ sebessége.) Hasonléan az

a® = TV =TV (T°V,X?) (3.5.25.)

vektort a szomszédos geodetikusok relativ gyorsulasanak nevezhetjiik.

Végiil megmutathatjuk, hogy a szomszédos geodetikusok relativ gyorsuldsa a (3.5.20.) egyen-
16ségnek tesz eleget:

a® = TV (T°VpX?) =TV (XV,T%)
= TYV.X )V, T+ T°X"V.V,T°
= XYV TV, T+ X*T°V,V. T — X°R,, 2T°T?
= XYV .I")V,T%+ XT*V .V, T* — X°R, 2 T°T?
= XV (T°VyT%) — R, X T°T?
—R, A XxbTeT?, (3.5.26.)

ahol az els6 egyenléség annak a kovetkezménye, hogy T és X, mint koordindta-bazisvektorok
kommutalnak; a masodik egyenl6ség a Leibnitz-szabaly alkalmazasa révén addédik; a harmadik
egyenléség els6 tagjaban ismét felhasznaltuk, hogy X@ és T kommutalnak, valamint, hogy

Ve, Vy]T® = —R, 2 T% (3.5.27.)
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a negyedik egyenloség masodik tagjaban felcseréltiik a b és ¢ 6sszegz6 indexeket; az 6t6dik egyenldség
a Leibnitz-szabdly értelmében &all fenn; végiil a hatodik egyenloségben felhasznaltuk, hogy a geo-
detikus érint6i egymas parhuzamos eltoltjai.

A geodetikus devidci6 (3.5.20.) egyenlete kifejezi, hogy bérmely geodetikus-
csaladot jellemz6 relativ gyorsulds akkor és csak akkor zérus, ha a gorbiileti tenzor
zérus; R, % = 0. Ezért bizonyos szomszédos geodetikusok gyorsulva kozelednek
egymashoz vagy tavolodnak egymastol akkor és csak akkor, ha a sokasag gorbiilt,
azaz R, ¢ # 0. Bz azt is jelenti, hogy kezdetben parhuzamos szomszédos geodetiku-
sok, azaz olyanok, amelyek relativ sebessége kezdetben T°V, X = 0, akkor és csak
akkor szlinnek meg parhuzamosak lenni, ha a sokasag gorbiilt.

3.6. A gorbiileti tenzor meghatarozasa

Az FEinstein-egyenletek explicit alakjanak felirasahoz sziikségiink lesz arra, hogy a
gorbiileti tenzort kifejezziik a metrikaval. Erre tobbféle modszer hasznalatos.

3.6.1. A koordinata-komponensek moddszere

Az a legkézenfekvébb, — bar sokszor meglehetosen hosszadalmas szamolast igényl6 —
modszer, amikor valamilyen koordinatarendszert valasztunk és abban meghatarozzuk
a gorbiileti tenzor RHM’\ koordinata-komponenseinek kifejezését a metrika és de-
rivaltjainak komponensei segitségével. Induljunk ki a gorbiileti tenzor bevezetése
soran hasznalt

Vo, Vilwe = R wq (3.6.28.)

oesszefiiggéshol, ahol w, tetszoleges dudlis vektormezo, V, pedig a g4, metrika altal
indukalt kovaridns derivalé operator. Dudlis vektormezé kovarians derivéltja

Viwe = Opwe —I'% wq, (3.6.29.)
és altalaban a (0, 2)-tenzor kovarians derivaltja
ViTye = 0,The — T4, Ty — T T, (3.6.30.)
tigyhogy

VoViwe = 0u(Opwe — decwd) — Fdab(adwc —I¢we) — Fdac(ﬁbwd — I we).
(3.6.31.)
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Ezt felhasznalva kapjuk, hogy
Ry lwa = [Va, Velwe
= =20 % wa — 20 Ouwa — (T — T, ) Oawe — 20,1 Oy wa
+2(Fd[ab]redc + Fd[a\c|reb}d)we

= <_2a[ardb}c + 2Fec[a1“db}e) W, (3.6.32.)

ahol felhasznaltuk, hogy a Christoffel-szimbdélumok kovarians indexeikben szimmet-
rikusak, 'Y, = 'Y, . Mivel az azonossdg tetsz6leges wy dudlis vektormezd esetén
fennall, a gorbiileti tenzor koordinata-komponenseire az adédik, hogy

or* orA
A K VK A A
R, = ax’; - +Z(F”wr vy — T2 TA). (3.6.33.)

p

Itt a Christoffel-szimbélumok a kordbban ismertetett médon kifejezhetok a metrika
elsé parcidlis derivéltjainak és a g% inverz-metrikdnak a segitségével. A gorbiile-
ti tenzor linearisan tartalmazza a metrika komponenseinek masodik parcidlis de-
rivaltjait és bonyolult, nem linearis médon a metrika komponenseinek elsé parcialis
derivéltjait. Ha adott koordindtarendszerben ismertek a metrika komponensei, mint
a koordinatak kifejezései, akkor elvileg a Christoffel-szimbélumok és a gorbiileti ten-
zor komponenseinek explicit kifejezései is kiszamithatok.

A Ricci-tenzor komponenseit a (3.6.33.) kifejezésbdl kontrakciéval kapjuk:

Ry = Y RN

orv orv
. pE VK v v
B Z( oxv  Oxr - Z(FPWF vp — 1Pl up>)

p

ozt

aFV ad a(Zy Ful/n) v v
Do +3 0, 1Y, — T, ). (3.6.34.)
v v,p

Néhany tovabbi fontos szabdly, ami a koordinata-komponensekkel torténé sza-
molasokat megkonnyiti.

1. A g, metrika komponensei (g,,) matrixba rendezheték. Ekkor a g*° inverz-
metrika ¢"” komponensei a (g,,) matrix inverzének az elemei. Jeloljiik a (g,.)
matrix determinansat g-vel,

g = det(guw). (3.6.35.)

Ekkor a metrika altal az M sokasagon indukalt természetes térfogatelem

Vlgldzt - - - da. (3.6.36.)
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2. A kontrahdlt I'*, Christoffel-szimbélum koordinata-komponensei:

1 9g  0ln+/|g|
re - - — , .6.37.
77 i (3.6.37.)

A kontrahalt Christoffel-szimbélum megjelenik a Ricci-tenzor kifejezésében és
megjelenik barmely vektormezd kovarians divergencidjanak a kifejezésében.

A kontrakcié eredménye:

a _ v _ l/n 89}“‘@ 891/;-@ 891/#
o = ZF ; <(’“)9c”—‘_('“)gcﬂ_aacN
_ _Z vk aguﬁ O0gur _agrw
oxv 8x# oxv
uﬁag’]ﬁ
= 529 S (3.6.38.)

Hatéarozzuk meg most a g determinans dg differencidljat, ha infinitezimalisan dg,,,-vel megval-
toztatjuk a (g,,) matrix elemeit. Legyen a g,,,, matrixelemhez tartozé aldeterminéns AW)
ekkordg =3, A dg,,,. Mésrészrol tudjuk, hogy a (g"*) métrix a (g,,) matrix inverze,
azaz g"* = AW /g tgyhogy

= 9> ¢"dgu (3.6.39.)
adodik. Ezt felhasznalva irhatjuk, hogy
1 Ogu 11 0 Oln+/
IR D I o i A Il vlg| (3.6.40.)
2 Jxt 2 g0zH ozt

amit bizonyitani akartunk.

3. Tetszoleges V* vektormezo kovarians divergencidjanak kifejezése:

: Iny/
A R VR LA A A
Ozt p Ozt

ng Q?w. (3.6.41.)

3.6.2. Tetrad-modszer

A kovaridans derivalas operatoranak és a gorbiileti tenzornak koordindtabazisban
torténo meghatarozasa mindig kozvetleniil jarhato ut, néha azonban célszertibb orto-
normalt bazisban meghatarozni a tenzorok komponenseit. A koordindtabézis viszont
csak lapos téridoben Descartes-koordinatak hasznalata esetén ortogonalis.
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A tetrad-modszerben bevezetiink egy koordinataktdl fiiggetlen, ortonormalt,
sima (e,)* vektormezékbdl allé {(e,)*} bézist, ahol a (1 = 1,2,...,n) az egyes
bazisvektorokat cimkézik. Definicié szerint megkoveteljiik, hogy a bevezetett bazis-
vektorok eleget tegyenek az

(eu)a(eu)a = N (3642)

ortonorméltsagi feltételnek, ahol 7, = diag(—1,+1,...,+1) a Minkowski-metrika.
Az n = 4 dimenzidban az {(e,)*} bazist tetradnak nevezziik, amely elnevezést més
dimenzidban is szokas hasznalni.

Allitas: Fenndll a

> (e ey = 9 (3.6.43.)

azonossag, ahol 0% a vektorok terén alkalmazott azonossagi leképezés, n*" pedig 1,
inverze, azaz n"" = 1,,.

Hattassuk a (3.6.43.) egyenléség bal oldalan &l16 kifejezést a tetszéleges (e, )? vektorra, ekkor

S (e (ebles)’ = D 0" (en) e = Y 6en) = (e0)* = 6%(e)’, (3.6.44.)

ahonnan kiolvashaté a (3.6.43.) azonossag.

Erdemes parhuzamot vonni a gorbiilet koordindta-mdédszerrel és tetrad-mod-
szerrel torténd kiszamitdasa kozott. Koordinata-modszer esetén azt haszndljuk ki,

hogy

e (A) a derivalds operatora a metrika altal meghatérozott kovaridns gradiens,
Vagab = Ou

e (B)a derivalas operatora torziomentes (a kovarians gradiens 5. tulajdonsiaga),
VVof = ViVof Vf € F, aminek kovetkeztében a Christoffel-szimbdlumok
szimmetrikusak, 't = T'#

ov?

e (C)aRiemann-tenzor és a kovaridns gradiens kapcsolata: [V, Vy]w. = R, wq

Vw. € T(0,1).

A tetrdd-mdédszerben az (A) és (B) tulajdonsdgot més alakban fogjuk kihasznalni.
A Christoffel-szimbélumok helyett konnexios 1-formékat vezetiink be.

Definicié: Az w,,, konnexiés 1-formadkat a tetrad vektorainak segitségével
az alabbi kifejezés definidlja:

Waw = (€,)"'Vale)y, mrv=1,...n (3.6.45.)
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A konnexids 1-formdk (tetrad-bazisban vett)

Wepr = (en)a(eu)bva(eu)b (3646)
komponenseit Ricci-féle rotacios egyiitthatoknak nevezziik.

Allit4s: A Ricci-féle rotdcios egyiitthatok antiszimmetrikusak,
Wiy = —Wrwp; (3.6.47.)

antiszimmetridjuk egyenértékii az (A ) kovetelménnyel, azaz avval, hogy a kovaridns
derivalt a metrika altal indukalt kovaridans derivalt.

Induljunk ki a (3.6.42.) ortonormaéltsdgi feltételbdl, és hattassuk annak mindkét oldaldra a
kovarians derivalds operdtorat:

0 = Val((en)(en)s), (3.6.48.)
ahonnan az (A4) kovetelményt felhasznédlva azt kapjuk, hogy
Wapr = (€)' Valew)o = —(Valen)®) (e)s = —(€0)"Valen)y = —wavu-  (3.6.49.)
Forditva is igaz, hogy ha kiindulunk a Ricci-féle rotaciés egyiitthatok antiszimmetridjabol,
(ep)'Valew)oy = —(e)"Valen)s, (3.6.50.)

és felhasznaljuk a tetrad-bézis ortonormaltsdgéat, amibél

(eu)bva(eV)b = _(va(eu)c) (ev)e = _(va(eu)dQCd) (ev)e
= _(ev)dva(eu)d + (eu)d(vang)(eu)c (3.6.51.)

adddik, akkor a (3.6.50.) és a (3.6.51.) jobb oldalainak Gsszehasonlitdsdbdl visszakapjuk az (A4)
kovetelményt.

Megjegyzés: Erdemes felfigyelni ra, hogy a Christoffel-szimbélumok szimmet-
rikussdga nem az (A), hanem a (B) kovetelménybdl kovetkezett. A tetrdd-mddszer
elénye, hogy a szimmetrikus Christoffel-szimb6lumok helyett az antiszimmetrikus
Ricci-féle rotacids egyliitthatokkal dolgozik, mert n-dimenzids esetben n-n(n+1)/2
darab fliggetlen Christoffel-szimbélum és csak n - n(n — 1)/2 darab fiiggetlen Ricci-
féle rotéacios egytitthaté van. Pl. n = 4 dimenziéban ez 40 helyett csak 24 fiiggetlen
egyiitthatéo meghatarozasanak sziikségességét jelenti.

A moédszer kovetkezd 1épéseként a Riemann-tenzort ki kell fejezni a Ricci-féle
rotacios egylitthatok segitségével:
Rpo’/,l,l/ = (ep)avawcr,uu - Znaﬁ [Wpuﬁwgay + WpBoWayuy — (p = O')](3652)
aiﬁ

Itt a kovarians derivalds helyettesitheté kozonséges derivéldssal, mert az wgy, kom-
ponensek skalar-fiiggvények. Ezutan a Ricci-tenzor komponensei az

Ry = Y 0" R (3.6.53.)
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képlettel szamolhatok. A (3.6.52.) kifejezés teljes egészében megfelel a gorbiileti
tenzor meghatarozasiban a (C) kovetelménynek, ami kideriil az aldbbi levezetésbél.

Felhaszndlva a (C) kévetelményt, abbdl indulhatunk ki, hogy a Riemann-tenzor komponensei
a tetrad-bazisban,

Rpopy = Rabcd(ep)a(ea)b(eu)c(eV)d = (ep)a(ea)b(eu)c[vav Vil(ew)e (3.6.54.)

alakba irhaték. Itt fellép az (e,)°VoVp(e,). kifejezés, ami a kovetkezOképpen alakithaté at a
(3.6.43.) azonossag segitségével:

(eu)cvavb(eu)c = Va((eu)cvb(QV)C) - (Va(e,u)c) (Vb(eu)C)
= Va((eu)cvb(GV)C) - (Va(eu)f)(scf (Vb(elf)C)
= Va((e)Vilen)e) =Y 1% (Valew)) (ea)(es) s (Va(en)e).(3.6.55.)

Hasonloképpen irhaté, hogy

(eu)cvbva(eu)c = Vb((e#)cva(e,,)c) - Zﬁ“ﬁ (Vb(eu)f) (ea)c(eﬁ)f(Va(QV)C)-(3-6-56-)
a,B

Ezeknek az Osszefiiggéseknek a segitségével kapjuk a Riemann-tenzor komponenseinek alabbi kife-
jezését:

Roopr = (ep)“(eg)b [Vawbw, — Viwapw — Z n*8 (wamwba,j — wb,@”wwu)] (3.6.57.)
a,p
Fejezziik ki a jobboldali els6 tagot a Ricci-féle rotécids egyiitthatokkal:
(ep)a(eo)bvawbw = (ep)ava((ea) Wb,uu) (ep)” ( ale )b)wbw
()Y (€0 ) = ()70 (Va(er )t
(ep)ava((ea)bwbuu) - Z(ep) (ea) (eﬂ)C(va(ea)c)wbuV

a,f
= (ep)ava((%)bwbw) - Z(ep)a(ea)bwaﬁﬂwbw
a,f
= (ep)ava((ea)bwb,uu) — WpBoWapw- (3.6.58.)

A (3.6.57.) egyenldség jobb oldaldn a méasodik tagot hasonléképpen alakithatjuk 4t; az eredmény
a (3.6.58.) kifejezésbdl p < o cserével kaphat6 meg. Ezeket visszahelyettesitve a (3.6.57.) egyenlet
jobb oldaldba, megkapjuk a (3.6.52.) kifejezést.

A tetrad-mddszer eddig ismertetett lépéseiben kihasznaltuk az (A) és (C) kove-
telményeket a Riemann-tenzor meghatarozasa soran. Hatra van még, hogy biz-
tositsuk a mddszerben a kovaridans derivalt torziomentességét, a (B) kévetelményt.
Erre két lehet6ség is van.

1. A torziémentesség teszi lehetévé, hogy vektorok kommutatorat

[v,w? = V"V’ — w'Va° (3.6.59.)

68



alakban fejezhessiik ki. Masrészt, ha ez az Osszefiiggés barmely két vek-
tormezdre teljestil egy bazisban, akkor a kovarians derivalas operatora tor-
zidmentes. Ezért a torziomentességet a tetrad-bazisban szereplo vektormezok
kommutatoraira kirétt

(c)alen ] = (eo)a((en)"Vi(en)" = (€)' Vi(en)") = (€4) whor = (€4) who
Wyov — Woopu (3660)

feltételekkel biztosithatjuk. Ezek n?(n — 1)/2 darab egyenletet jelentenek a
Ricci-féle rotécios egyiitthatok meghatérozaséra.

2. Meg lehet mutatni (Id. [1]), hogy annak a sziikséges és elégséges feltétele,
hogy a kovaridans derivalas operatora torziomentes legyen, az, hogy a tetrad-
béazisban szereplé minden vektormezo tegyen eleget a

8[0(60)5} = Znuy(eu)[awb}ou (3661)
1,

feltételnek.

Megjegyzés: A (3.6.52.) és a (3.6.61.) osszefiiggések differencial-formak nyel-
vén jol attekintheté alakot 6ltenek. A dudlis vektor indexének elhagyasaval
vezessiik be a bazis-egyformakra az e, a konnexids 1-formdkra az w,,, jelolést,
a gorog indexek fel- és lehtizdsara hasznéljuk rendre n*°-t és n.s-t, tigyhogy
pl. w/ =>_n"w,,. Jeloljiik tovabbd az R, 2-formékat R,,-vel. Ekkor
a (3.6.61.) egyenlGség

de, = e, Nw)/ (3.6.62.)
alakot 6lt, a (3.6.52.) egyenl6ség pedig
R/ = dw/+) w'Aw) (3.6.63.)

alakba irhat6 dt. A (3.6.62.) és (3.6.63.) egyenleteket szerkezeti egyenle-
teknek szokdas nevezni.

A torzidmentesség biztositasanak kiilonb6zo moédja miatt kétféle utat jarhatunk,
ha meg akarjuk hatarozni ortonormalt bézisban, azaz tetrad-modszerrel a gorbiileti

tenzort.

1. Az egyik eljaras az, hogy a (3.6.60.) felcserélési reldciékat megoldjuk a Ricci-
féle rotacios egyiitthatokra, majd azokat behelyettesitjiik (3.6.52.) kifejezésébe.
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2. A masik eljards sordan a (3.6.62.) (ill. a vele azonos (3.6.61.)) egyenletbél
hatarozzuk meg a konnexids egy-formakat, majd ezeket helyettesitjiik be a
(3.6.63.) (ill. a vele azonos (3.6.52.)) Osszefiiggésbe. Ennek az eljardsnak az az
elénye, hogy a (3.6.62.) egyenlet bal oldaldt viszonylag egyszerii kiszdmolni,
és egyszerll esetekben ki lehet taldlni, hogy mi a megoldas a konnexids egy-
forméakra.

A tetrad-moédszerrel torténé szamolds soran végil ismét be kell vezessiink koor-
dinatarendszert. A mddszer célja nem az, hogy ezt elkeriiljiik, hanem inkabb az,
hogy a tenzorokat a koordinatabazisnal kényelmesebb bézisban fejtsiik ki.

Megjegyzés: A jelen tananyag a gravitaciés mezét a metrikus tenzorral irja le.
Az éltaldnos relativitdselméletet azonban gy is fel lehet épiteni, hogy a tetrad-bézist
hasznaljuk a gravitaciés mezo6 lefrasara.
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4. Az Einstein-egyenletek

4.1. Térgeometria és fizikai torvények a relativitaselmélet
elotti fizikaban

4.1.1. Térgeometria

A relativitdselmélet elStti fizika felfogdsa szerint a tér az R® sokasig szerkezetével
rendelkezik. Azt is fel szokds tenni, hogy a tér pontjaihoz a sokasag (z!, 22, 23) € R?
pontjai természetes médon hozzarendelhetdk egy standard vonalzokbol (méterrudak-
bdl) készitett merev kockardcs segitségével. Az igy kapott koordindtdk a Descartes-
koordinatak. A merev racs és annak racspontjaiban elhelyezett nyugvé, szinkro-
nizalt o6rdk jelentik a vonatkoztatasi rendszereket. A fizikai méréseket valamely
vonatkoztatasi rendszerben nyugvo megfigyelok végzik. Sokféle merev térracs, az-
az sokféle Descartes-koordinatarendszer vezetheté be, amelyek egy 6-paraméteres
izometria-csoport (a térbeli eltoldsok és elforgatasok csoportjanak) transzformécioi
révén allnak koélesonosen egyértelmii kapcsolatban. Ez azt vonja maga utan, hogy az
(x', 22, 23) koordindtdk nem a sokasag belsd geometriai jellemzdi, értékiik valtozik
izometria-transzformaciok soran. Ugyanakkor barmely két = és y pont tavolsaganak
négyzete,

= (2" —y") P+ (2 =)+ (2P - yP)? (4.1.1.)

fliggetlen a Descartes-koordindatak megvalasztasatol, azaz a sokasdg belso tulaj-
donsaganak tekinthet6. Alkalmazzuk ezt a tavolsagnégyzet-kifejezést két szom-
szédos pontra, amikor z! — y' = dz!, stb. infinitezimalisak,

(60> = (62)* + (62%)% + (02°)*. (4.1.2.)

Hasonlitsuk Ossze az elemi tavolsagnégyzet ezen kifejezését az altalanos érvényt
(2.4.2.) Osszefiiggéssel. Ekkor indokoltnak latszik az a feltevés, hogy a 3-dimenzids
tér metrikus tenzora Descartes-féle koordinatabazisban

ds® = (da')? + (d2®)* + (dz®)?, (4.1.3.)
avagy indexjeloléssel
3
hay = hyu(dag)"(das)", (4.1.4.)
p,v=1

ahol a metrika komponensei a Descartes-bazisban,

o = O

1 0
(h',uu) = 0 0], (415)
0 1
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amelyek fliggetlenek a koordinataktol. Ezért Descartes-féle koordinatarendszerben
a kozonséges derivalé operator 0,hy,. = 0 tulajdonsdgu, vagyis 0, a metrikahoz
tartozd kovaridns derivald operator. Ebbol viszont az addédik, hogy a Christoffel-
szimbélumok a Descartes-féle koordinatarendszerben eltiinnek, I'%, . = 0. (Ez egyéb-
ként a metrikdhoz egyértelmtien tartozé Christoffel-szimbélumok komponenseinek
(3.3.11.) kifejezésébdl is kozvetleniil latszik.) A relativitas elStti fizika tere tehat
nem gorbiilt R? sokasag, amely lapos Riemann-metrikaval rendelkezik. A geodeti-
kusok egyenletei d*z#/dt* = 0 (u = 1,2,3), a geodetikusok tehat egyenesek, azaz
olyan gorbék, amelyek pontjainak Descartes-koordinatai linearisan fiiggnek a ¢ af-
fin paramétertol. Barmely két, p és ¢ térbeli ponthoz egyértelmiien létezik az Gket
Osszekoté geodetikus, x#(t) = p" + vH(t — t1), ahol zH(t;) = pH, x#(ty) = ¢" és
vt = (p* — g*)/(ty — t1), amelynek ivhossza mentén a két pont tavolsaga

t t 3 v\ 1/2 3 1/2
2 2 dz* dx
TaTb 1/2 2 2 o p\2
¢ /tl (e )t /tl ( ras dt dt) ( " =") ) '

pr=1 p=1

(4.1.6.)

Ez éppen az a tavolsagégyzet, amelybdl kiindultunk. Fzzel belattuk a metrika
alakjara tett feltevésiink helyességét.

4.1.2. Altalanos és specialis kovariancia

A fizikai mennyiségek mérései szamokat szolgdltatnak. Vannak azonban olyan ese-
tek, amikor az egyértelmii szamszerlsités csak gy lehetséges, ha egy vagy tobb
iranyt is megadunk a térben. Ezért altalanossagban azt feltételezziik, hogy a fizikai
mennyiségek tenzorok. Ekkor a fizika torvényeit tenzoregyenletek irjak le.
A relativitdselmélet elStti fizikdban a tenzorok a lapos hy, metrikdji R3 sokasagon
értelmezett tenzorok.

Mind a relativitaselmélet elotti fizikaban, mind a specidlis és az altalanos re-
lativitaselméletben érvényes az altalanos kovariancia elve. Ez azt mondja ki,
hogy a metrikus tenzor a tér (relativisztikus esetben a téridd) szerkezetét jellemz6
egyetlen olyan tenzormezd, amely szerepelhet a fizikai torvényekben. Nem létezik
semmilyen mas kitlintetett vektormezd, vagy kitiintetett bazisvektormezo, amelyet
a tér (térid6) geometriai szerkezeténél fogva tiintet ki, mint a sokasdg bels6 tu-
lajdonsagat hordozé objektumot. Az édltalanos kovariancia azt jelenti mésrészrol,
hogy a fizikai mezoket leird tenzorok és a metrikus tenzor explicit szerepeltetésével
tenzor-alakban felirt egyenletek alakja altalanos koordinata-transzformaciék soran
valtozatlan marad.

A relativitaselmélet el6tti fizikaban érvényes a specidlis kovariancia elve
is. A tér metrikdja invaridns az izometria-transzforméaciok csoportjaval (térbeli for-
gatasok és eltolasok) szemben. Tegyiik fel, hogy megfigyel6k térben elhelyezked6
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O csaladja fizikai mennyiségeket mér valamely fizikai mezén. Legyen O’ a megfi-
gyelok egy masik csaladja, amelynek tagjai izometria-transzforméciékkal kaphatdk
meg az O csalad tagjaibdl. A specidlis kovariancia elve azt jelenti, hogy a megfi-
gyelék O csaladja szamara lehetséges Osszes mérések halmaza az O csalad részére
is lehetséges Osszes mérések halmaza. Ennek kovetkeztében az izometria-csoport
a fizikai mezok allapotanak transzformaciéjaként kell, hogy megjelenjen. A tér
izometria-transzformaciéinak, azaz szimmetridinak csoportja megszoritast jelent a
fizikai mezokre vonatkozo torvények alakjara nézve. Ebben all a specialis kovarian-
cia elvének jelentésége. A specialis kovariancia azt jelenti méasrészrol, hogy adott
koordinatarendszerben a fizikai torvények tenzorkomponensekre vonatkozo egyen-
letekként felirt alakja az izometria-transzformaciok sordn valtozatlan marad, ha a
metrikat az egyenletekben nem implicit médon, mint h,p szerepeltetjiik, hanem a
metrika komponenseinek explicit kifejezéseit, mint a koordinatak fiiggvényeit, irjuk
be az egyenletekbe.

Példa: A kovariancia-elveket a geodetikus egyenletének példajan illusztralhatjuk.
Valamely v koordinatarendszerben, ami nem feltétlen Descartes-féle, a geodetikusok egyen-
lete affin paraméterezés esetén

d%a dz"* dx?
0 = — +I* , — 4.1.7.
az e ( )
ahol a Christoffel-szimb6lumok a (3.3.11.) Osszefiiggés szerint vannak kifejezve a metri-
ka hqg(x) komponenseinek koordinaték szerinti parcidlis derivaltjaival. Hajtsunk végre
altaldnos koordindtatranszforméaciot, amellyel attériink a 1) lokalis térképrél egy masik 1)
térképre, azaz az r koordinatakrdl 1j =’ koordindtdkra. Ekkor a metrika komponensei az
4j koordinatabézisban h;B(x’ ) fiiggvényei az 1j koordinataknak, a geodetikus egyenlete
pedig
d%a™ dz'" dz'?
0 = ' - 4.1.8.
T TR T (4.1.8)
ahol a Christoffel-szimbélumok az 1j koordindtarendszerben ugyanazon (3.3.11.) Gsszefilig-
géssel vannak kifejezve a metrika h:xﬁ (2") komponenseivel, mint amivel I | a hqyg(z) kom-
ponensekkel. A (4.1.7.) és (4.1.8.) egyenletek alakjanak azonossdga tiikrozi az édltaldnos
kovariancia elvét.

Valasszuk most a 1) lokélis térképet pl. Descartes-koordindtarendszernek. Ekkor
a (4.1.7.) egyenletben T | kiszdmitdsakor a hog(x) = diag(+1,+1,+1) komponenseket
explicit médon irjuk be a (3.3.11.) sszefliggés jobb oldaléba, és a (4.1.7.) egyenlet

d?at

dt?
alakira egyszerlisodik. Ha most altalanos koordinatatranszformaciét hajtunk végre, akkor
az egyenletnek ez az alakja nem 6rzédik meg, hanem az 1ij 1)’ lokdlis koordinitarendszerben
(4.1.8.) alaku lesz, ahol a I'"* | Christoffel -szimbélumok nem lesznek nullék. Ha viszont
izometria-transzforméciét hajtunk végre, amelynek eredménye egy masik 1)” Descartes-
koordindtarendszer, amelyet a ¢ Descartes-koordindtarendszerbdl térbeli elforgatdssal és

=0 (4.1.9.)
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eltoldssal kaphatunk meg, akkor a 1" koordindtarendszerben a metrika komponensei val-
tozatlanul hgﬁ = diag(+1,+1,+1), a Christoffel-szimbélumok pedig ezért valtozatlanul
zérusok, ugyhogy az egyenlet megOrzi az alakjat izometria-transzformaciék soran, azaz
megmarad d2z"" /dt? = 0 alakiinak. Ez tiikrozi a specidlis kovariancia elvének érvényesiilé-
sét. Megfontolasunk sordan fontos volt, hogy a metrika koordinatakomponensei, mint az
adott koordinatak fiiggvényei lettek beirva az egyenletbe, és hogy az izometria-transzfor-
m&cié sordn, az izometria definicidja szerint, a metrika komponensei az eredeti ¥ koor-
dindtarendszerben az eredeti koordindtaknak ugyanolyan figgvényei, mint amilyen fiigg-
vényei a metrika komponensei az 1ij 10" koordindtarendszerben az 1ij koordindtdknak.

4.2. A térido geometriaja és fizikai torvények a specialis
relativitaselméletben

4.2.1. A térido geometrijja és a kovariancia elvek

A specidlis relativitdselmélet szerint a téridé az R?* sokasig-strukturdjaval rendel-
kezik. Vannak kitiintetett mozgésok, a tehetetlenségi, azaz nem gyorsulé mozgast
végzo anyagi pontok mozgasa. Fel szokds tenni, hogy az egymashoz képest térben
nem mozgd inercidlis megfigyelok kiépithetnek a térben méterrudak segitségével
egy merev racsot, annak racspontjaiban nyugvéd érakat helyezhetnek el, amelye-
ket szinkronizalni tudnak. Bérmely ilyen inercidlis vonatkoztatasi rendszerben a
nyugvo megfigyelok a téridé pontjaihoz, az egyes elemi eseményekhez az elemi
esemény helyével egybees6 rdcspont helyzetét megjelols (z!, 2%, x3) térkoordinatdkat
(Descartes-koordinatakat) és az elemi esemény bekovetkeztekor a szinkronizalt 6ra-
kon leolvasott t 6radllast rendelik. A téridé pontjainak ez a leképezése R*-be
globdlis inercialis koordinatarendszert definidl. Végtelen sok kiilonb6z6 iner-
cidlis koordinatarendszer létezik, amelyek egymadasbdl a 10-paraméteres Poincaré-
csoport transzformaciéi (valddi Lorentz-transzformécidk és eltoldasok a téridében)
révén kaphaték meg. Az {gy értelmezett (t = 2° 2!, 22, 23) koordindtak most
sem rendelkeznek a sokasdg geometriai szerkezetére utalé tartalommal. A sokasag
bels6, geometriai jellemzésére csak a térido tetszoleges két, x és y pontja invarians
,,tavolsaganak” négyzete,

I[=—(2"—y°) + (2! =y + (@° —y°)° + (2° — ¢*)?, (4.2.1.)

alkalmas, ami invaridns a Poincaré-csoport transzformacioival szemben. Ennek és a
metrika (2.4.2.) altaldnos kifejezésének Gsszehasonlitasa alapjan azzal a feltevéssel
éliink, hogy a metrikus tenzor a fenti koordindtabdzis (dz*), (dudlis) vektoraival
kifejezve

Mar = > Nu(da)a(da”), (4.2.2.)

=0
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alakt, ahol a metrika komponensei a bevezetett inercidlis koordinatarendszerben
N = diag (—1,+1,+1,41), amelyek nem fiiggenek a koordinataktél. Az inercialis
koordinatak szerinti 0, parcidlis derivalt eleget tesz a J,m,. = 0 feltételnek, ami
azt jelenti, hogy a Christoffel-szimbélumok I'%,, = 0 eltlinnek, és az inercidlis koor-
dinatak szerinti parcidlis derivalt az 7., metrikdhoz egyértelmtien tartozé kovarians
derivalt. A térido tehat nem gorbiilt; lapos, Lorentz-szignaturaju metrikaval ellatott
R* sokasdg, az ugynevezett Minkowski-térido.

A fizikai mennyiségek a Minkowski-téridén értelmezett tenzorok. A fizikai
torvények pedig tenzoregyenletek. Az altalanos kovariancia elve némileg médosul.
A térid6-sokasagnak ugyanis a metrikan til van tovabbi fliggetlen belso jellemzéje.
Az id6ének iranya van, ami azt jelenti, hogy létezik egy kitiintetett idOszert t* vek-
tormezo6 a sokasagon, mert vannak idotiikrozést sérto folyamatok. Tovabba a térnek
is van iranyitasa, mert vannak paritassérté folyamatok, ill. folyamatok, amelyek
kiilonbséget tudnak tenni a balsodrasu és a jobbsodrasu rendszerek kézott. Utébbit
azzal lehet kifejezni, hogy értelmezve van pl. a téridoben egy folytonos, sehol el
nem tiné (pl. jobbsodrasi) teljesen antiszimmetrikus ez = €labe] tenzor, amelyre
t%ape = 0. (Az utébbi ortogonalitési reldcié fejezi ki, hogy eqp. térbeli orientéciot
ir le.) Az altaldnos kovariancia elve tehat azt jelenti, hogy a fizikai torvényeket
tenzoregyenletek irjak le és azokban a fizikai mennyiségeknek megfelelé tenzorokon
tul csak a metrikus tenzor, a t* vektormezo és az ey, tenzormezo szerepelhetnek.

A specidlis kovariancia elve azt jelenti, hogy a fizikai torvényeknek va-
lamely koordinatarendszerben tenzorkomponensekre felirt alakja invarians a Poin-
caré-csoport transzformécidival szemben, ha a metrika komponenseit beirjuk, mint
a koordinatak figgvényeit. Ez az invariancia azonban nem all fenn az idotiikrozésre
és a tértiikrozésre nézve, noha jollehet azok is izometria-transzformaciok.

4.2.2. Fizikai torvények

Ebben a fejezetben néhany példat idéziink fel a specidlis relativitaselméletbdl spe-
cialis fizikai rendszerek dinamikajara vonatkozoan.

1. Anyagi pont mozgdsa. Az anyagi pont vildgvonala idGszerii gorbe. Ha valamely ¢
gorbeparaméter esetén 1% a vilagvonal érint6je, akkor a vilagvonalon tortén6 mozgas
soran eltelt sajatido (azaz az anyagi ponttal egyiittmozgé 6rén eltelt id6)

T o= /(—nabT“Tb)1/2dt. (4.2.3.)
Két esemény kozotti sajatidotartam a két pontot Gsszekoto két kiillonbozo iddszert
vildgvonalon kiilénb6zo lehet; ebbél szarmazik a nevezetes ikerparadoxon. A két

eseményt 0sszekoto geodetikuson, azaz inercialis mozgas esetén telik el a leghosszabb
sajatidétartam. A vildgvonalat parametrizalhatjuk a 7 sajatidével, s ekkor valamely
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K Minkowski-koordinatarendszerben z# = x#(7) a vildgvonal paraméteres egyenle-
te. Ha a sajatidével parametrizaljuk a vilagvonalat, akkor az idészerli gérbe érintoje
az anyagi pont u® négyessebessége, amelynek komponensei u* = dx# /dr és amelyre
uqu® = —1. Szabadon es6 anyagi pont geodetikuson mozog, amelynek egyenlete

udub = 0, (4.2.4.)

mivel az 14, metrikdhoz tartozo kovaridns derivalt a globalis inercialis koordinata-
rendszerhez tartozo kozonséges parcidlis derivalt.

Erdemes sz6t ejteni arrdl, hogy kiilonbozé megfigyelék milyen eredményt kapnak,
ha az anyagi pont energidjat mérik. Legyen az anyagi pont nyugalmi tomege m,
ekkor a K inercidlis koordindtarendszerben az anyagi pont négyesimpulzusa p® =
mu®. Tegyiik fel, hogy a részecske tartézkodasi helyén egy O megfigyel6 éppen v®
négyessebességgel mozog. Ekkor az O megfigyelével éppen egyiitt mozgd K’ globélis
inerciarendszerben (az abban nyugvd) O megfigyel6 E' = —p,v® energidt mér.

Ha a K’ inerciarendszer a K inerciarendszerhez képest ¥ 3-as sebességgel mozog, akkor

1¢s az o't koordindtatengelyeket a ¢ vektor irdnydban. Ekkor a Lorentz-

—1/2

valaszthatjuk az x
transzformécié értelmében p'® = ~(p° — vp'), ahol v = (1 — v?) és v = |U]. Mdésrészt a
megfigyelé négyessebességének komponensei a K rendszerben v° = v, v! = yv, v = v3 = 0.

Ezért irhatjuk, hogy ' = p'o = —pav?.

Ha az O megfigyelo és az anyagi pont relativ sebessége zérus, akkor u® = v® és a meg-
figyel6 dltal mért energia F = —p,u® = —mu,u® = m. Sok alkalmazasban felmeriil
az a kérdés, hogy mennyinek méri az anyagi pont energidjit egy tdvoli O’ megfi-
gyel6. Legyen az O’ megfigyel6 négyessebessége v/ a K globdlis inerciarendszerben.
A Minkowski-térid6 nem gorbilt, ezért a vektorok parhuzamos eltoldsa fiiggetlen
attol a gorbétdl, amelyen a parhuzamos eltolast végezzik. Ezért van értelme annak,
hogy az O’ megfigyel6 dltal mért energidt azonosnak tekintsiik azzal az energidval,
amelyet az a megfigyel6 mér, amelyik éppen az anyagi pont helyén tartozkodik és
v?® négyessebessége megegyezik a tdvoli megfigyel6 négyessebességével, v'* = v2.

. Idedlis folyadék mozgdsa.

Tekintstink egy folytonos anyageloszlast, amelynek az energiaimpulzus-tenzora Tp.
Ennek a komponensei valamely K globalis inercidlis koordinatarendszerben az alabbi
jelentéssel birnak: a K inerciarendszerben nyugvé megfigyel$ szamara T a kozeg
energiastiriisége, TP az energiadramstirisége, T" az impulzussiirtisége és T a
kozegben ébredd mechanikai fesziiltség tenzordnak komponensei. Az a megfigyeld,
aki a K inerciarendszerbdl nézve v® négyessebességgel mozog, a kozeg energiastirii-
ségét Thpv®oP-nek, energiadramsiirtiségét és impulzussiirtiségét rendre —TvP-nek és
—T»v*nak, a mechanikai fesziiltség tenzoranak x — y komponensét pedig T, x%y"-
nek észleli, ahol z% és y° két v?®ra ortogondlis vektor. Ez abbdl kovetkezik, hogy
méasodrendii tenzor komponensei ugy transzformalédnak Lorentz-transzformacié so-
ran, mint a megfelel¢ vektorkomponensek szorzatai. Kozonséges kozeg esetében a
kozeghez képest mozgd megfigyel altal észlelt energiastiriiség nem negativ,

Topv®0® > 0. (4.2.5.)
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Idedlis folyadék energiaimpulzus-tenzora:
Ty = pugup + P(nap + ugup), (4.2.6.)

ahol u® a kozeg négyessebessége, p és P pedig rendre a kozeg energiastiriisége és
nyomasa a kozeg sajat nyugalmi rendszerében.

Ha a folyadékra nem hat kiils6 erd, akkor mozgasegyenlete
Ty, = 0. (4.2.7.)

Helyettesitsiik be ide az idedlis folyadék energiaimpulzus-tenzoranak (4.2.6.) explicit
alakjat, majd vetitsik azt az u® négyessebességgel parhuzamos iranyra, ill. az arra
merdleges hipersikra. Ekkor az alabbi egyenletek adédnak:

uOup + (p+ P)0u, = 0, 8.)
(p+ P)u®Oqup + (Nap + uaqup)0* P 0. 9.)

A (4.2.7.) egyenlet explicit alakja:
[0%(p + P)lugup + (p + P)(up0®uq + uqa0%up) + OpP = 0. (4.2.10.)

Vetitsiik az egyenlet mindkét oldalat el6szor a folyadék négyessebességének iranyara, azaz
kontrahéljuk az egyenlet mindkét oldalat u’-vel,

—[0%p + P)Jug + (p + P)(—0%Uq + uqupd®up) + u’0yP = 0, (4.2.11.)

ahol upd®uy, = $0%(upub) = 0, tgyhogy megkapjuk a (4.2.8.) egyenletet. Vetitsiikk most
a (4.2.10.) egyenletet az ura ortogonélis hipersikra. Legyen V® tetsz8leges vektor, akkor
ennek u%-ra ortogonélis komponense V- = (77ab+uaub)Vb, hiszen u®V,;- = u?V, —up Vb = 0.
Ezért az ne, + ucup projektort hattatjuk a (4.2.10.) egyenlet mindkét oldalara:
0 = (0% +uu®)dp+ P)luqus + (1% + uu®)(p + P)(up0%uq + 1a0%us)
+(,'7cb + ucub)abp
= (0 4+ uub)(p + P)ua0®up + (n°° + uu®)dy P
(p + P)(uqdu® 4 uuu’d%up) + (% + u‘u®)oy P
= (p+ P)ua0%C + (n°® + uu)dy P. (4.2.12.)

Ezt akartuk belatni.

A hidrodinamikai egyenletek nem relativisztikus hataresetét P < p, (ut) = (1,7),
|T|(dP/dt) < |V P| kozelitések jelentik, amikor a (4.2.8.) és a (4.2.9.) egyenletek
rendre a tomegstirtiségre vonatkozé kontinuitdsi egyenlet,

op =
9 L V(pt) = 0, (4.2.13.)
ot
és az idedlis folyadék mozgasara vonatkozo Euler-egyenlet,
o o= =
An +@-V)v| = —-VP (4.2.14.)

alakjat oltik.
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Az energiaimpulzus-tenzor négyes-divergenciajanak eltiinése tehat a kon-
tinuitasi-egyenlet és az Euler-egyenlet relativisztikus altaldnositasat je-
lenti. Masrészr6l viszont a (4.2.7.) egyenlet az energia lokdlis megma-
radasat fejezi ki, amit a kovetkezOképpen lathatunk be.

Gondolatban képzeljiik el, hogy a folyadékon a K inerciarendszerben v* sebességmezével jel-
lemzett megfigyelSk serege végez méréseket, amelyek sebessége parhuzamos (kovaridns kons-
tans), azaz O%v® = Vbv® = 0. Ekkor v,V?v® = 0, azaz a megfigyelk serege idSszerti geo-
detikusokon mozog. Ezen megfigyel6k dltal mért négyes-energiadramstirtiség J, = —T,v°.
Ennek divergencidja

2%, = —0YTv°) = —Tupd"’ =0 (4.2.15.)

eltiinik. Integraljuk ezt az egyenletet tetszéleges 4-dimenzids €2 térido-tartomanyra, ame-
lyet a 3-dimenziés S feliilet hatdrol, és legyen n® az S feliillet normélisa (a Gauss-tétel
alkalmazdsdhoz szitkséges irdnyitdssal). Ekkor Gauss tétele értelmében

/8“Ja = /n“ W =0. (4.2.16.)
Q S

Viélasszuk specidlisan az ) térido-tartoméanyt ugy, hogy azt a K inerciarendszerben a t-
tengely irdnydban a t = t; és t =ty > t; térszer( hiperfeliiletek, a térirdnyokban pedig a o
idOszert hiperfeliilet hatarolja. frjuk ki az (4.2.16.) egyenletben a feliileti integralt explicit

a‘la’kb all) ekkOI
/ < / J
V tf—tf V

adédik, ahol n® a o hatarfeliileten a kiils6 normalis. Ez a lokdlis energiamegmaradés
torvényének integralis alakja.

= —/Janada (4.2.17.)
t=t; g

3. Skaldrmezd egyenlete.

Vizsgéljunk olyan hipotetikus fizikai rendszert, amelyet a Klein33-Gordon*-egyenlet-
nek eleget tevo klasszikus skalarmezével lehet leirni,

0.0 —m?¢p = 0, (4.2.18.)

ahol m? > 0 a mez6t jellemz6 paraméter. Ennek az energiaimpulzus-tenzora

Tay = (0u8)09) — 31al(°6)(0:0) +m*”]. (1219)

Megmutathatjuk, hogy egyrészt T,,v%v? > 0, ahol v* a K rendszerben mozgé meg-
figyel6k négyessebessége, és masrészt most is teljestil a 0T, = 0 egyenlet.

Egyrészt az energiafeltételben szereplo kifejezés

Tav® = (v° a¢)(vb8b¢)+%[(80¢)(8C¢)+m2¢2], (4.2.20.)

ami nem negativ, mert csupa nem negativ tagok Osszege.

330skar Benjamin Klein, svéd fizikus, 1894-1977
34Walter Gordon, német fizikus, 1893-1939
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Masrészt a Klein-Gordon-egyenletet is felhasznalva

0T

(0°0a6)(040) + (0ud)(0"000) — M 2(0°0°6)(0.) + 2606

= m*G(0sP) + (0u0)(9"0p¢) — (00°0)(Dep) — m* Py
0, (4.2.21)

amit be akartunk latni.

. Az elektromdgneses mezd.

Az elektromagneses mezot valamely K globahs inerciarendszerben nyugvé megfi-
gyelo az E elektromos térerosséggel és a B magneses indukciéval jellemzi. Ezek
egybefoglalhatdék az F,, masodrendii antiszimmetrikus tenzorban, a térer6sségten-
zorban. Legyen egy megfigyel6 négyessebessége v*, akkor az

E, = Fy° (4.2.22.)

négyesvektort interpretalhatjuk Ugy, mint a megfigyeld altal mért térerGsséget, és a

1
By = —gew cdp b (4.2.23.)
négyesvektort, mint a megfigyel altal mért magneses indukciot, ahol €gpcq a pozitiv
orientdciéju teljesen antiszimmetrikus tenzor, amelynek normélésa egpeqe®c? = —24,
udgyhogy jobbsodréasi rendszerben €gio3 = +1.
Ennek belatasdhoz vizsgaljuk azt az esetet, amikor a megfigyel6 a K inerciarendszer z-

tengelye irdnydban v sebességgel mozog, (v*) = (v,7v,0,0). A térerdsség-tenzor kompo-
nensei a K inerciarendszerben

0 E! E? E3 0 —-FE' —E? _E3
—F! 0 -B% B? oy Bl 0 -B3 B?
(F,uu) - _E2 B3 0 _Bl ’ (F ) - E2 BS 0 _Bl
-E* —-B? B! 0 E? -B?> B! 0
(4.2.24.)

Egyrészt ismeretes, hogy a megfigyelével egyiittmozgd K’ inerciarendszerben az elektromos
térerdsség és a magneses indukcié a Lorentz-transzformacié miatt

E''=E', B? =~(E*-0vB%), E"” =~(E+vB?),
B =B', B? =~(B*+vE?), B” =~(B*-vE?). (4.2.25.)

Mésrészt képezzik az o, = ), F,v” négyesvektor-komponenseket a K inerciarendszerben,
_ 0 1
oy = Fov® + F v,

agy = E'= ”va’l,

a = —E'=—E",

ay = —yE*+4ywB®=—FE"

a3 = —yE*—ywB?=_-E", (4.2.26.)
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ésa f, = —% EW@)\ € " " komponenseket a K inerciarendszerben,

By = —[(—€u012B® + €u013B% — €u023B" )7 + (—€u123B" — €102 5> — €103 E°)70],
(4.2.27.)

amelyek részletesen kiirva

Bo = qwB' =B,

B = —yB'=4B",

By = —(B?+wE®) =-B"

By = ~(B®—vE?)=DB" (4.2.28.)

Létjuk tehat, hogy az o, komponensekbdl E’ , a 3, komponensekbél pedig a B egyértelmiien
kiolvashaté. Ez indokolja, hogy az a, és 3, négyesvektorokat agy interpretaljuk, mint a K-
ban v® négyessebességgel mozgd megfigyels altal mért elektromos térerésséget és magneses

indukciot.

Az elektromagneses mez6 Maxwell?>-egyenletei
0°Fyy = —47jp, (4.2.29.)
Oalrey = 0, (4.2.30.)

ahol j, a négyes-toltésaramsiiriiség. A (4.2.29.) egyenlet foglalja magdban a két inho-
mogén Maxwell-egyenletet, a Gauss-torvényt és az Ampere®S-térvényt, a (4.2.30.)
egyenlet pedig a homogén Maxwell-egyenleteket, a magneses Gauss-torvényt és a
Faraday®"-torvényt. A (4.2.29.) egyenletbdl kivetkezik, hogy az elektromos toltésre
lokalis megmaradési torvény érvényes, amelyet a

0% = 0 (4.2.31.)
kontinuitasi egyenlet fejez ki.
A (4.2.29.) egyenlet mindkét oldaldnak képezziik a négyes-divergencigjdt,
POFy, = —4nd"j,. (4.2.32.)

Az elektromagneses térerdsség tenzora antiszimmetrikus, Fy, = — Fpq, ezért az egyenlet bal
oldala azonosan eltlinik, mint egy szimmetrikus és egy antiszimmetrikus tenzor kontrakcidja.

Mozogjon g ponttoltés u® négyessebességgel az elektromégneses mezoben, és legyen
a ponttdltés nyugalmi tomege m. Ekkor a ponttéltésre a Kb = ¢F%u¢ Lorentz-erd
hat, és a ponttoltés mozgasegyenlete

Wb = %F"Cu? (4.2.33.)

A ponttoltés négyesimpulzusa p* = mu®. Ha a ponttoltés vildgvonaldt (iddszerli gorbe) a 7
sajatid6vel parametrizaljuk, akkor a mozgasegyenlet dp®/dr = m(du®’/dr) = K° alakd. A

35 James Clerk Maxwell, skét fizikus, 18311879
36 André-Marie Ampere, francia fizikus és matematikus, 1775-1836
3"Michael Faraday, angol fizikus és kémikus, 1791-1867
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kovaridns derivalé operdtor 4. tulajdonsiga miatt du®/dr = u®(9,u’), igyhogy a mozgas-
egyenlet a (4.2.32.) alakot olti.

Az elektromégneses mezd energiaimpulzus-tenzora

1

1
T, = g <Fac F,°— b Fae Fde>. (4.2.34.)

Allitas:
(a) Az elektromagneses mez6 energiaimpulzus-tenzora teljesiti az energiafeltételt,
T’ >0, (4.2.35.)
ahol v* valamely megfigyel6 négyessebessége. Az elektromdgneses mez6 ener-
giaslriiségét tehat barmely inercialis megfigyel6 nem negativnak talélja.
(b) Ha az elektromédgneses mez6 forrdsmentes, azaz j® = 0, akkor az elektromég-
neses mez6 energidjara lokalis megmaradasi torvény érvényes,

9Ty, = 0, ha j*=0. (4.2.36.)

Amennyiben kiilsé forrdsok is vannak jelen, akkor a lokélis energiamegmaradéas
torvénye csak az elektromégneses mezo6 és a toltott anyag egylittes energidjara tel-
jestl.
Kontrahéljuk a (4.2.34.) tenzort a v®v® tenzorral,
T’ = L (Faev®)(F, 0% + leeFde = i(ECEC + B.B¢), (4.2.37.)
4 4 8 ’
ami valos kifejezések teljes négyzeteinek Osszege, igyhogy nem negativ. Itt felhasznéltuk,

hogy E°¢ és B¢ térszert vektorok, tovabba, hogy a v® sebességgel mozgdé megfigyel6 nyugalmi
rendszerében (ahol v® = (v,=0) = v,)

3 3
ECEC - Fcevchbvb == Z F#OF,LLOFY2 = 72 Z(Fi0)27 (4238)
pn=0 i=1
és
c 1 de, b_cfgh 3!fgh de b
BCB = ZGdeeF V€ th’l}f = _Zé[bédée]F v thvf
1
— o] o900 + o728l + 616381 — 610381 — 610381 — o] 8281 P Eyatug
1
= —Z(—FdeFde + FYF0Pvg + FYFg0Pv, — F®Fyp0Pv. — F%Fyo0bog
+FdeF€d)
1
= —5(—FdeFde — FFyv’vg — F*Fy0’0.)
1
= 5FdEFd6 + E°E,, (4.2.39.)
mivel

€cbaee" = 311157 5900 (4.2.40.)

e]’
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tgyhogy
1 de 1 c c
JF"Fi = S(B.B°—E°E,). (4.2.41.)

Az elektromégneses mez6 v® négyessebességgel mozgd megfigyel6 altal mért
energiasiiriiségének (4.2.37.) kifejezése pontosan ugyanolyan alaki, mint az ener-
giasiiriiség kifejezése a K rendszerben. Ez is tovabbi érv a (4.2.22.) és a (4.2.23.)
négyesvektorok fizikai interpretaciéja mellett.

A térerdsség Fy;, tenzora definicié szerint 2-forma, F', amelynek a kiils§ derivaltja a
(4.2.30.) homogén Maxwell-egyenlet értelmében eltiinik:

dF = 0. (4.2.42.)

Ekkor a Poincaré-lemma megforditdsdnak értelmében létezik olyan A egy-forma,
amelynek F' a derivaltja, azaz amelyre

F = dA, (4.2.43.)
és ebbél akkor kovetkezik a (4.2.30.) homogén Maxwell-egyenlet
*A = 0 (4.2.44.)

alakja. Tenzor-alakban mindez tugy foglalhat6é Gssze, hogy létezik az A% vektorpo-
tencidlmez6, amelynek segitségével a térerdsség-tenzor

F = 94> — gbAe (4.2.45.)

alakot Olt, a (4.2.30.) egyenletek automatikusan, azonossagként kielégiilnek, és az
inhomogén Maxwell-egyenlet

0 (0 Ap — OpAy) = —4Amjp (4.2.46.)

alakot oOlt.

A (4.2.45.) térer6sség-tenzor invaridns az A* — A% 4+ 0%x mértéktranszformaci-
6kkal szemben, ahol x tetszéleges skalarmezd. Ezért azok az A® térkonfigurdcidk,
amelyek egymasbdl mértéktranszformaciéval megkaphatok, fizikailag ekvivalensek.
A térkonfigurdcidk minden ilyen ekvivalencia-osztalyabol kivalaszthatunk egyet-
len térkonfiguraciét valamilyen mértékfeltétel, mint pl. a Lorentz-feltétel ki-
rovasaval,

9, A® = 0. (4.2.47.)

Ez a feltétel mindig kielégithetd.

Legyen A’® tetsz6leges térkonfiguracié. Keressiink vele ekvivalens olyan A% térkonfiguraciét,
ami kielégiti a Lorentz-feltételt, vagyis legyen A% = A’ + 0%y alakii, amelyre

0 = 0,4% = 9, A" + 9,0°. (4.2.48.)
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Ilyen térkonfigurdciot taldlunk, ha x-t a
0,0 = —0,A" (4.2.49.)
egyenlet megoldasanak vélasztjuk.

Lorentz-mértékben a (4.2.46.) inhomogén Maxwell-egyenlet inhomogén hulldmegyen-
let alakjat olti:

090, 4y = —dmjp. (4.2.50.)

Forrdsok hidnydban a homogén 0°9,A; = 0 hulldmegyenlet az elektromdagneses
hullamok terjedését irja le nem gorbiilt Minkowski-téridében. A homogén hulldm-
egyenlet megoldésait geometriai optikai kézelitésben A, = Cue’® alakban ke-
reshetjiik, ahol a C, allandé négyesvektor a hullim amplituddja, S pedig a fazisa.
Ez a hullam akkor és csak akkor megolddsa a homogén hulldmegyenletnek, ha a
hullam fazisa a

8%9,S =0, (9,5)(8°S) =0 (4.2.51.)

egyenlOségeket elégiti ki, tovabba a megoldas eleget kell tegyen a Lorentz-feltételnek,
amibdl a

Cl0"S = 0 (4.2.52.)

feltétel adddik.
frjuk be az A, = C,e™ alakot a 00, Ay = 0 homogén hulldimegyenletbe,

0 = 98°9,(Cue™®) =iC0° (" 0,8) = iC,e[0°0,S + (0,5)(0°S)]  (4.2.53.)

ahol a szogletes zardjelben a mésodik tag egy vektor normanégyzete. Ezért az egyenléség
jobb oldala, akkor és csak akkor lehet zérus, ha a (4.2.51.) feltételek teljesiilnek.

A fazisfliggvény gradiense, 0%S = V.5 ortogondlis az S =4ll. fazisfeliiletekre, mert
a fazisfeliilet barmely t® érintGvektorara fennall a t*V,S = 0 ortogonalitasi feltétel.
Ezért k* = 0°S a fazisfeliiletek normalisa. Masodik feltételiink azt mondja, hogy
a fazisfelliletek normalisa nullvektor, k,k* = 0. Ekkor az S =a4ll. feliileteket null-

feliileteknek nevezziik. Erdemes megjegyezni, hogy null-felillet normélisa a null-
felilletnek egytttal érint6vektora is. Az elsé feltétel, 0%k, = 9%0,S = 0 a megfelel§
peremfeltételekkel az S fazis meghatarozdsara szolgdl. Az elektromégneses hulldmok
fazisfeliileteinek k* normalisai egyuttal null-geodetikusok érint6vektorai. Ez
azt jelenti, hogy az elektromagneses hullamok terjedése null-geodetikusokkal jel-
lemezhetd, ezek a ,,fénysugarak vildgvonalai”. A null-feliileteket null-geodetikusok
generaljak.

Képezziik a méasodik feltétel gradiensét,
0 = 9%(8°S)(dS)] = 2(0p5)(0°0*S) = 2kp0°k, (4.2.54.)
ami olyan null-geodetikus egyenlete, amelynek érintévektora k®.

Végiil a harmadik feltétel azt jelenti, hogy a hullim C® amplitudéja merdleges a
k® normalisokra, Cyk® = 0. A hullam v® négyes-sebességli megfigyel6 altal mért
frekvenciaja

w = —0%0,5 = —v%,. (4.2.55.)
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A K inerciarendszerben nyugvé megfigyel w = k9 (kor)frekvenciat és k' = (27/)) hulldm-
szémot (és A hulldmhosszat) észlel. Tekintsiink megint az egyszeriiség kedvéért olyan K’
inerciarendszert, amely az adott pillanatban éppen egyiitt mozog a K inerciarendszerben
(v*) = (v,7v,0,0) négyes-sebességgel mozgd O megfigyeldvel. Ekkor a K’ rendszerben
nyugvé O megfigyeld a Lorentz-transzformécié értelmében k' 0= v(k® — vk!) frekvencidt
észlel. Masrészt pedig

0%, = —(—k® +yuk!) = y(k° —vk!) = K (4.2.56.)

Ezt akartuk belatni.

A legegyszeriibb megolddsok a sikhulldmok, amikor k* =&ll. vektormez6, és
Minkowski-koordinatakban

3
S = kut. (4.2.57.)
pn=0

A sikhulldm-megoldasok jelentOségét az adja, hogy a Fourier-transzformaécioé elmélete
értelmében a Maxwell-egyenletek minden, a végtelenben kelléen gyorsan lecsengd
megoldasa kifejezhetd, mint sikhullamok lineéris szuperpozicidja.

A fentiek alapjan arra lehet kovetkeztetni, hogy az elektromdgneses zavarok, a
fényjelek null-geodetikusok mentén terjednek. KEz valéban igy is van. Az inho-
mogén hulldmegyenlet retardalt megoldasai irjak le az ismert j¢ aramstiriséggel
reprezentalt forrasbdl kisugdrzott elektromagneses hullamok terjedését

ret

At (z) = /d4a:'G“" (x —2")j,(2) (4.2.58.)

alakban, ahol G* (z — 2') a retardalt Green38-fiiggvény. Az integral azonban nem
terjed ki a teljes téridoére, hanem csak arra a térido-tartomanyra, amelyben a re-
tardalt Green-fiiggvény nem tiinik el. Meg lehet mutatni, hogy ez a tartoméany a

téridé x € M pontjidhoz tartozd multbeli fénykiip.

4.3. Kovariancia-elvek és fizikai torvények az altalanos rela-
tivitaselméletben

4.3.1. A gravitacié az altalanos relativitaselméletben

A fizika torvényei tenzoregyenletek alakjaban fogalmazhaték meg. Ez biztositja
az altalanos relativitasi elv érvényesiilését: a fizikai torvények invariancigjat
altalanos koordinatatranszformaciokkal szemben. Az altalanos kovariancia elve
most is abban nyilvanul meg, hogy a fizikai térvényekben a térid6 strukturajat jel-
lemz6 mennyiségként csak a metrikus tenzor és a beldle szarmaztathaté mennyiségek
szerepelhetnek. A specidlis kovariancia elve pedig ismét azt jelenti, hogy a fizikai

38George Green, brit matematikai fizikus, 1793-1841.
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torvényeket leird egyenletek alakja nem valtozik olyan koordinatatranszforméciok
soran, amelyek a térido izometriai, ha a metrikus tenzor komponenseit, mint a ko-
ordinaték fliggvényeit explicit médon szerepeltetjiik benniik.

Lényeges koncepciondlis kiillonbség van azonban a specidlis relativitaselmélet
szemlélete és az altalanos relativitaselmélet szemlélete kozott. Ennek legfontosabb
megnyilvanuldsa abban van, hogyan tekintiink a gravitaciéra. Az elektromagneses
mez6 megfigyelésére a specidlis relativitaselméletben olyan megfigyelok dllnak ren-
delkezésre, akik nem toltottek, nincsenek alavetve sem elektromagneses, sem masféle
er6hatdsoknak, azaz inercidlis megfigyel6k. Az inercidlis megfigyel6k a lapos (nem
gorbiilt) téridé iddszerii geodetikusai (egyenes vildgvonalak) mentén mozognak. Ezek-
nek a természetes modon valaszthatd inercidlis megfigyeléknek a vilagvonalaihoz
tudjuk ezutan hasonlitani egy probatoltés vildgvonalat, amelynek a geodetikustol
valo eltérése szolgaltat informaciot a probatoltés gyorsulasara elektromagneses mezé
jelenlétében, és ebbdl hatarozhatd meg a prébatoltésre az elektromagneses mezo altal
kifejtett er6, azaz az elektromagneses térerésségtenzor komponensei. A gravitacios
mez6 hasonlé mdédon torténd megfigyelése viszont elvileg sem lehetséges. Mivel a
gravitacié minden testre, anyagra hat, elvileg nincsen olyan megfigyel6, aki ne len-
ne alavetve a gravitacionak. Ezért nem értelmezheték természetes médon inercialis
megfigyelSk. Igy nincsen mihez hasonlitani egy gravitals prébatest vildgvonalst.
Sot, az ekvivalencia elve értelmében minden test azonos moédon esik szabadon,
azaz azonos modon mozog gravitaciés mez6 hatasa alatt. Ezt az elvi nehézséget
a kovetkezo szemléletvaltassal hidaljuk at. Elfogadjuk, hogy elvileg sem tudunk
semmilyen moédon inercidlis megfigyel6ket (inercidlis mozgast végz6 anyagi ponto-
kat) megvaldsitani, és segitségiikkel a gravitacids erd er6torvényét kimérni. Egyuttal
azonban elfogadjuk azt a hipotézist, hogy a téridé metrikija nem lapos, mint
ahogy a specialis relativitaselmélet feltételezi, hanem gorbiilt, és a szaba-
don es6 anyagi pontok palyai a gorbiilt térido geodetikusai. Ezaltal a térido
geodetikusain mozgo megfigyelok, amik a specidlis relativitaselméletben viszonyitasi
alapul szolgaltak az eréhatasok alatt mozgo testek vizsgalatdhoz, most automa-
tikusan egybeesnek a szabadon esé anyagi pontok vilagvonalaival. fgy nincsen le-
hetoséglink ebben a szemléletben arra, hogy , kiviilr6l” hatarozzuk meg a gravitacios
mezot. A gravitaciét a térido sajat jellemzdjének kell tekintsiik, ami a
térid6 szerkezetében nyilvanul meg. A gravitaciéos mez6t lényegében
a térido geometri;at meghatarozé metrikus tenzormezovel azonositjuk.
Mindennek ellenére van értelme relativ gravitaciés erorol, az tgynevezett
arapaly-erorol beszélni, amit a szomszédos, szabadon esé anyagi pontok relativ
gyorsulasa alapjan mérhetiink. Erre vonatkozik a geodetikus deviacié egyenlete.

Az ekvivalencia elve azt mondja, hogy minden test azonos médon esik szaba-
don. Képzeljiink el a térido tetszoleges pontja kornyezetében egy kicsiny szabadon
esO tirhajot, és tegyiik fel, hogy abban elengediink egy anyagi pontot, amelyre (a
gravitaciét leszamitva) semmilyen eré nem hat. Akkor ez az anyagi pont maga is
szabadon esik. Ezért az {irhajéhoz képest vagy nyugalomban van (ha nem adtunk
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neki kezdésebességet az tirhajohoz képest), vagy egyenesvonali egyenletes mozgast
végez az Urhajohoz képest (ha nem volt zérus az tirhajéhoz képesti kezdGsebessége).
Ezért a kicsiny szabadon esé tirhajé lokalis inerciarendszernek tekinthetd. A
téridé barmely pontjanak kicsiny kornyezetében létezik tehéat lokélis inerciarendszer,
azaz lokalis Minkowski-féle koordinatarendszer, amelynek origdjaban a metrika kom-
ponensei a Minkowski-metrika komponensei, és amelyben a fizikai torvények ugyan-
olyan alakiak, mint a specidlis relativitaselméletben. Fz biztositja az 6sszhangot az
altalanos relativitaselmélet és a specidlis relativitaselmélet kozott. Mivel a metrika
szignaturaja nem valtozhat folytonosan a sokasagon, ezért a lokélis inerciarendsze-
rek léte azt is kell jelentse, hogy a metrikanak az altalanos relativitdselméletben
is Lorentz-szignaturajunak kell lennie. Természetesen a téridé minden pontjaban
végtelen sok lokalis inercialis koordinatarendszer 1étezik, amelyek kozott a Lorentz-
transzformécié teremt kapcsolatot. A lokalis inerciarendszert 4 darab ortonormaélt
béazisvektor hatarozza meg a Minkowski-térben, ezek a bazisvektorok alkotjak a
tetradot. A metrikat és a gravitaciés mezdt egyértelmien meghatarozza, hogy a
tetrad hogyan valtozik a téridén, azaz milyen a tetradmezo. A gravitdcids mez6
ezért a tetrad-mezdvel is jellemezheto.

Felmeriil még az a kérdés, hogy hogyan egyeztetheto Ossze az dltalanos relati-
vitaselmélettel az a tény, hogy a newtoni gravitacios torvény jo kozelitéssel helyes
eredményt ad pl. a Nap koril mozgd bolygdk palyaira, avagy a ferde hajitasra
a Fold felszine kozelében. Newton gravitacios torvénye mérési tapasztalaton ala-
pul, ami mogott az az alapfeltevés huzédik meg, hogy a gravitaciés eré mérheto.
Hogyan egyeztethetd ez 0ssze az altalanos relativitaselmélet szemléletével. Vegyiik
pl. a bolygémozgast a Nap koriill. Mint késobb latni fogjuk, a Nap maga koriil
meggorbiti a téridot, a gorbiilt téridé metrikajat az tgynevezett Schwarzschild-
megoldas hatarozza meg. Egy bolygd vilagvonala, — ha a bolygoknak a térido
szerkezetére gyakorolt hatasat elhanyagoljuk, — idoszerti geodetikus a Schwarzschild-
metrikdju téridoben. A Schwarzschild-metrikaja térido sztatikus, aminek egyik jel-
lemzGje, hogy a térido-sokasdgon létezik egy 1-paraméteres izometriacsoport (az
id6beli eltoldasok csoportja), amelynek orbitai idGszerti gorbék. Ez a szimmetria
lehetévé teszi, hogy olyan , hattér’-megfigyeloket értelmezhessiink, akik megfigyel-
hetik a sajat vilagvonalaik és a bolygémozgas idoszerti geodetikusai kozotti eltérést,
az eltérés alapjan meghatarozhatjék a bolygéra hatd gravitacios erct, és azt pedig
jo kozelitéssel osszhangban levonek talaljak Newton gravitacids torvényével.

Megjegyzés: Altaldban is igaz, hogy ha a téridé metrikdja izometriacsoporttal,
azaz a metrikat invariansan hagyé koordinatatranszforméaciok csoportjaval rendelkezik,
akkor ez lehetové teheti , kitlintetett” megfigyelok seregének feltételezését. Ilyen esetben
értelmes arrdl beszélni, hogy ezek a megfigyel6k milyennek 1atjak a fizikai jelenségeket. A
térido altalaban azonban nem rendelkezik izometridkkal, igyhogy altalaban nem jel6lhetd
ki kitiintetett megfigyelOk serege, azaz egy olyan ,,hattér”, amelyhez viszonyitva beszélhet-
nénk a fizikai jelenségekrol.
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4.3.2. Az anyag mozgasat leird fizikai torvények alakjarol

Az el6zéekben elmondott elvek altalaban nem teszik lehetévé, hogy azokat az egyen-
leteket egyértelmiien altalanositsuk gorbiilt téridében torténé mozgds esetére, ame-
lyek a specidlis relativitdselmélet keretében irjak le az anyag mozgasat. Az eddig
elmondottak arra nézve sem adnak kozvetlen utmutatast, hogy hogyan hatarozza
meg a mozgd anyag gravitacios hatasandl fogva a térid6 geometriai szerkezetét. Ami-
kor tehat az altalanos relativitaselmélet kidolgozasa soran Einstein megfogalmazta
ezeket a mozgas-torvényeket, akkor egészen altalanos szempontok is vezették. Frank-
furt am Main varosaban az Alte Oper frizén a ,,Dem Wahren, Schonen, Guten” (,,Az
igaznak, szépnek, jénak”) felirat olvashaté ma is. A természettudomanyokban
és specialisan az elméleti fizikaban, konkrétan az altalanos relativitaselméletben is
van egy iratlan kovetelmény: a torvények legyenek igazak (helyesen irjdk le a fi-
zikai jelenségek tobbé-kevésbé széles korét, és helyesen jelezzenek elore az adott
jelenségkorrel kapcesolatos 1j jelenségeket), szépek (pl. tenzoregyenletek, amelyek ko-
ordindtarendszertdl fliggetlenek) és a lehet6 legegyszeriibb alakiak (az utébbit
vehetjiik a jésdg szinoniméjanak).

Az altaldnos relativitaselmélet szerint a téridé annyiban kiillonbozik a specidlis
relativitaselmélet téridordl alkotott geometriai elképzelésétol, hogy a téridé-sokasag
R* helyett most az elére nem specifikalt M 4-dimenziés sokasag, tovabba a metrika
az Ng Minkowski-metrika helyett az elére nem meghatarozott Lorentz-szignaturaju
Jap metrika, tgyhogy a térido-sokasag gorbiileti tenzora altalaban nem zérus. A
hasonlésag az, hogy mindkét esetben a térid6é egy Lorentz-szignaturaju metrikaval
ellatott 4-dimenzids sokasag. Ez és az altalanos relativitasi elv azt sugallja, hogy
a fizikai mennyiségeket az altalanos relativitaselméletben ugyanolyan tipusu tenzo-
rokkal irjuk le, mint a specialis relativitaselméletben. Kézenfekvonek latszik az is,
hogy a fizikai torvények alakjat gy kaphatjuk meg a specidlis relativitaselméletben
hasznalt alakjukbdl, hogy az 7., metrikdhoz tartozo kovarians derivalast, azaz a 0,
derivalé operatort az egyenletekben a g,, metrikdahoz tartozé V, kovarians derivald
operatorra cseréljik. Az egyszeriu helyettesitési szabaly, n, — V., d, — V,
olyan modon csatolja a részecskéket és a fizikai mezdket a gravitaciohoz, ami erdsen
emlékeztet a ¢ ponttoltés és az elektromégneses mez6 kozti p, — p, —qA, ,,minimalis
csatolasra”, ahol a p, a ponttoltés négyesimpulzusa, A, pedig az elektroméagneses
mezO négyesvektorpotencialja. Ennek a szabalynak az alkalmazésa azonban nem
mindig mentes az onkénytol. Léassunk néhany példat fizikai torvényekre gorbiilt
téridében, amelyek leirjak az anyag dinamikajat. Ne felejtsiik el azonban, hogy az
a gq metrika, ami ezekben az egyenletekben szerepel, nem adott elére, hanem az
anyag mozgasa hatarozza meg, hogy milyen lesz.

1. Anyagi pont mozgdsa. Az anyagi pont mozgasat négyes-sebességének u® vektoraval
jellemezhetjiik, amely az anyagi pont idGszeri vilagvonaldanak érint6je. Ha az anyagi
pont szabad mozgast végez (azaz a newtoni megfogalmazds szerint szabadon esik a
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graviticiés mez6ben), akkor vildgvonala idészerii geodetikus, amelynek egyenlete
u'Vaub = 0. (4.3.1.)

Az egyenlet bal oldaldn &ll6 kifejezést tekinthetjiik a részecske a® = u®V,ub gyor-
suldsénak. Ha az m nyugalmi tomeg(i részecske a’ gyorsuldsa nem zérus, akkor
mondhatjuk, hogy ré f° = ma® er6 hat. Erre j6 példa a kiilsé elektromégneses
mez6ben mozgé m nyugalmi témegi, ¢ toltési részecske. Jelolje Fyp a kiilso elekt-
romagneses mezo térerGsségtenzorat. A részecskére a Lorentz-erd hat és a mozgas-
egyenlete

WV = %Fbu (4.3.2.)

ami a specidlis relativitdselméletben érvényes egyenlet altaldnositdsa 0, — Vg
helyettesitéssel és azzal, hogy most a indexek fel- és lehtizésa a g, metrikdval és g
inverzével torténik, pl. F? = g"Fy.. A részecske négyesimpulzusira megtartjuk a

p* = mu® (4.3.3.)

definiciét. Ha a részecske energiajat olyan v® négyessebességli megfigyel6 méri, aki
mellett a részecske éppen elhalad, akkor 6 a részecske energiajat

E = —pav® = gupp™® (4.34.)

értéklinek méri. Az energiamérés eredményének ez a definiciéja Osszhangban van
a mérési esemény kornyezetében felvett lokalis inerciarendszerben a specidlis rela-
tivitdselmélet szerinti energia-definiciéval. Az (4.3.4.) definiciéban szerepls v* és
p® vektorok a téridé ugyanazon pontjihoz tartozé érintétérnek a vektorai. Fon-
tos kiilonbség azonban a specidlis relativitaselmélethez képest, hogy a tdavoli megfi-
gyelok nem tudjak egyértelmiien értelmezni a részecske energiajat. A parhuzamos
eltolas ugyanis a gorbiilt téridében fiigg a gorbétél, amelynek mentén végezziik az
eltolast. Ezért nem értelmezhetd egyértelmiien a tavoli megfigyel6 v® sebességének
parhuzamos eltoltja, amikor a v* sebességet el akarjuk parhuzamosan tolni a részecs-
ke vildgvonalanak valamely pontjahoz. Mérpedig a részecske energidjanak (4.3.4.)
alaku Osszefliggéssel torténd értelmezéséhez ezt meg kellene tudnunk tenni, mert
matematikailag nem értelmes kiillonbo6z6 érintGterek vektorait skalarisan szorozni.

. Idedlis folyadék mozgdsa.

A folytonos kézegeket most is a T, energiaimpulzus-tenzorukkal jellemezhetjiik. Az
idedlis folyadék energiaimpulzus-tenzora ugyanolyan alakid, mint a specidlis relati-
vitaselméletben,

Tw = pugup + P(gap + uaqtp), (4.3.5.)

azzal az értelemszerti valtoztatassal, hogy a Minkowski-metrika helyébe a térid6
ismeretlen g, metrikdja 1ép. Ha a folyadékra nem hat nem gravitdcids természetli
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kiilso er6, akkor a specidlis relativitaselméletben hasznélt mozgasegyenlet altalanosi-
tasa:

VT, = O. (4.3.6.)

Elismételhetjiik azt a levezetést, amit a specidlis relativitdselméletben tettiink az
el6z0 fejezetben, hogy megkapjuk a kontinuitasi egyenlet és az Euler-egyenlet altala-
nositdasat. A levezetés lényegében valtozatlan, hiszen korabban levezetésiink soran
a J, derival6 operatornak csak azt a tulajdonsagat hasznéltuk ki, hogy az is egy-
fajta kovarians derivalé operdtor (az 7., Minkowski-metrikdhoz tartozd). Ezért a
megfelel6 egyenletek most is azonos alakidak csak a g, metrika és a hozza tartozo
Vq kovarians gradiens szerepel benniik:

u'Vep+ (p+ P)Vou, = 0,
(p+ P)uVaup + (gap + uqup) VP

o
-

Lényeges kiilonbség van azonban a (4.3.6.) egyenlet jelentésében. Képzeljiik el
a megfigyelOk egy csaladjat, amelyek négyessebességét a v® idészerli vektormezo,
v®'v, = —1 irja le. Ha létezik olyan idOszerti v® vektormezd, amelyik kovarians
konstans, azaz amelyre V, v, = 0 mindeniitt a téridében, akkor

VUTp?) = 0PV, 4+ Ty Vi =0, (4.3.9.)
és akkor a megfigyel6k ezen csalddjanak barmely tagja szdméra a J, = —T,0°
négyes-energiadramstiriiség divergenciaja zérus, V®J, = 0. Ekkor alkalmazhatjuk

a téridé barmely két térszerti (azaz idSiranyu normalissal rendelkezd) hiperfeliile-
te kozotti, térben tetszoélegesen hatarolt tartomanyéra a gorbiilt téridében érvényes
Gauss-tételt. Ilyen esetben ismét megkapjuk a lokalis energiamegmaradas torvényét.
A véltozast a lapos téridé (Minkowski-téridd) esetéhez képest az jelenti, hogy gorbiilt
téridében nem mindig 1étezik olyan iddszerii vektormezd, amelyik kovaridns kons-
tans. Ezért altalaban tetszéleges téridoben nem tudunk lokalis energiamegmaradasi
torvényrol beszélni. Ez abbdl latszik, hogy a v® vektormezd kovaridns konstans
voltanak feltétele atirhaté Vv, = 0 alakba, ami viszont a Killing-egyenlet. Azok-
nak a megfigyel6knek a csalddja, akiknek létezése lehet&vé tenné, hogy lokalis ener-
giamegmaradasi torvény legyen érvényben, olyan négyes-sebességmezdvel kell ren-
delkezzen, ami egy Killing-vektormez6. Ilyen vektormez6 pedig csak akkor létezik,
ha létezik a metrikdnak egy olyan egy-paraméteres izometria-csoportja, ami idészert
Killing-vektormezot general. Ilyen izometria-csoport pedig altaldban tetszOleges
gorbiilt téridében nem létezik. A helyzetet fizikailag az magyarazza, hogy ,,csak” az
idedlis folyadék energidjat diszkutaljuk és nem vessziik figyelembe, hogy az idealis
folyadékra az arapaly-erék hatnak, és azok valtoztatjak az energiajat. Ha len-
ne lehetOség valahogyan figyelembe venni a téridé gorbiltségébdl szarmazéd gra-
vitacios energiat, akkor remélhetnénk egy lokélis energiamegmaradési torvény ki-
mondhatdsdgat. Az altalanos relativitdselméletben azonban nem létezik a gra-
vitacionak értelmes energiaimpulzus-tenzora.
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Megjegyzés: Megtehetjiik, hogy a téridének olyan kicsiny tartomanyat vizsgaljuk
csak, amelynek méretei a gorbiileti sugarhoz képest kicsinyek. Ilyen kicsiny térid6-
tartomanyban az arapalyer6k munkéja a folyadékon elhanyagolhatd és ezért a fo-
lyadék energiaja kozelitéleg meg kell, hogy maradjon. Kicsiny térid6-tartomany-
ban valéban lehet mindig taldlni j6 kozelitéssel kovaridns konstans Killing-
vektormez6t. Az utdbbi altal jellemzett megfigyel6k csaladja szamara
ezért a (4.3.6.) egyenlet, V*T,, = 0, j6 kozelitéssel jelenti az energia
lokalis megmaradasat a téridé6 barmely elegend6en kicsiny lokalis tar-
tomanyaban. Erre tdmaszkodva elfogadjuk, hogy barmely anyag és fizikai
mez6 T, energiaimpulzus-tenzoranak kovaridans divergenciaja, V%1, = 0.
. Klasszikus skaldrmezd.

Kézenfekvd, hogy a Klein-Gordon-egyenletet az egyszeri d, —> V, helyettesitési
szabaly alkalmazasaval altalanositsuk,

VoVep —m?p = 0. (4.3.10.)

Ekkor a klasszikus skalarmez6 energiaimpulzus-tenzora:

1
Tw = (Vad)(Ve9) = 59a[(Ved)(V°9) + m?67), (4:3.11.)
ami eleget tesz a
V% = 0 (4.3.12.)

feltételnek.

Meg kell azonban emliteni, hogy a Klein-Gordon-egyenletnek nem ez az egyetlen
lehetséges altaldnositdsa; egy mésik lehetoség az altalanositott egyenlet

ViVup —m?p—aRp = 0 (4.3.13.)

alakja, ahol R a térid6 Gauss-gorbiilete, o valés llandé. Pl. az o = 1/6 vélasztés
kiilonosen érdekes, mert ekkor az egyenlet konform-szimmetridval rendelkezik; az
a = 0 eset pedig visszaadja az egyszerii helyettesitési szabaly alkalmazasaval kapott
alakot.

. Az elektromdgneses mezd.

A Maxwell-egyenletek gorbiilt téridében az egyszerii helyettesitési szaballyal

V%, = —4n7j, (4.3.14.)
V[anc] =0 (4.3.15.)

alakuaknak adédnak. Az energiaimpulzus-tenzor alakjaban is csak annyi a valtozas,
hogy az 14, metrikat a g,; metrikara kell cserélni:

1

1
Tab = E <FachC - ZgadeeFde> . (4'3'16')
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A (4.3.15.) egyenlet alapjan legalabb lokalisan bevezetheté az A, vektorpotenciél,
amelynek segitségével

Fop = VaAy— VA (4.3.17.)

A (4.3.15.) egyenletet atirhatjuk az elektromégneses térerésségre, mint az F két-forméra
vonatkozé

dF = 0 (4.3.18)

alakba. Ekkor viszont a Poincaré-lemma megforditasaként legalabb lokalisan mindig létezik
olyan A egy-forma, az elektromagneses vektorpotencidl, amelynek kiils6 derivéaltjaként F
eléallithatd

F = dA (4.3.19.)
alakban.
A vektorpotencidlra ekkor a (4.3.14.) egyenletbdl a
ViV,A, — R4 Ay = —4mjy (4.3.20.)
egyenlet adédik a
VA, = 0 (4.3.21.)

Lorentz-mértékben.

A (4.3.20.) egyenlet bal oldalén a Ricci-tenzort tartalmazd tag azért jelent meg, mert
a tetszOleges, nem lapos g,, metrikdhoz tartozé kovaridns gradiens-operatorok nem fel-
cserélhetok,

Vi, = V4YVaedy—Vpds) = ViV A, — (VVeA® — R, L AY)
= VoW, Ap — Ry, A = VoV, Ay — RyyA? = VOV, A, — Ry A?
= Ve,4, — R4 A, (4.3.22.)

Ha a specidlis relativitaselméletben érvényes megfeleld egyenletre alkalmaztuk volna
az egyszerl helyettesitési szabalyt, akkor nem kaptuk volna meg a Ricci-tenzort
tartalmazoé tagot. Ennek azonban ott kell lennie, mert ekkor biztositott a (gorbiileti
sugarhoz képest kelléen kicsiny méretii térido-tartomanyokban) a lokalis toltés-
megmaradas,

Vb, = 0. (4.3.23.)

Azt kell beldssuk, hogy V*V¢F,;, = 0. Tetszbleges koordinatabazisban irhatjuk, hogy

VWV F = V,(8,F"" 4+ T, Fr 4 T8, ")
= Vu(V Y 1Y, F £ T8 FY ) £ TR (9, F*P 4 I%, F 4 T7,, F"
~——""0 ~——""0
= 9,(%, F") " 8,F"
~——~—=Iv 3, Fr"
= Fﬁ‘uaﬂryun
= F"9,0.1In/|g|
= 0. (4.3.24.
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A 3. egyenlet felirdsakor felhasznaltuk, hogy I'*,,. = I'”

o FIW = —FVI g TH TV, FRP = .
Ha az elektromagneses mez6 sokkal kisebb méretskalan valtozik, mint a térid6
gorbiilete, akkor véarhatjuk, hogy lesz a forrdsmentes j, = 0 esetben a gorbiilt

téridében érvényes (4.3.20.) hullimegyenletnek
Ay = Cued (4.3.25.)

alaki kozelité megoldasa, ahol C, alig véltozik, jé kozelitéssel alland6. Ez a geo-
metriai optikdnak megfelel6 kozelités. Helyettesitsiik be ezt a vektorpotencial-
alakot a (4.3.20.) egyenletbe. Elhanyagolva C, derivaltjit, ami feltevésiink szerint
,.kicsi”, és a Ricci-tenzort tartalmazo tagokat, megint azt talaljuk, hogy

(V2S)(VaS) = 0, (4.3.26.)

azaz hogy a fazisfeliiletek null-feliiletek. A Minkowski-téridoben a geometriai optikai
kozelitésben ugyanezt kaptuk. Elismételve ottani érveléstinket, most is belathatjuk,
hogy k% = V%S egyittal null-geodetikusok érintéje. A fénysugarak tehat az
altalanos relativitaselmélet szerint is null-geodetikusok mentén terjednek.

4.3.3. A térid6 dinamikaja

Az altalanos relativitaselmélet felfogasa szerint a gravitdacidos mez6 maga is dinamikai
objektum, azonosnak tekintheto a térido geometriajaval. A gravitaciés mezét jel-
lemz6 dinamikai valtozé a térido g, metrikdja, ami egy méasodrendi szimmetrikus
tenzormez6. Az anyag és a fizikai mezOk fenti mozgasegyenleteiben egy elére nem
meghatarozott g,, metrika és az altala indukalt kovarians derivalds operatora szere-
pel. Most azzal a kérdéssel kezdiink el foglalkozni, hogy milyen torvény hatarozza
meg magat a metrikat és rajta keresztiil a téridé gorbiiletét. Mach elképzeléseinek
megfeleléen a téridé nem egyszeriien ,,szinpada” az anyag dinamikai torténéseinek,
hanem maga is az anyag mozgasara dinamikailag ,,valaszol6” objektum. Ezért arra
keressiik a valaszt, hogy mi az az egyenlet, ami leirja a téridé geometridjanak és
az anyag mozgasanak kapcsolatat. Ha van ilyen egyenlet, az irja le, hogy az anyag
hogyan hat vissza a gravitacios mezore.

A fenti kérdés megvalaszolasahoz segitséget nyujt, ha Osszahasonlitjuk, mit
mond az arapaly-erorol a newtoni gravitacios torvény és az altalanos relativitaselmélet.
A newtoni gravitacié szerint a gravitacids mezé g(7) térerésségét a ¢(r) graviticids
potencialbdl szarmaztatjuk,

g™ = =V (4.3.27.)

Az ekvivalencia-elvet figyelembe véve, két szomszédos, az 7 és az 7+ & helyen sza-
badon es6 részecske relativ gyorsuldsa, az arapaly-effektus miatti relativ gyorsulas

§F+3) - §(i) = —( V)V (4.3.28.)
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Az altalanos relativitaselméletben a geodetikus devidcio egyenlete alapjan az arapaly
gyorsulés,

a® = —Ry,; vz’ (4.3.29.)

ami az alabbiakat jelenti: idészerli geodetikusok egy-paraméteres seregén beliil két
szomszédos, szabadon eso részecskét vizsgalunk, az egyik a P pontban van, négyes-
sebessége v°(P), a mésik az 2° térszerfi vektorral odabb elhelyezkedd geodetikus Q
pontjaban van v?¥(Q) négyessebességgel, ahol P és Q az iddszerti geodetikus-seregre
ortogondlis valamely hiperfeliilet pontjai. Hasonlitsuk Ossze az arapaly-gyorsulas
(4.3.28.) és (4.3.29.) kifejezéseit. Az Osszehasonlitds azt sugallja, hogy a 0,0%¢ ki-
fejezésnek az R ,“v°v? kifejezés az analogonja. A newtoni gravitdciés potencidl
masrészrol eleget tesz a

Vi = dmp (4.3.30.)

egyenletnek (G =1 esetén). Az idGszerii geodetikusok egy-paraméteres csalddjihoz
v* sebességgel mozgd megfigyelok seregét kothetjiik. Ezek a megfigyelok a a p
tomegstirtiséget (¢ = 1 egységrendszerben) a T,,v%0° energiastirtiséggel azonositjak.
Mindezt figyelembe véve az alabbi analdgia allithaté fel:

R, fvvt & V3 < dmp < 4rT0"", (4.3.31.)

Mivel ez az analdgia a geodetikus-csaladhoz tartozo valamennyi megfigyel6 esetén
kijelenthetd, az a sejtésiink tamad, hogy

R., & 4nT, (4332)

a térido geometridja és az anyag energiaimpulzus-tenzora kozotti kapcsolat. Noha
kezdetben Einstein is ezt az analdgiat posztuldlta, mint egyenloséget, hamar be le-
het latni, hogy az R.; = 4nT,.4 egyenlet nem lehet a helyes egyenlet. Egyrészt, az
anyag energiaimpulzus-tenzoranak négyesdivergencidja zérus, VT, = 0, mésrészt a
Bianchi-azonossag kovetkeztében az Einstein-tenzor négyesdivergencidja is eltlinik,
VY (Rap — %gabR) = 0. Ha marmost az (4.3.32.) sejtés mint egyenlet &ll fenn, akkor
annak kell kovetkeznie, hogy V*R = 0, azaz hogy a gorbiilet kovarians konstans.
Ekkor pedig az anyag energiaimpulzus-tenzordanak spurja szintén mindeniitt kova-
rians konstans kell legyen a Vildgegyetemben. Ez fizikailag nem elfogadhato erds
korlatozas lenne az anyag mozgasara, igyhogy Einstein el is vetette a gorbiilet és az
anyag energiaimpulzus-tenzora kozti ezen kapcsolatot.

Az Einstein nevéhez fliz0d6 megoldas is kézenfekvo a fenti megfontolasok utan.
A téridé gorbiilete (geometriai szerkezete) és az anyag mozgasa (energiaimpulzus-
tenzora) kozti kapcsolatot posztuldljuk

Gab = 87TTab, (4333)
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azaz

1
Ray — §gabR = 811y (4.3.34.)
alakban. Ez az Einstein-egyenlet. Ekkor osszhangban vagyunk az energia lokalis
megmaradéasaval, mert a Bianchi-azonossagbol kovetkezik, hogy az Einstein-tenzor
divergencidja zérus, a (4.3.33.) Einstein-egyenletbdl pedig akkor az, hogy V*T,;, = 0.
Megjegyzés: Az (4.3.34.) egyenletet a G = ¢ = 1 egységrendszerben irtuk fel. Az
egyenlet tetszOleges egységrendszerben érvényes alakja:

1 8rG
Rab — igabR = C—4Tab (4335)

Néha hasznos az Einstein-egyenletet egy masik alakba is atirni. Képezziik
ehhez a (4.3.34.) egyenlet mindkét oldaldnak spurjat,

—R = 8T, (4.3.36.)

ahol T = T | és helyettesitsiik be a skaldrgorbiilet innen kapott kifejezését a (4.3.34.)
egyenletbe. Ekkor az Einstein-egyenletet az alabbi alakban kapjuk:

1
Rab = 87 <Tab - §gabT> . (4337)

Megjegyzés: A newtoni elméletnek olyan esetekben kell alkalmazhaténak
lennie, amikor az anyag energiastirliségét a mechanikai fesziiltségeknél sokkal na-
gyobbnak mérik az anyaghoz képest kozelitoleg nyugvo megfigyelok. Ekkor viszont
T ~ —p = —Tyuv’. Ha ezt a kozelitést hasznéljuk, akkor a (4.3.37.) Einstein-
egyenletbol

1 1
Rav® = 87 (Tabvavb — §U“UGT) =8m (Tabvavb + §T) ~ Ar T v’
(4.3.38.)

adodik. Ez pontosan az a sejtés, amihez kordbban gy jutottunk el, hogy a new-
toni gravitacié és az altaldnos relativitdselméletben érvényes geodetikus devidcio
egyenlete alapjan meghatarozott arapaly-gyorsulast hasonlitottuk ossze.

Az Einstein-egyenlet birtokaban az altalanos relativitdselmélet a kovetkezo-
képpen foglalhato 0ssze. A gravitacid jelensége a térido6 szerkezetében nyilva-
nul meg, ami meghatarozza, hogyan esnek benne szabadon a részecskék,
hogyan halad a fénysugar. A térid6 egy g¢,, Lorentz-szignatiriaji met-
rikaval ellatott M sokasag. A térid6-sokasag gorbiiletét a mozgd anyag el-
oszlasa az anyag gravitacios hatasanal fogva alakitja ki az energiaimpulzus-
tenzora révén, az Einstein-egyenlet altal meghatarozott moédon.
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Megjegyzés: Az Einstein-egyenlet tényleges megoldasahoz vélasztanunk kell va-
lamilyen koordindtarendszert, és ki kell fejezziik az R, Ricci-tenzor komponenseit a
metrikus tenzor g,, komponenseivel ebben a koordinatabazisban. Mint lattuk, R, a
metrikus tenzornak és derivaltjainak nem linearis kifejezése, jollehet a metrikus tenzor
méasodik derivéltjaiban linedris. Az Einstein-egyenlet tehat a metrika komponenseire egy
méasodrendii, nem linearis parcidlis differencidlegyenlet-rendszer. Erre gondolva szoktunk
Einstein-egyenletekrdl (tobbesszdmban!) beszélni. Lorentz-szignatirdju metrika
esetén ezek az egyenletek hullamegyenlet jellegiiek, azaz hiperbolikusak. Késobb kiilon
foglalkozunk avval, hogy éppen a kell§ szamu egyenlet és ismeretlen szerepel az Einstein-
egyenletekben ahhoz, hogy jél definidlt kezdetiérték-feladatot lehessen megfogalmazni az
Einstein-egyenletekkel kapcsolatban, noha ez kell§ koriiltekintést igényel.

Megjegyzés: Az Einstein-egyenletek mutatnak bizonyos analégiat a Maxwell-egyen-
letekkel. A Maxwell-egyenleteket meg tudjuk oldani ugy, hogy elére megadjuk a ;¢
aramsuriiséget, mint kiilsé forrdst, igyelve rd, hogy ne sértsiikk meg a lokalis toltésmeg-
maradéds 9,j% = 0 torvényét. Az Einstein-egyenletekben a forrds szerepét az anyag Ty
energiaimpulzus-tenzora jatssza. Még sincsen sok értelme arrél beszélni, hogy elére meg-
adjuk Typ-t, hiszen annak kifejezésében az ismeretlen g, metrikus tenzor is szerepel. Az
Einstein-egyenletek tehat csak szimultan oldhaték meg az anyag mozgasat leiré
mozgasegyenletekkel. Ez lényegi kiillonbség a Maxwell-egyenletekhez képest.

Megjegyzés: Utolsé megjegyzésiink az altalanos relativitaselmélet konzisztenciaja-
nak egyik vondsara mutat rda. Azzal indultunk, hogy az anyag mozgasegyenleteit, energia-
impulzus-tenzorat posztulaltuk, majd az Einstein-egyenlet révén kapcsolatba hoztuk a
téridé geometriai szerkezetét az anyag energiaimpulzus-tenzordval. Az Einstein-egyenletek-
bol azonban kovetkezik, hogy VT,, = 0, ami megszoritast jelent az anyag mozgéasara.
Idedlis folyadék (por, olyan részecskékbél &ll6 anyag, amelynek részecskéi kozott elhanya-
golhaté a kdlesonhatds) esetén ez a megszorités olyan erds, hogy VT, = 0 a mozgdsegyen-
letek teljes fizikai tartalmat hordozza: a kontinuitdsi egyenletet és az Euler-egyenletet. Eb-
ben az esetben a nyomas zérus, P = 0, és az Euler-egyenletbol kovetkezik, hogy az idedlis
folyadék részecskéi id6szerti geodetikusok mentén mozognak, u®Vyu® = 0. Altaldnosan is
meg lehet mutatni, hogy minden olyan testnek, amely elég kicsi ahhoz, hogy az énmagara
gyakorolt gravitaciés hatdsa elhanyagolhaté legyen, geodetikus mentén kell mozognia.
Az Einstein-egyenletekbél tehdt kovetkezik az az alapfeltevésiink, hogy a szabadon esd
prébatestek vilagvonalai geodetikusok. Természetesen a jobban kiterjedt testek mozgasa-
nak vildgvonala (darabkdinak vildgvonalai) eltér(nek) a geodetikustdl az anyagdarabkik
kozott fellépd arapaly-erék kovetkeztében. Az ilyen testek mozgasa is meghatarozhato a
VT, = 0 egyenletbdl (az irodalmi hivakozdsokat 1d. [1]).

95



5. A linearizalt Einstein-egyenletek

5.1. Az Einstein-egyenletek linearizalt alakja

Az Einstein-egyenletekben a metrikus tenzor és derivaltjai nem linedrisan szerepel-
nek. Ez is egy nagy kiilonbség a gravitaciés mez6 elmélete és a Maxwell-elmélet
kozott. (Az utébbiban a térmennyiség és derivéltjai linearisan szerepelnek.) Abban
az esetben azonban, amikor gyenge a gravitacids mezd, akkor azt varhatjuk, hogy a
téridé geometridja csak kicsit tér el a Minkowski-téridé geometridjatol, csak kicsit
gorbiilt. Ekkor a metrika csak kicsit kiillonbozik az 7,, Minkowski-metrikatol, azaz

9ab = Tab + Vab (5.1.1.)

alakba irhatd, ahol 7, ,.kicsi”. A helyzet olyan, mintha lenne egy Minkowski-féle
héttér-térids, amihez képesti eltérést méri a 74, (0,2)-tenzor. A Minkowski-hattér
azt is biztositja, hogy valaszthat6 globalis inercidlis koordindtarendszer (végtelen
sokféleképpen). Az, hogy v, kicsi, azt jelenti, hogy tetszélegesen vélasztott globalis
inercidlis koordinatarendszerben a 7, komponensek abszolut értékben egynél sokkal
kisebbek, |y,,| < 1. A gyenge gravitaciés mez6kre alkalmazhaté kozelité-
siink abban all, hogy az Einstein-egyenleteket a ~,, tenzorban, a valédi
metrika és a Minkowski-metrika eltérésében linearizaljuk.

Olyan jeloléseket kell hasznaljunk, hogy a ~.,-fliggés mindentitt explicit le-
gyen. Ezért 0, az 1, Minkowski-metrika szerinti kovaridns derivalé operatort (a
koordinatak szerinti parcialis derivéldst) jeloli. Az indexek fel- és lehuzéséat pedig
Nap-vel és n-vel fogjuk végezni. Egyetlen kivétel, hogy g% tovébbra is az inverz-

metrikat és nem 1%n*g.4-t jelenti. Linedris kozelitésben
g* = 0" =" (5.1.2.)
mert ekkor
(™ =) (e +Y0e) = 0% =% +7%+ O((7)?) = 62 (5.1.3.)

Az Finstein-egyenlet linedris kozelitésben a

1 1
Gt(;)) = 868(1)7&)0 - iacacﬁab - inabﬁcﬁdﬁcd - 87TTab (514)

alakot olti, ahol bevezettiik a

1

Yab = Nab = 57abY (5.1.5.)

tenzort, amelynek spurja vy = 7.
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Linearis kozelitésben a Christoffel-szimbdélumok,

1
M = EWCd(aa”de + OvYad — OdVab), (5.1.6.)
1 1
re, = §n0d(5c%d + OyYed — Odveb) = 5(8‘3%0 + Oy — 0%Yep)
1
= 307 7=7% (5.1.7.)
elsérendiiek, a Ricci-tenzor els6 renddel bezardlag
(1) ¢ e _ 1 1
Ry = 0., — 0.1, = 55 (OaYbd + OvYad — OdYab) — 5&;(%7
1 1
= aCa(a’}/b)c - 56060'7017 - iaaab’% (518)

az R skalargorbiilet pedig ugyanebben a kozelitésben
RM = RMeae — gegdy , — 5°0,7, (5.1.9.)

ugyhogy végiil az Einstein-tenzor

1
¢ — g _1, o

ab 5

c 1 c 1 1 cad c
= 0 8(a'-)/b)c - 58 ac’}/ab - 5811857 - §nab(a 0 Yed — 0 86”)/)

. 1 1 1., 1 11 .
= 0y <va)c - 577@)07) + 5%%7 - 53 Oc <vab - 5%7) ~3 Enaba Oy

1 1 ond 1 11 . 1 .

—56%6%7 - §nab8 3} (%d 2%7) 5 277ab6 Oy + 2nab8 ey
1 1

= 00 Vaye — 58686%1) - inabacad%d (5.1.10.)

alakba irhaté.

A diffeomorfizmusok és a metrika perturbacioi kozotti kapcesolatrol a C. Fiig-
gelékben elmondottak értelmében a linearizalt Einstein-egyenletek valamely v,, meg-
oldésa és ., megoldésa fizikailag egyenértékd, ha v, és 7., csupan a perturbalat-
lan 7,, metrika valamely infinitezimalis £* vektormezo szerinti Lie-derivaltjaban
kiilonboznek, azaz

Yo = Yab+ Oabo + Ola. (5.1.11.)

Ez megfelel az % — 2'* = 2% 4 () infinitezimalis lokalis koordindta-transzforma-
ciénak.

A perturbdlt metrikus tenzor infinitezimalis altaldnos koordinatatranszformécié utan:

A
ox'" 0z’

(77#1/ + ’Y//'“J) = a{'[ju W (TIK)\ + ’YK}\)
Ky A

A K
= > <5553 40 O O((§)2)> (x4 Vi)

oxv Y OxH
Ky

0¢, n 0¢,

5o T 3 T OO, (5.1.12.)

= TNuw + Yuv +
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ahonnan megkapjuk az (5.1.11.) mértéktranszformacié képletét.

Ez a mértékszabadsag lehetové teszi, hogy a 7, metrikdkat ekvivalencia-oszté-
lyokba soroljuk. Egy ekvivalencia-osztalyba tartoznak mindazok a ~,, perturbaciok,
amelyek egymasbdl az (5.1.11.) mértéktranszforméciéval megkaphatok, és kiillonbozo
ekvivalencia osztalyokba azok, amelyek egymasbdl nem kaphatok meg mértéktransz-
formaciokkal. A mértékekvivalens perturbaciok koziil kivdlaszthatunk egyet a

Py = 0 (5.1.13.)

mértékfeltétel segitségével, ami az elektrodinamikaban gyakran hasznalt Lorentz-
feltétel analogonja. (Pontosabban, az (5.1.13.) mértékfeltétel még mindig megenged
egy korlatozott mértékszabadsagot, amire a gravitacids hullamok vizsgalatakor még
visszatériink.)

Ez a mértékfeltétel valéban kiréhatd, ha ugyanis £%(x)-et a
"%t = —0"Yub (5.1.14.)

egyenlet megolddsaként védlasztjuk, ahol v, tetszéleges perturbécid, akkor a beldle az (5.1.11.)
mértéktranszforméciéval kapott +/,, ill. 7/, perturbécié kielégiti az (5.1.13.) feltételt. Ekkor
ugyanis az alabbi Osszefliggések allnak fenn:

W/ab = Yab + aagb + ab§a7
'7/ = v+ 26115(17
1
’_Ytlzb = FYI/J,b - 5771157/ = '_Yab + 8a€b + 8bé.a - nabacgca
7Ly = 0Fap + 0,0°€ + 0P 0pEa — Nap0°0eE = O®Fap + 00"y — 0P Fap — 9,0°€, = 0.

(5.1.15.)

Az (5.1.13.) mértékfeltételt felhaszndlva, az (5.1.4.) linearizalt Einstein-
egyenletet a

00w = —167Ty (5.1.16.)
alakba tudjuk atirni. Az (5.1.16.) egyenlet analdg a
8“8aAb = —47ij (5117)

Maxwell-egyenlettel, ahol a vektorpotencidl eleget tesz a 0*A, = 0 Lorentz-feltétel-
nek.

Megjegyzés: Ha a linearis Einstein-egyenleteket az anyagmentes Vildgegyetemre
alkalmazzuk, akkor azokat a szabad gravitaciés mez6 klasszikus téregyenleteinek tekint-
hetjiik. Ekkor Ty, = 0 miatt az (5.1.16.) egyenlet az m = 0 tomegil, s = 2 spint mezd
klasszikus téregyenletének 0°0,.7,, = 0 alakjat olti. Ezért mondhatjuk, hogy dltaldnos eset-
ben az Einstein-egyenletek egy 6nkolcsonhatd m = 0 tomegii, s = 2 spint mez6 klasszikus,
nem linedris téregyenletei. Ez a kijelentésiink azonban némileg ,,santit”, mert azoknak a
fogalmaknak, hogy egy fizikai mezé tomege és spinje, csak Minkowski-téridében, azaz csak
az altalanos relativitaselmélet linearis kozelitésében adhaté egzakt jelentés.

98



5.2. A newtoni gravitacié, mint hatareset

Az altalanos relativitaselmélet egyik prébakove, hogy kovetkezik-e bel6le Newton
gravitaciés torvénye olyan koriilmények kozott, amikor az a tapasztalat szerint jo
kozelitéssel igaz. Ezek a koriilmények az alabbiakban foglalhatok Ossze:

1. A gravitacié gyenge.

2. A graviticiés mez$ forrdsainak (a gravitdlé anyagnak) a sebessége kicsi a
vakuumbeli fénysebességhez képest.

3. Az anyagban a mechanikai fesziiltségek abszolit értékben sokkal kisebbek,
mint az anyag tomegsiliriisége (ami ¢ = 1 esetén azonos az anyag energi-
astliriiségével).

Az 1. korilmény lehetévé teszi, hogy az anyagnak a téridé geometridjara gya-
korolt hatasat jo kozelitéssel az (5.1.16.) linearizélt Einstein-egyenlettel irjuk le.
A 2. és a 3. koriilmény azt jelenti, hogy az energiaimpulzus-tenzornak csak az
(id6-id6)-komponense nem nulla, a t6bbi komponense elhanyagolhaté. Az (id6-tér)-
komponensek elhanyagolasa veszi figyelembe, hogy kicsi az anyag impulzusstiriisége,
a (tér-tér)-komponensek elhanyagoldsa pedig, hogy kicsik a mechanikai fesziiltségek
az anyagban. A fenti tulajdonsdgu energiaimpulzus-tenzort kézenfekvd

Ty = ptaty (5.2.1.)

alakban felvenni, ahol t* idGszerti vektormez6. Egy ilyen vektormezo 1étezésének
feltételezése azt jelenti, hogy van olyan globalis inercialis koordinatarendszer a Min-
kowski-féle hattér-téridében, amelyhez az érintétérben a t* = (9/02°)® idészerti
bazisvektor tartozik. A térszerti koordindtdknak megfeleld X{ = (9/0z")* (n =
1,2, 3) bazisvektorokat vélaszthatjuk t*-ra ortogondlisan. A t* vektormez6 integral-
gorbéi az x°-koordindtavonalak. A 2. koriilmény értelmében az anyag ,,lassan” mo-
zog, ugyhogy feltehetd, hogy a metrika is csak ,lassan” valtozik. Ezért az (5.1.16.)
egyenlet olyan megoldasait keressiik, amikor 7,, idé-koordinata szerinti derivaltjait
elhanyagoljuk.

A valasztott globalis koordinatarendszerben a linearizalt Einstein-egyenletek:

- 0, ha p,v#0
Ay, = { Cl6mp, ha p—p=0" (5.2.2.)

ahol A a 3-dimenziés (térkoordindtak szerinti) Laplace-operator. Ha p, v # 0, akkor
a homogén Laplace-egyenlet egyetlen, a végtelenben jo viselkedésii megoldasa

Y = 0, ha p,v#0. (5.2.3.)

99



(Az egyenlet egyetlen alulrdl és feliilrdl is korlatos megolddsa a 7, =const. meg-
oldas, ami mértéktranszformaciéval zérussa tehet6.) Ha bevezetjik a

¢ = —%700 (5.2.4.)

gravitacios potencialt, akkor azt kapjuk, hogy az a
Ap = Amp (5.2.5.)

Poisson-egyenlet megoldésa. Feltevésiink szerint a ¢ potencidl id6 szerinti derivaltja
elhanyagolhatd, azaz ¢ sztatikus potencidl, vagy ha p lassan valtozik a t = 29
idokoordinata fiiggvényében, akkor kvazisztatikus. Megjegyezziik, hogy kozelitése-
inknek megfelelen a

(0/02°) o + Y (0/02" )3y = 0 (5.2.6.)

Lorentz-feltétel automatikusan teljestil. Konnyen belathatjuk, hogy a newtoni
kozelitésben az (5.2.2.) linearizalt Einstein-egyenletek megoldasa

Yab = _(4tatb+2nab)¢ (527)

alakban fejezheto ki a gravitacidés potencial segitségével.

Ennek belatasahoz haszndljuk fel az alabbi Osszefiiggéseket. Induljunk ki a

_ 1
Yab =  Yab — §nab’7 (528)
definiciébdl, ahonnan spurképzéssel
_ 14
7= g = (5.2.9.)
mert 7% = Napn®® = 4. Masrészt
7= Aan® =500n" = —F00 = 46, 7 =—7 = —4¢, (5.2.10.)
amit felhasznélva adédik, hogy
_ 1 _
Yab = Tab T+ gnab'}/ = Yab — 2Mab®; (5211)

ahol 945 = Jootaty irhatd, mert csak az (id6-id8)-komponens nem zérus, tgyhogy végiil
Yab = _4¢tatb - 277ab¢ = (_4tatb + 2nab)¢' (5212)
A fentiekbol latjuk tehat, hogy a linearizalt Einstein-egyenletbol a newto-

ni gravitdcié érvényességi feltételeinek megfelel6 koriilmények kozott kovetkezik a
gravitaciés potencialra vonatkozé Poisson-egyenlet, ami a Newton-féle gravitacios
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torvény alapja. Példaul ebbdl kozvetleniil megkapjuk a pontrészecske altal kel-
tett gravitacios potencialmezét: a térbeli koordinatarendszer origbéjaban nyugvo
pontrészecske p = md(Z) tomegsiiriiségével a

A¢ = 4amd(Z) (5.2.13.)

_m
|Z]

Poisson-egyenlet megoldasa a ¢ = potencidlmezo.

Erdemes meghatarozni egy egységnyi tomegii probarészecske vildgvonalat is
a newtoni kozelitésben. Legyen ez a globalis inercidlis koordinatarendszeriinkben
x#(7), ahol T a részecske sajatideje. A vildgvonal idGszerti geodetikus, amelynek
egyenlete:

d2 m dx’ dx®
Ty SRS (5.2.14.)

dr? Y dr dr

V,K

Ha a prébatest sebessége nem relativisztikus, akkor kozelitoleg <df—:) = (1,0,0,0).

Ez viszont azt jelenti, hogy a prébarészecske 7 sajatideje megegyezik a t = 2° koor-
dinataidovel, 7 = t. A probarészecske négyessebeségét behelyettesitjiik a geodetikus
egyenletébe, akkor az a

A2zt
dt?

alakura egyszerisodik. A pu = 1,2,3 komponensek esetén

e = 1 W<870u+670u a700) _ 10y _ 09

2/)7

5t B0 " B ) = "5 = (5.2.16.)

2 9rk  Oxk’

mivel 9o = —(4 — 2)¢ = —2¢. Ekkor viszont a geodetikus egyenletébdl megkapjuk
a ¢ gravitacidos potencialmezében mozgd prébarészecske Newton II. torvényének
megfelel6 mozgasegyenletét:

d?xH 0o
= ——, =1,2,3). 5.2.17.
7 Et ) ( )
Ez azt is jelenti, hogy Kepler torvényei is érvényben maradnak ebben a kozelitésben.
Az altalanos relativitaselmélet tehat teljesen 6sszhangban van gyenge gra-
vitaciés mez6 és lassan mozgd anyag, azaz préobatest esetén Newton gra-
vitacios torvényével.

Megjegyzés: A geodetikus egyenletét hasznéltuk fel, amikor a prébarészecske moz-
gasegyenletét linedris kozelitésben levezettiik. Mint lattuk, a geodetikus hipotézis, azaz
hogy a szabadon es6 részecskék idoszerii geodetikusok mentén mozognak, az energiaimpul-
zus-tenzor divergencidjanak eltinésébol, V®T,, = 0 kovetkezik, ami viszont az Einstein-
egyenletekbdl kovetkezd megszoritas az anyag mozgasara. A linearizalt Einstein-egyenle-
tekbdl azonban a 0%T,, = 0 megszoritas kovetkezik, ahol 9% a lapos 7, metrika altal
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indukalt kovarians derivalt, azaz az egyszerl, koordinatak szerinti parcialis derivalt Min-
kowski-koordindtak hasznalata esetén. Ebbdl a feltételbdl viszont az kovetkezne, hogy
a prébatest vildgvonala a hattér n,, metrika szerinti egyenes, azaz hogy a prébatest
egyaltalan nem ,,érzi” a metrika perturbaciéjat. Latjuk tehdat, hogy mennyire kortlte-
kintoen kell a kozelitésiinket ahhoz megvalasztani, hogy a Newton gravitaciés torvényének
megfelel6 mozgast visszakapjuk az altalanos relativitaselméletbol.

Megjegyzés: Meg lehet mutatni (1d. [1]), hogy ha a mozgd anyag sebességét
linearis kozelitésben figyelembe vessziik, akkor a gyenge gravitaciés mezében lassan mozgd
prébatestre magneto-gravitacids erdhatas felléptét kapjuk, amelynek er6torvénye a Lo-
rentz-er6torvénnyel azonos alakt.

5.3. A gravitacios sugarzas
5.3.1. Gravitacios hullamok

A forrasmentes elektromagneses mezé egyik jellegzetes tulajdonsaga, hogy ben-
ne elektromagneses hullamok terjedhetnek, azaz maga az elektromagneses mezo
is dinamikai objektum. Hasonlé a helyzet az &altalanos relativitaselméletben, a
metrika (maga a térid6, azaz a gravitaciés mez6) dinamikai objektum. A téridé
gorbiiletében keltett inhomogenitéasok hullamszertien terjedhetnek, amit gravitacios
sugarzasnak neveziink. A gravitacids sugarzas forrasaitél tavol feltehetjiik, hogy
a metrika lényegében a lapos Minkowski-metrikdhoz képest kicsit valtozik csak
meg a sugarzas hatasara. Ekkor a linearizalt, forrasmentes Einstein-egyenleteket
hasznalhatjuk a gravitacids sugarzas leirasara, amelyek Lorentz-mértékben

aa’j/ab = 07
0w = 0 (5.3.1)

alaktuak. Fzek hasonléak, mint a forrasmentes elektromagneses mez6 egyenletei:

oA, = 0,
0°0.4, = 0. (5.3.2.)

A lényegi kiilonbség annyi, hogy az elektromégneses sugarzast az A, vektorpotencial,
egy (0, 1)-tenzor, a gravitaciés sugdrzast pedig a 4, (0,2)-tenzor irja le. Az elekt-
rodinamikaban a Lorentz-mérték még nem rogziti egyértelmiien a térkonfiguraciot,
mert minden olyan tovabbi A, — A, + d,x mértéktranszformacié megengedett, ahol
a x skalarfiggvény a 0°0.x = 0 egyenlet megoldasa. Hasonléan, a linearizalt gra-
vitdcid esetében megengedett az (5.3.1.) mértékfeltétel kirovdsa utdn minden olyan
tovabbi

Yab —* V;b = Yab + &ng + 8bga (533)
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mértéktranszformacio, ahol
0°0.£* = 0. (5.3.4.)

Ennek beldtdsdhoz megmutatjuk, hogy a Lorentz-feltételt kielégité barmely ~q, (5.3.3.)
transzformaltja is kielégiti a Lorentz-feltételt, ha a transzformacié (5.3.4.) tulajdonsigi. Képezzik
4, divergencidjét,

Y, = 0"Yap + 0°0a&p + 00"q = 0"Yap + 0p0"Ea. (5.3.5.)
Maésrészt
Y= A =y +20:£° (5.3.6.)
miatt
1 ) 1
—5Mabd"Y = = 5nab0"y — Ob0E" (5.3.7.)

addédik. Vonjuk ki az (5.3.5.) egyenlet oldalaibdl az (5.3.7.) egyenlet megfelels oldalait:
Vo = 0"Vap + 0"O0p€a — 00°¢c = 0"Yap = 0. (5.3.8.)
Ezt akartuk bizonyitani.

Az elektrodinamikéban a Lorentz-feltétel kirovdsa utdn megmaradt mértéksza-
badsagot arra hasznalhatjuk fel, hogy a térido forrasmentes tartomanydaban Cou-
lomb?*- vagy mds néven sugarzasi mértéket rogzitsiink, azaz kiréjuk az Ag = 0
tovabbi mértékfeltételt.

Ez valéban mindig lehetséges, azaz tetszéleges, a Lorentz-feltételt kielégits (AY, ff) vektor-
potencidlhoz taldlhatunk olyan, a 9*9,x = 0 egyenletet megoldé x fiiggvényt, hogy A/, = Ag+daXx
olyan, hogy kielégiti a Lorentz-feltételt és Ajj = 0 abban a tartomanyban, ahol az elektromégneses
mezonek nincsenek forrdsai. Ehhez oldjuk meg el0szor valamely tetszOlegesen vélasztott ¢ = g
hipersikon a

VA+Ax = 0 (5.3.9.)

egyenletet x-re, és jeloljik a megolddst xo(&)-szel. Tekintsiik ezutdn az aldbbi kezdetiérték-
feladatot a teljes téridében:

Ox
ot

t=to

aaaaX = 05 X|t:t0 = X0, = _A0|t:t0, (5310)

amelynek egyértelmiien létezik a x (¢, ) megolddsa. Ennek a y megolddsnak a segitségével képezziik
az eredeti, Lorentz-feltételt kielégité A, vektorpotencidlnak az A/, mértéktranszformaltjét. Ekkor
A=A+ Vyxés Ay = f=Ag+ %. A képzés mbdjabdl adddik, hogy Al is kielégiti a Lorentz-
feltételt. Most mér csak azt kell megmutatnunk, hogy Aj = 0. Az eredeti vektorpotencial kielégiti
az 0°0.A, = —47j, egyenletet, ahonnan 0°0. Ay = —4mjy, ugyhogy

0°0.f = —4mjo. (5.3.11.)

39Charles-Augustin de Coulomb, francia hadmérnok és fizikus, 1736-1806.
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Az f fliggvény emellett kielégiti a kovetkezd kezdeti feltételeket:

9
fli=ty = A0|t:t0+8—>t< =0, (5.3.12.)
t=to
és
of 0Ay 0%y - - 0%y
_— = _— _— = A _—
It |, ( a e )., T\ )|,
82x
= | -Ax+ =5 = 3.13.
(- 53| =0 (5:313)

mivel A, kielégiti a Lorentz-feltételt, amibél 94y /0t = VA adédik. Az f fiiggvény tehdt ennck a
kezdetiérték-feladatnak a megoldasa:

- /!
ftF) = / 0@ s, (5.3.14))
Ay |7 — 2|

ahol x = (¢, ) a téridd tetszbleges p € M pontjanak koordindtdi, az integralds az p téridé-ponthoz
tartoz6 A, multbeli fénykip paldstjara torténik. Ha egy € téridé-tartomdany forrdsmentes, pon-
tosabban ha e tartoméany minden p € ) pontjdhoz tartozé A, fénykdpon, a p pont és a t = g
hiperfeliilet kozott jo = 0, akkor a kezdetiérték-feladat megolddsa azonosan zérus, f|g = 0 ezen az
Q tartomdnyon. Ezzel beldttuk, hogy forrdsmentes tartomdnyban Aj, = f csakugyan eltiinik.

Hasonloképpen az elektrodinamika esetéhez, a linearizalt gravitacié esetében
barmely, a Lorentz-feltételt kielégito v,, perturbaciéhoz tudunk talalni a még meg-
maradt mértékszabadsagot felhasznalva olyan (5.3.3.), (5.3.4.) mértéktranszforma-
ciét, amelynek segitségével v és o, (1 = 1,2, 3) zérussé tehetd a téridé forrdsmentes
Q) tartomanyaban, azaz abban a tartomanyban, ahol T, = 0:

Ve =0, Toulo=0. (5.3.15.)

Ennek megmutatasdhoz a kévetkezéképpen jarunk el. El6szér meghatarozzuk &, és ¢, /0t
(u=0,1,2,3) olyan kezdbértékeit valamely tetszblegesen vélasztott t = ¢y hiperfelilleten, amelyek
biztositjék, hogy az (5.3.3.) transzformdciéval eléallitott v/, eleget tegyen az (5.3.15.) mértékfelté-
telnek a t = to hiperfeliileten. Ezutdn az igy kapott kezdéfeltételekkel megoldjuk £,-kre (u =
0,1,2,3) az (5.3.4.) parcidlis differencidlegyenletrendszert. Az (5.3.3.) mértéktranszformacié ered-
ménye:

3 0 - o
v = 7+2i=7+2(—ﬁ+v-5>,
oxt

ot
T = Aot o u=123,
86_7; = %+2(—%252° +§~%> = %+2(—A§0+6-%),
Ha ezeket figyelembe vessziik, akkor a
Y'li=t, = 0, 82_(2# . =0, u=1,2,3 (5.3.17.)
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feltételek kielégitheték a t = to hiperfeliileten, ha a (£o, &1, &2, €3)]i=ty (ﬂ %1 9% ai>

kezdeti adatok (mint a térkoordindtdk fiiggvényei) olyanok, hogy az aldbbi, a t = ¢ hiperfeliileten
felirt differencialegyenletrendszer megoldasai:

2(_% Ry .g) - (5.3.18.)
% + % = o n=1,2,3, (5.3.19.)
2<_A50+§.Z_§> _ _%, (5.3.20.)
A&, + a‘?;i)“ = —8;;“, p=123 (5.3.21.)

Ennek a feladatnak 1étezik egyértelmii megoldasa. A teljes térid6ben ezutan tgy vélasztjuk meg
a &, (p=0,1,2,3) figgvényeket, hogy azok az (5.3.4.) parcidlis differencidlegyenleteknek ezen
kezdeti adatokhoz tartozé megolddsa legyen. Az igy meghatdrozott &, segitségével kapott ~.,
mértéktranszformalt perturbacié konstrukciéjanal fogva tovabbra is ki fogja elégiteni a Lorentz-
feltételt, de a téridé forrdsmentes tartomanyaban a ' = 0 és a 75, = 0 (u = 1,2,3) tovébbi
feltételeket is.

Az (5.3.15.) feltételeknek eleget tevé perturbacié 7o = 0 tulajdonsiggal is
rendelkezik.

Egyrészt v = 0 miatt Y5 = Yap, mésrészt yo, = 0 (1 = 1,2, 3) miatt a Lorentz-feltételbél

930 — () adédik. Az (idé-idé)-komponensre vonatkozé linearizalt Einstein-egyenlet ekkor

ot

2
o2

Ha Tyo eltiinik az egész téridében, akkor az egyenlet egyetlen megoldasa oo =4ll. Ez pedig egy
tovabbi mértéktranszformaciéval zérussé tehetd, vo9 = 0, anélkiil, hogy a kordbbi mértékfeltételek
sériilnének.

—167Tp0 = ( + A) Yoo = Arygo- (5.3.22.)

A fent leirt sugarzasi mértéket valasztva a linearizalt Einstein-egyenletek tehat
0“0V = 0 (5.3.23.)

alakuak, és teljestilnek a
Ve = 0 (¥=0,1,2,3), 7=0, 7,=0 (1=0,1,2,3) (5.3.24.)
mértékfeltételek. Keressiik ezeknek az egyenleteknek a sikhullam-megoldasait,

azaz a

Yoy = Hype! Dok (5.3.25.)
alaktd megoldasait, ahol H,, dllandok. A hullamegyenletbol ekkor H,, Zi:o ktk, =
0, azaz Zi:o k'k, = Zi,uzo nuwk*E” = 0 adodik, ami azt jelenti, hogy a gravitacios

sikhulldmok hulldémvektorai null-vektorok. A mértékfeltételekbdl rendre
3

3
> K'H, =0 (v=0,1,2,3), Y H' =0, Hy=0 (1=0,1,23)
©=0

pn=0

(5.3.26.)
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adodik. Ez a 10 darab fiiggetlen H,, = H,, tenzorkomponensre 9 darab egyenlet.
Azonban a Hj, = 0 feltételekbdl automatikusan kovetkezik a Zi:o ktH,o = 0
egyenlet, ezért csak 8 fiiggetlen egyenletiink van, igyhogy sszesen 10 —8 = 2 darab
linearisan fiiggetlen sikhullimmegoldas létezik. Ez a gravitaciés sikhullam 2
polarizacios allapotanak felel meg. Barmilyen gravitacios hullamcsomag ilyen
sikhullAimmodusok linearis kombinaciéjaként allithaté elo.

A fentiekbol tehdat arra kovetkeztetiink, hogy a linearizalt Einstein-egyenletek
megengedik gravitacios hullamok terjedését a téridé anyagmentes tartomanyaban.
Tovabba, hogy a gravitacios sugarzas kétféle polarizaciés allapoti sikhullammaodusok
linearis kombinaciéjaként all el6. Felmeriil két tovabbi fontos kérdés. Hogyan
észlelhetjiik a gravitacids hullamokat, és hogyan keletkeznek a gravitaciés hullamok.

5.3.2. A gravitacios sugarzas észlelésének elvi lehet6sége

Eloszor azt kell megmutatnunk, hogy a gravitaciés hullamok gorbiilet-ingadozast
hoznak 1étre a téridében, vagyis olyan fizikai valtozast, ami tovabbi mértéktranszfor-
méaciéval nem tintethetd el. Ehhez elegendé megmutatni, hogy a gorbiileti tenzor-
nak vannak el nem tiiné komponensei, pl.

10%*y,,
Ruo00 = R (5.3.27.)

Induljunk ki abbdl, hogy a linearizalt elméletben, Coulomb-mértékben a Christoffel-szimbélumok
els6rendtiiek ~45-ben és

ro _ l op 8’}/0p 4 8")/#@ _ 8'-)/;1.0 — lnop 8’7#P
10 2 ozt dx  Ozr 2 o’
1 0v0p  Ov0p 000
re _ 0P 4 P _ =0. 5.3.28.
00 o' <8x0 T 0x°  OxP ( )

Felhasznalva ezeket és azt, hogy

0 0

R, = axuraup_wravm (5.3.29.)
kapjuk, hogy
R o = ﬁra _ 9 e 10 00N
#00 ot " gxr T 20t ot
10%v,0
RMOOO’ = naﬁRMO(f =3 i . (5330)

Mivel a gorbiileti tenzor fenti komponensei nem tiinnek el a gravitaciés hullamban,
ezért két kozeli szabadon eso test relativ gyorsuldst szenved, azaz egymasra arapaly-
erot gyakorol, amit a geodetikus deviacié egyenlete,

a® = TV(T'V,X") = —R,,"X"TT" (5.3.31.)
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ir le, ahol T az egy-paraméteres idoszerti geodetikus-sereg érintovektor-mezeje,
X pedig a geodetikus devidcié vektora. Az n,, metrikaju globalis inercialis koor-
dindtarendszerben a szomszédos, X* relativ koordinataju geodetikusokon szabadon
esO probatestek relativ gyorsuldsanak komponensei:

K 8 v 8 1%

K,nu

Ha a probatestek sebessége sokkal kisebb, mint a vakuumbeli fénysebesség, akkor a
geodetikusok T érintévektora jé kozelitéssel idoiranyn, azaz (TH) =~ (1,0,0,0,) és
kozelitleg

0 0 d> X+
T (T°=—X*)| = ~ — ¢ .3.33.
ot < ot ) dt2 ZV: Fo0 (5.3.33.)

A geodetikus deviacié egyenletének fenti alakjat ugy értelmezhetjiik, mint a
szomszédos geodetikusok X* szeparacids tavolsaganak oszcillacidjat leird egyenle-
tet. Elvileg tehat a gravitaciés hullam kimutathaté, ha pl. lézernyalabbal nyomon
kovetjiik két szomszédos, szabadon esé prébatest tavolsaganak valtozasait. Egy
masik detektalasi elv az, hogy a két probatest egy rugalmas rid két végpontja.
Ekkor a metrikanak a gravitaciés hullam okozta ingadozésai mechanikai fesziiltség-
ingadozasokat hoznak létre a rudban. Ha a gravitdcids hullam frekvencidja meg-
egyezik a rudat alkotd kozeg rugalmas sajatfrekvencidjaval, akkor rezonancia révén
a rad rugalmas rezgéseinek amplitudéja felerosodik és mérhetové valhat, ismét
lézernyalabok segitségével.

A gravitaciés hullaim kimutatdsa végiil tehat azon alapszik, hogy a globalis
Nap Metrikdji inerciarendszerben valamely fizikailag beazonosithaté tavolsdg, mint
pl. a nyugvé rud hossza periédikusan valtozik. Meg lehet mérni ezt a valtozast?
Ha olyan naiv médszerre gondolnank, hogy a hullaimz6 hosszisagu rid mellé elhe-
lyeziink egy standard vonalzot és azon olvassuk le a valtozast, akkor ez nem ve-
zet eredményre, hiszen a standard vonalzo is elszenvedi a térmetrika valtozdsainak
megfelel6 hosszvaltozasokat. Fontos azonban tudatositani, hogy a standard vonalzo
elvileg egy idealizalt merev rud, amelynek zérus a sajatfrekvencidja, ill. amelyben
végtelen a rugalmas visszatérito er¢ allanddja. A gyakorlatban a standard méter nem
egy rud hossza, hanem a fény vakuumbeli ¢ sebességének és a standard atomi 6raval
mért megfelel6 idétartamnak a szorzata. Ezért az oszcillalo hosszusagu riad hossz-
ingadozasainak mérését vissza lehet vezetni olyan lézernyalabos megfigyelésre, ami-
kor nyugvé éréakon sajatido-tartamokat kell mérni. A gravitaciés hullam-dektektorok
miikodési elveinek kidolgozasa és megépitése a modern fizika rohamosan fejlédo aga.
Napjainkban ez a detektalasi csucstechnika tette lehetové a gravitacios hullamok
kozvetlen észlelését.
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5.3.3. A gravitaciés sugarzas forrasai

A gravitacios sugarzas altalaban akkor keletkezik, ha egy gravitalé objektum gra-
vitacidsan Osszeomlik, igynevezett kollapszust szenved. Gravitacids sugarzast nap-
jainkig binaris forrasokbdl észleltek, amikor a rendszer két tagja a kozOs energia-
kozéppont koriil keringve egyre kozelebb keriil egymashoz, majd végil osszeolvad
mikozben gravitacios sugarzast bocsat ki. Viszonylag erds gravitacios sugarzas ke-
letkezése varhaté szuperndva-robbands soran is (feltéve, hogy a szuperndva nem
tokéletesen gémbszimmetrikus vagy tengelyszimmetrikus, ami igen valészintitlen).
A gravitaciés Osszeomlast szenvedd testek kornyezetében nagyon erds a gravitacios
mez0, ugyhogy a sugarzas keletkezésének tényleges leirasa csak a teljes nem linearis
elmélet keretében lehetséges, a linearis kozelités nem alkalmazhaté. Erre nézve nin-
csenek megbizhaté modszereink.

Mégis kaphatunk némi betekintést a gravitacios sugarzas keletkezésére, ha azt
az Einstein-egyenletek linedaris kozelitésében vizsgaljuk. Tegyiik fel, hogy a forras
jellemz6 ¢ mérete sokkal kisebb, mint a kibocsatott sugarzas hullaimhossza. Legyen
tovabba T, a forras anyaganak energiaimpulzus-tenzora. Olyan esetet vizsgalunk,
amikor a forrdst vdkuum (azaz gravitalé anyagtél mentes végtelen kiterjedésti tar-
tomény) veszi koriil, ebben terjed a sugdrzds. A linearizdlt Einstein-egyenletek
Lorentz-mértékben a

8680”_)/[117 = —167TTab (5334)

inhomogén hulldmegyenlet alakjat oltik. Kisméretii forras esetén ennek a megoldasa
az 1q Minkowski-metrikaju globalis inerciarendszerben

2 g
3R di? |

ret

Yt Z) = (5.3.35.)
ahol R az ¥ pont tdvolsiga a forrastél, R > ¢ és g, a forrds gravitaciés kvad-
rupélmomentuma, amelynek id6 szerinti méasodik derivaltjat a t' =t — R retardélt
idoben kell kiszamolni.

Az (5.3.35.) egyenletet G = ¢ = 1 egységrendszerben irtuk fel, tetsz6leges egység-
rendszerben az alakja:

2G dzqu,,
3Rc* dt?

: (5.3.36.)

ret

:Y/M/(ta f) =

ahol a jobb oldalt a t' =t — (R/c) retardalt idében kell venni.

Az inhomogén hulldmegyenlet minden #,,-re megoldhaté. Az Ugynevezett retarddlt meg-
oldas kifejezhetd a T}, forras segitségével, ami linedris kozelitésben a gravitacids sugérzas forrdsat
képez6 anyagnak az 145 lapos hattér-metrikaju téridében vett energiaimpulzus-tenzora:

V() = 4/A Tﬁ‘”(x/)ds‘(w’), (5.3.37.)

|7 — 2|
x
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ahol A, az x pont multbeli fénykipja, amelyen a 3-dimenziés (hiperfelilletelem) térfogatelem
dS(a') = r’drdQ. A retardalt megoldds automatikusan kielégiti a 979,, = 0 mértékfeltételt is,
mivel 0%Ty, = 0. Az elektrodinamikaban a forras altal keltett elektromédgneses mez&ét multipélus-
jarulékok soranak Osszegeként szoktuk eléallitani. Abban az esetben, amikor a forrds térbeli Ry
mérete sokkal kisebb, mint a sugdrzds A hulldmhossza, Ry < A, akkor dipélus-kozelitésrél szokas
beszélni, mert a forrds dipélmomentuma hatdrozza meg a forrastél nagy R > X tavolsagban
a sugarzas keltette elektromagneses mez6t. Most is az a célunk, hogy a gravitdcidos mezét az
Ry < X = (21/w) < R feltételek mellett vizsgdljuk. Képezzik ezért el8szor 7, (t,Z)-nek az
id6valtozo szerinti Fourier-transzformaltjat:

Yy (w0, B) = \/%/ 3, (£, Z)e'  dt. (5.3.38.)

frjuk ki explicit médon a retarddlt energiaimpulzus-tenzor t-fliggését,

Tw(x') = T,t—|Z—27). (5.3.39.)
Ennek Fourier-transzformaltja
T (w, @) = / Ty (t — |7 — &', 7 )e™ dt
- / T (8, 2) e =T D gy — T, (w, &)™ 7=], (5.3.40.)
aminek segitségével azt kapjuk, hogy a retardalt megoldas Fourier-transzformaltja
£ = Tw(w,f’) iw|E—&'| 33,1

Itt az ™' szorzé azért jelent meg az integrandusban, mert a multbeli fénykipra kellett in-
tegrdlni, amelyen t' = |# — &/|. Némi egyszertisodést jelent, hogy a (tér-tér)-komponensekbdl a
Lorentz-feltétel segitségével megkaphatjuk az (id6-tér)-komponenseket,

) o
—iwdy, = Z% p=1,2,3. (5.3.42.)

Ezért az energiaimpulzus-tenzor (tér-tér)-kompnenseinek meghatérozéaséval foglalkozunk a tovédbbiakban.

Mivel a forréstdl tavol keressik ay,,, (w, Z) (4, v = 1,2,3) megoldast és a sugarzés hulldmhossza
jéval nagyobb, mint a forrés linedris mérete, ezért az e™!¥ ~&| tényez6 csak elhanyagolhaté mértékben
valtozik a forrason beliil, amelyre a térfogati integral vonatkozik. Ezért jo kozelitéssel hasznalhatjuk
a retardalt megoldds (5.3.41.) képletében az

iw|T—F| iwR
e e
— = — 5.3.43.
|Z — 2| R ( )
kozelitést, és ezt a tényezot kiemelhetjiik az integralds jele aldl:
. ein R
Vw(w, @) ~ 4 = Ty (w, @), pv=1,2,3. (5.3.44.)
Az energiaimpulzus-tenzor (tér-tér)-komponenseinek integraljat alakitsuk &t:
/T“”(w,f’)d%’ = Z/T‘W 7)ordds’ = Z/TW @
2 ) aTov
= T z")d*x — rdPy 5.3.45.
;[/w R ] (5.3.45)
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A térfogati integralokat formélisan a teljes 3-dimenziés térre vessziik, de el nem tiiné jarulék csak
a forrds tartomanyabol szarmazik. A jobb oldalon a szogletes zardjelben az elsé integralt a 3-
dimenziés Gauss-tétel segitségével feliileti integralld alakitjuk. A végtelen tavoli hatarfeliileten a
forras anyageloszlasa zérussd valik, igyhogy ennek a tagnak a jaruléka zérus. A jobb oldalon a
szogletes zérdjelben szerepld masodik integralt az Zizo(aTW /0x*) = 0 feltételt, pontosabban az
ebbdl ad6dé

9T o 3 @
o pt Oz’
- ow 5. 9T
—iwT" = —z::l o (5.3.46.)
Osszefiiggést felhaszndalva alakitjuk &t,
/T“”(w,f’)dgx’ = —iw/TO”x“d3x = —%’/(TO%MFTO%V). (5.3.47.)

Mivel T“”(w,f) szimmetrikus a u,r indexekben, ezért szimmetrizaltuk a kapott kifejezést. A
tovabbi atalakitds soran ismételten felhasznédljuk a 3-dimenziés Gauss-tételt, majd a lokalis ener-
giamegmaradast. Azt taldljuk, hogy

. . 3
A . iw ~ 0w . iw . ox¥ .
/T“ (w, I/)dgflf/ = —7 (TO I'u =+ T0“$ ) = —7 <5E T05$“W + TO“x )
+1

) 3 ) K 208 A
[t ) ]
B=1

' T8 2
= %/Z 5P et :—%/Tooxﬂxydgx
4

= L@, wr=123, (5.3.48.)

ahol bevezettiik a forras anyageloszlasanak kvadrupélmomentumat,
v = 3/T00:v“:v”d3x, pwv =123 (5.3.49.)

Ha ezt behelyettesitjiik az (5.3.44.) egyenldség jobb oldaldba, akkor megkapjuk a gravitdcids
sugdrzasra vonatkozé (5.3.35.) képletet.

A gravitacios sugarzas keletkezésére vonatkozd, a linearizalt Einstein-egyenletek
alapjan végzett vizsgalatunkbdl tehat azt latjuk, hogy a sugdrzashoz kis forrdstol
nagy tavolsagban a forras kvadrupélmomentumanak oszcillacidja adja a vezetd rendi
jarulékot. A dipdlsugarzas nem jelenik meg. Utébbi érthetd, hiszen az impulzus-
megmaraddas megtiltja, hogy az anyag tomeg-, azaz energiakozéppontja oszcillaljon
a térben, vagyis hogy oszcillalé dipélmomentum keletkezzen.

5.3.4. A gravitaciés sugarzasban tavozd energia

A gravitacios sugarzasban tavozo energia meghatarozasa nem nyilvanvalé. Ez abbol
adddik, hogy nem vilagos, mekkora lokalis energiastiriiséget kell tulajdonitanunk a
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gravitacios mezének. Az altalanos relativitaselméletben a metrika egyszerre hor-
dozza magéban a gravitdciés mezé dinamikai jellemzoit és a mérték-szabadsagot
jellemzo6 valtozokat. A metrikat azonban nem tudjuk ugy felbontani, hogy ez a
két dolog explicit médon szétvaljon. Ennek ellenére egy izolalt rendszer teljes
energiaja értelmezheté annak alapjan, hogy milyen a gravitaciés mezo, azaz a
térid6 metrikdja az izolalt testtol nagy tavolsagban. Ez a teljes energia az izolalt
test anyagatdél, az altala keltett gravitacios mezotol és az anyag és a gravitacios mezo
kolesonhatasabdl szarmazd energia-jarulékokbol nem szétvalaszthaté moédon tevodik
ossze. Ugyancsak értelmezhetd az izolalt test altal keltett gravitdcids sugarzasban
tavozo energiafluxus.

Az Einstein-egyenletek az anyagmentes térido-tartomanyban a -,, metrikaban
linearis kozelitésben

G led = 0 (5.3.50.)

alakuak, ahol G((I? az Kinstein-tenzor 7y,-ben linearis tagokkal bezardlag. Ha figye-
lembe vessziikk a v, perturbaciéoban kvadratikus tagokat is, akkor a Ricci-tenzor
és a skalargorbiilet rendre Rl(j,) és R® jirulékokat kapnak, amelyek a 7, per-
turbaciéban kvadratikusak. Ebben a kozelitésben azonban az Einstein-tenzor nem
fog elttinni, G} [ved] + Gl [ved] # 0, ahol Gl = RS — 1gaR™®. Ha azonban a g
metrikat alkalmas vﬁ) korrekcié hozzaadasaval médositjuk, akkor elérhetjiik, hogy
G&) [Yea + WEZ)] + Gﬁ) [Vea] = 0 legyen. Mivel itt az els6 tag 7.4-ben linedris, ezért a
megfelelo feltétel a fyg? korrekcié megvélasztasahoz

G+ Gl = 0. (5.3.51.)
Ezt a feltételt atirhatjuk
GG = 8rta (5.3.52.)
alakba, ahol
1
t = —=—Gup e 5.3.53.
b 8T ab [fy d] ( )

formalisan olyan szerepet tolt be, mintha energiaimpulzus-tenzor lenne, ami azonban
most nem az anyagtol szarmazik, hanem a gravitaciés mezotél. Azt az értelmezést,
hogy t,-t a gravitaciés mez6 energiaimpulzus-tenzoranak tekintsiitk még az is su-
gallja, hogy t.,, = tp, szimmetrikus tenzor, tovabbéa hogy be lehet latni a divergen-
cidjanak eltinését, 0%t,, = 0, feltéve, hogy 7, a vdkuumra vonatkozo linearizalt
Einstein-egyenletek megoldasa. Mindez arra utal, hogy t,, olyan, mintha a gra-
vitacios mezonek az energiaimpulzus-tenzora lenne, ami a lapos téridéhoz képesti
eltérést kvadratikus tagokkal bezardlag veszi figyelembe. FEzt az értelmezést azon-
ban nem szabad szé szerint venni, amire két dolog is utal. A t, tenzor nin-
csen egyértelmien meghatdarozva és nem mértékinvarians, azaz megvaltozik infi-
nitezimalis lokélis koordindta-transzformdcidk sordn, v — Yab + 20(.&p)-
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5y

8. abra. A 7, perturbédcidhoz tartozo teljes energia kiszdamitasakor a ¥ térszeri
hiperfeliiletre integralunk.

7

2

9. dbra. A teljes kisugarzott energia meghatarozasahoz hasznélt feliiletek sematikus
abraja.

Mindezzel egytitt jol definidlt a v, perturbacidhoz tartozo teljes energia,
E = / tood>z, (5.3.54.)
)

ahol az integrédlds a ¥ térszerii hiperfeliiletre torténik (1d. a 8. dbrét). Az E teljes
energia mértékinvaridns minden olyan lokalis infinitezimalis koordinata-transzforma-
ciéval szemben, amely megérzi a metrika aszimptotikus lapossagat, amennyiben az
Nab + Yap Metrika aszimptotikusan lapos, azaz a globdlis inercialis hattér-koordinata-
rendszerben ~v,,-nek a komponensei és azok derivaltjai r — oo esetén kellden gyor-
san zérushoz tartanak: v, ~ 1/r, Oy ~ 1/1% 050,y ~ 1/13. (Ezek a
feltételek biztositjak az (5.3.54.) integral konvergencidjat.) Ekkor az F teljes ener-
gia egyértelmiien meghatarozott annak dacara, hogy t,, nincsen egyértelmiien meg-
hatarozva.
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A lokdlis energiadram-strtiség, —t%, szintén nem mértékinvarians. A
AE = — / taodS*® (5.3.55.)
S

teljes kisugarzott energia azonban mértékinvarians, ha a kovetkezo feltételek
teljesiilnek:

1. A téridé kezdetben és hosszi id6 utan staciondrius (azaz 1.+ 74 1661 fiigget-
len) és csak egy kozbiilsé id6szakban fligg az id6tél.

2. A kezdeti és a végso stacionarius tartomanyokban felvessziik a 31 és Yo aszimp-
totikusan (ha r — oo) null-hiperfeliileteket, majd az ezek kozotti téridé-

tartomany térbeli végtelenben elhelyezkedd S idoszerti hiperfeliiletére integra-
lunk (Id. a 9. abrét).

3. Feltételezziik, hogy vap-re teljesiilnek az aszimptotikus lapossag feltételei az
r — oo hataresetben a ¥, és Yy aszimptotikusan null-feliiletek mentén.

Az (5.3.53.) és (5.3.54.) Gsszefiiggéseket alkalmazva a gravitacios sugarzést jellemz6
(5.3.35.) perturbaciéra hosszadalmas szamoldssal adédik a kovetkez6 eredmény (1d.

[1]):

3
1 d3Q
AE = [Pit, P== uy
/ dt, 45 M;1< dt3

2
) , (5.3.56.)
ret
ahol @, a kvadrupélmomentum-tenzor spirmentes része, Q.. = qu — ééuyq, q=
Zi:l qi. A gravitdciés sugdrzds energiadram-siirtisége rendkiviil kicsi, a [1] tankonyv-
ben taldlhaté becslés szerint az M nyugalmi tomegii, L hosszisagu, kozéppontja
koril 2 szogsebességgel a rudra merdleges tengely koriil forgd rud esetében P =
26 MPLYOS, ahol G a Newton-féle gravitdciés dllandd, ¢ vdkuumbeli fénysebesség.
Ha M = 1kg, L = 1m és Q = 1s7!, akkor P = 107°*J/s. Ha a rtd linedris mérete
kozmikus méretli, még akkor is nagyon kicsi marad a kisugarzott energiadram-
stirtiség. Ahhoz, hogy mérhet6 effektust remélhessiink a gravitacios sugarzas soran
kibocsatott energiadaram-siirtiségtol, olyan forrasra van sziikség, amelyben nagyon
er0s gravitaciés mezo uralkodik, mint példaul kozmikus objektumok gravitacios

Osszeomlasa soran.

5.3.5. Gravitaciés hullamok észlelése

1. Gravitdcios hulldmot kézvetett mddon észleltek *° bindris rendszerben, amiért
Nobel-dijat adtak a felfedzéknek. A PSR B1913-16 egy pulzar (egy erésen

4ORussell Alan Hulse, amerikai fizikus, 1950-; Joseph Hooton Taylor Jr., amerikai fizikus, 1941-

113



magnesezett, radiohullamokat kibocsaté dipdlsugarzo, tengelye koriil forgd
neutroncsillag), amely egy masik neutroncsillaggal egyiitt alkot bindris rend-
szert. A két neutron csillag kozos tomegkozéppontjuk koriil kering. A pulzar
a forgdsa miatt sugaroz periddikusan, ennek periddusideje pontos déraként
hasznalhaté a megfigyelések soran. A pulzdlas peridodusideje 59 ms, az el-
liptikus pélyan a keringési id6 7,75 h. A megfigyelések kezdete 6ta (kb. 40 év
alatt) fokozatosan csokken a bindris rendszer tagjainak legkisebb tavolsaga.
Ennek a megfigyelt mértéke pontosan Osszhangban van az altalanos relati-
vitaselmélet alapjan végzett szamitassal, ami azon a feltevésen alapszik, hogy
a binaris rendszer fokozatosan energiat veszit gravitacidés sugarzas révén. A
mért és az elméletileg becsiilt 6sszehtizddasi sebességek aranya 0,997 + 0.002.

A gravitdcids hullaimok kozvetlen kimutatasara szamos kisérlet indult kb. az
1960-es évektol kezdve, joéllehet kb. egy fél évszazadon at nem sikeriilt gra-
vitdacids hullamokat kozvetlen médon észlelni. Az egyik detektdlasi elv, hogy
egy fém rid (a Weber?!-rid esetében egy 2 m hosszii, 1 m dtmérdjii aluminium
henger) szolgdl gravitdciés antennaként. Az elképzelés az, hogy a rid rugal-
mas rezgéseinek sajatfrekvencidjaval (1660 Hz) egyezo frekvencidju gravitacios
hulldm rezonanciat gerjeszt. A berendezést eredetileg az SN1987A szupernéva-
robbands soran keletkezett gravitacids hullamok detektaldsa céljabdl tervezték.
A detektor kb. 107 m-es hosszvaltozast lett volna képes érzékelni piezoelekt-
romos szenzorok segitségével. Az elv szamos tovabbfejlesztése ismeretes. Ed-
dig ezen az elven nem sikeriilt gravitacios hullamokat észlelni.

Egy masik elvet képviselnek a lézer-interferometrias alapon miikodd detek-
torok, amelyek két tavoli, ,,szabadon es6” anyagi pont kozotti tavolsag gra-
vitaciés hullamok okozta valtozasanak kimutatasat szolgaljak. Ezen az el-
ven mitkédnek a LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observato-
ry, USA) és a Virgo kollaborécié (Olaszorszdg) gravitaciés hullim-detektorai.
Ezek 3 darab a Fold kiilonbozé pontjan elhelyezett 3 darab Michelson*2-interfe-
rométert jelentenek, amelyek mindegyikének 2 m-es és 4 m-es, egymésra mero-
leges két karja van. Az interferométer tiikreinek tavolsagaban az interferomé-
teren athalad6 gravitacios hullam hatasara periodikus valtozas kovetkezik be.
A karok hosszvaltozasat interferometrids iton mérik. A pontossagot jellem-
zi, hogy a 4 m-es karhossznak olyan kis megvaltozasat ki tudjak mutatni,
ami kisebb, mint a proton toltéssugardnak tizezred része (kb. 107! relativ
hosszisag-véltozas). Az athaladd gravitdcids hulldm a detektor egyik karjat
megnyujtja, a masikat 6sszébbhizza, és ez eredményez valtozast az interfe-
renciaképben. A varhaté legerdsebb gravitdcidés hulldmok is csak 107 m
valtozéast tudnak okozni a karok hosszaban. A LIGO-Virgo egytittmiikodés
2016-ban jelentette el0szor gravitacids hullam észlelését, amelyrol bebizonyo-

41 Joseph Weber, amerikai fizikus, 1919-2000
42 Albert Abraham Michelson, amerikai fizikus, 1852-1931.
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sodott, hogy két feketelyukbdl allé6 bindris rendszer tagjainak egymésba zu-
hanasa valtotta ki. Emlitésre érdemes, hogy amig egy ilyen bindris rend-
szer évmilliokig kering a kozos tomegkozéppont koriil, a kozvetleniil észlelheto
intenziv gravitacié hullamok az egymasbaolvadas elotti kevesebb, mint egy
perc alatt emittalédnak. 2017-ben észleltek el6szor olyan gravitacios hulldmot,
amelyet optikai teleszkopokkal megfigyelheto jelenség is kisért; a sugarzas két
neutroncsillag 6sszezuhandsabdl szarmazott. Azdta (2018 mérciusdig) tovabbi
6 gravitaciés hullam-kisugarzast észleltek. A gravitaciés hullamok kozvet-
len detektalasa teriiletén elindult tehat egy olyan rohamos fejlodés, amely 1j
tavlatokat nyit a Vildgegyetem megfigyelésének teriiletén.

Megjegyzés: Egy fontos 1j fejlesztési iranyt jelolt ki a LISA (Laser Interferometer
Space Antenna), az elsé {irben telepitett lézer-interferometridn alapulé gravitécids
hulldm-detektor. Ennek tovabbfejlesztése az eLISA (Evolved Laser Interferometer
Space Antenna), amely 3 darab, egy egyenld oldali haromszog csicsaiban elhe-
lyezkedo6, Nap koriili palyan kering6 tirdlloméasbdl all. Mindegyik tiralloméson 2 te-
leszkop, 2 1ézer és 2 teszttomeg taldlhatd, amelyek igy vannak a masik két tiralloméas
megfelel6 eszkozei felé irdnyitva, hogy mindegyik lirdlloméas egy-egy Michelson-inter-
ferométer centruma legyen. Az interferométerek karjait a platina-arany teszttomeg-
ek zarjak le, a karok hossza 1 milli6 km. Az egész rendszer mérete kb. 10-szer
akkora, mint a Hold pélydja, és kb. a Naptdl és a Foldtél egyenld tavolsagra (kb.
50 millié6 km) fog a Nap koriil keringeni.
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6. Homogén és izotrop kozmologia

6.1. A Robertson-Walker-metrika

6.1.1. A Vilagegyetem homogenitasat és izotropiajat alatamaszté megfi-
gyelések

Az altalanos relativitaselmélet abba a helyzetbe hozta a fizikusokat, hogy feltehették
a kérdést, létezik-e az Einstein-egyenleteknek olyan megoldasa, azaz olyan térido,
ami megfelel az altalunk megfigyelt téridonek, azaz a lathato Vilagegyetemnek. Ah-
hoz, hogy erre a kérdésre valaszolni tudjunk, sziikségiink van részben csillagaszati-
fizikai megfigyeléseink tapasztalataira, részben az anyag viselkedésére vonatkozdé fi-
zikai ismereteinkre, tovabba a Vildgegyetem természetére vonatkozo feltevésekre.

A Vildgegyetemre vonatkoz6 megfigyeléseink az utébbi évtizedekben nagyon
jelentésen gyarapodtak. Mindevvel egyiitt azonban tudomaésul kell vegyiik, hogy
megfigyelési mddszereinkkel kb. addig tudunk csak ,,visszanézni” a Vildgegyetem
multjdba, amikor megtortént az elektromosan semleges (atomokba szervez6dott)
anyag lecsatolodasa az elektroméagneses sugarzasrél. Az anyag fizikai viselkedésére
vonatkozo fizikai ismereteink kb. olyan energiaskalakig terjednek ki a nagyenergids
irdnyban, ami megfelel az esetleges nagy-egyesitett elmélet (GUT, azaz Grand Unifi-
ed Theory) energiaskaldjanak. Ennek a korlatozott ismeretnek az a kovetkezménye,
hogy nem ismerjiik, mi volt az anyag energiaimpulzus-tenzora a Vilagegyetem korai
fejlodése idején.

A Vilagegyetem természetére vonatkozo elképzelések nagy mértékben valtoztak
a tudomény torténete soran. Kopernikuszt?® megel6zéen az a nézet uralkodott,
hogy a Vilagegyetem kozéppontjaban a Fold foglal helyet, s ez kitiintetett szere-
pet jelent a Fold szdmara. Kopernikusz ismerte fel, hogy a Fold nincsen (azaz a
mi emberlakta vildgunk nincs) kitiintetett helyzetben a Vildgegyetemben. Erdemes
megjegyezni, hogy tovabbra is leirhatjuk a jelenségeket a Foldhoz rogzitett vonat-
koztatasi rendszerben, de ugyaniugy megtehetjik azt a Naphoz rogzitett vonatkoz-
tatasi rendszerben is. A hangsily azon van, hogy a Foldhoz rogzitett vonatkoztatasi
rendszer nincsen kitiintetve a fizika torvényei altal semmilyen mas vonatkoztatasi
rendszerhez képest. A newtoni mechanika egyik alapelve a Galilei-féle relativitasi
elv, amely szerint minden inerciarendszer egyenértékli a mechanikai torvények szem-
pontjabol. Mar Galilei olyan példakat hozott a relativitasi elvre, amelybdl kitiinik,
hogy nemcsak a mechanikai torvények, hanem a Természet torvényeinek abszolit
érvényére gondolt. Ezt végiil az inerciarendszerek vonatkozasaban az Einstein altal
kidolgozott specidlis relativitaselmélet fogalmazta meg a specidlis relativitasi elvben.
Einstein az altalanos relativitaselmétben tovabb vitte a kopernikuszi gondolatot.
Nemcsak, hogy a Fold, de a Naprendszeriink, s6t a galaxisunk, a Tejutrendszer,

43Njicolaus Copernicus, lengyel matematikus és csillagdsz, 1473-1543.
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amelyben helyet foglalunk, sincsen kitiintetve a Vilagegyetemben. Az &ltaldanos
relativitaselméletben Einstein a természeti torvények egyetemességének gondolatéat
még altalanosabb alakba ontotte. A Természet torvényei nem tiintetnek ki semmi-
lyen koordinatarendszert a téridében, tenzoregyenletek irjak le oket, amelyek alakja
valtozatlan marad az altaldnos koordinata-transzformécidkkal szemben.

A csillagészati-fizikai megfigyelések alapjan azt lehet sejteni, hogy a Vilag-
egyetem a 100 Mpc és az annal nagyobb méretskdlakon homogén és izotrép. Erre
tobb minden utal. A Vilagegyetem nagyléptékii szerkezetére vonatkozé mai ismere-
teink elssorban a Sloan Digital Sky Survey kutatasi programmnak koszonhetoek,
amely 2000 6ta egymast kovetd fazisokban folyik. Ez az emberiség eddigi legna-
gyobb vallalkozasa arra, hogy minél részletesebben és pontosabban feltérképezze
a lathaté Vildgegyetemet, amelynek dtméréje kb. 28 Gpc (= 91 millidrd fényév
~ 8,8-10%°m). Bér a kb. 100 Mpc méretekben kidtlagolva a Vildgegyetem anyaganak
stirtisége allandonak latszik minden irdnyban minden helyen, a finomabb felbontés
habszerti szerkezetet mutat, amit a Vilagegyetem nagyléptékii szerkezeteként (large-
scale structure) vagy kozmikus héléként (cosmic web) szoktak emlegetni. A Vilag-
egyetem nagy, kb. 10-150 Mpc atmérdjii tiregekbol all, amelyeket falak hatarolnak,
ahol a galaxisok koncentralédnak. A falakon beliil kb. 10 Mpc hosszisagu agakbdl
allo széalas hélézatot (filament) alkotnak a galaxisok. A falak taldlkozasaindl ga-
laxisfiirtok (galaxy cluster) alakulhatnak ki, amelyek kb. 50-1000 galaxisbdl allé,
kb. 2-10 Mpc atméréj halmazok. A Vildgegyetem anyageloszlasa azonban a 100
Mpc 1éptékben méar homogénnak és izotrépnak latszik. Ezt tobb megfigyelés is
alatdmasztja. A rddidforrasok leszamldldsa alapjan, tovdbba a hattér Rontgen*t-
sugarzas és y-sugarzas megfigyelése alapjan a megfelel6 forrasok izotrép eloszlasara
lehetett kovetkeztetni. A kozmikus mikrohulldmi hattérsugarzas (CMB, Cosmic
Microwave Background Radiation) megfigyelése és részletes analizise az utébbi évti-
zedekben minden eddiginél sokkal nagyobb pontossiggal erdsitette meg azt, hogy
a Vilagegyetem izotrép. Ma 2,73 K hdmérsékleti hattérsugarzast észleliink; olyan
sugarzast, ami minden korabban ismert feketest-sugarzéndl nagyobb pontossaggal
koveti a Planck-torvényt. A kozmikus mikrohulldmu hattérsugdrzas azéta terjed
szabadon a Vildgegyetemben, hogy a toltott részecskék semleges atomokat alkot-
tak, azaz rekombindlédtak a hiils és tdgulé Vildgegyetemben (a protonok és az
elektronok H-atomokat alkottak). Ett6l a rekombindciétél napjainkig a sugdrzas
hémérséklete kb. 1100-ad részére csokkent a Vilagegyetem tagulasa kovetkeztében.
A kozmikus mikrohullami hattérsugarzas jelenlegi megfigyelt hémérséklete, T =
2,7255+0.0006 K kgT =~ 0,23 meV energianak felel meg. A Vilagegyetem kiillonbozé
iranyaibol érkez6 kozmikus mikrohulldmu hattérsugarzas homérsékletének relativ in-
gadozdsa 107° nagysdgrendli. Ez bizonyitja, hogy a Vildgegyetem térben nagy pon-
tossaggal izotrop. A modern kozmoldgia, mint a fizika és a csillagdszat hatarteriiletén
kifejlédott 1j tudomanyag alapelvként fogadja el, hogy a Vildgegyetem (térben) ho-

44Wilhelm Conrad Rontgen, német mérnok és fizikus, 1845-1923.
45Max Karl Ernst Ludwig Planck, német fizikus, 1858-1947.
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mogén és izotrép. Ezt nevezik kozmoldgiai elvnek (cosmological principle).

6.1.2. A térben homogén és izotrop Vilagegyetem gorbiilete

A homogenitas azt jelenti, hogy ,.adott idépillanatban” a ,.tér” minden pontja
,egyenértékll” | az izotrépia pedig azt, hogy a ,,térben” minden irdny ,,egyenértékii”,
barhol is allunk a ,,térben”. A kérdés az, hogy hogyan lehet ezeknek az allitasoknak
pontos matematikai jelentést adni, milyen kell legyen a homogén és izotrép Vildg-
egyetemnek megfelel téridé-sokasdg. Azért tettilk az idépillanat, tér és egyenértékii
szavakat idézGjelbe, mert ezeknek kell pontos matematikai jelentést adni. A kovet-
kez6 feltevésekkel fogunk élni:

1. Létezik a téridében térszerti ¥; (3-dimenziés) hiperfeliiletek egy-paraméteres
serege;

2. Barmely t esetén és barmely két p, ¢ € ¥; pont esetén létezik olyan izomet-
ria, amely a p pontot a g pontba transzformalja; ez a térbeli homogenitas
feltevése;

3. Barmely pontban létezik legalabb egy olyan megfigyelo, aki izotropnak latja a
Vildgegyetemet; ez a térbeli izotrépia feltevése.

A homogenitas tehat azt jelenti, hogy a téridé rétegezhetd térszerii hiperfeliiletek
egy-paraméteres seregével, és ezeken a 3-dimenzids térnek megfelel6 hiperfeliilete-
ken minden pont egyenértékii, mert barmely 2 pont izometria-transzformaciéval
egymasba atviheté. Az izotrépia azt jelenti, hogy minden p € M téridé-pontban
létezik legalabb egy olyan megfigyelo, aki a teret izotrépnak latja. Az izotropia fel-
tevésével kapcsolatban érdemes megjegyezni, hogy adott ¥; hiperfeliilet és adott
p € ¥, pontban az anyaghoz képest lokdlisan mozgd megfigyelok az anyag se-
bességeloszlasat mindig anizotrépnak fogjak latni. Emiatt az izotropia feltevését
koriiltekint6en kell megfogalmazni. Akkor mondjuk, hogy a téridé minden pontjaban
térbeli izotropiaval rendelkezik, ha létezik a megfigyel6knek, azaz idészerti geo-
detikusoknak az egész téridot kitolto serege az alabbi tulajdonsagokkal:

1. minden p € M térid6-ponton athalad pontosan egy ilyen iddszerii geodetikus,
jelolje u® ennek az érinto-egységvektorat;

2. minden p € M ponthoz és barmely két s{, s§ € V), térszerli egységvektorhoz
létezik olyan izometria, ami a p pontot és az u® € V, érintévektort invaridansan
hagyja, mikozben s{-t s3-ba forgatja.

Ez azt jelenti, hogy izotrép Vildgegyetemben nem lehet az u®-ra merdleges kitiinte-
tett érintévektort talalni. A szébanforgd megfigyeloket izotrop megfigyel6knek
szoktdk nevezni.
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Allitas: Az izotrép megfigyel6k vildgvonalai ortogondlisak mindeniitt a X,
homogenitasi hiperfeliiletekre.

Ha nem igy lenne, azaz a X; hiperfeliilet érintévektorainak W, C V|, altere nem lenne
ortogondlis u®-ra Vj,-ben, akkor u®t merdlegesen vetitve W),-re kitlintetett vektort kaphatnank

Wp-ben, ami ellentmondana a térbeli izotrépidnak.

Definicié: A térid6 g., metrikdja hq(t) indukalt térmetrikat indukél az
osszes 2, térszerl hiperfeliileten, azaltal, hogy a gq, értelmezéséhez hasznalt V),
érintGteret a X, hiperfeliilet érintévektorainak W, C V), alterére korlatozzuk.

Allitas: A térben homogén és izotrép téridoben a tér gorbiilete allandé.

Jelslie @R, *

metrikaval végezhetjiik az indexek fel- és lehizdsat. Tekintsitk tehdt az @R, = GV R, The'e(t)
multilinedris leképezést, ami tekinthetd gy, mint az az L : T4(0,2) — T4(0,2) leképezés, amely
az antiszimmetrikus (0, 2)-tenzorok (2-formék) 74(0,2) linedris vektorterét képezi le 6nmagdra.

a tér gorbiileti tenzorat, azaz a X; hiperfelillet Riemann-tenzorat. Az indukalt

(Emlékezziink 14, (3)Rade definici6 szerint antiszimmetrikus az (ab) és a (cd) indexekben.) Az L
leképezés szimmetrikus, mert CIRpped = (3)Rcdab; az L leképezés tehdt onadjungdlt a Ta(0,2)
téren értelmezett, hqp(t) dltal generdlt természetes skaldrszorzatra nézve. Ekkor létezik az L
sajatvektoraibdl 4ll6 ortonormalt bazis a 2-formék terében. Ha az ezekhez a sajatvektorokhoz
tartozé sajatértékek kiilonbozék lennének, akkor ki lehetne tiintetni a p pontban a 2-formak va-
lamelyikét, és ezen keresztiil egy vektort W,-ben. Nevezetesen ki lehetne tiintetni a kitiintetett
(0, 2)-tenzor axidlvektor-invaridnsat. Az viszont ellentmondana az izotrépia kovetelményének. Az
L leképezés sajatértékeinek tehat azonosaknak kell lennitik, azaz az L leképezésnek az I azonossagi
leképezés szamszorosanak kell lennie: L = K1, ahol K t¢-t6l fiiggetlen valds szam. Ez azt jelenti,

hogy

OR," = K858, (6.1.1.)
vagyis a 2; hiperfeliilet Riemann-gorbiilete

@ Rupea = Kheahpa- (6.1.2.)

A ¥, hiperfeliiletek homogenitdsa miatt K-nak &dllandénak kell lennie a hiperfeliileten. A 3-
dimenzids térnek, azaz a 3, hiperfeliilleteknek a Gauss-gorbiilete tehat K =all.

Allitas: Eisenhart®® tétele. Bédrmely két sllandé gorbiilettt tér lokdlisan
izomorf, ha azonos a dimenzidjuk, azonos a metrikajuk szignaturaja és azonos a K
skalargorbiletiik.

Az allandé K gorbiiletii terek Osszes lehetséges fajtaja konnyen felsorolhato:
1. A K > 0 &llandé pozitiv gorbiilet{i terek izometrikusak a lapos, euklideszi R*
térbe agyazott R-sugari, a Descartes-koordinatarendszerben
?+yP+ 22+ w? = R (6.1.3.)

egyenlettel adott 3-dimenzids gombfeliiletekkel, amelyeken gémbi polarkoordi-
natakban az indukalt h,, metrika

di* = dy? + sin? ¢(df?* + sin” Odp?) (6.1.4.)

46T, uther Pfahler Eisenhart, amerikai matematikus, 1876-1965
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alak.

2. A K = 0 gorbiiletii terek izomorfak a 3-dimenziés lapos Euklidesz-i térrel,
amelyben Descartes-koordinatakban a metrika

di* = da* + dy* + d2*. (6.1.5.)

3. A K < 0 alland6 negativ gorbiileti terek izomorfak a lapos, 4-dimenzids
Lorentz-szignaturaji térbe (a Minkowski-térbe) dgyazott 3-dimenzids hiper-
boloidokkal, amelyeken az indukalt metrika hiperbolikus koordinatakban

d* = dip? + sinh? ¢ (d6? + sin® 6dp?) (6.1.6.)
alaku.

Az altalanos relativitaselmélet felveti annak a lehetoségét, hogy homogén és
izotrop Vilagegyetemben a tér barmelyik fenti lehetOséget megvaldsithatja azzal el-
lentétben, hogy a newtoni fizika szerint is és a specialis relativitaselmélet szerint is
a tér lapos, azaz nem gorbiilt, euklideszi geometridgju (K = 0). Az altaldmos relati-
vitaselmélet szerint a tér lehet allandé pozitiv gorbiiletti, K > 0. Ebben az esetben
a tér térfogata véges, azaz a Vilagegyetem zart noha nincsenek hatarai. Abban
az esetben, ha a tér alland6 negativ gorbiiletli, K < 0, akkor a tér végtelen, azaz a
Vilagegyetem nyilt. Ezzel egyiitt felmeriil a jogos kérdés, hogy a Vilagegyetemiink
zart vagy nyilt.

6.1.3. Homogén és izotrép térido metrikaja

A téridé g, metrikdja és a térszerit X, hiperfeliiletek hg,(t) indukalt metrikdja
kozotti kapcsolat

Gab — _uaub+hab(t)7 (617)

miutdn u® ortogonalis a Y; hiperfeliiletekre. Itt hg,(t) komponenseit d¢* fenti ki-
fejezéseibdl tudjuk kiolvasni a megfelel6 koordindtarendszerekben. A téridémetrika
koordinata-komponenseinek meghatarozasahoz eloszor alkalmas koordinatarendszert
valasztunk a téridében. Ehhez a kovetkezoképpen jutunk:

1. El6szor valamely rogzitett t-hez tartozo ¥, hiperfeliileten valasztunk alkalmas
koordinatakat, mint pl. fentebb tettiik: a K > 0 esetben gémbi poléarkoordina-
tdkat, a ' = 0 esetben Descartes-koordinatakat vagy gombi polarkoordinata-
kat és a K < 0 esetben hiperbolikus koordinatakat.

2. Ezutan azonos térkoordinatakkal indexeljiik az egyes izotrop megfigyelok vilag-
vonalain elhelyezke6 kiillonboz6 pontokat.
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3. Az Onkényesen bevezetett t idéparamétert, ami az egyes X; hiperfeliileteket
indexeli atcserélhetjiik egy tetszélegesen kivalasztott izotrop megfigyel6 orajan
mért 7 sajatidére, dt = dr/a(7). A homogenitds kovetkeztében barmely két
izotrép megfigyelé azonos sajatido-kiilonbséget mér ugyanazon két >, és >y
térszert hiperfeliilet kozott.

A fentiek alapjan a homogén és izotrop Vildgegyetemnek megfelel6 g, metrika,
az ugynevezett Robertson*’-Walker “*-metrika:

dip? + sin? ) (df? 4 sin? 0d¢?), ha K >0, azaz k= +1
ds? = —dr’+ aQ(T){ dip? 4 % (d6? + sin? 0dp?), ha K =0, azaz k=0
dip? 4 sinh? ¢)(d6? + sin® #d¢?), ha K <0, azaz k= —1
(6.1.8.)

ahol a K = 0 esetben most gombi polarkoordinatakat hasznaltunk. A 0, +1 diszkrét
értékeket felveve k paramétert az egyes térgeometriak megkiilonboztetése érdekében
vezettilk be. A homogenitas és az izotrépia megkovetelése tehat azt jelenti, hogy
a téridé6 metrikaja Robertson-Walker-metrika. Azt reméljiik, hogy az Einstein-
egyenletek alapjdn tudjuk eldénteni, mi az ismeretlen a(7) fiiggvény és milyen tipusi
a tér geometriaja.

6.2. A Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-térido
(FLRW-térido)

6.2.1. A Friedmann-egyenletek

A homogén és izotrép Vilagegyetem dinamikéjat az Einstein-egyenletek megoldasa-
val kaphatjuk meg, ha az egyenletekbe egyrészt behelyettesitjiik a Robertson-Walker-
metrikat, masrészt valamilyen fizikai modell alapjan behelyettesitjiik az anyag ener-
giaimpulzus-tenzoranak explicit alakjat. A Vilagegyetemet kitolt6 anyagrol némileg
leegyszertisitve azt mondhatjuk, hogy egymassal nagyon gyengén kolcsonhatd ga-
laxisokbdl all, amelyek ezért jo kozelitéssel szabadon esnek a Vilagegyetemben;
jo kozelitéssel 0k az egylttmozgd megfigyelok, akik a Vilagegyetemet izotrépnak
latjak. (A newtoni felfogdsban azt mondandnk, hogy a galaxisok kozott gravitacios
kolesonhatds van. Az altalanos relativitaselmélet felfogasa szerint a galaxisok gra-
vitacios hatasuknal fogva meghatarozzék a téridé geometriai szerkezetét, és ezaltal
azokat a geodetikusokat is, amelyek mentén ¢k maguk szabadon esnek.) Az ilyen
anyagot pornak (dust) nevezziik, amelynek az energiaimpulzus-tenzora

Tw = pugup, (6.2.9.)

4"Howard Percy Bob Robertson, amerikai matematikus és fizikus, 1903-1961
48 Arthur Geoffrey Walker, angol matematikus, 1909-2001
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ahol p az anyag energiasiirlisége a sajat nyugalmi rendszerében, u® pedig az egyes
porszemcsék, azaz egyiittmozgd galaxisok sebességvektora, a korabbi megfontoldsa-
ink szerinti izotrop, egyiittmozgd megfigyelok sebessége. A fenti energiaimpulzus-
tenzor speciélis esete az idedlis (nem surl6dé) folyadék

T = pugp + P(gap + uatip) (6.2.10.)

energiaimpulzus-tenzoranak, amelyben szerepel a folyadék P nyomaésa is. A por
tehat olyan ideélis folyadék, amelynek a nyomdsa zérus, P = 0. A (6.2.10.) energia-
impulzus-tenzor egytttal a sugarzas (pl. az elektromagneses sugarzas és a neutriné-
sugarzdas) lefrdsara is alkalmas. A sugdrzasban a P nyomds és az energiastiriiség
kapcsolata P = p/3. A mai Vildgegyetemiinkben a kozmikus hattérsugarzas elha-
nyagolhat6 hanyadat képviseli a teljes energiastirtiségnek. A Vilagegyetemnek azon-
ban volt olyan korai szakasza, amikor a sugarzas hozzdjarulasa volt meghatérozé
a teljes energiastiriiségben. A Vildgegyetem fejlodésének korai idészaka sugarzas
uralta korszak (radiation dominated epoch) volt, jelenleg a Vildgegyetem az anyag
uralta korszakdban (matter dominated epoch) van. A (6.2.10.) kifejezés egyuttal
a homogén és izotrép kozeg energiaimpulzus-tenzoranak legaltaldnosabb kifejezése.

Az elmondottak alapjan a
Gab = 871'Tab (6.2.11.)

Einstein-egyenletekbe tehat a (6.1.8.) metrikat és az idedlis folyadék (6.2.10.) energia-
impulzus-tenzorat fogjuk behelyettesiteni.

Figyelembe véve, hogy az (6.2.11.) egyenlet mindkét oldaldn szimmetrikus
masodrendi tenzor all, ez 10 darab egyenletet jelentene. Miel6tt tovabblépiink,
vizsgaljuk meg, hogy az izotropianak milyen kovetkezményei vannak arra nézve,
hogy hény fiiggetlen egyenletiink van. Mivel a >; hiperfeliiletek mindentitt orto-
gonalisak az izotrép megfigyelok idészerti geodetikusaira, ezért az energiaimpulzus-
tenzor és az Einstein-tenzor (idé-tér)-komponensei eltiinnek, T ,us® = 0, Gus® =
0. Az izotrépia részben azt jelenti, hogy a —T,u’ energiadram-siirtiségnek nem le-
het zérustél kiilonbozé térszerti komponense. Ezért Gou? idSszerti vektor, de akkor
Gapu'u’ = G, az Einstein-tenzor (id6-id6)-komponense. A térbeli izotrépia tovabbi
kovetkezménye, hogy T, (tér-tér)-komponensei 3 x 3-as diagondalis matrixot alkot-
nak, amelyben a T, = T,;,5%s” diagonalis elemek azonosak, a nem diagonélis elemek
pedig zérusok. Ennek kovetkezménye, hogy ugyanez mondhaté el az Einstein-tenzor
(tér-tér)-komponenseirdl, G, = Gqs?s® diagondlis elemekkel. Végiil tehdt 2 darab
fiiggetlen egyenletet kapunk az Einstein-tenzor 2 fliggetlen komponensére, G,,-ra és
G-ra

G.. = Guuu® =8rT,, = 8mp,
G o Gaps®s’ = 87T, = 87P. (6.2.12.)
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Latjuk tehat, hogy a tér homogenitasanak és izotropiajanak koszonhetéen csak 2
fliggetlen Einstein-egyenletiink van.

A kovetkez6 1épés, hogy meghatarozzuk az Einstein-tenzor fiiggetlen kompo-
nenseit felhasznalva a Robertson-Walker-metrikat, majd azokat behelyettesitjiik a
2 fiiggetlen Einstein-egyenletbe. Ekkor az alabbi egyenleteket kapjuk

3a? 3k
3a

ahol a(7) a Robertson-Walker-metrika skdlaparamétere, k = +1,0, —1 rendre pedig
a zart gombi, a lapos euklideszi és a nyilt hiperbolikus térgeometrianak megfelelo
paraméter. Ezek a Vildgegyetem Friedmann?-modelljének egyenletei.

Megjegyzés: A (6.2.13.) és (6.2.14.) egyenleteket G = ¢ = 1 egységrendszerben
irtuk fel. Tetszoleges egységrendszerben érvényes alakjuk:

3a2 3kc?
3a 3P
- _MGQH_7>, (6.2.16.)
a c
az FLWR-téridében a skalargorbiilet pedig
R = i(da + a* + ke?). (6.2.17.)

c2a?

Az egyszerliség kedvéért a k = 0 esetben vazoljuk a Friedmann-egyenletek levezetését. A
Christoffel-szimbélumok el nem tiné komponensei Descartes-koordinatakban:

I,=17,=T1",, =aaq,
x x . _ _ z —_ z — C.L
I, =T, =T, =TV, =I° =T"_=-, (6.2.18.)

ahol @ = da(r)/dr. Ezeket felhasznilva a Ricci-tenzor fiiggetlen komponensei:

3a a  2a?

Ry =——, Ru=0a"Rpp=—+—. (6.2.19.)
a a a
A térid¢ skalargorbiilete:
i a?
R = —Rir+3Rw= 6<— + —2> (6.2.20.)
a  a
Végiil pedig az Einstein-tenzor el nem tiiné komponensei:
1 342 1 20 a®
Grr=R;s+-R=—, Guw=Riu—-—-R=————. 6.2.21.
+ 2 a? 2 a a? ( )

49 Alexander Alexadrovich Friedmann, orosz (szovjet) fizikus és matematikus, 1888-1925
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Az Einstein-egyenletek ezért

A
20 a2
-=—-— = 8P (6.2.22.)
a a

alakot Sltenek. Az elsd egyenletbdl kifejezhetjiik Z—z—t és behelyettesithetjiik a masodik egyenletbe,
amely akkor

%“ —  _in(p+3P) (6.2.23.)

alakot olt.

A tovébbiakban érdemes lesz megoldani a Friedmann-egyenleteket két spe-
cidlis esetben, amikor a Vildgegyetemet (a) anyag, pontosabban P = 0 nyomasu
por uralja, és amikor (b) P = p/3 nyomdsu sugdrzds uralja. Lemaitre®® Fried-
manntol fiiggetleniil a Friedmann-megoldassal 1ényegében egyezo megoldédst kapott
a homogén és izotrop Vilagegyetem fejlodésére. Miel6tt azonban a Friedmann-féle
megoldas részletes targyaldsara ratériink, tehetiink néhany kvalitativ észrevételt a
Friedmann-egyenletekkel kapcsolatban.

6.2.2. A Hubble-torvény és a sztatikus Vilagegyetem kérdése. A koz-
mologiai allandé

Ha a Vildgegyetemet szokasos viselkedésli anyag vagy sugarzas vagy ezek keveréke
uralja, akkor p > 0 és P > 0, és ekkor a Vildgegyetem nem lehet sztatikus.

Az emlitett esetben a (6.2.14.) egyenletbdl 1atjuk, hogy d@ < 0, és akkor & szigoriian monoton
csokkend. Ez ugy lehetséges, hogy vagy a < 0 és a Vilagegyetem 0sszehtiz6do, vagy a > 0 és a
Vilagegyetem taguld, vagy az is el6fordulhat, hogy a taguld Vilagegyetem egy adott idépillanatban,
amikor @ = 0, tagulébdl 6sszehtizodova valik.

A homogén és izotrop Vilagegyetem tagulasa vagy Oszehtzddésa a Hubb-
le’'-térvénnyel jellemezhets: Ha R két tetszbleges izotrép megfigyeld (galaxis)
tavolsdga a 3, homogenitési felilleten (a térben), akkor a megfigyelok (tdvolodasat
vagy kozeledését jellemzo) relativ sebesség

_ IR By = B R, (6.2.24.)

V= T a(7)

ahol H (1) az ugynevezett Hubble-paraméter. Nyilvanvald, hogy a Hubble-para-
méter csak a térszerli 2, hiperfeliiletek mentén allandé, viszont véltozik, ahogy telik
a T sajatido az izotrép megfigyel6k érajan. A Hubble-torvény fontos sajatsaga, hogy
a tér barmely két, egymadstol adott R tavolsagra levé pontja azonos titemben, az R

50Georges Henri Joseph Eduard Lemaitre, belga pap, csillagdsz és fizikus, 1894-1966
5IEdwin Powell Hubble, amerikai csillagész, 18891953
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tavolsaggal ardanyosan valtozik. A tagulasnak vagy az Osszehiizédasnak nin-
csen tehat centruma. Ez természetes kovetkezménye annak, hogy a Vilagegyetem
homogén, hiszen egy tagulasi centrum léte kitiintetett pont létezését jelentené a
Vildgegyetemben. A tavoli egyiittmozgd megfigyel6k relativ sebessége lehet v > ¢,
azaz meghaladhatja a vakuumbeli fénysebességet. Ez azonban nem mond ellent an-
nak az alapfeltevésiinknek, hogy sem részecske, sem sugarzas, azaz az energianak
semmilyen forméaja nem terjedhet gyorsabban a vakuumbeli fénysebességnél. A
galaxisok v relativ sebessége két kiillonb6z6 objektumra vonatkozé lokdlis mérés
eredménye, nem valaminek a sebessége, hanem egy ,latszélagos” sebesség.
Induljunk ki abbdl, hogy a ¥, hiperfeliileten levé 2 pont R(7) tdvolsdgédnak négyzete és az
egyiittmozgé x* koordinatdik Az# kiilonbsége altal meghatarozott A¢? egyiittmozgd tavolsignégy-

zet kozti kapesolat R%(7) = a?(7)A¢?, ahol két egyiittmozgéd galaxis Al tavolsdga fiiggetlen a 7
sajatidotol. A fenti Osszefliggést differencidlis alakba irhatjuk:

2

R
2RAR = 2a(7)daAl* = 2a(r)da—;, (6.2.25.)
a
ahonnan
dR da R R.

adodik, amit be akartunk latni.

A Hubble-térvényre és a Vildgegyetem tagulasdnak lehetOségére el6szor La-
maitre mutatott rd. Ezt az elméleti feltételezést, ami ugyancsak 6sszhangban van
a Friedmann-egyenletek megoldasaval Hubble 2 évvel késébbi felfedezése, majd az
azota napjainkig folytatott egyre pontosodd megfigyelések igazoljék.

Megjegyzés: A Hubble-torvény felfedezésének jelentésége oridsi szemléleti
valtozast hozott vilagképiinkben: fel kellett adni a sztatikus Vilagegyetem
képét. Eredetileg Einstein azt remélte, hogy az altalanos relativitaselmélet szta-
tikus Vildgegyetem képét fogja szolgaltatni. Mivel a Friedmann-megoldas nem
ilyen volt, feltette a kérdést, hogy hogyan kellene ahhoz moédositani az Einstein-
egyenleteket, hogy legyen sztatikus homogén és izotrop megoldasuk. Ebbol a célbol
modositotta az Einstein-egyenleteket,

Gap+ Mgy = 87T, (6.2.27.)

azaltal, hogy feltételezte egy tovabbi alapveto természeti allandé 1étét, a A koz-
mologiai allandéét.

Allitas: Lovelock® bebizonyitotta, hogy a Gy, Einstein-tenzor és a g, metrika
linedris kombindciéja a legaltaldnosabb szimmetrikus, (kovaridns) divergenciamentes
masodrendi tenzor, amely a metrikabol és annak elsé és masodik derivaltjaibol
képezhets. A (6.2.27.) egyenlet tehdt az Einstein-egyenletek legaltalanosabb olyan
modositasa, ami megorzi az eredeti egyenletek fobb tulajdonsagait.

52David Lovelock, angol fizikus és matematikus, 1938-
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Megjegyzés: Az Einstein-egyenletek (6.2.27.) modositdsdval elérhetd, hogy
létezzen sztatikus homogén és izotrop megoldas. A kozmolodgiai dllando bevezetésé-
nek azonban nyilvanvaléan ara van, pl. modosul a lassi mozgas és gyenge gravitacié
hataresetében Newton gravitacios torvénye. Abban lehet reménykedni, hogy ha
A értéke kicsi, akkor ezt az eltérést nem lehet megfigyelni. Az elgondolds masik
gyengéje, hogy A értékét finoman kell hangolni ahhoz, hogy létezzen a modositott

32 3k

= Sm- A, (6.2.28.)
30y +3P) £ A, (6.2.29.)
a

Friedmann-egyenleteknek sztatikus megoldasa. Megmutattak, hogy ez a sztatikus
megoldas rdadasul még instabil is.

Megjegyzés: Az elméleti ellenérveknél azonban sokkal silyosabban esett lat-
ba a Hubble-torvény felfedezése. Egyértelmiisitette, hogy a Vilagegyetem
nem sztatikus. A Hubble-torvényt az utobbi kb. egy évszdzad alatt végzett
nagyszamu megfigyelés igazolja. Kellden aldtamasztott tehat, hogy feladjuk azt
az elképzelést, hogy a Vilagegyetemiink sztatikus. A megfigyelések azt igazoljak,
hogy a Vilagegyetemiink tagul, és a Hubble-allandé jelenlegi értéke kb. H =
70(km/s)/Mpc. A kozmoldgiai dllandé bevezetésének eredeti indoka tehdt megsziint.

A modern kozmolégidban tjra felmeriil a kozmolégiai dllandé bevezetése. A ta-
pasztalatok szerint a Vilagegyetem gyorsulva tagul. Ilyen eredményre a Friedmann-
egyenletek alapjan akkor juthatunk, ha P = —p éllapotegyenletli, azaz negativ
nyomasu ,,valami” létezését képzeljiik el, ami homogénan kitolti a Vildgegyetemet,
avagy azt engedjiik meg, hogy bar nincsen jelen sem sugarzas, sem anyag, de a
vakuumot A # 0 kozmoldgiai allando jellemzi.

Csakugyan, a (6.2.28.) és (6.2.29.) egyenletek alapjdn felfigyelhetiink arra, hogy a tagulas
szempontjabol a P = —p allapotegyenletii, hipotetikus idealis folyadék ugyanolyan
szerepet jatszik (A = 0 esetén), mint anyag és sugdrzas hidnydban (p = 0 mellett) a
A # 0 kozmoldgiai dllandé. Vegyiik az egyszerliség kedvéért a lapos tér (k = 0) esetét, és
tegylik fel, hogy A # 0 és p = 0. Ebben az esetben a (6.2.28.) és a (6.2.29.) egyenletek jobb oldalai
megegyeznek, igyhogy

P =ai = -=-, (6.2.30.)
a a

ahonnan megolddsként a H = C =&ll. Hubble-paraméterrel jellemzett a(1) = €7 sszefiiggés

szerinti exponencidlis tagulas adédik, amelynek sordan a kozmoldgiai alland6tol szarmazoé energi-
asfiriséget gy azonosithatjuk, mint a py = A/87 = 3H?/87 &llandét. A gyorsulva taguldshoz az
sziikséges, hogy A > 0 legyen, s ekkor H = /A/3.

A kozmoldgiai dllandé szerepe tehat hasonld, mint a p = — P allapotegyenletii,
pozitiv energiasiirliségii és negativ nyomasu vakuumé, mindketto gravitacids taszi-
tasnak felel meg a mai Vilagegyetem méretskalajan. A kozmoldgiai allandé, ill.
a vakuum kicsiny pozitiv (homogén) energiasiiriisége magyardzata lehet a s6tét
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energidnak, ami a Vildgegyetem teljes energiasiiriiségének jelenleg kb. 70 %-at
teszi ki, azaz annak dontd tobbségét! A kozmoldgiai allandé értékének felsé korlatja
ARX107%2 m~2,

Megjegyzés: A (6.2.13.)-(6.2.14.) Friedmann-egyenletek megolddsa a > 0
esetén taguld. Mivel kozonséges anyag és sugarzas esetén p+3P > 0, ugyhogy a < 0,
ezért a tagulas sebessége annal nagyobb, minél korabbra megyiink vissza az idoben.
Ezzel kapcsolatban elmondhatjuk, hogy a Friedmann-modell, csak kozonséges anyag
és sugarzas jelenlétét feltételezve a Vilagegyetemben, lassulva taguld Vildgegyetemet
eredményez; nem tudja megmagyarazni a gyorsulva tagulé Vilagegyetemre vonat-
koz6 megfigyeléseket. Ehhez vagy a A # 0 kozmoldgiai allandé 1étezésére, vagy
P = —p allapotegyenletli ,,valami” jelenlétére van sziikség, barmi is legyen annak
fizikai magyarazata.

Megjegyzés: Nem zérus kozmoldgiai dllandé esetén a (6.2.28.) és a (6.2.29.) Fried-
mann-egyenletek tetszéleges egységrendszerben érvényes alakja:

-2 k 2
3@12 — 8nGp— 3(1—26 1+ A, (6.2.31.)
3 3P

az FLRW-téridében a skalargorbiilet pedig tovabbra is (6.2.17.).

6.2.3. A Nagy Bumm

Ha elhanyagoljuk a homogén és izotrép Vilagegyetem a(7) skalaparaméterének gyorsuldsét,
azaz a =all. kozelitéssel éliink, akkor a Hubble-allando jelenlegi értékébél arra kell kovet-
keztetniink, hogy

a 1
T = il (6.2.33.)
id6vel ezel6tt kezdddott a Vilagegyetem tagulasa, amikor a = 0 kellett legyen. Ez a
Vilagegyetem kezdete kb. T = 13,799 &£ 0,021 millidrd évvel ezel6tt olyan allapot volt,
amelyben barmely két pont tavolsdga zérus volt, az anyag energiasiiriisége és a Vildgegye-
tem gorbiilete pedig végtelen volt. Ezt a kezdeti dllapotot nevezziikk Nagy Bummnak
(Big Bang).

A Nagy Bumm pillanataban a Vildgegyetem és az anyag egyetlen pontba volt 6ssze-
huzédva. Nincsen értelme arrdl beszélni, hogy milyen volt a Vilagegyetem allapota a
Nagy Bumm el6tt, ezen szinguldris allapot el6tt. Ezt megel6z6en nem volt téridé sem,
dgyhogy a kezdet nem egy adott térben egy pontba Osszehtzdédott anyagot jelent, amely
a robbanaskor az adott pontbdl minden irdnyban szétrepiil. Ez inkdbb egy valddi szin-
gularis kezdet, amelyben egyszerre sziiletik meg a Vilagegyetem és vele egyiitt a térido.
Leginkabb egy analdgidval tehetjiik szemléletessé a kezdetet, ill. annak a id6beli meg-
forditasat: vegyiink egy léggéombot, fessiink a gumihartya felszinére egyenletes stirtiséggel
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pontokat, majd kezdjiik el kiereszteni a gazt a léggémbbdl; ekkor a léggémb felszinének
2-dimenziés vilagaban ,,é16” megfigyel6 azt veszi észre, hogy minden pont végil egy pont-
ba keriil és a pontok feliileti stirtisége végtelenhez tart; ez a Vildgegyetem kezdeti szin-
gularitdsdnak valamiféle analogonja. A Friedmann-modellben a Nagy Bumm a taguld
homogén és izotrép Viladgegyetem fejlédésének kezdeteként adédik a megoldasbol. Volt
szamos elméleti prébélkozéas az dltaldnos relativitdselmélet keretében annak tisztazdsara,
hogy a kezdeti szingularitas csak a homogenitis és az izotrépia kovetelményének kovet-
kezménye, avagy akkor is meg kellett legyen a Vildgegyetem torténetében, ha a homoge-
nitds és az izotrépia nem teljesiilt. Késébb a kezdeti szingularitds kérdésével részletesen
fogunk foglalkozni. Most csak elérebocsatjuk, hogy a téridére és az anyagra vonatkozo
meglehetsen altalanos feltételek mellett a kozmoldgiai modellekben megjelenik a kezdeti
szingularitds. Erre vonatkoznak Penrosenak®® és Hawkingnak®® a tételei. Az dltaldnos re-
lativitaselmélet nagyon altaldnos feltevések mellett azt mondja tehat, hogy a Viligegyetem
fejlédése szingularitassal kezdodott. Természetesen a fizikusokban jogosan fogalmazddik
meg a kétség, hogy kielégitt-e az altaldnos relativitdselmélet, mint olyan elmélet, amelyik
a Vildgegyetem fejlédését szinguldris kezdettel inditja.

Altaldban a fizikdban bebizonyosodott, hogy a Természet nem ,kedveli” a szin-
gularitdsokat: ha azok megjelennek egy elméletben, akkor tobbnyire azt jelzik, hogy
nem megfeleld a jelenség leirdasara tett probalkozasunk. Ma az a sejtésiink, hogy az
altalanos relativitaselmélet a Vilagegyetem torténetében gondolatban visszafelé haladva
valamikor érvényét veszti. Nagyjabdl akkor kovetkezhet ez be, amikor addig jutunk
a Vildgegyetem torténetének visszafejtésében, hogy annak mérete az {p = /hG/c3 =~
1,62 - 1073 m Planck-hossz nagysagrendjébe esik. A Planck-hossz egy olyan jellegze-
tes tavolsag, amit a kvantumfizikdban szerepld h ~ 6,63 - 10734 m?kg/s Planck-allandébél
(h = h/2m), a G Newton-féle gravitdciés allandébdl és a ¢ vakuumbeli fénysebességbél lehet
dimenziondlis megfontolassal képezni. Azt gondoljuk, hogy a Planck-hosszal 6sszemérhetd
vagy annal kisebb méretskdldkon a gravitacié és a kvantumfizika egyforméan fontosak,
valészintileg maga a gravitacié is kvantumos természetli. Ha {gy van, akkor a Nagy Bumm
a Vildgegyetemnek a gravitdcié klasszikus fizikai elméletébdl extrapolalt kezdete csupéan.
A Vildgegyetem torténete azonban az extrapolalt kezdetet kovetd tp idGtartami Planck-
korszakban nem érthetd meg az altalanos relativitdselmélet keretében. Jelenleg a kvantum-
gravitacionak nem létezik kiforrott és fizikai-csillagaszati megfigyelésekkel igazolt elmélete.
Egy ilyen elmélet, ha egyszer rendelkezésre fog allni, mas megvildgitasba fogja helyezni
a Vilagegyetem fejlédésének a ¢, id6 elétti szakaszat; vélhetéen a kezdeti szingularitds
problémajat is megoldja majd.

6.2.4. A Vilagegyetem energiastiiriiségének valtozasa

A Friedmann-egyenletek alapjdn az energiastiriiség jellegzetes médon véltozik a por és a
sugarzas altal uralt Vilagegyetemben. Por uralta Vildgegyetemben

pad = A&l (6.2.34.)

53Gir Roger Penrose, angol matematikus és fizikus, 1931-
54Stephen William Hawking, angol fizikus, 1942-
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10. abra. Az energiastiriség egyes Osszetevoinek alakuldsa a Vildgegyetem tagulasa
SOran: a SUZArzas prqq energiasiiriisége (pontozott vonal), a por pg.s energiasiiriisége
(folytonos vonal) és a sotét energia pg. stirlisége (szaggatott vonal); 7., és 7o rendre
a (sugarzds - por) és a (por - sOtét energia) stlirliségei egyezésének pillanatai.

sugarzas uralta Vildgegyetemben pedig
pat = &l (6.2.35.)

Osszefiiggés szerint valtozik a Vildgegyetem skalaparaméterével az energiastiriiség. A
(6.2.34.) osszefiiggés értelmében az egységnyi térfogatra esé porszemcesék (galaxisok) szdma
a3-nel forditott ardnyban csokken. A (6.2.35.) osszefiiggést pedig az magyardzza, hogy a
tagulds sordn nemcsak az egységnyi térfogatra esé fotonok szdma csékken (szintén a®-nel
forditott aranyban), hanem a fotonok energidja is csokken a-val forditott aranyban, mert
a fotonok voroseltolodast szenvednek a tagulds soran.

A por és a sugdrzds energiastiriiségének a Vildgegyetem tdguldsa miatti valtozdsa
a kovetkezoket jelenti. ElGszor is a kezdeti a — 0 korszakban a sugarzds dominalja a
Vilagegyetemet. Masodszor, mivel kezdetben a sugarzas uralja a Vildgegyetemet, ezért
elkévetkezik a Nagy Bummot (7 = 0) kévetéen egy 7., pillanat, amikor megegyezik
a por és a sugarzas energiastriisége, hiszen a sugdrzas energiasiiriisége a tagulds soran
gyorsabban csokken, mint a poré. A sugarzds és a porszerii anyag energiastiriiségének
egyenlésége kb. 7., ~ 10° évvel a Nagy Bumm utén kvetkezett be Vildgegyetemiinkben.
A kés6bbiekben, azaz T > 7., esetén mdr a por uralja a Vildgegyetemet egészen addig,
amig — allando6 tagulas esetén — elkovetkezik majd egy pillanat, amikor a tagulds miatt a
por energiastiriisége kisebbé valik, mint a s6tét energia stlirtisége. Ekkor az utébbi veszi at
az uralmat a kiliresedett Vilagegyetemben.

Szorozzuk meg a (6.2.13.) egyenletet a’-tel, majd derivdljuk mindkét oldaldt az izotrép
megfigyel6k T sajatideje szerint. Az igy kapott egyenletbe helyettesitsiikk be d-nak a (6.2.14.)
egyenletbdl kifejezett alakjat. Ekkor azonos dtalakitdsok utédn a

p+3%(p+P) = 0 (6.2.36.)

egyenletet kapjuk.

Por uralta Vildgegyetemben a nyomas zérus, P = 0, tigyhogy

p=—3Hp= —3%;) (6.2.37.)
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adédik, ahonnan
P
- = —-3- 6.2.38.
p ( )

azaz pa® =4l
Sugérzas uralta Vildgegyetemben a nyomas P = p/3, ugyhogy

LA— (6.2.39.)
P a

ahonnan pa* =4ll. adédik.

Ezt a fejezetet azzal zarhatjuk, hogy ha a tdgulds tovabb folyik (mint a & = 0
és k = —1 esetekben), akkor el kell jonnie annak a Nagy Bummot kovetd 7 pilla-
natnak, amikor az anyag (a por) energiasiiriisége a sotét energia stiriisége ald esik.
Ettol kezdve a sotét energia és a vele jard gravitacids taszitds uralja a kiiirese-
dett (lényegében elhanyagolhaté anyagstirtiséget és sugarzasi energiastirtiséget tar-
talmazo) Vildgegyetemet.

6.2.5. A tagul6 Vilagegyetem jovdje

A Friedmann-egyenletek alapjan elorejelezhetjiik a Vilagegyetem jovojét, ha az je-
lenleg tagul. Tegyiik fel, hogy az anyag P > 0 nyomadsi. Ekkor kiillonbozo k térgeo-
metridk esetén a Vilagegyetem az alabbi viselkedést mutatja a jovoben.

1. A k=0 esetben (lapos térgeometria) a (6.2.13.) egyenlet 3a*> = 8mpa? alakba
frhaté a4t. A 7 — oo hatéresetben p legaldbb olyan gyorsan csokken, mint 1/a?,
azaz pa* ~ 1/a — 0 az egyenlet jobb oldalan. Ez azt jelenti, hogy a — 0, ha
T — o0. llyenkor a Vildgegyetem orokké tagul, de a tdgulas sebessége zérushoz
tart.

2. A k = —1 esetben (hiperbolikus térgeometria) a (6.2.13.) egyenlet 3a* =
8mpa’ + 3 alakba frhaté. Mivel 7 — oo esetén a jobb oldal els6 tagja zérushoz
tart, a tavoli jovoben a — +1 adodik. A Vildgegyetem ekkor is 6rokké tagulni
fog, a tagulas sebessége allandéva valik.

3. A k = +1 esetben (gombi térgeometria) a (6.2.13.) egyenlet 3a? = 8wpa’® —
3 alakba irhaté at. Ahogy 7 no, az elsé tag csokken, és ezért létezik a
skalaparaméternek olyan kritikus a. = 1/3/(8mp) értéke, amikor a tdgulds
sebessége zérussa valik. Mivel az egyenlet jobb oldaldnak pozitivnak kell len-
nie, ezért teljesiilnie kell az a(7) < a. egyenl6tlenségnek. A Vildgegyetem
skalaparamétere tehat nem nohet korlatlanul. Amikor a Nagy Bumm utdni
tagulds soran eléri az a. kritikus értéket, ami az a paraméter maximalis értéke,
akkor a(7) elkezd csokkenni. A Nagy Bumm utén véges idével a skdlaparaméter
ismét zérussa valik, a = 0 lesz. A zart gombi Vildgegyetem torténete szingu-
laritdssal ér véget, ez a ,,Nagy Zutty” (Big Crunch).
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a[) k=-1
k=0
k= +1
0 |
0> 1, % T
NB NZ

11. dbra. A Friedmann-egyenlet megoldasainak kvalitativ szemléltetése nyilt hiper-
bolikus (kK = —1), nyilt euklideszi (k = 0) és zart gombi (k = +1) térgeometria
esetén; NB a Nagy Bumm, NZ a Nagy Zutty jelolésére szolgdl. A jeleniinket 7
illusztralja az id6-tengelyen.

Mindezeket a kvalitativ jegyeket kozvetleniil ki lehet olvasni a numerikus ered-
ményekbol, ha megoldjuk a Friedmann-egyenleteket. Akar por, akar sugarzas uralja
Vildgegyetemet, ismerjiik az anyag P = P(p) allapotegyenletét, ami rendre P = 0 és
P = p/3. Felhasznaljuk tovabba, hogy a por és a sugarzas uralta Vildgegyetemben
rendre 8mpa’/3 = C =4ll. és 8wpa/3 = C" =4ll. Ekkor a (6.2.13.) egyenlet rendre

C
@>——+k = 0, ha P=0, (6.2.40.)

a

/

a? — < +k =0, ha P= p/3 (6.2.41.)

alakot 6lt. A (6.2.14.) egyenlet mar nem fiiggetlen, miutén felhasznéltuk a p = p(a)
fiiggést. Rendre a fenti kozonséges elsorendii differencidlegyenleteket kell megoldani
a(0) = 0 kezdofeltétellel.

Megjegyzés: A csillagaszati megfigyeléseinkbdl arra kell kévetkeztetniink, hogy
Vildgegyetemiink jelenlegi energiastirtiségének kb. 70 %-at sotét energia teszi ki, amely-
nek nem ismerjiik a mibenlétét. Az anyagnak ez a komponense gyenge ésa térben homogén
gravitdcios taszitast eredményez. A sotét energia természetes jeloltje lehet a kicsiny A > 0
kozmoldgiai dllandd, aminek magyarazatat esetleg a bozonikus és fermionikus kvantum-
mezOk zérusponti energidinak osszjatéka jelenti. Egy masik elképzelés szerint a sotét ener-
gia negativ nyomdsu, P = wp (w < 0) allapotegyenletii idedlos folyadékként képzelhetd
el, ahol w értéke idében lassan valtozik, ez az igynevezett kvintesszencia. A w = —1 eset
pontosan olyan idedlos folyadéknek felel meg, ami fizikai hatdsdban megegyezik a A > 0
kozmoldgiai alland6 hatasaval, ha mas anyag nincsen jelen.

Vegyitkk a k =0, p = P =0 és A > 0 esetet. Ekkor a (6.2.29.) egyenletbdl a =
Aa/3 > 0, azaz a tagulds gyorsuld, a (6.2.28.) egyenletbdl pedig H = /A /3 =4ll. Hubble-
paraméter adédik. Ez jellemezheti a kitiresedett Vilagegyetem tagulasanak késéi szakaszat,
amikor 7> 71¢.
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Hasonlé eredményre jutunk a k = 0, P = —p (w = —1) és A = 0 esetben. Ekkor
a (6.2.13.) és a (6.2.14.) egyenletek jobb oldalai megegyeznek 8mp/3-mal, ugyhogy ismét
a (6.2.30.) egyenletet és annak a(7) = 7 megoldasét kapjuk és H = C =4ll. a Hubble-
alland6. Mésrészt a (6.2.13.) egyenletbdl p = 3H? /87 =4ll. energiasiirliség adodik. A
(6.2.14.) egyenlet értelmében & = (87p/3)a = const.ef’™ pozitiv, a tdgulds most is gyorsulé.

Az Emberiséget joggal izgatja a kérdés, hogy a Vilagegyetem, amelyben éliink,
melyik esetet valdsitja meg. Orokké fog-e létezni, avagy szinguldris véget fog-e érni.
Az 1djabb megfigyelések azt latszanak alatamasztani, hogy a Vilagegyetem lapos
térgeometriaju. Ha ez igy van, akkor a Vildgegyetem tagulasa orokké fog tartani.
Meg kell azonban jegyezni, hogy jelenleg a Vilagegyetem fejlodésének olyan sza-
kaszaban van, amikor a Nagy Bumm utani feljédésben még alig jelent kiilonbséget
az, hogy melyik térgeometria valosul meg. Ezért a megfigyelések hibahatarait is fi-
gyelembe véve nem lehet egyértelmii kijelentést tenni a Vilagegyetem jovGjére nézve.

6.2.6. A kozmoldgiai voroseltolodas

Az, hogy a Vildgegyetem a(7) skdlaparamétere hogyan fiigg az egylittmozgé megfi-
gyelok 7 sajatidejétol, meghatarozza a fény gravitacids voroseltoléddsanak mértékét
a tagulé Vilagegyetemben. Jelolje a téridé P, pontja azt az eseményt, amikor az
1-es egylittmozgd megfigyeld (sajat lokalis mérése szerint) w; frekvencidji fényjelet
bocsat ki, és a téridé P, pontja azt az eseményt, amikor ezt a fényjelet a 2-es egytitt-
mozgd megfigyel6 (sajat mérése szerint) wy frekvencidjunak észleli. Legyen P, € ¥,
és P € ¥,,, ahol » > 71. Ekkor a frekvencidk hanyadosara fennéll az

o alm) (6.2.42.)

Wy a(m)

Osszefliggés. A taguld Vildgegyetemben a(rp) > a(7), ezért wy < wy, azaz az észlelt
frekvencia kisebb, mint a kibocsatott frekvencia, azaz a fény frekvencidja a voros
felé tolodik el. Ez a gravitacids voroseltolédas jelensége.

Legyen u{ és u§ rendre a két, idészerti geodetikuson mozgéd megfigyel6 sebességvektora,
k® pedig a fényjel hullimvektora, azaz annak a null-geodetikusnak az érintévektormezeje, amely
mentén a fény az 1-es megfigyel6tdl eljut a 2-es megfigyel6hoz. Az egyes megfigyelék dltal mért
frekvencidk rendre wy = —k,u$ és we = —k,ug. Az izotrépia miatt létezik €% térszertt Killing®-
vektormez6 (az adott irdny koriili elforgatdsokat generdlé egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoport
orbitdjanak érintévektor-mezeje). A Killing-vektormez6nek és barmely geodetikus érintévektor-
mezejének skaldrszorzata dllandé a geodetikus mentén, dgyhogy (k%&,)|p, = (k%&.)|p, azon null-
geodetikus mentén, amelyen a fényjel eljut P;-bol Py-be. Tudjuk tovabba, hogy k* fényszeri vektor,
ezért 1d6irany vetiiletének nagysiga meg kell egyezzen a térirdnyu (azaz a ¥;-re vett) vetiiletének
nagysdgéval, vagyis —kouf|p, = kaf®/(€6)"2|p, 6 —kouslp, = kat®/(6%6)"/*p,. A Killing-
vektor hossza pedig a skilaparaméter névekedésével ardnyosan nd, (£°€,)'/2|p, /(€%€)Y?|p, =

55Wilhelm Karl Joseph Killing, német matematikus, 1847-1923.
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12. abra. Az O; egyiittmozgd megfigyel6 altal P; eseményként kibocsatott wy frek-
venciaju fényjel P eseményként megérkezik az Oy egylittmozgd megfigyelohoz, aki
azt wy frekvencidjunak észleli, mikozben a Vilagegyetem taguldsa miatt a fényjel
voroseltolodast szenvedett. A szaggatott vonalak a X, és 3., térszeri hiperfeliile-
teket illusztraljak.

a(11)/a(12). Mindebbdl kovetkezik, hogy

_(6°) e, _ alm) (6.2.43.)

P (E&)Y2|p aln)’

(£°6)"/>
Py kf'aga

wi keuflp k&Y

wy  ku§lp,  (£0&)1/2

amit be akartunk latni.

Megjegyzés: A graviticiés vororeltolodas a téridé gorbiileti sugardhoz (=
1/H) képest kicsiny kiterjedésii téridé-tartomdnyokban Doppler®-effektusként is
értelmezheto.

Ilyenkor elhanyagolhatjuk a térid6 gorbiiletét. Ijgy érvelhetiink, mint a klasszikus fizikdban.
A 2-es megfigyel6 sajat lokdlis inerciarendszerébél nézve azt latja, hogy a fényforras a tagulas
kévetkeztében tdvolodik, de a tdvolodds vy = HR = R/(1/H) < 1 sebessége kicsinynek tekinthetd,
ahol R a megfigyelo és a fényforras tavolsdga. A megfigyelt és az észlelt frekvencia kiilonbsége az
emittdlt frekvencia (v/c)-szerese (¢ = 1),

w1 —wy = vyw = HRuws, (6.2.44.)

ahol elhanyagoltuk a Hubble-paraméter véltozasat. Kellden kicsiny térido-tartoményban a ki-
bocsétés és az észlelés kozotti idé is kicsi, 7o — 7 < 1/H. Ekkor a = [a(12) — a(m1)]/(2 — 1) =
[a(72) — a(m1)]/R, tgyhogy

a(r) —a(n) a(m1)

1-%2 — gr @ dm)_y o)
w1 a(rs) a(7s)

(6.2.45.)

ahonnan visszakapjuk a vordseltolodasra a korabbi eredményt. Vegyiik észre, a helyes eredményt
csak akkor kapjuk meg, ha — mint azt kovetkezetesen tenntink kell — az a(7) paramétert a P,
pontban fejtjiik sorba, hiszen a 2-es megfigyel6 lokalis inerciarendszerébdl nézziik az eseményeket.
Koréabbi bizonyitasunk azonban altaldnos érvény(i, barmilyen nagy téridé-tartoményban érvényes.

56Christian Andreas Doppler, osztrak matematikus és fizikus, 1803-1853.
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Megjegyzés: Be szokés vezetni a z voroseltolédasi tényezot,

wimwe _alm) o pp (6.2.46.)
W a(m)

A Hubble-torvényt is ebben az alakjaban fedezte fel Hubble. Az 1 + z paraméter
lényegében azt méri, hogy mekkora volt a Vildgegyetem skdlaparamétere a mosta-
nihoz képest, amikor a most észlelt sugarzast egy tavoli objektum kibocsatotta.

6.2.7. A horizontok

Alapveté kérdés, hogy a Vilagegyetem mekkora részérol kaphat egy megfigyel6 in-
formaciot, és az is, hogy a megfigyel6 fizikai torténései a Vilagegyetem mekkora
tartomanyanak torténéseire lehetnek kihatassal. Egy masik fontos kérdés, hogy
a gorbult Vildgegyetem mekkora tartomanya tekintheté jé kozelitéssel laposnak.
Ezekkel a kérdésekkel kapcsolatosak a kiilonboz6 horizont-fogalmak.

e A részecske-horizont

Tegyiik fel azt a kérdés, hogy egy tetszélegesen kivalasztott O izotrop megfi-
gyel6 elvileg mennyire tudja megfigyelni a Vildgegyetemet. A Vilagegyetemrol
tetszoleges O izotrop megfigyel torténetének P € M eseménye pillanataban
rendelkezhet valamilyen mérési tapasztalattal. A maximalis mérési tapaszta-
lata azokbdl a, legfeljebb vakuumbeli fénysebességgel terjedo jelekbdl tevodhet
Ossze, amelyeket mas izotrop megfigyelok kiildtek, és amely jelek elérték az O
megfigyel6t eddigi torténete sordan, azaz a P esemény 7y pillanataban, vagyis
a jelenben, vagy azt megel6zoen.

Definicié: Legyen a Vilagegyetem kora 7y, az ennek megfelel6 térszeri hiper-
feltilet ¥, C M. Ekkor a részecske-horizont az a hatarfeliilet a téridében,
amely az O izotrép megfigyel6 vildgvonalanak P € X, pontjabdl , lathaté”
és ,,nem-lathatd” izotrép megfigyelok vilagvonalait elvalasztja. ,,Lathato”, ill.
,,nem-lathatd” megfigyelon rendre olyan izotrép megfigyel6t értiink, aki tu-
dott, ill. nem tudott olyan fényjelet kiildeni, amely elérte az O megfigyelot a
P esemény pillanataban vagy annal kordbban.

Az ember azt hihetné, hogy a homogén és izotrép Vildgegyetem kezdeti kor-
szakaban minden megfigyelo tudott jeleket cserélni minden masikkal, hiszen
a Vilagegyetem kora véges, és kezdetben egyetlen szingularitasbdl indult a
fejlodése. Valgjaban ez még sincsen igy. A FLRW-térid6ben mindig
létezik részecske-horizont, ha a Vilagegyetemet sugarzas, por vagy
pornal nagyobb P > 0 nyomdasd anyag uralja.

A helyzet elemzéséhez érdemes bevezetni az izotrép megfigyelék T sajatideje helyett az n
konform idét,

T dT/
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13. dbra. A részecske-horizont sematikus abréja a FLRW-térid6 konform diagramjan;
n a konform id6, x az egyiittmozgd koordinata. A szaggatott vonalak azon izotrép
megfigyelok vildgvonalai, akiknél tavolabbi megfigyeloktol az O izotrép megfigyelo
nem kaphatott a jelen 7y pillanatig fényjeleket (a 0 < 7 < 7 intervallum megfelel a
véges 1. < n < 1o intervallumnak). A szaggatottan jelolt vildgvonalak jelolik ki azt
- az egylttmozgo tavolsagban ¢, sugaru — tartomanyt a >, térszerti hiperfeliileten,
amelynek hatara a jelenlegi részecske-horizont.

azaz dn = dr/a(7). Itt 70 helyett 7 jeloli a Vildgegyetem véltozd kordt, tovabba a FLRW-
modellben a Vildgegyetem torténete a Nagy Bummal kezdédik, tigyhogy 7oi = 0. A ds? =
—dr? + a*(7)dl* Robertson-Walker-metrika ennek segitségével atirhaté

ds* = a*(n)(—dn* + d?) (6.2.48.)

alakba. Azt mondjuk, hogy ez a metrika konform lapos metrika, mert g, — agas
konform transzforméciéval kaphaté meg a Minkowski-metrikabol. A Robertson-Walker-
metrika szerint ezért a vektorok pontosan akkor idGszeri -, térszerii - vagy null-vektorok,
ha a Minkowski-metrika szerint is azok. A részecske-horizontnak P-t6l egyiittmozgé koor-
dindtdkban mért tdvolsaga £,(n) =n — 1;, aminek a

T dT/
fizikai tavolsag felel meg. Az, hogy az O megfigyel6 a P esemény pillanataig kaphatott-e
jeleket az Osszes tobbi izotrop megfigyelotél, vagy azoknak csak egy részétol, attol fligg,
hogy a fenti konform transzformacié az FLRW-téridot az egész Minkowski-téridore, vagy
annak csak egy tartomanyara képezi le. Ez azon mulik, hogy az n konform idé mekkora
intervallumot fut be, amig a 7 ,,fizikai” id6ében a P eseménynek megfelel6 pozitiv értéktol
haladunk visszafelé a 7 — 7; = 0 pillanatig, a Vildgegyetem kezdetének pillanatdig. Ha
7 — 0 hatdresetben 1 — —oo, akkor a térben O-t6l végtelen (egyiittmozgd koordindtdkban
mért) tdvolsdgra (¢ = [dl¢ — oo) elhelyezkedd megfigyelSk is tudhattak P-be fényjelet
kiildeni, ha azt konform idében n = ¢ — —oo pillanatban bocsatottdk ki. Ha 7 — 0
esetén 1 — 1. véges értékhez tart, akkor a FLRW-téridot a fenti konform transzformacio a
Minkowski-téridonek csak az n > n. tartomanyara képezi le. Ekkor az egyiittmozgé izotrép
megfigyelOk koziil csak azok tudhattak fényjelet kiildeni P-be, akiknek O-tdl egyiittmozgd
koordinatakban mért tavolsaga ¢ < n..

A részecske-horizont létezése tehat attdl fiigg, hogy a konform id6t definidld integral divergal
vagy konvergdl a 7 — 0 hatdron. Az utdbbi pedig azon mulik, hogy hogyan véltozik az
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a(7) skélaparaméter az egyiittmozgd megfigyeldk érain mért 7 sajatidd, azaz a fizikai id§
fiiggvényében. Az a(7)-fliggvény a Friedmann-egyenletek megolddsa, alakjit a térgeometria
(k értéke) és a Vildgegyetem anyagdnak Osszetétele hatdrozza meg. Vegyiink sorra néhdny
tanulsagos esetet:

1. Por wralta (tdguld) Vildgegyetem és lapos térgeometria (k = 0) esetén a (6.2.40.)

egyenletbdl
o = VCaV? = ?xr, = axt?? (6.2.50.)
adddik, agyhogy
n / 72347 o 713 730 0. (6.2.51.)
0

Ekkor a (6.2.47.) integral konvergens, tehét 1étezik részecske-horizont. Ha a Vildgegye-
tem anyaga nem por, hanem P > 0 nyomadasd mas anyag, akkor meg lehet mutatni,
hogy a(T) > apor(7), Ugyhogy ekkor is konvergens az integral és létezik a részecske-
horizont.

Por uralta Vildgegyetemben hiperbolikus térgeometria (k = —1), ill. gémbi térgeomet-
ria (k = 41) esetén a 7 — 0 hatdresetben a (6.2.40.) egyenlet jobb oldalédn 416 (k-t
tartalmazd) masodik tag elhanyagolhatévd valik a végtelenhez tarté elsé tag mellett.
Ezért a (6.2.47.) integral viselkedése a 7 — 0 hatdresetben ugyanaz lesz, mint a lapos
geometria esetén. Tehdt ekkor is 1étezik a részecske-horizont.

2. Sugdrzds uralta lapos Vildgegyetemben a (6.2.41.) egyenlet alapjin

a = VOa' = a*xr, = axt/273%0. (6.2.52.)
Innen latjuk, hogy szintén létezik a részecske-horizont.
A hiperbolikus és gombi térgeometridk esetén a (6.2.41.) egyenlet jobb oldaldnak
masodik tagja ugyancsak elhanyagolhatova valik az els6, végtelenhez tarté tag mellett
a 7 — 0 hataresetben. fgy a viselkedés megint azonos lesz, mint lapos térgeometria
esetén, vagyis 1étezik részecske-horizont.

Megjegyzés: A gombi térgeometria zért Vildgegyetemet jelent, azaz véges térfogatu Vilag-
egyetemet. Ekkor jogosnak tlinik az a kérdés, hogy megsziinik-e a részecske-horizont létezése
a Nagy Zutty pillanatdban. Be lehet 1dtni [1], hogy por uralta zart Vildgegyetemben va-
lamely izotrép megfigyeld altal a Nagy Bumm pillanataban kibocsatott fény éppen féluton
tart a zart Vildgegyetem koriiljardsdban, amikor annak maximdlis a kiterjedése, azaz a
Nagy Zutty pillanatdig teljesen korbejarja a Vilagegyetemet. Ezért a Nagy Zutty pilla-
natdban megsziinik a részecske-horizont létezni. Ebben az egyetlen pillanatban az O meg-
figyel6 barmelyik iranyba is néz, észlelhet olyan fényjelet, amelyet barmelyik mésik izotrép
megfigyel bocsatott ki.

A por uralta zart Vildgegyetem torténetének végso, szingularitast jelento pil-
lanatat leszamitva tehat mindig létezik részecske horizont a sugarzas, por, ill.
pornal nagyobb P > 0 nyomaéasu anyag altal uralt FLRW-Vildgegyetemben.
A részecske-horizont nagysagrendje hasonléan becsiilheté meg, mint a Vildg-
egyetem 7, kora. Ha elhanyagoljuk a skalaparaméter idofliggését, akkor a
részecske-horizont fizikai mérete

aly = an. ~ a% — 7~ 1/H. (6.2.53.)
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A részecske-horizont nagysagrendje tehat a Hubble-paraméter reciprokanak
nagysagrendje (¢ = 1 valasztds esetén).

e Az esemény-horizont azt mondja meg, hogy a 7y kori Vilagegyetemben
mekkora annak a tartomanynak a kiterjedése, ahonnan a 7y pillanatban inditott
fényjelek még elérhetik a P megfigyelot a Vilagegyetem teljes tovabbi torténete
soran.

Legyen a Vilagegyetem mindenkori kora a konform idében 7 és legyen nmq. a Vilagegyetem
torténetének vége. Ekkor az esemény-horizontnak P-t6l egyiittmozgo koordinatdkban mért
tavolsdga Le(n) = Nmaz — 1, Ugyhogy az esemény-horizont fizikai tavolsiga

Tmawx dT/

de(r) = a(T)/ A (6.2.54.)

Itt a FLRW-modellben lapos és hiperbolikus térgeometria esetén 7,4, — 00, gémbi térgeo-
metria esetén 7,4, véges, a Nagy Zutty pillanata.

e A Hubble-horizonton a mindenkori H Hubble-paraméter recirokavak azo-
nos dy (1) = H™! tavolsagot értik. Az el6bb lattuk, hogy a részecske-horizont
a Hubble-horizont nagysagrendjébe esik. Masrészt a FLRW-térido gorbiileti
sugara kozelitéleg H~!.
A FLRW-modellben a skaldrgorbiilet R = 6(% + H? + %) Ha a jobboldali zaréjeles ki-
fejezésben elhanyagolhat6 az els6 és az utolsé tag a mésodik tag mellett, akkor az allitas

teljesiil. Lapos vagy hiperbolikus térgeometria esetén a Vildgegyetem kés6i kordban ez jé
kozelitéssel teljesiil.

Megjegyzés: A részecske-horizont létezése a FLRW-Vilagegyetemben sajitos prob-
lémat vet fel a Vilagegyetem kezdeti dllapotéval kapcsolatban. Nevezetesen a kozmikus
mikrohullamu hattérsugarzas nagyon alapos tanulmanyozasa soran arra a kovetkeztetésre
jutottak, hogy a Vildgegyetem igen nagy pontossaggal homogén és izotrép volt, amikor
a sugarzas lecsatolédott az anyagrol. Mi magyardzza ezt a nagyfoku homogenitast és
izotrépiat? Naivan azt varnank, hogy a megsziiletése utdn rendkiviil nagy energiasiirtiségii
Vildgegyetemben jelentds egyenetlenségek (véletlenszerti, kaotikus siirtiségfluktudcidk) vol-
tak. Altaldban az anyag inhomogenitasai véletlenszerii iitkdzésekben, a globalis termikus
(vagy termodinamikai) egyensily elérésével egyenlitédhetnek ki. Ez azonban valészintitlen
mechanizmus olyan Vildgegyetemben, amelyben létezik részecske-horizont. Utébbi esetben
ugyanis a Viladgegyetem kiilonboz6 darabkai nem tudnak egymassal kolcsonhatasba lépni.
A Vilagegyetem nagyfokd homogenitdsanak és izotrépidjanak tehat valamilyen maés oka
kell legyen. T6bbféle elgondolés sziiletett az okokat illetéen. Az egyik szerint altalunk is-
meretlen okbdl a Vilagegyetem eleve homogén és izotrép allapotban sziiletett meg. Ez elég
valészintitlennek t{ind feltevés, de van olyan kozmolégiai modell, amely erre épit (a Pen-
rose altal megfogalmazott Ciklikus Konform Kozmolégia (Cyclic Conform Cosmology)),
és képes magyarazni a Vildgegyetemre vonatkozé eddigi ismereteinket. Egy masik, Mis-
ner®” nevéhez fiiz6dé elgondolds abbdl indult ki, hogy kezdetben a Vildgegyetem nagyon

57Charles W. Misner, amerikai fizikus, 1932-
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kiilonbozott a FLRW-féle modelltél és nem létezett benne részecske-horizont. A kezde-
ti inhomogenitasnak és anizotrépidnak taldn olyan mechanizmusok révén kellett volna
lecsengenie, mint az anyag viszkozitdsa vagy a kvantumos részecske-keltés visszahatasa.
Nem sikeriilt azonban megnyugtaté magyarazatot talalni arra, hogyan csengett volna le
az anizotropia, és hogyan tudott volna egy kezdetben kaotikus allapot egy homogén és
izotrop allapotba fejlédni. Az is az elképzelés ellen szdl, hogy a nagy méretskalan kez-
detben jelenlevo anizotrépia gravitacidosan onkolcsénhatéd rendszerekben nem csokkenni,
hanem noéni szokott. Pontosan ez magyarazza, hogy a sugarzas lecsatolodédsa idején jelen-
levé kb. 1077 relatfv amplitudéji (azaz kb. 0,001 %-os) sfirtiségfluktuscickbél kialakult
a mai Vilagegyetem nagyléptékii szerkezete a maga kozmikus méretl tiregeivel és falaival.
Ut6bbi idében az az elképzelés tlinik rendkiviil sikeresnek a megfigyelések magyarazata
tekintetében, amelyik abbdl indul ki, hogy a Vilagegyetem fejlédésének korai szakaszaban
6riasi mértékben felfivddott. Ez akkortajt torténhetett, amikor a Vildgegyetem kora kb.
a 7p Planck-id6 nagysagrendjébe esett vagy kevéssel azutan. Ekkor az a skalaparaméter
eredeti értékének kb. €0 —e™-szeresére nétt meg viszonylag révid idé alatt, amivel egyiitt
a részecske-horizont is hasonlé aranyban megnétt. Ez tette lehet6vé, hogy a kezdetben
kaotikus Viladgegyetem homogén és izotrop allapotba fejlédjon. Az utdbbi elképzelés a
Felfavédo Vildgegyetem modelljében (Inflationary Universe) fogalmazdédott meg, amely-
nek létrejottében Guth®®, Linde®?, Starobinsky® és Steinhardt®! jatszottak meghatarozé
szerepet.

Megjegyzés: Az anyagrdl és az alapveto kolesonhatasokrdl a fizika eddigi fejlédése
soran szerzett ismereteink alapjan a Vildgegyetem fejlodését megbizhatéan nyomon tud-
juk kévetni egészen a Nagy Bumm utdni kb. 107'% s-tél napjainkig, feltételezve hogy
mindvégig a Robertson-Walker-metrika volt érvényben. Ezt nevezziik a Vildgegyetem
fejlédését leiré Standard Kozmolégiai modellnek. Ennek a modellnek egyik lényegi
vonasa, hogy kezdetben a Vilagegyetemet a sugarzas uralta, majd bekovetkezett egy
pillanat, amikor a kondenzdlt anyag energiasiirlisége egyenlové valt a sugirzas energi-
astirtiségével. Ezutdn a kondenzalt anyag uralta a Vildgegyetemet. A Standard Koz-
moldgiai modell elsédleges célja az altalunk ,;ma” lathaté Vilagegyetem megértése. Minél
messzebbre latunk el a térben mai egyre fejlettebb tavesoveinkkel, annal korabbra néziink
vissza a Vilagegyetem torténetében. Az égboltba ,,belenézni” nem mas, mint egy nagy
id6utazast csinalni.

A Nagy Bumm uténi kb. 107'* s az az idépillanat, amikor a Vildgegyetem kb.
10 TeV hémérsékleti volt. Az elektrogyenge és erés kolcsonhatas Standard Modellje
mar érvényes volt, de még joval nagyobb volt a hémérséklet, mint az a kb. 100 GeV,
amelyen az elektrogyenge kolcsonhatds szimmetridgjanak spontan sériilése bekovetkezett.
Ennél korabbi idoszakra azért nem tudunk igazan megbizhatéan extrapolalni, mert nem
ismerjiik, milyen fizikai torvények és kolcsonhatdsok érvényesek a 10 TeV feletti ener-
giaskaldkon. A Vildgegyetem sugdrzas uralta idészakaiban hasznédlhatjuk a kozmikus
hattérsugarzas homérsékletét is annak jellemzésére, hogy mennyi idével vagyunk a Nagy

58 Alan Harvey Guth, amerikai fizikus, 1947-

59 Andrei Dmitriyevich Linde, orosz, amerikai fizikus, 1948-

60 AlexeiAlexandrovich Starobinsky, szovjet, orosz fizikus, 1948-
61Paul Joseph Steinhardt, amerikai fizikus, 1952-
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Bumm utén, hiszen a homérséklet a tagulas soran maga is gravitacios voroseltolédast szen-
ved. Ha T,o = T(79) a mikrohulldmi kozmikus hattérsugarzas jelenlegi hémérséklete, ak-
kor kordbban T, (1) = T,0(1+z) volt, (hiszen ugyanigy valtozott, mint a sugdrzas frekven-
cidja). Masrészt, ha a(7y) a jelenlegi skdlaparaméter, akkor 142z = a(79)/a(7), de sugérzas
uralta Viligegyetemben a(7) oc 71/2, mint lattuk, igyhogy T, (1) = Tyoa(ro)/a(r) o< 771/2.
Ez mutatja, hogy a voroseltolédast is és a hémérsékletet is hasznalhatjuk ,,6raként”. A
konvencié az, hogy az igy értelmezett homérsékletet hasznéljuk akkor is a Vilagegyetem
kordnak megjelolésére, amikor azt mar nem a sugdrzas uralja.

A Vilagegyetem fejlédésének vazlatos leirdsa megtalalhaté a Kozmolégia alapjai c.
oktatasi segédlet 3. fejezetében.
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7. A Schwarzschild-megoldas

7.1. A térido sztatikus, gombszimmetrikus test kornyezeté-
ben

Azt a kérdést szeretnénk megvalaszolni, hogy milyen a térido egy gombszimmetrikus,
sztatikus objektumon kiviil, ahol az energiaimpulzus-tenzor azonosan eltiinik. Ebbdl
a célbol meg akarjuk keresni az

Ry = 0 (7.1.1.)

Einstein-egyenletek megoldasaul szolgald Osszes olyan g, metrikat, amely gomb-
szimmetrikus és sztatikus téridot ir le. Eloszor pontositjuk, hogy mit is értiink
sztatikus és gombszimmetrikus téridon.

7.1.1. A sztatikus és a sztatikus és gombszimmetrikus téridé metrikaja

Definicié: A téridot stacionariusnak nevezziik, ha létezik olyan egy-paraméteres
¢; izometria-csoport, amelynek orbitai idészerti gorbék. Ez egyenértékii azzal, hogy
létezik egy idOszertt £ Killing-vektormez6. A &% Killing-vektorok a ¢; izometria-
csoport orbitainak az érintévektorai.

Megjegyzés: A ¢, izometria-csoport 1étezése azt jelenti, hogy a térid6 idébeli
eltolasi szimmetriaval rendelkezik, azaz a metrika invarians a ¢, idébeli eltoldsokkal
szemben, vagyis a £ Killing-vektormez6 szerinti Lie®?-derivéltja azonosan eltiinik,

ﬁggab = Vp&a + V& = 0. (712)

Definicié: A térid6t sztatikusnak nevezziik, ha stacionarius és létezik a &°
Killing-vektormezére ortogondlis ¥ térszerti hiperfeliilet. A Frobenius®-tétel értel-
mében a Killing-vektormez6 akkor és csak akkor hiperfeliilet-ortogonalis, ha kielégiti
a

§uVily = 0 (7.1.3.)

feltételt.

Sztatikus téridében természetes médon kinalkozik a koordinatarendszer alabbi
valasztdsa. A ¥ térszer(i hiperfeliileten valasszunk tetsz6leges (2!, 22, 2®) térkoordi-
natakat, valamint az 2° = 0 koordinatat. Ha £* # 0 a X hiperfeliileten, akkor

62Marius Sophus Lie, norvég matematikus, 1842-1899.
63Ferdinand Georg Frobenius, német matematikus, 1849-1917.

140



a Y-nak van olyan kornyezete, amelybdl vett barmely p ponton a ¢; izometria-
csoport pontosan egy, a -t is metsz6 orbitdaja fog athaladni. Rendeljiik ekkor p-
hez azon ¢ € ¥ pont térkoordinatainak értékeit, amely ¢ pontban a p-n athaladé
orbita metszi >-t. Tovabba rendeljiik p-hez azt a t paraméter-értéket, amelyhez
tartozo ¢; izometria-transzformécio viszi at a ¢ € % pontot p-be. A ¥, feliiletet
ugy definialjuk, mint mindazon pontok halmazat, amelyeket ugyanazzal a t pa-
raméter-értékkel cimkéztiink meg. Az igy értelmezett X, felillet a X hiperfeliilet

¢ izometria altal eléalitott képe, ¥, = ¢;(X), és ezért szintén ortogondlis a &
Killing-vektormezoére. Jeloljik a Killing-vektor normanégyzetének minusz egysze-
resét V2(x!, 2%, 23) = —£%, > 0-val. Ekkor a bevezetett koordindtarendszerben a
metrika
3
ds* = —V*(a' 2® 2%)dt* + Z (2t 2%, 2%)da da” (7.1.4.)
p,v=1

alakot olt. Hidnyzanak a dtdxz* tipusu kereszttagok, ami annak a kovetkezménye,
hogy sztatikus a térid6, azaz hogy a Killing-vektormez6 ortogondlis a > térszerii
hiperfeliiletre. Stacionarius, de nem sztatikus esetben ezek a tagok is fellépnének.

Megjegyzés: A sztatikus térid6 idémegforditasi szimmetriaval is rendel-
kezik. Ez abbdl kovetkezik, hogy a X hiperfeliilet a ; hiperfeliiletbol ugyancsak
megkaphaté izometria-transzformdaciéval, nevezetesen ¢_; hatdsara: ¥ = ¢_,(%;).
Elofordulhat azonban, hogy id6tol fiiggetlen anyag- és sebességeloszlasi anyag je-
lenlétében a téridé nem rendelkezik idémegforditasi szimmetriaval. Ebben az eset-
ben nem teljesiil a Killing-vektormez6 hiperfeliilet-ortogonalitdsat biztosité (7.1.3.)
feltétel, a szomszédos orbitdk egymas koré csavarodnak [1]. A (7.1.3.) feltétel tel-
jesiilése sziikséges és elégséges ahhoz, hogy a téridé idémegforditasi szimmetridval
rendelkezzen.

Definicié: A téridé6 gobmbszimmetrikus, ha létezik az izometria-csoportja-
nak olyan alcsoportja, amely izomorf a 3-dimenzids euklideszi térben torténo valodi
forgatdsok SO(3) csoportjaval. Ennek az orbitdi 2-dimenzids gémbfeliiletek. (Az
orbita ebben az esetben az 0sszes olyan pont halmaza, amelyeket a téridé egy adott
pontjabdl SO(3) izometria-transzformaciokkal kaphatunk.)

Az SO(3) csoport-transzformécidknak adott irdny koriili adott szogl elforgatasok feleltet-
het6k meg R3-ban. Az SO(3) csoport topolégidja homeomorf az R3-ba rajzolt olyan 7 sugart
gébmb topoldgidjaval, amelynek feliiletén a diametralisan atellenes pontok azonosak. A csoport
orbitdi (az adott szogli, 6sszes kiilonbozd lehetséges irdnyt elforgatdsoknak megfeleltetett pontok
halmazai) R3-ba dgyazott 2-dimenziés gombfeliiletek, amelyeken (6, ¢) gémbi poldrkoordinatakat

vezethetiink be.

A téridé SO(3)-izometridi ezért fizikailag forgatdsokként értelmezheték, és a
téridé gombszimmetrikus, ha a metrikdja invarians marad az SO(3) forgatasokkal
szemben. A téridé metrikdja metrikat indukal minden egyes SO(3)-orbitan, ennek
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azonban a forgasszimmetria miatt az egység-sugaru 2-dimenzidés gombfeliilet met-
rikdjaval kell aranyosnak lennie. Igy az egyes orbitdakon indukalt metrikat kimeritéen
jellemzi az orbita A feliilete. Gombszimmetrikus téridében ezért érdemes bevezetni

az
1/2
r o= (%) (7.1.5.)

radialis koordinatat, amelynek és a gombi polarszogeknek, mint koordinatak-
nak a segitségével az orbitdk metrikaja

r2(d6* + sin? 0 de?). (7.1.6.)

Megjegyzés: Ha Y topoldgiailag a 3-dimenzids euklideszi térrel homeomorf, ak-
kor r a gbmb sugardanak tekinthet6, azaz a gombfeliilet és a gomb kozéppontja kozotti
tavolsdgnak. Ha azonban més a tér topoldgidja, pl. R x S2, akkor nincsen az orbitdknak
kozéppontja. Ekkor az r koordindta nem hordoz olyan jelentést, hogy ,,kézépponttdl mért
tavolsag”.

Allitas: Ha a térids sztatikus, gombszimmetrikus és a £ Killing-vektormezo
egyértelmiien meghatarozott (amit mi mindig fel fogunk tenni), akkor a £ Killing-
vektormez§ ortogonélis az SO(3)-orbitdkat jelenté 2-dimenzids gombfeliiletekre.

Ha &% egyértelmiien meghatdrozott, akkor invaridnsnak kell lennie valamennyi SO(3) izo-
metria-transzformaciéval szemben. Akkor viszont €% barmely orbitdra vett vetiiletének zérusnak

kell lennie, mert ha a vetiilet-vektormez6 a gombfeliilleten nem lenne azonosan zérus, akkor nem
lehetne invaridns valamennyi SO(3)-transzforméciéval szemben.

Az SO(3)-orbitdk tehat olyan 2-dimenzids gémbfeliiletek, amelyek teljes egé-
szében a £%ra merctleges Y, hiperfeliiletekben helyezkednek el. Ennek kovetkeztében
természetes modon vezethetiink be koordinatarendszert. Valasszunk egy orbitat >o-
ban, és vezessiink be rajta (6, ¢) szférikus koordindtdkat, aztdn emeljiik &t ezeket
a koordinatakat a tobbi 2-dimenzids gombfeliilletre az orbitakra merdleges geode-
tikussereg segitségével. Utdbbiak a Ve vektormez6 integralgorbéi. (Eljarasunk
hasonlé ahhoz, ahogy az (x!, 22, 23) koordindtdkat emeltiik 4t ¥o-rél a szomszédos
Y hiperfeliiletekre izotrop megfigyelék geodetikusai mentén a homogén és izotrép
Vildgegyetem példdjan.) Ha Vr # 0, akkor az (r, 6, ¢) koordinatdkat hasznélhatjuk
Yo-n, amelyeket aztdn £ integralgérbéi mentén emeliink at ¥;-re. Végil a (¢,7, 0, ¢)
koordinatdakban a sztatikus, gombszimmetrikus térid6é metrikaja

ds® = —f(r)dt® + h(r)dr® + r*(d0* + sin® 0d¢?) (7.1.7.)

alakot 6lt, ahol f(r) és h(r) tetszéleges fliggvények, amelyek a gombszimmetria miatt
nem fiiggenek a (0, ¢) szogektol. A gémbi koordindtarendszer nem hasznalhato olyan
pontokban, ahol £* = 0 vagy V% = 0, vagy altaldban ha £* és V* kollinearisak.

Az R, = 0 Einstein-egyenletek megoldédsa szempontjabol ez azt jelenti, hogy
a metrika 10 darab fliggetlen, 4-valtozos komponensének meghatarozasa helyett a
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feladat mindossze 2 darab 1-valtozds fiiggvény, f(r) és h(r) meghatarozasira egy-
szerlisodott.

7.1.2. Térido sztatikus, gombszimmetrikus testen kiviil

Az R, = 0 Einstein-egyenletek megoldasanak elsé 1épése, hogy meg kell hatarozzuk
a Ricci-tenzor komponenseit a (7.1.7.) metrika ismeretében, mint az egyelére isme-
retlen f(r) és h(r) fiiggvények kifejezéseit. Ezt a tetrad-médszer 2. valtozatdnak al-
kalmazdséval tesszitk. A (7.1.7.) metrikdhoz a ds* = > w1 (€4)%(€1)a Osszefiiggés
alapjan valaszthatjuk az

( )a = f1/2(dt>av

(e1)a = h1/2(dr)aa

(e2)e = 1(dB),,

(e3)a = rsinb(de), (7.1.8.)

ortonormdlt bézist. Ebben a bazisban a Ricci-tenzor R, = Ru(e,)"(e, )’ azonosan
el nem tiin6 komponensei:

R = L L4 7,
0 2/ Fhdr/Th = rfh’

11 d f W
Ry = —5———

N

1 1w 1 1
R”"_%ﬁﬁiﬁﬁ+ﬁo_ﬁ)_&& (7-1.9)

ahol ..." = d.../dr. A Ricci-tenzor t6bbi komponense szimmetria-okoknal fogva
eltiinik: a 3; hiperfeliiletek ortogondlisak a £* Killing-vektormezore, ezért azono-
san elt{innek a Ricci-tenzor (id6-tér)-komponensei, mert az Rg(eq)? vektornak nem
lehet térszerti komponense; a V,r vektormezé integrélgorbéi ortogondlisak az SO(3)-
orbitaknak megfelel6 2-dimenzios gombfeliiletekre, ezért azonosan zérus Ry és Ris;
végil a gombszimmetria miatt Rag is eltiinik és Ry = Ra3.

A (7.1.9.) osszefiiggések kiszdmoldsdhoz elészor a konnexids egy-formakat hatdrozzuk meg a
(3.6.61.) feltételekbdl. Ezek bal oldalédn rendre az aldbbi kifejezések &llnak:

1.
Oaleo)sy = Ouf /?(dt)y = §f V2 £ (dr) o (dt)y),
1
6[a(el)b] = 8[ah1/2 (d?‘)b] = §h71/2h/(d7‘)[a(d7‘)b] =0,
Oa(e2)yy = 0pr(df)y) = (dr)e(do)y),
8[a(€3)b] = 8[aT sin H(dqﬁ)b] = sin e(d’l”) la (d(b)b] + rcos 9(d9)[a (d(b)b] (7110)
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A (3.6.61.) egyenletek
Z 77“” (e#)[awb]au = _(60)[awb]00 + (el)[awb]al + (62)[awb]a’2 + (63)[awb]a’3
v

= _f1/2 (dt) [aWb]o0 + h1/2 (dr)[awb]al + T(do)[awb]UQ + TSine(d(b)[awb]US

(7.1.11.)
jobb oldalait is részletesen kiirva, az aldbbi egyenleteket kapjuk az wqu, = —way, konnexiés 1-
formakra:
1. .
SI T2 dr)a(dt)y = B (dr)awion + 7(d0) (awrgoz + 7 sin 0(do) awrjos,  (7.1.12.)
0 = f1/2 (dt)[awb]OI + T(d@)[awb]lg + rsin 9(d¢) [aWb]13; (7.1.13.)
(dr)o(dO)y = 2 (dt)aWpjo2 — RY/2(dr) [aWp]12 + 7 Sin O(dP) (o w23, (7.1.14.)
sin 0(dr) (o (do)y + 7 cos0(df) (o (dp)yy = f1*(dt)awrjos — B (dr)awyjis — 7(d0) [ wpj2s.
(7.1.15.)
Proébalkozzunk azzal, hogy a (7.1.12.) egyenletet wpoa = wpos = 0-val elégitsiik ki, ekkor
1 f
wWpo1 = B m(dt)b + o (dT)b, (7.1.16.)

ahol a1 (r) egyelére meghatdrozatlan fiiggvény. Helyettesitsiik ezt be a (7.1.13.) egyenletbe, akkor
a; = 0 addédik, mert az egyenlet tobbi tagjaiban nem léphet fel a (dt)(,(dr)y tenzor. Keressiik a
(7.1.13.) egyenlet megolddsat

wpiz = ag(df)y + az(de)s,

wpiz = aa(dp)y + pr 9(d9)” (7.1.17.)
alakban, ahol ag, as és a4 egyelére meghatarozatlan fliggvények. A fentieket behelyettesitjik a
(7.1.14.) egyenletbe, ahonnan oy = —1/v/h adédik, tovabba azt kapjuk, hogy

asVh(dr),(dg)y = rsind(d),ws2s, (7.1.18.)

ahonnan

Vh

—Q3—
rsin 6

wp23 (dr)p + as(do)s, (7.1.19.)

ahol as tovabbi meghatédrozatlan fiiggvény. Végiil a fentieket behelyettesitjiik a (7.1.15.) egyenlet-
be:

sin 9(dr)[a(d¢)b] + rcos 9(d9>[a(d¢)b] = —hl/z(dT)[a (0&4(6[(}5)17] + ﬂ(d@)m)

sin 6

—r(de){a (—043 /Eo (d?“)b + a5 (d¢)b) ,(7.1.20.)

7S

ahonnan leolvashatjuk, hogy

a5 = —cosé. (7.1.21.)



Mivel a kezdeti feltevéstink, wpge = wpos nem vezetett ellentmondéasra, azért valéban megtalaltuk
az egyetlen megoldast:

1 f 1
wpo2 = wpos =0,  wpo1 = = dt)y, wpi2 = ———=(df)y,
02 03 b1 = 5 ﬁfh( )b b12 \/E( )b
wWp13 = sin § (do) wp23 = — cos O(de) (7.1.22.)
= —_——— 9 = — . . . .
b13 7h b b23 b

A Ricci-féle rotacios egytitthatékat behelyettesitjitk az Rgp, gorbiileti 2-formédk (3.6.63.) kife-
jezéseibe, ahonnan

Rabuu = 26[awb];w + 2ZW[Q|Mawb]\au = _Rabyu' (7.1.23.)

Sziikségiink lesz az alabbi kifejezésekre:

f! d f
20 = O——(dt)y = ——==(d dt
[aWb]01 [a\/f—h( )b] dr\/f_h( T)[a( )b],
20[qwWpj02 = 20[,wyo3 = 0,
1 d 1 1%
20 w12 = _26[aﬁ(d9)b[ = —2§ﬁ(d7°)[a(d9)b] = W(dr)[a(de)b]a
sin 6 h'sin 6 2 cosf
20 = —-20,——(d = —+(d d — df)p, (d
(W13 [a\/ﬁ( ?)e) < T3y (dr)(a(d9):y 7 (d)a ¢)b]),
28[awb]23 = _28[11 COs e(dd))b] = 2sin9(d0)[a(d¢)b], (7124)
tovabba az
2 W Wiy =~ 2Walu0wior + 2 alu1w) 10 + 20 (alu2We) |2 + 20 [als3We |3
(7.1.25.)
ékszorzatok alabbi kifejezéseire:
2zw[a|oawb]|al = —2W[4|02Wh]|12 — 2W[a|03Ws]|13 = O,
« fl
2 « = 2 = ———(dt),(df
za:w[am Wh)|a2 Wia|01Wh]|12 h\/T( )ia(d0))
f'sin@
2 CWhlas = 2Wia = — L 7 (1)1 (d)s,
;w[am Wel a3 Wial01@e]|13 T (dt) 1o (d)y)
2> Wi “w = —2Wia|13wW ——M(d@ (dgp)y = 0
4 a1 Wh|a2 [a]13Wb]|23 N [a(d®)p) = 0,
QZW “w = 2Wi412W = 26—089(d9) (do)
4 [l Wh)la3 [a]12Wh]|23 NG (a(dD)y],
o 2sinf
2> Wi Whlas = —2wa)12Wh13 = — 5 (A9)[a (d)sy- (7.1.26.)
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Az azonosan el nem tin6 gorbiileti 2-formak végiil:

d_r

Rapor = dr\/f_h(dr)[“(dt)b]’

e L

Raos = —f];ii/r}e (dt)a(d)s),

Raws = ()i (a6,

Rans = (253 ataon, - 222 @o)ataon ) + 2520 a0y oy
h'siné

= a2 (dr)a(do)y),
2sin 6

Rapoz = 2sin0(d0)(do)y — (d0)(a(do)y) = 2(1 - %) sin 0(d6) (dg)y - (7.1.27.)

Ezeket felhaszndlva tudjuk meghtarozni a Ricci-tenzor komponenseit,

Ry, = ZUWRPUW = (ep)" an(eo)bRabW
= (p)"[~(€0)" Ravpo + (€1)" Ravp1 + (€2)" Rappiz + (€3)" Ravyua]- (7.1.28.)

Kiszamitasukhoz szlikségiink lesz a (dr)®(dr),, stb. kontrakciokra, amelyeket az ortonormaltsdg
(en)®(ev)a = Ny feltételébdl kapunk meg. Mivel p1 # v esetén (e,)*(ey)q = 0, ezért a (dt)*(dr)q =
(dt)*(df), = (dt)*(dd)q = (dr)*(df), = (dr)*(dd)s = (dF)*(dp)s = 0, toviabba a bazisvektorok
normanégyzeteibol

() (e0)a = Fld)(@)u = =1 > (@) (), =,
(1) (€)a = h(dr)*(dr)a = +1, = (dr)*(dr) =7,
(62)"(e2)a = r*(d6)" (AB)u = +1, = (d6)"(d6)o = 5,
(e3)*(e3)a =7 sin® 0(d¢)* (dg)a = +1, =  (d§)*(dp)s = Sy (1129)
adddik. Példaként alljon itt a Ricci-tenzor Ryg komponensének kiszrholasa:
Roo = (co)*l(ex)" Rason + (¢2)" Rutos + (€5)" Rasos
= P (1 S o ~ a0 oy
—rsin0(dg)” / ;:/1}9 (dt) [a(d(b)b}}
= £ )|~ g = S oy an
gl (d¢)b(d¢)b}
- %%dii \/~9_h n é_h (7.1.30.)
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és hasonléan kapjuk meg R11, Ros és Rss kifejezését.

Az Ricci-tenzor (7.1.9.) komponenseinek felhasznédlasaval a sztatikus, gomb-
szimmetrikus testen kiviili téridoben a fliggetlen Einstein-egyenletek

11 d f  f

0 — 1 L 9 7.1.31.
2\/fhd7’\/fh+rfh’ ( )
11 d f I
_ 114 F K 1.32.
0 2 Thdr vTh o (7.1.32)
1 1K 1 1
0 = ‘§rfh+§w+rz<l‘z) (7.1.33.)

alakot Oltenek. Adjuk Ossze a (7.1.31.) és (7.1.32.) egyenletek megfelel6 oldalait,
ekkor a

f/ h/
0 = =4+ — 7.1.34.
43 (11.34)
egyenletet kapjuk, ahonnan In f = —Inh + In K (K =4ll.), azaz
K
f= (7.1.35.)

adédik. Ha atskalazzuk a t idSkoordinatét, dt — v/Kdt, ami megfelel az f/K — f
atskalazasnak, akkor K = 1 valaszthaté az altalanossag csorbitasa nélkiil. Helyet-
tesitsitk be h = 1/ f-et a (7.1.33.) egyenletbe,

_f/+¥ 0, = %(rf)zl, (7.1.36.)

ahonnan

f o= 1+g (7.1.37.)

adddik, ahol C' =4ll. Visszahelyettesitéssel meggy6zédhetiink réla, hogy (7.1.37.) és
h =1/f megoldja a (7.1.31.)-(7.1.33.) egyenleteket. Megtalaltuk tehét a sztatikus,
gombszimmetrikus téridé metrikajat, a Schwarzschild-metrikat,

1
ds? = _(1 + Q)dﬁ + - =dr® + r?dQ0?, (7.1.38.)
T =

ahol d? = df? +sin? 0d¢? és C tetszéleges allandé, amelynek fizikai jelentését aldbb
tisztazzuk.

Az aldbbiakban attekintjik a Schwarzschild-metrikaja térido, azaz az iires
vakuumban az egyetlen sztatikus, gombszimmetrikus téridé néhany fontos tulaj-
donségat.
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1. A Schwarzschild-térid6 aszimptotikusan lapos, azaz az r — oo hataresetben
atmegy a Minkowski-metrikaba, ami a nem gorbiilt, sztatikus téridé metrikéja.
Ez teszi lehetévé, hogy a Schwarzschild-metrikat gy interpretaljuk, mint egy
izolalt test altal a testen kiviil keltett gravitaciés mezot.

2. Az el6z6 pontnak megfelel6 értelmezés lehetové teszi, hogy a C allandénak
a Schwarzschild-téridot keltd izolalt test tomegével kapcsolatos jelentést ad-
junk. Az r — oo aszimptotikus tartomanyban Gssze kell hasonlitani egy
probatest szabadesését, azaz geodetikus mozgasat ugyanezen prébatestnek
a newtoni gravitacié szerinti szabadesésével. Azt, hogy a prébatest milyen
geodetikus mentén esik szabadon az izolalt test altal keltett Schwarzschild-
téridoben, alabb meg fogjuk hatarozni. A newtoni gravitaciéval torténd ossze-
hasonlitasbol kideriil, hogy C' = —2M a G = ¢ = 1 egységrendszerben, ahol
M az izoldlt test tomege. Tetszbleges egységrendszerben a C = —2GM/c?
osszefiggés adddik. A Schwarzschild-metrika tehat atirhaté

oM 1
ds® = — (1 - _) dt® + - dr? + r2dO? (7.1.39.)

. 201
T

alakba.

3. A Schwarzschild-metrika szingularis az r = 0 és az r = 2M helyeken. A szin-
gularitas alapvetden kétféle lehet. Koordinata-szingularitasrol beszéliink,
ha a bevezetett koordindtarendszer valamely pontban érvényét veszti (a térid6
valamely pontja nem fedhet6 le az adott koordindtarendszerrel). Esetiinkben
ez akkor kovetkezik be, ha vagy &* = 0, vagy V% = 0 vagy pedig £ és
Ve kollinearisak. Ilyen tipusu szingularitas 1ép fel az r = 2M helyen. Ek-
kor a térido gorbiilete véges marad. Mas, alkalmasabb koordindtarendszerre
torténd attéres utan a metrika komponenseinek szingularitdsa megszinik. A
masik tipusu szingularitas fizikai, amikor a gorbiilet végtelenné vélik. Ez a
szingularitds nem sziintethet6 meg koordinata-transzformacioval. Esetiinkben
ilyen szingularités 1ép fel » = O-ban.

A Schwarzschild-metrika koordinata-szingularitasanak helyét, az igy nevezett
Schwarzschild-sugar értékét érdemes szamszeriien is meghatarozni,

2GM M
re = ¢ A 3( )km, (7.1.40.)
Mg

c2

ahol a Nap tomege M, ~ 2-10% kg. Ezért a Nap, vagy a Fold, ill. maés
bolygok Schwarzschild-sugara mélyen ezen égitestek belsejében helyezkedik el,
ahol a vakuum-megoldas nem érvényes. Az r = r, és r = 0 szingularitdsok
csak akkor valnak érdekessé, ha az égitest teljes gravitaciés Osszeomlast,
azaz kollapszust szenvedett.
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4. Végiil érdemes megemliteni, hogy az Einstein-egyenleteknek vakuumban egyet-
len gémbszimmetrikus megolddsa van (ha nem kéveteljiik meg eleve a sztati-
kussdgot), és ez a Schwarzschild-megoldds. Ez osszhangban van Birkhoff%
tételével, amely szerint minden gémbszimmetrikus térido, amely megoldasa
a vakuumbeli R,, = 0 Einstein-egyenleteknek, sztatikus. Ez analég azzal az
allitassal, hogy vakuumban a Maxwell-egyenletek egyetlen gombszimmetrikus
megoldasa a sztatikus Coulomb-mez6. Ez azt is jelenti, hogy ahogy az elekt-
rodinamikaban, gy a gravitdciés mezoben sem létezik monopdlus-sugérzas,
azaz gombszimmetrikus sugarzas.

7.2. A térido sztatikus, gombszimmetrikus test belsejében

Most megkeressiik izoldlt sztatikus, gombszimmetrikus égitesten beliil a térid6 met-
rikajat abban az esetben, amikor az égitest anyaga idedlis folyadék, amelynek energia-
impulzus-tenzora

Tw = pugup + P(gap + ugusp), (7.2.41.)

ahol u® a folyadék négyes-sebessége. A sztatikussag kovetelménye miatt az u®
négyes-sebességnek parhuzamosnak kell lennie a £* Killing-vektorral, tigyhogy
W= RO = —(e0)" (7.2.42))
(—&b&)Y/
A sztatikusag és a gombszimmetria miatt most is 3 fiiggetlen Einstein-egyenletiink
van, a tobbi 0 = 0 alakt azonossag,

8mlpy = Goo;
8T = G,
87TT22 = GQQ, (7243)

ahol Ty, = (eu)*(€.)"Tup 68 G = (€)*(4)" Gap-

Az energiaimpulzus-tenzor diagonalis komponensei

Too = (e0)(e0)’Tap = uubTyy, = p,
T = (e1)™e1)Tup = P(e1)*(e1) gapr = m1P = P,
Tas = (e2)*(e2)"Tap = Ple2)(e2)"gab = n22P = P, (7.2.44.)

Az Einstein-tenzor komponenseinek kiszamitasdhoz felhasznaljuk, hogy a Gauss-gorbiilet

3 3
R = Z R#“ = Z N Ry = —Roo + R + 2Rag, (7.2.45.)
n=0

w,v=0

64George David Birkhoff, amerikai matematikus, 1884-1944
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ugyhogy a G = Rap — % gap R Einstein-tenzor diagonélis komponensei a tetrad-bazisban

1 1 1 1
Goo = Roo— 577003 = Roo + iR = §R00 + §R11 + Roo
W11
T 9h2 g2 h)’
G = R —l R=R —ER—ER +ER — R
11 = 1~ gk =Ry —ok=ole+ o hin 22
_ ot
 rfh 12 h)’
1 1 1 1
G = Rog— =19 R=Rog— —R==Rpo— =R
22 22 27722 22 5 5 00 5 11
1 1 d / / h
= f_, 7 (7.2.46.)

2/Fhdr/Fh = 2rfh  2rh®’
Az Einstein-egyenletek tehat az aldbbi alakot oltik:

B 1 1
= —+—=(1—-— 2.47.
8mp 2h2+r2( h)’ (7.2.47.)
A 1
stPo= -7 (7.2.48.)
11 d f ! I
$TP = f_, S (7.2.49.)

2 /Fhdrfh ' 2rfh  2rh?

A (7.2.47.) egyenletben csak az ismeretlen h(r) fliggvény szerepel, ugyhogy ez
az egyenlet a masik két egyenlettdl fliggetleniil megoldhato h-ra:

1
h(r) = FETIGR (7.2.50.)
ahol
m(r) — dr / () 2dr (7.2.51)
0

a gombszimmetrikus égitest r sugaron beliili tomege.

Azonos 4talakitdssal a (7.2.47.) egyenletet atirhatjuk az aldbbi alakba,

1 /rh 1 1 d 1
stp = (oY _Ltdy ] 7.2.52.
e r2(h2 * h) 2 dr [r( h)] ( )
ahonnan integralds utan
1 T
r(l - E) = 87r/ p(r')r' 2dr’ 4 2a = 2m(r) (7.2.53.)
0

adédik. Innen kifejezziik h-t, amire a (7.2.50.) kifejezést kapjuk. Ha nem akarjuk, hogy a térmetrika
a X térszeril hiperfelilleten szingularis legyen, akkor az a integraldsi allandonak a = 0-nak kell
lennie. Igy megkapjuk a (7.2.51.) kifejezést.
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A fentiekbdl gy tlinhet, hogy a = 0 egy vélasztds kovetkezménye. Valdjdban nincsen
lehet6ségiink valasztani. Az r — 0 sugard gomb felszine

j{,/w)gdA = Arr®/h(r) 2 4mr? 5 0 (7.2.54.)

kell legyen, ami csak akkor tud teljesiilni, ha h(r) — 1 az r — 0 hatdresetben, azaz ha a = 0.
(Felhasznéltuk, hogy a ¥ térszerti hiperfeliileten indukélt 3-dimenziés metrika determindnsa Blg =

Grr9009ss = hr?r?sin® 6, Ggyhogy az invaridns térfogatelem /) gdrdfde = v/hr? sin 0drdfds és
az invaridns feliiletelem az 7 sugart gomb felszinén dA = v/hr? sin 0dfde.)

A ¥ hiperfeliiletnek a sztatikussag kovetelménye miatt térszertinek kell lennie,
azaz teljesiilnie kell a

h(r)>0, = r>2m(r) (7.2.55.)

egyenlotlenségeknek. Ha az izolalt gombszimmetrikus test stirtisége » = R radidlis
koordinata-értéknél valik zérussa, akkor itt kell a testen beliili téridé metrikdjanak
folytonosan illeszkednie a testen kiviili Schwarzschild-metrikahoz. Mivel a = 0, a
térmetrika

m(R) = 4nm /ORp(r)r 2dr = M (7.2.56.)

esetén atmegy a Schwarzschild-metrikaba, ahol — mint azt a Schwarzschild-metrika
r — oo aszimptotikusan tavoli viselkedésébdl tudjuk,— M az izoldlt test teljes
tomege (total mass). (Ez az a silyos tomege, amivel ardnyos newtoni gravitdcids
er6t fejt ki egy tavoli probatestre a hagyomanyos newtoni felfogas szerint.) Mésrészt
a (7.2.56.) egyenl6séggel értelmezett teljes tomeg nem azonos a test p tomegstiriiségé-
b6l szamolt

B r2p(r)dr
0 (1_2m(r))1/2

T

> M

Br2p(r)dr
M, = /\/(3)gp(r)r2drd(2:47r/0 % =4
(7.2.57.)

teljes valédi tomeggel (total proper mass). (Itt megint felhasznaltuk, hogy a

térfogatelem a X térszerti hiperfeliileten \/® gdrdfd¢ = /hr? sin fdrdfde.) A teljes
tomeg és a valodi tomeg kiilonbsége pozitiv, ami ugy értelmezhetd, mint az izolalt
testnek az

Es = E,—E=M,—M>0 (7.2.58.)

kotési energiaja, amely a test darabkainak egymassal valé gravitaciés kolesonha-
tasabol, avagy masképpen a testnek sajat gravitacios mezejével vald kolesonhatasabol
szarmazik. Ez szép példa arra, hogy béar az altalanos relativitaselméletben az ener-
gia fogalma nem jél definidlt, mégis egy (esetiinkben sztatikus, gdmbszimmetrikus)
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izolalt test teljes energiajat ki lehet egyértelmiien olvasni abbdl, hogy a test a téridot
hogyan gorbiti meg az aszimptotikusan lapos tartomanyban.

Helyettesitsiik be a h(r) fliggvényre kapott kifejezést a (7.2.48.) egyenletbe és
keressiik annak megoldasat az

f(r) = >0 (7.2.59.)
alakban. Ekkor a a ¢(r) fiiggvényre a

de(r) _ m(r)+ 4rr3 P
dr r[r —2m(r)]

(7.2.60.)

differencidlegyenletet kapjuk. A ¢(r) fiiggvény fizikai jelentését abbdl olvashatjuk
ki, hogy ez az egyenlet hogyan viselkedik a newtoni hatdresetben. Ha r®P < m(r)
és m(r) < r (utébbi kovetkeztében h = 1), akkor a (7.2.60.) egyenlet kozelitSleg

o mlr)

dr r2

= B.(r) (7.2.61.)

alakot 6lt. Ha azt is figyelembe vessziik, hogy h = 1 esetén m(r) megegyezik az r
,,sugdron” belil talalhaté tomeggel, akkor a (7.2.61.) egyenletben felismerjiik a new-
toni gravitacids potencidlra vonatkozd egyenletet: a térerdsség a test kozéppontja
felé mutat (E.(r) = —d¢/dr < 0) és a gdmbszimmetrikus test centrumé&tdl r
tavolsagra olyan, mintha azt egy fiktiv tomegpont keltené, amelyet a centrumba
képzeliink akkora tomeggel, mint a test r sugdron belili részének a tomege. A
¢(r) = 31n f(r) fliggvény tehdt a newtoni gravitaciés potencial dltaldnositsa.

Végiil a h(r) és f(r) fliggvényekre kapott Osszefliggéseket felhasznalva kaphat6
meg a (7.2.49.) egyenletbél a nyomésra vonatkozd

dP m(r) + 4xr3 P

= ~(P+p) e (7.2.62.)

egyenlet, a Tolman%-Oppenheimer®-Volkoff’”-egyenlet (TOV-egyenlet). Ha a new-
toni hataresetben (P < p, m(r) < r) vizsgéljuk meg az egyenletet, akkor az

ar = —M, = [P(r+dr) — P(r)|dnr? = E.(r)p(r)4nridr

dr r2
(7.2.63.)
alakban fejezi ki a hidrosztatikai nyomds és a gravitacids eré egyensilyat, azaz a

hidrosztatikai egyensily feltételét. Ebben semmi meglep6 nincsen, hiszen szta-
tikus esetben az Euler-egyenlet a hidrosztatikai egyensily sziikséges és elégséges

65Richard Chace Tolman, amerikai matematikai fizikus és fizikai kémikus, 1881-1948
66 Julius Robert Oppenheimer, amerikai fizikus, 1904-1967
67George Michael Volkoff, kanadai fizikus, 1914-2000
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feltételét fogalmazza meg. A TOV-egyenlet tehat azt a feltételt fejezi ki,
hogy az izolalt test hidrosztatikai egyensiilyban van a sajatmaga altal
keltett sztatikus, gombszimmetrikus téridében.

A sztatikus, gombszimmetrikus, idealis folyadékbdl allo testen belil a téridé
metrikaja tehat

1
ds? = —e*0d2 + ——_dr? + r2d0?, (7.2.64.)
1— 2m(r)

T

ahol ¢(r)-t a (7.2.60.) egyenlet hatdrozza meg,

m(r) = 4r /07‘ p(r')r' 2dr! (7.2.65.)

és a (7.2.62.) egyenlet jelenti a hidrosztatikai egyensily sziikséges és elégséges felté-
telét.

7.2.1. A csillagok kritikus tomege

A fentiek alapjan az ideélis folyadékbdl allé6 gombszimmetrikus égitest sztatikus konfi-
guriciéjat az aldbbi médon hatdrozhatjuk meg. Tekintsiik adottnak az anyag P = P(p)
allapotegyenletét. frjunk el6 egy tetszoleges p. kozépponti slirliséget és eziltal a P, =
P(p.) kozépponti nyomdst. Integréljuk a (7.2.62.) és (7.2.51.) egyenleteket kifelé, amig
valamilyen r = R mellett elérjiik az égitest felszinét, ahol P(R) = p(R) = 0 lesz. Eb-
ben a pontban ,,varrjuk 6ssze” az égitest belsejében uralkodé metrikat a Schwarzschild-
metrikdval. Ezutan integraljuk a (7.2.60.) egyenletet r = R-t6l befelé haladva, és megkdve-
telve, hogy ¢(R) egyezzen meg a Schwarzschild-metrikdnak megfelel$ értékkel az égitest
feltletén. A newtoni elméletben is hasonléképpen szoktak eljarni azzal a kiilonbséggel,
hogy a (7.2.62.) egyenlet helyett a (7.2.63.) egyenletet, a (7.2.60.) egyenlet helyett pedig
a (7.2.61.) egyenletet kell hasznélni.

A newtoni elméletbdl és az dltaldnos relativitdaselméletbdl a sztatikus, gdbmbszimmet-
rikus égitest (csillag) hidrosztatikai egyensilyéra kapott eredmények azonban kiilonboznek.
Az egyik kiilonbség a kiovetkezo: tegyiik fel, hogy a csillagot P > 0 nyomdsu (,,normalis”)
anyag alkotja és adott ennek az anyagnak a p(r) siiriiségeloszldsa (azaz, hogy mekkora
méretben mekkora tomeg hogyan oszlik el), akkor a kozépponti P. nyomds az altaldnos
relativitaselmélet szerint mindig nagyobb, mint a newtoni elmélet szerint. Ez azt mu-
tatja, hogy az altaldnos relativitdselmélet szerint adott anyageloszlds esetén nagyobb a
gravitacios vonzasbdl eredé nyomads, amit a hidrosztatikai nyomasnak kell ellensilyoznia;
ugyhogy ,,nehezebben” johet 1étre a hidrosztatikai egyenstly. Ez nagyon jelentds kiilonbsé-
get okoz példaul egy olyan hipotetikus csillag esetén, amelynek anyaga inkompresszibilis,
azaz slrlisége allandé. A newtoni elmélet szerint ebben az esetben barmilyen py és R
sugér (azaz py és M = 4nR3pg/3 csillagtomeg) esetén véges a P, kozépponti nyomds.
Ugyanakkor, mint azt el6szor Schwarzschild megmutatta, — az altalanos relativitaselmélet
szerint létezik egy olyan kritikus csillagtomeg, M, = 4R /9, hogy a P, kézépponti nyoméds
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M < M, esetén véges, de M — M, esetén végtelenné valik. Ez azt jelenti, hogy
nem létezhet olyan, inkompresszibilis anyagbdl allé (sztatikus gémbszimmetrikus) csil-
lag, amelynek tomege M > M., azaz M meghaladja a kritikus értéket. Mivel tulaj-
donképpen az M /R hényadosra létezik felsé korldt, masképpen gy fogalmazhatunk, hogy
nem képzelheto el hidrosztatikai egyensiily, ha 6sszenyomhatatlan anyaghdl til nagy tomeg
tul kis térfogatban helyezkedne el.

Az, hogy az altalanos relativitaselmélet szerint az egyensulyi allapotban levé gomb-
szimmetrikus csillagokra létezik fels6 tomegkorlat, nem csak az Gsszenyomhatatlan
anyagbdl all6 hipotetikus csillag esetén érvényes. Be lehet ltni a kovetkezéket (1d. [1]-
t a tovabbi részletekrol). Tegyiik fel, hogy a slirtiség nem negativ és radidlisan kifelé
haladva szigorian monoton csokken. Ekkor a sztatikus, gombszimmetrikus csillagokra
kétféle fels6 tomeghatér létezhet. (a) Ha adott a csillag R sugara, akkor a maximalis
csillagtomeg az a kritikus M, = 4R/9 érték, amit homogén témegeloszlds esetén ka-
punk. (b) Ha adott a P = P(p) allapotegyenlet ,.kis” p < pg siiriségek esetén, ahol
po tetszoleges, akkor létezik egy M, fels6 tomeghatar, amelynek értéke nem fiigg attdl,
hogy milyen alaki az allapotegyenlet p > pgy f6l6tt. Természetesen ekkor M, fiigg po-tdl és
attdl is, hogy milyen alaki kis nyomdsokon az allapotegyenlet. Annak, hogy a (b) tipusi
tomegkorlat fliggetlen a nagy stlirliségek esetén érvényes allpotegyenlettdl, az a jelentOsége,
hogy megbizhaté becsléseket lehet tenni a csillagok tomegére a kis nyomésokon érvényes
allapotegyenlet alapjan, amire nézve vannak megbizhaté fizikai ismereteink. Erdemes
megemliteni, hogy ha a newtoni elmélet szerint vizsgalodunk, akkor szintén talalunk felsé
tomeghatart, amennyiben minden striiség esetén adott az allapotegyenlet. Ezért abban a
szerencsés helyzetben vagyunk, hogy az altalanos relativitaselmélet a fels6é hatarra nemcsak
elvileg ad jobb becslést, hanem ez a becslés gyakorlatban is megbizhatébban végezhet6 el,
mert nincsen sziikségilink az allapotegyenletre nagy stiriiségeken, ahol azt nem ismerjiik.

A fenti tomeghatarra vonatkozé becslést alkalmazhatjuk hideg, T' ~ 0 hémérsékleti
anyagot tartalmazé csillagra. Az igy kapott fels§ tomeghatdrnak lényeges kihatdsa van
a csillagfejlédés végs6 szakaszara. Ha egy csillagban méar nem zajlanak le magreakciok
(nukledrisan kiégett), akkor energidt sugdroz, és lehtil. Amikor hideg éllapotba jutott az
anyaga, azaz a termikus mozgdsbdl szarmazoé kinetikai nyomés elhanyagolhatéva valik a
csillagban taldlhaté elfajult Fermi®®-gézok (neutronok, elektronok) 7' = 0 hémérsékleten
sem eltiné nyomasdhoz képest, akkor vagy kisebb lehet a csillag tomege, mint a hidro-
sztatikai egyensilyhoz sziikséges kritikus tomeg, vagy meghaladhatja azt. Az elsé esetben
stabil hideg csillag marad vissza (pl. neutron-csillag, v. fehér torpe), a mésodik esetben
viszont a csillag anyaganak Shatatlanul gravitaciés 6sszeomlast kell szenvednie.

Amikor egy lényegében hidrogénbdl all6 gazhalmaz 0Osszedll és elindul egy csillag
fejlédése, akkor az anyag a gravitacié hatasara elkezd Osszezuhanni, mikézben annyira fel-
melegszik, hogy beindulhatnak a magreakcidk, amelyek a hidrogént héliumma alakitjak.
Kialakul egy hélium torzs, kozben az anyag felmelegszik és a gdz nyomdsa egyensulyt
tud tartani a gravitaciéval. Ha a csillag elég nagy, akkor a héliumbdl &llé torzs is elkezd
Osszehtzdédni és beindulnak olyan magreakciok, amelyek soran nehezebb elemek keletkez-
nek és végiil felépiilhet egy, a legstabilabb atommagokbdl, azaz vasbdl és nikkelbol allé

68Enrico Fermi, olasz, amerikai fizikus, 1901-1954.
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torzs. Az, hogy ez a fejlédési folyamat végig lejatszodik-e, avagy valamely ponton megsza-
kad, attol fligg, hogy elegendévé vélik-e valamikor az elfajult elektrongdz nyomasa ahhoz,
hogy a csillagot stabilizalja. Ha a csillag tomege kisebb, mint a kritikus M. = 5My
érték, akkor stabil képzédmény, fehér torpe marad vissza. Ha a csillag tomege nagyobb,
mint a kritikus M. érték, akkor, miutan lényegében a csillag teljes tomege beépiilt a nik-
kelbdl és vasbol all6 torzsbe, ez a rendszer nem tudja stabilan fenntartani magat, mert
ehhez nem elég a visszamaradt elfajult elektrongaz nyomaésa. T6bbé nincsenek energiafel-
szabadulassal jar6 magreakciok sem. Beindul tehat a csillag 0sszeomlasa, egészen addig,
amig az anyag striisége eléri az atommagok siirtiségét, a nukledris striiséget. Ekkor az
elfajult neutrongdz nyomaéasa és az atlagosan taszité magerOk neutroncsillag allapotban
megallithatjék, vagy lelassithatjdk az 0sszeomlast, ha a csillag tomege M < Mo =~ 2M,,.
A csillag torzsének 6sszeomldsat 16késhullam kialakuldsa kisérheti, amely kifelé, a csillag
kopenye felé halad. Ilyen lokéshullaim vezet a szuperndva kialakuldsiahoz, amikor a csil-
lag a kopenyét robbandsszeriien ledobja magdardl, és éridsi energia szabadul fel, amit az
eltdvozd anyag és sugarzas hordoz. Ezt kovetGen neutroncsillag marad vissza, ha elég ki-
csi a visszamarado csillag tomege. A csillagfejlodés végallapota tehat vagy fehér torpe,
vagy neutroncsillag dllapot, ha a csillag tomege a hideg anyagra vonatkozé (megfeleld)
fels6 tomeghatér(ok)nal kisebb.

Ha a csillag tomege nagyobb, mint a hideg anyagra vonatkozé felsé tomeghatar,
akkor a csillag teljes gravitacios 6sszeomlast szenved, amelynek a végkimentele gombszim-
metrikus esetben a Schwarzschild-féle feketelyuk kialakulasa, amirdl alabb lesz szd. Ennek
kialakulaséat is megel6zheti szupernéva-robbanas.

A neutroncsillagok 1étérél pulzdrok (periédikusan sugarzé neutroncsillagok) megfi-
gyelése révén szereztiink tudomast. Az egyik leglatvanyosabb csillagdszati megfigyelés az
1987-ben megfigyelt SN 1987A szupernéva-robbands, amelynek maradvanyait a Hubble
trteleszkép 1994 és 2009 kozott még tovabbi 15 éven at megfigyelte. Vildgosan kiraj-
zolodott a lokéshullam révén az tirbe kidobott, egyre névekvo sugart gombhéjban elhe-
lyezkedé anyag képe (a 2-dimenzids felvételeken vilagité anyaggytiri, 1d. pl. a Wikipedia
SN 1987A cimsz6 alatt az eredeti felvételeket).

7.3. Geodetikusok a Schwarzschild-téridoben
7.3.1. Gravitacids voroseltolédas Schwarzschild-téridoben

Vizsgéaljuk meg a kovetkezd problémat. Legyen Op és O, két sztatikus megfigyeld,
akik a sztatikus, gombszimmetrikus égitesten kiviil helyezkednek el (szélséséges
esetben az O; megfigyel6 az égitest felszinén helyezkedik el). Az O; megfigyel6
vilagvonalanak P; pontjaban wy frekvenciaju sugarzast bocesat ki, amelyet az O, meg-
figyel6¢ vilagvonalanak P, pontjaban ws frekvencidju sugarzasként észlel. Belatjuk,
hogy ha az Oy és az O sztatikus megfigyelok radidlis koordinataja rendre ry és 7o,
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Ea —integra’lgo"rbe’i

14. abra. Gravitacidos voroseltolodas észlelésének viszonyai a Schwarzschild-
téridoben. A P; esemény: az r; radidlis koordinataju sztatikus O; forras k¢
hullamvektorta fényjelet bocsat ki az Oy sztatikus megfigyel6 iranyaba. A P,
esemény: az ry > rp radidlis koordinataju Oy sztatikus megfigyel6 észleli a fényjelet.
Az Oy és O, sztatikus megfigyelok vildgvonalai egyuttal a &% Killing-vektormez6
integralgorbéi; a megfigyelk négyes-sebessége rendre u§ és u$.

akkor az emittalt és az észlelt frekvenciak hanyadosa

1 - 2M
142 = 2V 1 (7.3.66.)
Wa 1 — 2M

T2

Ez azt jelenti, hogy amennyiben az észlelé tavolabb helyezkedik el a gravitacios
centrumtol, mint az emitter, azaz ha ro > 7y, akkor az észlelt frekvencia kisebb,
mint a kibocsatott frekvencia, azaz a fény ,,voroseltolodast” szenved.

A fényjel null-geodetikus mentén terjed a téridé P; pontjabdl a P> pontba, amelynek érint6-
vektora a k® null-vektor (1d. a 14. dbrat). A sztatikus Oy és O2 megfigyelék vildgvonalai idGszerti
geodetikusok, amelyek érintéegységvektorai a Py és a P, pontokban rendre az (u1)® és az (uq)®
négyessebességek. A sztatikus megfigyel6k négyessebesége mindeniitt parhuzamos a &% Killing-
vektormezovel, értéke a P és a P, pontokban

é-a
(ug)* = - , s=1,2. (7.3.67.)
V=&l IR,
Tudjuk tovabba, hogy a k* érintévektoru null-geodetikus mentén az érinté-vektormezoének és a
Killing-vektormezonek a kontrakcidja allandé, igy

ka€a|P1 = ka§a|P2- (7368)

A fentiekbol kovetkezik, hogy

) —kq(u2)?|p, - /—§b§b|P1'

oL —ka(u1)|p, _ V/=&Ep, (7.3.69.)
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Masrészt viszont a Schwarzschild-metrikabdl kiolvashatjuk, hogy

& = gu= —<1 - g) (7.3.70.)

Ezt behelyettesitve a frekvencidk hanyadosanak kifejezésébe, megkapjuk a voroseltolédés igazolni
kivant Osszefliggését.

Megjegyzés: Aszimptotikusan tavoli emitter és vevd esetén a voroseltolédast
ugy interpretalhatjuk, mintha a foton hw energiaja csokkenne, ahogy kijut a csillag
altal okozott vonzd, gravitacids potencidlgddorbdl, azaz mintha a foton Aw + U,
teljes energidja allandé lenne, ahol U, a newtoni gravitacié értelmében vett negativ
potencidlis energia.

frjuk at a voroseltolodas képletét wi = w, wy = w — Aw jelolések bevezetésével M < ry < ro

esetén
M M M M
hd ~ (1——) (1——) ~l+— - — (7.3.71.)
w— Aw ro 71 71 T2
alakba, ahonnan
—A A M M
el PR T AP T (7.3.72.)
w w 1 T2

adédik. Innen a relativ frekvenciaeltolodasra azt kapjuk, hogy

Aw GM GM
— = = - = 7.3.73.
w c2r 2y’ ( )
ahol visszairtuk a G és ¢ allanddkat. Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat Aw-val,
hw GM GM
—hAw = (hwy) — (hwl)—2 <—— + —>, (7.3.74.)
C 1 T2
azaz
hw GM hw GM
hwoy — ——— = hwy — —&——, (7.3.75.)
C 1 C (]

GmyM
I3

ahol hw/c? = my a foton tomege, U, = —
energigja.

pedig a newtoni értelemben vett potencialis

A voroseltolédést elészor a Fold felszinén igazoltak a Mossbauer®-effektus fel-
hasznilasdval a Pound™-Rebka™-féle kisérletben 1960-ban kb. 1% pontossiggal.
Késobb, 1979-1980-ban a gravitacios voroseltolédast kb. 0,01% pontossdggal iga-
zoltak gy, hogy rakétaval lottek fel egy hidrogén-mézert 10000 km magasra és a
mézer-sugarzas frekvencidjat mérték nagy pontossiggal a Foldon (Vessot™ és Levi-

ne™).

69Rudolf Ludwig Mé&ssbauer, német fizikus, 1929-2011
"ORobert Vivian Pound, amerikai fizikus, 1919-2010
"IGlen Anderson Rebka Jr., amerikai fizikus, 1931-
"2Robert Frederick Charles Vessot, amerikai fizikus, 1930-
M. W. Levine
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Megjegyzés: Megbecsiilhetjiik, hogy mekkora a csillag felszinérdl érkezé fénynek a
csillag sajat gravitaciés mezeje miatti maximalis voroseltolédasa. Ha a csillag sztatikus,
gbémbszimmetrikus, strisége nem negativ és szigoriian monoton csokken a radialis koor-
dindtaval, akkor létezik a felsé tomegkorlat, (M/R)max = 4/9, ezért a csillag felszinén
emittalt fény legnagyobb lehetséges voroseltolodési tényezdje

max = % —1:%—1:%—1:2. (7.3.76.)
2 |max 2|r—o0 1-— 9M/1
Ennek a becslésnek az alapjan mondhatjuk, hogy ha z > 2 voOroseltolédasi tényezével
észleliink valamely csillaghdl szarmazoé fényt, akkor annak a voroseltoléddsa nem irhatéd
kizardlag csak a csillag felszinén és a kozelében uralkodo gravitacié rovasara.

7.3.2. Az id6szerii és a null-geodetikusok egyenlete

El6szor is vegyiik észre, hogy ha egy geodetikus kezdopontja és kezdeti érintdje a
0 = 7/2 ekvatoridlis (azaz egyenlit6i) sikban vannak, akkor az egész geodetikus eb-
ben a sikban fekszik a Schwarzschild-metrika 6 — m — 0 tértiikrozési szimmetriaja
miatt. Ekkor viszont barmely mas geodetikust be tudunk forgatni forgasi izometria-
transzformacioval az ekvatoridlis sikba. Ez annak a newtoni mechanikaban is érvé-
nyes allitasnak az altalanositésa, hogy centralis gravitacios mezében mozgo prébatest
palyaja sikmozgés, amelynek sikjat a kezdeti helyzetvektor és sebességvektor fesziti
ki. Elegendé tehat csak az ekvatoridlis geodetikusokat vizsgalnunk.

Paraméterezziik az idoszerii geodetikusokat a 7 sajatidovel, a null-geodetikusok
esetében jelentse 7 az affin paramétert. A geodetikus paraméteres egyenletrendszere
gombi koordindtékban (1) = (¢(7),r(7),0 = 7/2,¢(7)), az érinté-vektormezd
pedig ut = dz*/dr = i*. Az ekvatoridlis sikban futé idészer(i geodetikusok és
null-geodetikusok esetén

2M N\ . 1 .
Jaun? = —k=— (1 — —)t2 + o 72 4+ r2¢?, (7.3.77.)

r
T

ahol

o {+1 idészerti geodetikus, (7.3.78.)

0  null-geodetikus

esetén. Felhasznaljuk tovabba, hogy a geodetikus mentén az érintovektor és a
Killing-vektor kontrakcigja allando, jeloljiik ezt E-vel,

2M N\ .
E = _gaua = _gabgaub = _gttuo = (1 — T) t. (7379)

Megjegyzés: Az E allando fizikai jelentését a geodetikus aszimptotikus vi-
selkedésébol olvashatjuk ki. Az infinitezimalis sajatidé-tartam dr = /1 — %dt,
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ugyhogy az r > M aszimptotikus tartoméanyban F = /1 — % ~1—(M/r). [rjuk
vissza a G és ¢ dllanddkat a természetes egységeikban, akkor E ~ 1 — (GM/c*r)

adédik. Iddszerti geodetikus esetén szorozzuk az egyenléség mindkét oldalat mc3-tel,
ahol m a szabadon es6 prébarészecske tomege. Ekkor az

mc2 _ GMm
E ~ — T 50 (7.3.80.)

mc?
aszimptotikus Osszefiiggést kapjuk, azaz F a részecske egységnyi tomegre vo-
natkoztatott teljes energidja a gombszimmetrikus, sztatikus égitest gra-
vitaciés terében, a centrumtdl nagy tavolsagban. Ugy is interpretalhatjuk ezt,
hogy a végtelen tavoli megfigyelonek ekkora energiat kell adnia az m tomegii részecs-
kének ahhoz, hogy az geodetikus palyara alljon. Null-geodetikus esetén az E ~
1 — (GM/c*r) egyenléség mindkét oldaldt a foton hw energidjdval szorozzuk, és ak-
kor E ~ [hw — (GMhw/c*r)]/hw a fotonnak a graviticiés mez6ben az egységnyi
hw-ra vonatkoztatott teljes energiajat jelenti. Ennyi lesz a ,,szabadon es¢” foton
energidja, amelynek vilagvonala a geometriai optikai fénysugar palydja a téridében.

Ahogy a térido idobeli eltolasi szimmetridja eredményezi az E mozgédsallandét,
ugy a térbeli forgatdssal szembeni szimmetria is eredményez egy L mozgésallandét.
Legyen ¢ = (0/0¢)* az elforgatassal szembeni szimmetridhoz (az SO(3) izomet-
ridhoz) tartozé Killing-vektor. Ekkor a megfelelé mozgasallandé a geodetikusok
mentén

L = gab?/)aub = g¢¢q5 = T2¢5, (7.3.81.)

ami idészert geodetikus esetén az egységnyi tomegre juté palyaimpulzusmo-
mentumként, null-geodetikus esetén a foton AL palyaimpulzusmomentumaként
interpretalhatd. A (7.3.81.) egyenlet lényegében Kepler™ II. torvényének altala-
nositasa, csak most nem kothetd hozza a feliiletsebesség fogalma, mert a térgeomet-
ria nem euklideszi.

Fejezziik ki i-ot és ¢-ot rendre E-vel a (7.3.79.) és L-lel a (7.3.81.) egyenléségek-
bél, és helyettesitsiik be a kifejezésiiket a (7.3.77.) egyenletbe. Ekkor a geodetiku-
sok radialis mozgasara az alabbi egyenletet kapjuk:

E2 7"2 L2
om T —m T TR (7.3.82.)
amit atrendeziink az
1 2 1 2M L? 1 9
CUBREES W il (e = -F 7.3.83.
2r +2< T)<T2+/€> 5 ( )

alakba.

7 Johannes Kepler, német matematikus, csillagdsz és asztrolégus, 1571-1630.
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A kapott (7.3.83.) egyenlet megolddsaban a kovetkezd klasszikus mechanikai
analdgia van segitségiinkre. A (7.3.83.) egyenletet atirhatjuk

1
57‘~2+v(r) = ¢ (7.3.84.)

alakba, ahol € = E?/2 és bevezettiik a

kM L? k  ML?
T 2r2 2 r3

V(r) = (7.3.85.)
,,potencidlt”. A k = 1 esetben a (7.3.83.) egyenlet a (7.3.84.) alakban olyan, mint
egy egységnyi tomegli részecske e = E?/2 energidjanak kifejezése a klasszikus me-
chanikaban, ha a részecske V (r) potencidlmez6ben mozog. A Kepler-probléma new-
toni gravitacié alapjan torténé targyalasa sordn ugyanilyen alakiu egyenletre jutot-
tunk. Akkor is be tudtunk hasonléan vezetni egy ,.effektiv’ potencidlt, amelyben a
(7.3.85.) egyenl6ség jobb oldalan &ll6 elsé és mésodik tag szerepelt csak. FEzek je-
lentése rendre a gravitaciés mezé newtoni értelemben vett potencialja a centrumtol
r tavolsagban és az tgynevezett centrifugalis energia (potencidlgat). Az altalanos
relativitdselméletben tovébbi két tag jelenik meg a ,,potencidlban”: a (7.3.85.) kife-
jezés harmadik tagja, ami egy additiv allando, és a negyedik tagja, ami kis radialis
tavolsagok esetén vonzd jellegével feliilirja” a taszito jellegli centrifugalis gatat.

7.3.3. A Kepler-torvények altalanositasa

Vizsgédljuk el6szor az idészerii geodetikusok (k = +1) esetét. Lattuk, hogy a
Schwarzschild-téridoben az idészerii geodetikusok beforgathatok az ekvatorialis sikba,
azaz sikgorbék. Ezeken a szabadon eso prébarészecske mozgasat az L =all. egységnyi
részecske-tomegre vonatkoztatott palyamomentum jellemzi. Ez Kepler 1., a feliilet-
sebesség allandodsagat kimondo torvényének altalanositasa.

Nézziik most, hogy mit mondhatunk el a szabadon esé részecske palyajardl, az-
az mi lesz Kepler I1. torvényének altaldnositdsa. A (7.3.85.) potencidl széls6értékének
helyeit a dV/dr = 0 egyenletbél olvashatjuk ki, amelynek gyokei

L2

Ry = W(l + /1 — 12(M2/L2)). (7.3.86.)

Amennyiben a palyaimpulzusmomentum kicsi, azaz L? < 12M?, akkor nincsen valds
gyok. A potencidl r — oo esetén tart V. — 1/2-hez; csokkend r radiélis koor-
dinataval szigorian monoton csékken, r — 0 esetén tart —oo-hez (1d. a 15. dbrat).
Ekkor a végtelenbdl E? > 1 relativ energidval inditott, szabadon es6 részecske be-
esik az r = 2M feliiletre, majd onnan tovabb az r = 0 szingularitasba. Ez a
kovetkezménye, hogy kis radidlis tdvolsdgokon a (7.3.85.) potenciél negyedik tagja
feliilirja a centrifugdlis gatat.
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15. dbra. A Schwarzschild-téridében szabadon esé prébarészecske radialis mozgasat
meghatarozé effektiv V(r) potencidl az r radidlis koordinata fiiggvényében kis L
palyaimpulzusmomentum, azaz L? < 12M? esetén, ahol a M a sztatikus, gomb-

szimmetrikus égitest teljes tomege.

16. dbra. A Schwarzschild-téridoben szabadon esé préba-részecske radidlis mozgasat
meghatarozé effektiv V' (r) potencidl az r radidlis koordindta fliggvényében nagy L
pélyaimpulzusmomentum, azaz L? > 12M? esetén, ahol a M a sztatikus, gombszim-

metrikus égitest teljes tomege.
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Ha L? > 12M?, akkor R_ és R, is valés. A V(r) potencidlnak r = R_ helyen
maximuma, az 7 = R, helyen minimuma van. A r — 0 hataresetben a potencidl
most is —oo-hez, az r — +00 esetben 1/2-hez tart. Létezik egy geodetikus, amelynek
vetiilete a X térszerti hiperfeliiletre r = R sugart stabil korpélya, tovabbaar = R_
sugard instabil kérpalya. Ha L > M, akkor R, = L?/M? megfelel a newtoni elmélet
szerinti koralaku Kepler-palyanak. Altalzinosszigban a kovetkezoket mondhatjuk el:

1. Konnyen belathatjuk, hogy R, > 6 M, mivel fennallnak az

R 2 12012 12012
S <1+ 1-— )>1+ 1- >1  (7.3.87)

6M  12M?2 L2

egyenlotlenségek. Ez azt jelenti, hogy nincsen r = 6 M-nél kisebb sugaru stabil
korpélya.

2. Az instabil korpalya sugarédra fennéll a 3M < R_ < 6M egyenlOtlenség, vagyis
nem létezik semmilyen r = 30 -nél kisebb sugara korpélya.

3. Kiszamolhatjuk a részecske egységnyi tomegre vonatkoztatott teljes energiajat
valamely R sugaru (stabil vagy instabil) kérpalyan. Ekkor 7 = 0 miatt

1

§E2(R) = V(R) L (i —2M)”

= SRE=3D" (7.3.88.)

ahol felhasznaltuk, hogy a dV/dr|,—r = 0 egyenletb8l L? kifejezheté R és M
segitségével. Innen az R sugart korpalyan mozgo részecske egységnyi tomegre
vonatkoztatott teljes energidjara

R—2M

E(R) = =T (7.3.89.)

adodik. A legbelsobb R, = 6 M sugar, azaz legkisebb energidju stabil korpalyan
a részecske egységnyi tomegre vonatkoztatott kotési energiaja

Eg(R=6M) = 1—ER=6M)=1-+/8/9~0,06. (7.3.90.)

Altaldban az R > M palyan mozgo részecske gravitacidosan sugaroz, energiat
veszit és a sugarzas visszahatasa kovetkeztében letér a geodetikusrdl. Spirdlis
palyan fokozatosan megkozeliti az R = 6 M sugari legbelsé stabil pélyat, ott
instabilla valik a mozgasa és bezuhan a szingularitasi centrumba. Kozben,
amig R = 6M radidlis ,,tavolsdgra” kertl a centrumtdl, energidja kb. 6%-
at vesziti el gravitacids sugarzassal. Alabb latni fogjuk, hogy az r < 2M,
azaz a Schwarzschild-sugaron beliili tartomanybdl mar semmilyen sugarzas, a
szabadon eso részecske mozgasara vonatkozo semmilyen informacié nem juthat
el a végtelen tavoli megfigyel6hoz.
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3M r

17. abra. A Schwarzschild-téridoben halad6 fénysugar radialis mozgasat meg-
hatérozé effektiv V(r) potenciél az r radidlis koordinéta fiiggvényében.

4. Ha a részecske csak kicsit odabb helyezkedik el az r = R, stabil korpalyat
jelento radidlis koordinataju helytol, akkor radialis iranyban oszcillaciok 1épnek
fel, amelyek harmonikusak és frekvenciajuk

9 d*V
W = o T:R+. (7.3.91.)

Ugyanakkor a kérpalyan torténd mozgés keringési frekvencidja wy = $, amely-
re w; = L?/Ri. Meg lehet mutatni, hogy a newtoni hatdresetben w, ~
wg. Ha w, = wy lenne, akkor zart palydk alakulndnak ki, a bolygémozgas
Kepler-palyai. A newtoni gravitacié alapjan meghatarozott kotott Kepler-
palyak valoban zartak, ellipszis-pdlydk. Az altalanos relativitaselméletben
a radidlis oszcillaciok és a keringési frekvencia eltérése miatt a péalyak nem
zartak. A kozel koralaku palyak esetén a palyanak a centrumhoz legkozelebb
es6 pontja (a perihélium) precesszal w, = w, — w, szOgsebességgel. Ezen
az elven lehet meghatdrozni a Merkir megfigyelt, 43 {vmdasodperc/100 év
anomalis precesszidjat, ami sokaig rejtély maradt, miutan a newtoni gravitacié
alapjan a tobbi bolygd perturbalé hatasat figyelembe véve sem sikeriilt a pe-
rihélium-elfordulést kielégitéen megmagyarazni. (A Merkir teljes perihélium-
elforduldsa 574,10+ 0,65 fvmasodperc/100 év. Az altalanos relativitdaselmélet
szerinti anomaliat is figyelembe vevo szamitésok ezzel hibahataron beliil egyezo
eredményt adnak.)

7.3.4. A fénygorbiilés

Vizsgaljuk most meg a null-geodetikusokat (k = 0). Az effektiv potencidl alakja
fliggetlen L-t6l, r — oo esetén zérushoz, r — 0 esetén —oo-hez tart az értéke, és
r = 3M helyen maximuma van,

2

L
(Id. a 17. dbréat). Ezek szerint fotonokra létezik r = 3M sugdrral kérpélya, azaz
olyan fénysugar, ami kort ir le a sztatikus, gémbszimmetrikus égitest koril. Ez a
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18. abra. A Schwarzschild-téridoben haladé fénysugér d¢ szogi eltériilése a kriti-
kusndal nagyobb b > b. latszélagos impakt-paraméter esetén; M az eltériilést okozo
sztatikus, gombszimmetrikus égitest teljes tomege.

korpélya azonban instabil. Ahhoz, hogy a fénysugar ezt a korpdlyat irja le, legaldbb
akkora FE relativ energia sziikséges, amelyre fennall, hogy
1 L*M L?

—E* = =3M) = — = 27TM>.
5 V(R=3M) eI AZAZ 4 7 (7.3.93.)

Lapos téridében az b = L/E hanyados éppen az impakt paraméter, azaz az a leg-
kisebb tavolsag, amelyre a fénysugar megkozeliti az origdt (az r = 0 radidlis ko-
ordindta-értéket). Mivel a Schwarzschild-metrika aszimptotikusan lapos, ezért a
b= L/FE paraméter a latszélagos impakt paraméter szerepét jatssza az aszimp-
totikusan tavoli megfigyel6 szamara az olyan fénysugarak esetén, amelyek az aszimp-
totikusan tavoli (r > M) tartomanybdl indulnak. A b paraméter azonban a gorbiilt
Schwarzschild-téridoben nem hordozza tobbé a ,,centrum megkozelitésének legkisebb
tavolsaga” jelentést. A fentiek alapjan a gravitdld test mindazokat az aszimptotiku-
san tavolrdl indulé fénysugarakat be fogja fogni, amelyek energidja nagyobb, mint
az effektiv potencidl maximumahoz tartozo E érték, azaz amelyeknek a latszolagos
impakt paramétere b < b,, ahol a kritikus érték b, = v27M.

Azok a fénysugarak, amelyeknek a latszdlagos impakt paramétere nagyobb,
mint a b. kritikus érték, nem fogédnak be, hanem tjra eltavolodnak a végtelenbe
(Id. a 18. &brat). Ekoézben az eredetileg ¢, iranyban (az ekvatorialis sikban) in-
dulé fénysugar a centrumon toérténé szorddas utdn a ¢, irdnyban fog a végtelenbe
tavozni. Ez azt jelenti, hogy ha egy tavoli csillag a megfigyelohoz képest a ¢_
irdnyban helyezkedik el, akkor a megfigyel6 a csillagot a eredeti helyzetéhez képest
0¢p = A¢ — 7 irdnyban fogja észlelni, ahol A¢ = ¢, — ¢_o, ha a csillaghdl in-
dul6 fénysugarnak ,,menetkozben” el kellett haladnia pl. a Nap felszine mellett.
Ezt a jelenséget nevezik fénygorbiilésnek. Az aszimptotikusan egyenes pédlyan ha-
lad6 fénysugar a gravitalé centrum kozelében elhaladva eredeti iranyatol eltériil d¢
szoggel. Ha a fénysugar nem ,.érezné” a gravitacié hatdsat, akkor A¢ = 7 lenne
(pl. Minkowski-téridében, amikor elhanyagoljuk a gravitalé centrum téridot gorbité
hatésat). A Schwarzschild-metrikaji téridében azonban az eltériilés A¢ > 7 lesz. A
fénysugér végtelen tavoli megfigyeld &altal észlelt szogeltériilése az M /b < 1 esetén
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elsérendi pontossaggal

4G M
c2b

0p = (7.3.94.)
ahol visszairtuk G-t és c-t természetes egységeikben. A Nap mellett elhaladé tévoli
csillag fényének eltériilése 6¢ ~ 1,75 fvmasodperc. Ezt el6szor 1919-ben az Ed-
dington™-expedicié mérte meg kb. 10%-os hibéval teljes napfogyatkozds idején.
Kvazéarokbdl érkezo radiohullamok eltériilését figyelték meg késobb teljes napfogyat-
kozés idején, amint a Nap mellett elhaladnak, igy Fomalont™ és Sramek™ 1976-ban
1% pontossiggal igazoltak a (7.3.94.) Osszefliggést.

A fénysugdr eltériilésének mértékét az aldbbiak szerint hatarozhatjuk meg. Induljunk ki a
(7.3.84.) egyenletbdl, amely k = 0 esetben az

1., 1 2M\ L? 1,
- Z(1-=Z=)1= = ZE .3.95.
2r+2< T> (7.3.95.)

alakot Olti, ahonnan

2
Fo= \/E2 — (1 — %>L—2 (7.3.96.)
T T

Mésrészt, mivel ¢ = L/r2, azt kapjuk, hogy

dr r2 r3

2 -1/
dé L <E2 — L—(r - 2M)) 1 2. (7.3.97.)

A fénysugar fordulépontja azon r = Ry radidlis koordinataértéknél van, amelyre V(Ry) = E?/2,
ahonnan (Ry — 2M)/R} = 1/b2, azaz R} — b*(Ro — 2M) = 0 adédik. Az utébbi egyenletnek a
legnagyobb gyoke a keresett Ry,

2b 1 V2TM
Ry = %cos{garccos(— 2 )] (7.3.98.)

Szimmetriaokok miatt a fordulépontig elszenvedett eltériilés megegyezik a forduléopont utani elté-
riilléssel, igyhogy a teljes A¢ szogvéltozds

° dr 1/Ro du
20 = 2| e 2, e e

El6szor is ellenOrzésképpen meghatarozhatjuk az eltériilést lapos téridében, ami az M = 0
esetnek felel meg. Ekkor Ry = b, és azt kapjuk, hogy A¢ = 2arc sin(b/Ry) = 7, ahogy azt varjuk,
amikor a fénysugdr nem tériil el eredeti irdnydtél. Ha M # 0, akkor az M/b < 1 paraméterben
elsé rendben megkapjuk a keresett képletet a fénysugar d¢ = A¢p — 7w szogeltériilésére.

Meg kell emliteni, hogy a fénygorbiilésnek tulajdonithato a gravitacios len-
cse-effektus. Ilyenkor valamilyen kiterjedt égitest, galaxisfiirt (galaxy cluster) vagy

"5Sir Arthur Stanley Eddington, angol csillagész, fizikus és matematikus, 1882-1944)
"Edward Fomalont, amerikai csillagasz és fizikus, 1940-
"TRichard Sramek
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galaxis szolgal gravitacids lencseként, amelyen athaladva a tavoli objektumbdl érkezo
fénysugarak a gravitacio hatasara hasonléan gorbiilnek, mint az optikai lencsékben.
Bér a jelenség elvi lehetosége mar az 1920-as években felvetddott, elsé megfigyelése
1979-ben tortént Walsh™ és csoportja éltal: a ,, Twin Quasar” (Iker-kvazar) volt
az els6 olyan objektum, amelynek kapcsdn a gravitdacids lencse-effektust sikeriilt
igazolni. A jelenség abban &ll ebben az esetben, hogy a gravitaciés lencse egyet-
len objektumrdl kettés képet allit el6. A képek szogtavolsaga szokatlanul kicsi,
kicsi a kiilonbség a voroseltolédasukban és hasonlé a spektrumuk. A lencseként
szolgalo galaxist is sikertilt azonositani. Az utobbi évtizedekben a gravitacids lencse-
effektus vizsgalata kiterjedt, és felhasznaldst nyer tavoli galaxisok, galaxisfiirtok fel-
kutatasaban.

7.4. A Kruskal-Szekeres-féle kiterjesztés. Gravitacios Ossze-
omlas

7.4.1. A szingularitasokrdl altalaban

Altaldban a sztatikus, gombszimmetrikus égitestek anyaga kitolti az r < 2M tar-
tomanyt vagy tul is terjed rajta, ugyhogy a vakuumban érvényes Schwarzschild-
megoldas szingularitdsai érdektelenek. Abban az esetben azonban, ha a gdmb-
szimmetrikus égitest elég nagy tomegli ahhoz, hogy teljes gravitacids Osszeomlast
szenvedjen, akkor a vakuumra vonatkoz6 Schwarzschild-megoldas az r < 2M tar-
tomanyon is érdekessé valik. A szingularitas altalaban, — mint méar emlitettiik —
kétféle lehet:

1. walodi fizikar szingularitds, amikor a Riemann-tenzorbol képezett valamely
skaldr, pl. RapeaR¥ vagy R végtelenné valik;

2. koordindta-szingularitds, amikor a valasztott koordinatarendszer nem alkalmas
a téridé-sokasag valamely tartomanyanak lefedésére.

A 2. esetben az ,eredeti” koordindtarendszer szerint nem szinguldris (M, gqp) térido-
tartomanyt alkalmas 1j koordinatarendszert valasztva kiterjesztjiik egy nagyobb
(M , Jap) téridé-tartomanyra, ahol M C M. A Schwarzschild-téridének r = 0-ban
valédi fizikai szingularitdsa van, ahol RgpeqR™? — oo; r = 2M-nél viszont koor-
dinata-szingularitdsa van, ahol £* parhuzamos a V% vektorral.

7.4.2. Példa a kiterjesztésre: a 2-dimenziés Rindler-térido

A 2-dimenziés Rindler-téridé metrikéja
ds* = —z%dt* 4 da?, (7.4.100.)

"8Dennis Walsh, angol csillagisz, 1933-2005
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ahol a koordinatdk a —oo < t < o0 és 0 < x < oo intervallumokat futjak be. A met-
rikénak az x = O-ban szingularitdsa van, hiszen —g = 22 - 1, és ezért a g" inverz metrika
az © = 0-ban szingularis. Ez koordinata-szingularitds, mivel taldlunk olyan 1j, alkal-
masabb koordindtarendszert, amelyben az x = 0-nak megfelel§ helyen nincsen szingu-
laritas. Az 14j koordindtarendszert a kovetkez6 médon keressiik. 2-dimenziéban a null-
geodetikusoknak pontosan 2 kiilénb6z6 serege létezik, az udgynevezett befutd és kifutd
null-geodetikusok. Sem a befutd, sem a kifuté geodetikus-sereghez tartozd geodetikusok
nem metszik paronként egymast, ugyanakkor a két geodetikus-sereg teljesen behaldzza a
térid6t (azaz a téridé minden pontjan pontosan egy befuté és egy kifuté null-geodetikus
halad at). Ezeknek a geodetikusoknak az affin paramétereit keressiik meg az eredeti térid6-
tartomanyban, és terjesztjik ki egy nagyobb téridé-tartoményra.

A k% érintévektor-mezovel rendelkez6 null-geodetikusok egyenlete:

0 = gak®® = -2+ i? (7.4.101.)
ahol ... = d.../d\ a )\ affin paraméter szerinti derivalast jeloli, a null-geodetikusok
érintéjének komponensei (k! = ¢, k% = ). Atrendezés utén a null-geodetikusok egyen-
lete

dt\* 1
— = — 7.4.102.
<daz> z? ( )

alakot Olt, s ennek megoldasai

t = £lnx+C, (7.4.103.)
ahol C =allandé és konvencié szerint a + és a — elGjel rendre a kifuté és a befuté null-
geodetikusoknak felel meg.

Vezessiik be az
u=t—Inz, v=t+Inz (7.4.104.)

fénykip- vagy mas szoval null-koordinatakat, ahol —oco < u, v < +00 megfelel az x > 0
tartomanynak. A null-koordinatdkkal kifejezett metrika:

ds> = —e'“dudv. (7.4.105.)

Az v =4ll. és a v =4ll. egyenletek rendre a kifuté és a befuté null-geodetikusok egyenletei.
A null-koordindtak olyan koordindta-rendszerre tortént attérést jelentenek, amelynek u-
és v-tengelye rendre a v = 0 befuté és az u = 0 kifuté null-geodetikus.

Ezutén bevezetiink olyan U(u) és V' (v) 1j koordinatakat, amelyek rendre a befuté és
a kifut6 null-geodetikusoknak az affin paraméterei. Hasznaljuk ki ehhez, hogy a Rindler-
téridében létezik ,,idébeli” eltoldsi szimmetria. Ehhez a (9/0t)* Killing-vektormez6 tar-
tozik. A null-geodetikusok mentén létezik az F allandé:

2 dt

. 4.106.
- (7.4.106.)

o\’ .
E = —guwk" (a) = —gukl =2’ =2
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19. abra. A 2-dimenziés Rindler-térido kiterjesztése, az 1. szektor felel meg az eredeti
Rindler-téridének.

v

Masrészt t = %(u +v) és v —u = 2Inz, amibdl 22 = e?"%, vagyis a null-geodetikusokat

jellemz6 allandé

1 du  dv
E = —e" % —<+-—). 7.4.107.
3¢ (dA_%dA> ( )
Kifuté null-geodetikusokon u =4ll., azaz E = %e”_uj—f\, ahonnan % = ﬁev_“, amibdl

integralassal az affin paraméterre A = %e_“ [evdv = %e”_“ + const. addédik. A kifuto

null-geodetikusokon hasznalhatjuk tehat a

V(v) = € (7.4.108.)
affin paramétert, 0 < V(v). Befuté null-geodetikusokon v =4ll., azaz F = %e”_“%,
ahonnan % = ﬁe”‘“, amibdl integralassal az affin paraméterre A = %e” e tdu =

—%e”_“ + const. adddik. A befuté null-geodetikusokon hasznalhatjuk tehat az
Ulu) = —e* (7.4.109.)

affin paramétert, U(u) < 0. Az affin paraméterek egyik oldalrdl korldtos tartoménya
mutatja, hogy az eredeti 2-dimenzidés Rindler-térid6 aszimptotikusan nem teljes, metrikaja

ds®> = —dUav. (7.4.110.)

A térid6-tartomdany kiterjesztése azaltal torténik, hogy az 4j (U, V') koordinédtékat
az egész valés szamegyenesen hagyjuk futni, —oo < U, V < 4+00. Ezutan bevezetjik a

T=U+V), X =5(V-U) (7.4.111)

Minkowski-koordindtakat, amelyek szintén barmely értéket felvehetnek a valés szamegye-
nesen, és segitségilikkel a kiterjesztett térido-tartomanyon a metrika

ds? = —dT*+4 dX> (7.4.112.)

168



alakot Olt, ami azonos a Minkowski-metrikdval. Az eredeti (¢, ) Rindler-koordinatdkat
kifejezziik a Minkowski-koordinatékkal:

r=+VX?2-T? t=arth(T/X). (7.4.113.)

Ebbdl 1atjuk, hogy a Rindler-téridé a Minkowski-téridének az X > |T'| szektora, az [
szektor, a kiterjesztés utan kapott Minkowski-téridének azonban még 3 masik szektora is
van: I[1:T>|X|, I[IT: =T >|X|,IV: -X > |T|.

7.4.3. A Schwarzschild-metrika kiterjesztése

A Schwarzschild-térid6 a 2-dimenziés Rindler-térid6hoz hasonléan terjesztheto ki.
Ez annak koszonhetd, hogy a gdmbszimmetria miatt elegendd a kiterjesztést a (t,r)
sikon vizsgalni. Ezen a sikon a metrika

r

2M 1
ds® = —<1——)dt2+1 S dr. (7.4.114.)

T

A koordindtarendszer a —oo < t < 400 és 2M < r tartomanyon értelmes. A 2-
dimenzids (t,r) sikon a null-geodetikusoknak megint 2 serege van: a kifelé és a befelé
futé radiélis (¢, 6 =4ll.) null-geodetikusok, amelyek egyenletei

0 = gk’ = (1 — g)t’? + 1_%_“2, (7.4.115.)
ahonnan azt kapjuk, hogy
% _ iﬁ' (7.4.116.)
Vezessiik be az
re = r+ 2M1n<ﬁ - 1) (7.4.117.)

Regge™-Wheeler®'-féle teknésbéka-koordindtékat. Ezeknek a segitségével a radidlis
null-geodetikusok egyenlete

dt dr,
— = =+ 7.4.118.
dr dr ( )
alakot olt, és konnyen integralhato:
t = +r.+C, (7.4.119.)

™Tullio Eugenio Regge, olasz fizikus, 1931-2014
80John Archibald Wheeler, amerikai fizikus, 1911-2008
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ahol C' tetszéleges alland6. Most is bevezetjiik az
u=t—r., v=t+nr, (7.4.120.)

null-koordindtékat. Segftségiikkel 7, = (v — u), ami azt jelenti, hogy ezdltal r is

adott implicit médon, mint u és v kifejezése; tovabba

2M
ds* = — (1 — —)dudv. (7.4.121.)
r
Hasznéljuk fel, hogy
L 1 = L 1— % — 6(m—r)/2M
2M 2M r ’
2M 2M
_ (1 _ _) = T e/AMmw/AM e (7.4.129))
r r
és irjuk at a metrikat
2M
ds? = ———e /A m0/AM gy ) (7.4.123.)
r

alakba. Ezzel elértiik, hogy a metrikat a —2e="/2M csak r-tél fliggd, r = 2M helyen

nem szingularis tényez6 és a csak u-tol és v-t0l fliggd tényezd szorzatara bontottuk.

A Rindler-térido kiterjesztése soran a null-geodetikusok menti affin paramé-
tereket vezettilk be 1j U és V koordinatakként. Az analdgia alapjan most az 1j
koordinatédkra az

Uu) = —e "M <0, V(v)=e"" >0 (7.4.124.)
munkahipotézissel éliink. Ekkor dU = ﬁU du, dV = ﬁ‘/dv miatt

2M>?
gt = M v gy (7.4.125.)

r

adodik. Itt ha r — 2M feliilrol, akkor r, — —oo miatt u — oo és v — —o0,
valamint U — 0 alulrdl és V' — 0 feliilr6l. Az (U,V) koordindtakban tehat a
metrika az r = 2M helyen véges.

A kovetkezd 1épésként kiterjesztjiik az U és V' koordinatak intervallumat min-
den olyan valds értékre, ami r > 0-val kompatibilis. A szingularitas r = 0-ban
fizikai, azt mar nem tudjuk tovabbi koordindta-transzformaciéval eltiintetni. Ez-
utan, a kiterjesztés utolsé lépéseként, bevezetjiik a Kruskal®!-Szekeres®?-féle

- %(U+ V), X = %(v — (7.4.126.)

81Martin David Kruskal, amerikai matematikus és fizikus, 1925-2006)
82Gzekeres Gyorgy (George Szekeres), magyar-ausztral matematikus, 1911-2005
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20. abra. A Schwarzschild-téridé Kruskal-Szekeres-féle kiterjesztésének 2-dimenzids
abraja. Az abra minden pontja a (6, ¢) gombi szogek tekintetében egy 2-dimenzids
gombfeliiletnek felel meg. Az I. tartomany az eredeti Schwarzschild-téridének a
Schwarzschild-sugéron kiviili tartomanya, a II. tartomany a feketelyuk tartomanya
(az eredeti Schwarzschild-téridének a Schwarzschild-sugéron beliili tartoménya). A
kiterjesztés eredményeként jelent meg az aszimptotikusan lapos IV. tartomény és a
II1. tartomany, a fehérlyuk tartomanya. A satirozott részek nem tartoznak hozza a
kiterjesztett térido-tartomanyhoz.

koordindtdkat. Ezekben a koordindtdkban barmely (7}, Xo) térid6-ponthoz tar-
tozd fénykip egyenlete T'— Ty = +(X — Xj) (a (T, X) ,,sikon” szemléltetve 45%-os
egyenesek). A Kruskal-Szekeres-koordinatak segitségével a Schwarzschild-téridé
Kruskal-Szekeres-féle kiterjesztésének metrikaja

32M3 e—r/2M
r

ds* = (—dT? + dX?) + r*(d6* + sin® 0d¢?),  (7.4.127.)
ahol visszairtuk a metrika gombi szogektdl fiiggo részét. A metrika kifejezésében sze-
repl6 r koordindta implicit médon fiigg a (T, X)) koordinataktdl. Az implicit fiiggést
az eredeti (t, r) koordinatdk és a Kruskal-Szekeres-koordinatak kozti kapcsolat,

r t X+T T
1 |ePM = x2 T2 =1 — 2ar th—, (7.4.128.
<2M )e © g Iy T T Zawthy (14128

hatdrozza meg. Innen latjuk, hogy az r > 0 feltétellel a (T, X) koordinata-sik
azon tartoményai vannak osszhangban, amelyek az X2 —T? > —1 feltételnek eleget
tesznek. Ezért a pozitiv, ill. negativ iranyba nyil6, megfelel6 2 forgasi hiperboloid
és annak annak belseje ki van zdrva a kiterjesztett téridébdl. Az X? — T? = —1
hiperboloidok felszine felel meg az r = 0 szingularitasnak, ezek ezért nem tartoznak a
kiterjesztett térido-sokasaghoz. A téridé-sokasdgnak a 2 hiperboloidon kiviili részét
a T = £X 2-dimenziés hiperfeliiletek négy tartomanyra osztjék (1d. a 20. dbrat):

o [ tartomdny: X > |T'| megfelel az r > 2M radiélis koordinata-értékeknek, ez
az eredeti Schwarzschild-téridonek a Schwarzschild-sugaron kiviili tartoménya.
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Az X =T és az X = —T hiperfeliilet rendre az r = 2M, t = +o00 és az
r = 2M, t = —oo hiperfeliilet. Ez a tartomany r — oo esetén aszimptoti-
kusan lapos. Az r =4ll. és a ¢t =4all. hiperfeliileteket a (7, X) sikon rend-
re X > 0 irdnyba nyilé hiperboldk és csokkend r esetén az origéba befutd
egyenesek abrazoljak. Az I. tartomanybol inditott barmely idGszeri gorbe
athalad az r = 2M, t — +oo hiperfeliileten. Amikor ezt a feliiletet pl. egy
szabadon es6 részecske megkozeliti (id6szerli geodetikuson mozog), akkor a
részecske altal mért véges, kicsiny A7 sajatidé-tartamnak végtelenhez tarto
At = At/\/1 — (2M/r) id6tartam felel meg az aszimptotikusan tévoli, nyugvd
megfigyeld érajan. A részecske a sajat érdja szerint tehdt véges id6 alatt bele-
esik a II. tartomanyba, amit a végtelen tavoli megfigyel6 végtelen ideig tartd
kozeledésnek észlel. Hasonléan egy a centrum felé az 1. tartomanybdl elinditott
fénysugar sem ,,észlel” szingularitast, és belép a Il. tartomanyba. Ekozben — az
el6z6 megfontolast alkalmazva — az aszimptotikusan tavoli megfigyel6 szamara
frekvenciaja zérussa valik a belépés pillanataban.

II. tartomdny: az |X| < T, T < vX?+ 1 tartomdny, ami az eredeti koor-
dinatakban a 0 < r < 2M tartomany. Ez a feketelyuk tartomanya. Ebben
a tartomanyban az r =all. és a ¢t =all. hiperfeliileteket a (7', X)-sikon rendre
pozitiv T iranyba nyilé hiperboldk és az origdébdl csokkend r-rel kifutd egye-
nes szakaszok szemléltetik, utobbiak az r = 0 szingularitasban végzédnek. A
tartomany barmely pontjaban a fénykup lokdlisan tgy helyezkedik el, hogy
sem fényjel, sem részecske a tartomanybdl kilépni nem tud, hanem ,.életét”
az v = 0 szingularitasba befutva végzi véges sajatido elteltével. A fekete-
lyuk tehat olyan térido-tartomény, amelybdl sem részecske, sem fény nem 1ép
ki, ugyanakkor a feketelyuk felé radidlisan tartd részecskék és fénysugarak
akaddlytalanul 1épik at az I. és a II. tartomény kozti hatart.

III. tartomdny: a |X| < =T, T > —v/X? + 1 tartomény, ami a feketelyuk-
tartomanynak egyfajta ,,id6tiikrozottje”, az igynevezett fehérlyuk tartoma-
nya. Barmely részecskének, vagy fényjelnek, amely a III. tartomanyban jelen
van, véges sajatido alatt kellett | kilépnie” a T'= —v/ X2+ 1 (r = 0) szingu-
laritasbdl, és akadalytalanul elhagyhatja a III. tartomanyt a IV. tartomany
irdnyaban.

IV. tartomdny: a —X > |T'| tartomany, amely az I. tartoményhoz hasonléan
aszimptotikusan lapos tartomény. Erdemes azonban tudatositanunk, hogy
nincsen sem olyan idoszerii geodetikus, sem olyan null-geodetikus, amelynek
mentén Osszekottetés lenne az . és a IV. aszimptotikusan lapos tartomany
kozott. Ez abbdl latszik, hogy a jovobeli fénykipoknak a 20. abra barmely
pontjaban olyan ,,felfelé nyil6 ékek” felelnek meg, amelyeket a jovéiranyu null-
geodetikusoknak megfelel6 £45°-0s egyenesek rajzolnak ki. Kovetkezésképpen
az 1. tartomanybdl radialisan befelé inditott idészert vagy fényszert gorbe,
azaz minden befelé inditott részecske vagy fénysugar a II. tartomanyba lép
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21. dbra. A Schwarzschild-féle féregjarat (azaz az Einstein-Rosen-hid) szemléltetése
a Schwarzschild-téridé Kruskal-Szekeres-féle kiterjesztésében a t = 0 hiperfeliilet to-
poldgidja révén. Az dbran az egyik dimenzié el van nyomva, azaz az R x.S? topolégidt
R x S! topoldgidval szemléltetjiik, tigyhogy az abran az r =4ll. korok valéjdban 2-
dimenzids gombfeliileteknek felelnek meg. Az r = 2M-nél lathatd | ,nyak” folotti és
alatti rész rendre az aszimptotikusan lapos I. és IV. tartomanyhoz tartozik.

be és életét az r = 0 szingularitasban végzi, ahelyett, hogy atléphetne a IV.
tartomanyba. A t = 0 hiperfeliilet térbeli topolégiai viszonyait, az igynevezett
Schwarzschild-féle féregjaratot, (wormhole) vagy més nevén az Einstein-
Rosen®-hidat (bridge) a 21. dbra szemlélteti 3 helyett 2 dimenzidban.

Az valészintisithetd, hogy a kiterjesztett Schwarzschild-téridé I11. és IV. tartomanya
nem fizikai. Az I. tartomany barmely sztatikus, gombszimmetrikus égitesten kiviil
(ami altaldban a Schwarzschild-sugardn kiviil helyezkedik le) megval6sul. A II. tar-
tomany pedig abban az esetben vialik legalabb részben fizikaiva, ha az égitest tomege
meghaladja azt a kritikus értéket, amelynél nagyobb tomeg esetén bekovetkezik a
teljes gravitaciés Osszeomlds (kollapszus). Az utébbi esetet szemlélteti a 22. dbra.

83Nathan Rosen, amerikai-izraeli fizikus, 1909-1995.
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22. dbra. Gombszimmetrikus égitest teljes gravitacios osszeomlasa esetén megjelenik
a Schwarzschild-féle feketelyuk tartomanyanak egy része. A vizszintesen satirozott
tartomanyt az 0sszeoml6 anyag foglalja el.

8. A térido kauzalis szerkezete

A tovabbiakban feltessziik, hogy a térid6-sokasdg parakompakt (1d. a A.1 fliggeléket).

8.1. JOovO és mult
8.1.1. Kronoldégikus és kauzalis jovo és miuilt

Definicié: Az M téridé-sokasdg barmely p € M pontjaban a V), érintétér izomorf a
Minkowski-téridével. Ezért barmely p ponthoz tartozoé V), érintétérben értelmezhetd
a ,,p-beli” fénykudp, ami azonban V,-ben van és nem a téridében. Természetesen
a fénykiup csicsa a V), érint6tér origdja (zéré-vektora). Ahogyan a Minkowski-
téridében, a fénykup egyik és masik felét tekinthetjiik rendre jovobeli és multbeli
fénykupnak.

A térid6 topolégidja lehet nem egyszeresen Osszefiigg6. Ekkor felmeriil az
a kérdés, hogy a jovo és a mult folytonosan rendelheté-e hozzd a fénykupokhoz,
ha p befutja a teljes téridé-sokasdgot. A téridot idében iranyithaténak, vagy
roviden idGiranyithaténak (time orientable) nevezziik akkor és csak akkor, ha
a lokdlis fénykipokhoz a jové és a mult folytonosan rendelheté hozza, amikor p
besopri az egész térid-sokasdgot. A tovabbiakban csak az idéiranyithato (M, ga.p)
térido-sokasag esetével foglalkozunk.

8.1.1. lemma: Ha az (M, g,) térid6 id6iranyithatd, akkor 1étezik t* idészer,
sima, sehol el nem tlno vektormezé M-en. Ez a vektormezo azonban messze nem
egyértelmii.
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Mivel az M sokasag parakompakt, ezért létezik rajta k., Riemann-metrika. Tekintsiik
lokdlisan azon v* € V), vektorokat, amelyekre kapv®v® = 1. Keressiik meg ezek kozott azt a t°
idSszerti vektort, amelyik minimalizalja g,,v®v’-t (azaz amelynek a normanégyzete minimalis).
Ilyen t* vektor lokélisan egyértelmiien létezik. Meg lehet mutatni, hogy ha p befutja az idéiranyit-
haté sokasagot, akkor ¢* sima, el nem tliné vektormezo.

A t% egy lehetséges vélasztdsa tehat olyan idészert vektormez6, amelyik az M-en értelmezett
kqp Riemann-metrika szerint egységvektor, és amelynek a téridé g,, metrikdja szerint minimalis a

normanégyzete.

Definici6: Legyenek S,U C M a térid6 részhalmazai. Az I1(S,U) ¢ M
halmazt az S halmaz (U-beli) kronolégikus jovéjének nevezziik, ha mindazon
q € U pontokat tartalmazza, amelyek elérheték valamely p € S pontbol U-ban futo,
jovoiranyu, idészer gorbék mentén.

Ha U = M, akkor az I7(S) = I*(S, M) jelolést hasznaljuk, és IT(S)-et az S
halmaz kronolégikus jovéjének nevezziik. Hasonléan értelmezhetjiik az S halmaz
I=(5) kronolégikus multjat.

Definicié: Legyenek S,U C M a téridé részhalmazai. A J(S,U) € M
halmazt az S halmaz (U-beli) kauzalis jovGjének nevezziik, ha mindazon ¢ €
U pontokat tartalmazza, amelyek valamely p € S pontbdl elérheték U-ban futo,
jovéirany1, nem térszerii (azaz idészer(i vagy null-, azaz k6zos néven kauzalis) gorbék
mentén.

Ha U = M, akkor a J*(S) = J*(S, M) jelolést hasznaljuk, és J*(S)-et az
S halmaz kauzalis jovéjének nevezziikk. Az S halmaz kauzélis jovéje a téridé azon
tartomanya, amelyhez tartozo eseményeket S eseményei befolyasolhatték.

Allitas: Az S halmaz kronolégikus jovéje, I1(S) és kronolgikus multja, 1 ()
nyilt halmazok.

Példa: A Minkowski-téridében a p € M esemény I (p) kronolégikus jovdje, azaz a
p-bol indulé jovoéiranyd idészerli gorbék mentén elérheté pontok halmaza nem més, mint
a jovobeli fénykup belseje (amihez a fénykip paldstja nem tartozik hozzd).

Allitas: Az S halmaz kauzlis jovéje, J(S) és kauzalis multja, J—(S) lehet
zart és nem zart.

Példa: A Minkowski-téridében a p € M pont kauzilis jovéje a jovébeli fénykup
(annak paldstjat is beleértve), s ekkor J*(p) = JT(p). Vizsgdljuk meg most azt az esetet,
amikor az M’ térid6t gy kapjuk az M Minkowski-téridébél, hogy elhagyunk beléle egy
r pontot, M’ = M\ r (1d. a 23. &brat). Legyen p € M’ olyan pont, amelybdl M-ben
jovéirdnyu fényszeri gorbe megy az r € M ponton 4t a ¢ € M pontba, ami M'-nek is
pontja. Ekkor M’-ben g nem érhetd el p-b6l nem térszerli gorbe mentén, tehét g € J*(p),
ugyanakkor ¢ € J*(p), tehdt JT(p) nem zart ebben az esetben.

A kovetkezd tétel 1ényegében azt mondja ki, hogy az altalanos relativitaselmé-
letben a téridok kauzdlis szerkezete lokdlisan ugyanolyan jellegli, mint a specialis
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23. dbra. Példa arra, amikor a p € M’ esemény kauzalis jovGje nem zart. Az M’
téridot az M Minkowski-téridobdl gy kapjuk, hogy elhagyjuk beldle az » € M
pontot, amely a p € M pont jovébeli fénykipjdn helyezkedik el. Az M’ téridében
ekkor a ¢ pont nem érheto el sem idGszerti, sem fényszerti gorbe mentén p-bol.

p

relativitaselméletben.

8.1.2. tétel: Az id6iranyithatd (M, gqp) téridé az aldbbi lokélis tulajdonsaggal
rendelkezik. Barmely p € M pontnak létezik U konvex normal kornyezete, azaz
olyan kornyezete, amelyre p € U és

o U nyilt,

e barmely ¢,r € U esetén egyértelmiien létezik olyan U-ban futé v geodetikus,
amely Osszekoti g-t r-rel.

Legyen I7(p)|y a p kronoldgikus jovéje (U, gap)-ben. Ekkor

e [7(p)|y mindazokbdl a ¢ € U pontokbdl all, amelyek elérheték p-bél U-ban
futd, jovoiranyu idészerti geodetikusok mentén;

e az [(p)|y hatért a p-bél induls jovéirdnyt, U-ban futé null-geodetikusok
generaljak.

Hasonléképpen definidlhatjuk a p € U pont I~ (p)|y kronolégikus multjat az U
konvex normal kornyezetben.

Megjegyzés: Latjuk tehat, hogy barmely p € M pont konvex normél kornye-
zete felbonthato a fenti értelemben a p pont kronolégikus jovojében vagy multjaban
elhelyezked6 és a p pont kronoldgikus jovojének vagy miultjanak hatéaran elhelyez-
ked6 tovabba a p pontbdl kauzalis gorbék mentén nem elérheté pontok halmazanak
uniodjara.

Kovetkezmény: Ha g € J*(p) \ I7(p), akkor minden p-t g-val Osszekotd
kauzélis gorbe null-geodetikus.

Legyen q € J*(p) és v olyan kauzdlis gorbe, ami p-t osszekoti g-val. A + gorbe lefedhetd

konvex normél kornyezetekkel. Masrészt, a v gorbe egy zart intervallum folytonos leképezése az
M sokasagba, ezért kompakt halmaz, igyhogy a fenti lefedésbdl kivélaszthato egy véges allefedés.
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24. dbra. A 8.1.3. tétel bizonyitasahoz a viszonyok szemléltetése

Tekintsiik tehat a v gorbe ezen véges allefedését konvex normél kérnyezetekkel. Ha ezek mind-
egyikében v null-geodetikus, akkor ¢ elérheté null-geodetikus mentén p-bdl, azaz akkor ¢ nincsen
benne I*(p)-ben. Ha a konvex normal kornyezetek valamelyikében v nem null-geodetikus, ak-
kor ebben a kornyezetben -t idGszerii gorbévé deformalhatjuk, majd ezutdn hasonlé deformaéciét
végziink a t6bbi normal konvex kérnyezetben is, igyhogy végiil idészerti gorbével kotjiik dssze p-t
g-val. Ekkor g benne van I+ (p)-ben.

Kovetkezmény: Hasonléan lathatok be az alabbi tulajdonsagok barmely S C
M halmaz esetében:

Definicié: Az S C M halmazt akronalis halmaznak nevezziik akkor és csak
akkor, ha nem létezik S-ben két olyan pont, hogy az egyik a masik kronolégikus
jovéjében lenne, azaz nem léteznek olyan p, ¢ € S pontok, hogy ¢ € I (p) lenne.
Masképpen S akkor és csak akkor akrondlis halmaz, ha S-nek és S kronolégikus
jovéjének a metszete zérus, azaz [7(S) NS = 0.

8.1.3. tétel: Legyen M iddirdnyitott sokasdg ¢és S C M halmaz. Ekkor S
kronolégikus jovéjének I7(S) hatara (ha nem iires halmaz, akkor) akrondlis, 3-
dimenzids, M-be agyazott folytonos részsokasag.

Elészor belatjuk, hogy I7(S) akronélis halmaz (a bizonyitdshoz hasznélt pontok és tar-
tomdnyok viszonyat a 24. dbra szemlélteti). Legyen ¢ € IT(S). Legyen p € I (q) a q kronolégikus
jovijének tetszdleges pontja, akkor ¢ € I~ (p), azaz ¢ benne van p kronoldgikus multjdban. Az
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I~ (p) halmaz viszont nyilt, ezért létezik g-nak O C I~ (p) nyilt kornyezete. Mivel azonban ¢
az IT(S) hatdrdnak a pontja, ezért O belemetsz IT(S)-be, azaz O N IT(S) # (. Ekkor viszont
p € IT[ONIT(S)] C IT(S). Mivel p az IT(q) tetszbleges pontja volt, ezzel beldttuk, hogy
IT(q) c I™(S). Hasonlban lehet beldtni, hogy I~ (q) C M \ I+(S). Tegyiik most fel, hogy
I7(S) nem akronalis; akkor lehet talalni olyan g, r € IT(S) pontokat, hogy r € I*(q), de akkor
r € I'(S). Ez azonban ellentmondas, mert I7(S) nyilt, és ezért I7(S) N IT(S) = 0. Ez viszont
azt jelenti, hogy IT(S) akrondlis.

Ezutén az I7(S) hatar sokasdg-szerkezetére vonatkozé allitdst bizonyitjuk. Tetszdleges
q € IT(S) pont kérnyezetében (22, 2!, 22, 2%) Riemann-koordindtékat értelmeziink, a kdrnyeze-
tet kelléen kicsinek vélasztva, hogy abban (9/02°)* mindeniitt idészertt legyen. Ekkor (9/92°)¢
minden integrdlgdrbéje belép I (q) C I7(S)-be és I~ (q) C M\ I*+(S)-be. Akkor viszont (9/0x°)®
minden integralgorbéje atmetszi I *(9)-et, rdadasul pontosan egyszer, mert It (S) akrondlis. (Ha
mégegyszer belemetszene, akkor lenne It (S)-nek 2 olyan pontja, amelyek idészerii gorbével lenné-
nek 6sszekdthetdk, de akkor 11(S) nem lenne akrondlis.) Igy az I7(S) hatér minden pontja
kolesonosen egyértelmii kapcsolatban all annak az idészerfi integralgorbének az (zb, 22, 23) ada-
taival, amelyik az adott pontban metszi at a hatart. A hatér tehdt 3-dimenziés sokasdg. Mivel
I *(S) akronélis, a metszéspont 2° koordinétdjanak folytonosan kell fiiggenie az (z!, 2%, 2%) koor-
dinataktol. Az elmondottak szerint 1étezik tehat a ¢ pont kell6en kicsiny I *(S)-beli kornyezetének
az R3-ba torténd, I+ (S) indukalt topoldgidja szerinti homeomorf leképezése. Ha ezt a konstrukciét
minden ¢ € I7(S) pont esetén elismételjiik, akkor az I7(S)-et lefedd térképek folytonos csaladjét

kapjuk, amivel IT(S) bedgyazott sokasaggs valik.

8.1.2. Folytonos iddszerii és kauzalis gorbék és kiterjeszthetoségiik

Bér sok esetben elegendé megfontolasainkat sima, azaz C° gorbék segitségével
végezni, a kauzdlis szerkezet vizsgédlata szempontjabol idonként sziikségiink lesz ar-
ra, hogy az idészerti és a kauzalis gorbe fogalmét folytonos gorbékre is kiterjessziik.
A folytonos idészerii és a folytonos kauzalis gorbék olyanok, mintha szakaszonként
lehetne Oket helyettesiteni sima idOszerti és sima kauzalis gorbeszakaszokkal. Fzt
titkkrozi az aldbbi definicio.

Definicié: A X gorbét folytonos, jovéiranyt, idoszert, ill. folytonos, jovéira-
nyu, kauzalis gorbének nevezziik akkor és csak akkor, ha a gorbe minden p € A
pontjéhoz 1étezik olyan U(p) konvex normdl kornyezet, amelyben a gérbe az aldbbi
tulajdonsdgi: ha A(t1), A(t2) € U(p) olyanok, hogy ¢, < to, akkor létezik olyan sima
jovoiranyu, idészert, ill. kauzélis gorbe U(p)-ben, amelyik A(¢1)-bol A(ty)-be fut.

Definicié: Legyen A(t) jovéiranyn, kauzdlis gorbe. A térid6 p € M pontjat
a kauzilis gorbe jovobeli végpontjanak nevezziik akkor és csak akkor, ha p
minden O kornyezetéhez létezik olyan ty, hogy ¢t > t; esetén a gérbe minden \(t)
pontja benne van az O kornyezetben, azaz A(t) € O. Hasonléan értelmezhetd a
kauzalis gorbe miultbeli végpontja.

Megjegyzés: A p végpont nem mindig pontja a A gérbének.

Megjegyzés: A téridé Hausdorff-féle topoldgidja biztositja, hogy egy kauzdlis
gorbének legfeljebb csak egy jovébeli (multbeli) végpontja lehet.
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Tegyiik fel, hogy a A jov&irdnyd kauzdlis gorbének létezik egy p és egy g # p végpontja.
Akkor p-nek minden U, ill. g¢-nak minden V kornyezetéhez létezik olyan ¢,, ill. t,, hogy ha
t > tp, ill. ¢ > t,, akkor minden A(t) € U, ill. € V. Ez azonban azt jelentené, hogy elég nagy
t esetén minden A(t) benne van U-ban is és V-ben is. U és V viszont tetszéleges kornyezetek
voltak, ami azt jelentené, hogy a p és g pontok barmely elegendéen kis kornyezeteinek van kozos
pontja. Ez viszont ellentmondéas, mert a téridé Haussdorff-féle, igy barmely két pontjanak van
olyan kornyezete, amelyeknek nincsen atfedéstik.

Definicié: A \(t) kauzdlis gorbe a jov6be nem kiterjeszthetd akkor és
csak akkor, ha nincsen jovébeli végpontja. Hasonléképpen definidlhatd, hogy egy
kauzdlis gorbe mikor nem terjeszthet6 ki a muiltba.

Megjegyzés: A fenti definiciét az indokolja, hogy amennyiben a \(¢) kauzalis
gorbének van jovobeli végpontja, akkor kiterjeszthetd, azaz onnan ,.folytathato”.
Lehet, hogy differencialhaté vagy sima gorbeként nem terjesztheto ki, de folytonos
gorbeként mindig kiterjesztheté 1gy, hogy a p végpontban csatlakoztatunk hozza
egy jovoiranyu folytonos gorbét.

8.1.4. lemma: Legyen A a multba nem kiterjesztheto, kauzalis gorbe, ami
athalad a p € M ponton. Ekkor létezik a p pont kronolégikus jovojében levo barmely
q € I'"(p) ponton dthaladé olyan miltba nem kiterjeszthetd, idészerti v gorbe, amely
benne van A kronoldgikus jovéjében, azaz v C IT(\).

Az 4ltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltehetjiik, hogy a A gorbe t paramétere a [0, 00) inter-
vallumot futja be. (Itt A(t = 0) felel meg a p pontnak és t — oo a végtelen tdvoli multbeli
gorbepontnak.) Mivel M parakompakt, vilaszthatunk rajta tetszéleges Riemann-metrikat. Szer-
kessziink ezutdn a t € [0, 1] intervallumhoz tartozé olyan () multirdnyu idGszerii gérbeszakaszt,
amely benne fut a ¢ pont konvex normal kornyezetében és egyuttal I (A)-ban. Ez megtehetd
a 8.1.2. tétel szerint, ha a kovetkezd feltételt is kielégitjiik: Jelolje d[y(t),\] azt a Riemann-
metrikaban mért ,,tavolsdgot”, amelyet tigy értelmeziink, hogy vessziik mindazon gérbék hosszanak
legnagyobb alsé korlatjat, amelyek 6sszekotik a () pontot az egyes A(t') gorbepontokkal barmely
t' € [0, 1] esetén. Koveteljik meg, hogy a {y(¢)|¢t € [0, 1]} id6szer(i gorbeszakaszt tigy vessziik fel,
hogy a d[y(t), \] < C/(1+1t) egyenl&tlenség teljesiiljon a gorbeszakasz minden ¢ pontjaban, ahol C
alkalmas éllandé. Ezutdn induktiv médon folytassuk +(t) kiterjesztését rendre az egyre nagyobb
t € [0,n] intervallumokra, minden n pozitiv egész szdm esetére (azaz t € [0, 00)-re), mikozben a
fenti tulajdonsagokat mindig megkdveteljiik. Az eredményiil kapott gorbe nem lehet multba kiter-
jesztheto, mert ha lenne multbeli végpontja, akkor az A-nak is multbeli végpontja lenne, hiszen ¢
novekedtével a megszerkesztett v(t) gorbe ,,egyre kozelebb kertil” A(t)-hez.

8.1.3. A kauzalis gorbék konvergencijja

Legyen {\,} kauzdlis gorbék sorozata.

Definicié: A p € M pont a {\,} sorozatnak konvergencia-pontja akkor és
csak akkor, ha a p-t tartalmazo6 barmely O nyilt kornyezethez 1étezik olyan N, hogy
minden n > N esetén )\, belemetsz az O kornyezetbe, azaz A\, N O # ().

Definicié: A X gorbe a {\,} sorozat konvergencia-gorbéje akkor és csak
akkor, ha barmely p € A a {\,} sorozat konvergencia-pontja.
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25. dbra. Az abra a 8.1.6. tétel bizonyitasahoz mutatja egy C halmaz kronolégikus
jovojét, annak hataran egy p pontot és a p-hez konvergald ¢, pontok sorozatat,
tovabba az azokon atmeno multirany, idészeri A, gorbéket.

Definicié: A p € M pont a {\,} sorozatnak hatarpontja akkor és csak
akkor, ha a p pont barmely O nyilt kornyezetét végtelen sok A, gorbe metszi at.

Definicié: A X gorbe a {\,} sorozat hatargoérbéje akkor és csak akkor, ha
kivalaszthaté a {\,} sorozatbdl olyan {\/,} részsorozat, amelynek A a konvergencia-
gorbéje.

Megjegyzés: Ha \ hatargorbe, akkor minden pontja hatarpont. Ha viszont

egy 7 gorbe minden pontja hatarpontja a {\,} sorozatnak, akkor abbdl még nem
kovetkezik, hogy A hatargorbe.

8.1.5. lemma: Legyen {\,} a jovébe nem kiterjeszthetd, kauzalis gorbék
olyan sorozata, amelynek p € M hatarpontja. Ekkor létezik olyan p-n athaladé,
jovébe nem kiterjeszthetd kauzalis gorbe, amely a {\,} sorozatnak hatdrgorbéje.
(A bizonyitést 1d. [2]-ben.)

Megjegyzés: Ha a fenti lemméban {\,} jovébe nem kiterjeszthetd, iddszerd
gorbék sorozata, akkor a hatargorbérdl csak annyit mondhatunk, hogy kauzalis
gorbe, vagyis az idoszerii gorbék konvergalhatnak null-gorbéhez. Tovabbé, ha min-
den A, sima gorbe, akkor is el6fordulhat, hogy a sorozat hatargorbéje csak folytonos
gorbe.

A kronoldgikus jovo hataranak jellemzésére vonatkozik a kovetkezo tétel, ami
leegyszertisitve azt mondja ki, hogy egy zart halmaz kronoldgikus jovéjének hatarat
null-geodetikusok generdljak.

8.1.6. tétel: Legyen C C M zart halmaz. Ekkor C' kronolégikus jovéje
hatdranak barmely p € IO+(C) pontja, amely nem pontja C-nek (p ¢ C'), olyan A null-
geodetikuson fekszik, amely a kronolégikus jovo hataran helyezkedik el, azaz amelyre
Ac i (), és amely vagy nem terjesztheté ki a multba, vagy C-beli végponttal
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26. dbra. A 2-dimenziés, lapos, R x S' topolégidji téridében a p pont ka-
uzalis jovojének hatarat generalé null-geodetikusok szemléltetése, ahol ¢ a null-
geodetikusok jovébeli végpontja.

rendelkezik.

A bizonyitds a 8.1.5. lemma felhasznalasdval torténik. Vélasszunk egy tetszoleges p €
I(C) ponthoz konvergélé {g,} pontsorozatot IT(C)-ben (Id. a 25. &brat). Minden g,-hez
keressiink egy idGszeri A, gorbét, ami Osszekoti g,-et C' egy pontjaval. Mivel C' zart, azért a
komplementere, M \ C nyilt és tekinthetd egy 14j téridé-sokasdgnak. Az M \ C sokasdgban egyet-
len A, sem terjeszthet$ ki a multba, és p pedig hatdrpontja a {\,} sorozatnak. Akkor viszont
a 8.1.5. lemma értelmében létezik a {\,} sorozatnak olyan miltba ki nem terjeszthetd, ka-
uzdlis A hatdrgorbéje, amely dtmegy p-n. Ekkor A minden pontja I (C)-beli pontok sorozatdnak
hatarpontja, vagyis A C I+ (C). Mésrészt, ha a A hatargorbe valamely pontja benne lenne I7(C)-
ben, akkor a 8.1.2. tétel kovetkezménye értelmében p € IT(C) teljesiilne, mert p osszekothetd
lenne C-vel olyan kauzalis gorbe révén, ami nem null-geodetikus. Ha viszont p € I(C) teljesiilne,
az ellentmondana annak, hogy p € f+(C). Ezért A C IO+(C) kell legyen. A 8.1.3. tétel szerint
IT(C) akronalis, vagyis C-nek nincsen kézds pontja I1(C)-vel, tgyhogy a A hatargorbe IT(C)
-beli pontokat kot Gssze, de akkor a 8.1.2. tétel kovetkezménye értelmében A\ null-geodetikus.
Végiil, mivel A az M \ C sokasdgban nem terjeszthetd ki a multba, azért M-ben is vagy megmarad
multba ki nem terjeszthetonek, vagy pedig van végpontja C-ben.

Megjegyzés: A 23. abrén lathatunk példat arra, hogy ¢ olyan pontja I*(p)-nek,
amely multba nem kiterjesztheté A null-geodetikuson fekszik. Mivel r € M’, a ¢-bdl induld
multirdnyt null-geodetikusnak nincsen végpontja M’-ben.

Megjegyzés: Az is eléfordulhat, hogy az [T (p)-t generdlé A null-geodetikusoknak
nincsen miltbeli végpontja, de van jovébeli végpontjuk. Tekintsiik pl. az R x S! to-
polégidaju M 2-dimenzids, lapos téridot. Ekkor a p € M pont kauzdlis jovéjének hatarat
generalé A\ null-geodetikusoknak van jovébeli végpontjuk (Id. a 26. abrat). (Az dbrén
lathatd, g-ba befuté mindkét null-geodetikus jovoiranyt, igy nem keletkezett zart null-
geodetikus!)
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27. abra. A Minkowski-téridé t = 0 és t = 1 hiperfeliiletének azonositasa révén
el6allo térido és egy tetszoleges p ponton atmend zart iddszerli gorbe szemléltetése.

28. 4bra. Zart idészerfi gorbe R* topolégidju téridében.

8.2. A kauzalitasi feltételek

Noha a téridok kauzalis szerkezete kvalitative ugyanolyan lokalisan, mint a spe-
cialis relativitaselméletben, ugyanakkor az altaldnos relativitaselméletben a téridék
globdlis kauzdlis szerkezete lényegesen kiillonbozhet a Minkowski-téridoétol.  Erre
nem nehéz példat hozni. Tekintsiik példaul azt az M’ téridét, amelyet az M
Minkowski-téridobol gy kapunk, hogy utobbinak a ¢ = 0 és t = 1 hiperfeliile-
tek kozti tartomanyat vessziik és a t = 0 és t = 1 hiperfeliileteket topoldgiailag
azonositjuk egymassal (1d. a 27. abréat). Ekkor a (0/0t)* vektormez6 integralgorbéi
zért id6szerli gorbék, és barmely p € M’ pont kronoldgikus miiltja és jovéje azonos
a teljes térid6vel, I7(p) = I~ (p) = M'. Ekkor egy megfigyel6 nem tud kiilonbséget
tenni mult és jovo kozott, s igy szamara ok és okozat felcserélhetd kellene, hogy le-
gyen. Zart idészerti gorbék megjelenése nem kothetd csak ,,mesterséges” topoldgiai
azonositasokhoz. Akkor is megjelenhetnek, ha a fénykipok alkalmasan elcsavarod-
nak, mint pl. azt a 28. abran illusztralt esetben latjuk, ahol a téridé topoldgiaja
R%.

Altalaban azt gondoljuk, hogy az olyan téridé nem fizikai, amelyben zart ka-
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29. abra. Olyan térid6 szemléltetése, amelyben a fénykupok elfordulidsa miatt a
p ponton atmené null-geodetikus csak azért nem zart, mert a sokasagbdl el van
tavolitva a ¢ pont. Ebben a téridoben nincsenek zart kauzalis gorbék, de a p ponton
atmend kauzalis gorbék kozott vannak olyanok, amelyek tetszolegesen kozel kertiltek
ahhoz, hogy metsszék egymaést.

uzalis gorbék vannak. Ez elég nyilvanvald, mert fizikai ismereteink szerint valamely
fizikai esemény-sorozatban ok és okozat nem cserélhet fel. Eléfordulhat azonban,
hogy az olyan térido, amelyben nincsenek zart kauzélis gorbék, annak ,.a hatardn
van”, hogy megsértse a kauzalitast. Ez akkor fordul eld, amikor a téridében olyan
kauzalis gorbék vannak, amelyek tetszolegesen kozel keriiltek ahhoz, hogy metsszék
egymast, noha ez még nem kovetkezett be. Ilyen esetet szemléltet a 29. adbra. Ekkor
viszont a metrika kicsiny perturbacidéja mar a kauzalitas sériilését eredményezheti.
Az ilyen téridék szintén nem tekinthetok fizikaiaknak, mert ,,instabil” a ,,jo” ka-
uzalis szerkezetiik a metrika perturbacidival szemben. A ,,j6 kauzalis viselkedés” va-
lamiféle stabilitasat azért ésszerti megkovetelni, mert az altalanos relativitaselmélet
feltehetoen valamilyen kvantumelmélet klasszikus hataresete, és ebben a kvantum-
elméletben a hatarozatlansagi relacié nem engedné meg, hogy a metrika minden
pontban éles értéket vegyen fel. Ahhoz tehat, hogy a téridét fizikainak tekinthessiik,
sziikséges, hogy kauzalis viselkedése bizonyos stabilitast mutasson: ,,egymastol alig
kiilonbo6z6” (nearby) téridok kozos kauzélis viselkedést mutassanak.

A kauzalitéasi feltételekkel azt szeretnénk megfogalmazni, hogy a téridé ka-
uzalisan ,,jo viselkedésti” legyen. Altaldban azt gondoljuk, hogy zart kauzélis gorbék,
ill. egymast keresztezo kauzalis gorbék megjelenése esetén a térido nem fizikai. A
kauzalis feltételekkel azt akarjuk kizarni, hogy ne legyenek zart kauzalis gorbék, ill.
hogy ilyenek akkor se keletkezzenek a metrika kicsiny perturbaciéjaval, ha eredetileg
mar egymast csaknem keresztezd kauzalis gorbék vannak jelen. Ennek érdekében
kétféle kauzalitasi feltételt fogalmazunk meg.

1. Az er6s kauzalitas feltétele (strong causality condition): Az (M, gu)
téridot er6sen kauzalisnak nevezziik, ha barmely p € M pontjanak barmely
O kornyezetéhez létezik p-nek olyan V' C O kornyezete, amelyet egyetlen ka-
uzalis gorbe sem metsz tobb, mint egyszer.
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Megjegyzés: Ez a feltétel kizarja, hogy adott g,, metrika esetén zart kauzalis
gorbék legyenek. Az erds kauzalitas feltétele kizarja az olyan eseteket, mint pl.
a 27. és a 28. abran bemutatottak. Ezekben az esetekben az erds kauzalitas
feltétele globdlisan sériil.

8.2.1. lemma: Legyen az (M, g4p) térid6 erésen kauzdlis és K C M a térido-
sokasag kompakt részhalmaza. Ekkor minden, teljes egészében K-ban futé A
kauzdlis gorbének van multbeli és jovobeli végpontja K-ban.

Az altaldnossdg csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy a ¢ gorbe-paraméter —oo-t6l +oo-ig fut.
Legyen {t;} egy novekvd, végtelenbe divergald szdmsorozat és legyen p; = A(t;). Mivel {p;}
pontsorozat a K kompakt halmazban, ezért a Bolzano®4-Weierstrass®>-tétel (A.9. tétel)
értelmében létezik a sorozatnak p € K torlédési pontja. Tegyiik fel, hogy taldlhatnank a p
pontnak olyan O kornyezetét, amelyhez nem létezik olyan tg € R, hogy A(¢t) € O minden
t > tg esetén. Akkor azonban ennek teljesednie kell barmely V' C O nyilt kornyezetre is. Ez
azt jelenti, hogy A\ barmely ilyen V kornyezetbe tobb, mint egyszer belép, hiszen a {A(¢;)}
sorozat végtelen sok pontja benne van V-ben, de A\(¢) sosem marad V-ben, ahogy ¢t né. Ez
azonban ellentmond annak, hogy a téridé erésen kauzalis. Ez akkor azt kell jelentse, hogy

A-nak a p pont jovObeli végpontja. Hasonléan lathatjuk be a ¢ multbeli végpont l1étezését.

Megjegyzés: Az erés kauzalitds fogalmabodl kovetkezik, hogy ha a térido
valamely p pontjaban, azaz lokdlisan séril csak az erds kauzalitds feltétele,
akkor az azt jelenti, hogy vannak olyan kauzalis gorbék, amelyek a p pont
kornyezetében tetszolegesen kozel keriilnek ahhoz, hogy metsszék egymast.
Ilyen esetet mutat a 29. abra, amikor az erds kauzalitas feltétele a p pont-
ban sériil. Ilyenkor a metrika kicsiny perturbécidja is elegenddé lehet ahhoz,
hogy a ,,metszés” bekovetkezzen és zart kauzalis gorbék jelenjenek meg. Ha
a térido kauzalis szerkezete ennyire ,,instabil” a metrika perturbacidival szem-
ben, akkor azt a téridot sem tekinthetjiik fizikainak. Az ilyen eseteket az erds
kauzalitas feltétele nem mindig zarja ki, a 29. abran bemutatott példa kivétel.
A fenti értelemben instabil kauzalis szerkezetii, de az erds kauzalitas feltételét
kielégito téridok kizardsara szolgdal a stabil kauzalitds feltétele.

2. A stabil kauzalitas feltétele (stable causality condition): Az (M, g.)
téridot stabilan kauzalisnak nevezziik, ha létezik olyan folytonos, el nem
ting, id6szer t* vektormezd, hogy az (M, gup = gap—tats) téridében nincsenek
zart kauzalis gorbék.

Megjegyzés: Ez a feltétel kizarja, hogy pertubaciék hatdsara zart kauzalis
gorbék keletkezzenek. A stabil kauzalitas feltétele kizarja a fizikai téridék koziil
az olyan téridoket, amelyek ,,annak a hataran vannak”, hogy ,,rossz” kauzalis
szerkezetet mutassanak.

84Bernard Bolzano (Bernardus Placidus Gonzal Johann Nepomuk Bolzano), cseh matematikus,
filozofus, logikatanér, teolégus és katolikus pap, 1781-1848.
85Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, német matematikus, 1815-1897.
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Megjegyzés: A tételben szereplé Guy = gap — tolp, metrikardl érdemes az
alabbiakat elmondani.

® g, szintén Lorentz-szignaturaju.

e A §, metrika szerinti fénykip szigoruan nagyobb, mint a g, metrika
szerinti: minden olyan vektor, amely a g, metrika szerint idoszeri vagy
null-vektor, a §,, metrika szerint idészerti vektor.

Legyen k% null-vektormezo a g,, metrika szerint, azaz gabkakb = 0. Ekkor gabkakb =
—(tak®)? < 0, hiszen t,k% = gupt’k® # 0, mert t* idészerti. Ez azt jelenti, hogy
k® a gqp metrika szerint idGszerii vektor. Ha v® idGszerli vektor a g, szerint, akkor
Gapv?0® = gapv®0® — (t,v?)? < 0, mert két negativ szam Ssszege. A gy szerint idSszert
vektorok a g,.p metrika szerint is idészert vektorok.

Szokasos szohasznalattal élve, a g, metrika tagabbra ,nyitotta” a g
metrika szerinti fénykipokat a térido minden pontjaban. A stabil kau-
zalitds feltételét teljesito téridok ezért olyanok, hogy a fénykupok a térido
minden pontjaban ,,enyhén” kinyithatok anélkil, hogy zart kauzadlis gorbék
keletkeznének. A stabil kauzalitds igy ,,eqymdstol alig kilonbozd”, az-
az csak a fénykiupok nyildsszogében alig kilonbozo téridok dtlagos tulaj-
donsagaként van értelmezve.

8.2.2. tétel: Az (M, gq) téridé akkor és csak akkor stabilan kauzdlis, ha
létezik olyan f differencialhato fiiggvény M-en, hogy V¢ f multirany, idészerti
vektormezo.

Eloszor belatjuk, hogy ha létezik a tételben szerepld f fiiggvény, akkor a térido stabilan ka-
uzalis. Legyen A tetszbleges v® érintévektormezével jellemzett jovoirdnyd (iddszerii) gorbe.
Ekkor gqpv®VPf > 0, mert egy jovéiranyt és egy multiranyt idészerii vektor skalarszorzata.
(A ) tetszbleges pontjaban bevezethetiink olyan lokalis Minkowski-koordinatdkat, 2° a v®
integralgorbéjének affin paramétere legyen. A megfelel§ koordinatabézisban (v*) = (v°,0)
és V¢f = w?® komponensei (w") = (w® @), ahol v° > 0 és w® < 0. Ezért g,,v?Vlf =
Nuwvtw’ = —0%w® > 0.) Ez viszont azt jelenti, hogy f szigortian monoton novekvd
fliggvénye az affin paraméternek A mentén, s miutan f nem veheti fel mégegyszer ugyanazt
az értéket, ezért a A gorbe nem lehet zért az (M, gqp) tériddben. Legyen t* = V* f és legyen
Jab = Gab — tals, & Gap metrika inverze pedig akkor

atb
~ab ab 't

= 8.2.1.
g e (8.2.1.)
ahol az indexek fel- és lehtizdsa g®*-vel és gqp-vel torténik. Ekkor a
~ab ab (tata)2 a (tata)2 tata
Vo f)(V = taly + ——— = t,t = 0 (8.2.2.
9 (Vaf) (Ve f) 9" tate + T LT g (8.2.2.)

egyenlétlenség adédik, ami azt jelenti, hogy §?°(V, f) iddszerfi vektor a §qp, metrika szerint.
Tetszbleges A idBszerti gorbét valasztva az (M, Gap)-ben, korabbi gondolatmenetiinkhoz ha-
sonléan tudjuk belatni, hogy f szigoriian monoton valtozik a gérbe mentén, tigyhogy A nem
lehet zart gorbe.

A forditott irdny &llitast azdltal lehet bizonyitani [2], hogy szerkesztiink a tételben megkove-
telt tulajdonsagu f fliggvényt, ha tudjuk, hogy (M, gup) stabilan kauzalis. Ilyen fiiggvényre
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30. abra. A p pont V' C O kornyezete olyan, hogy minden jovéiranyu, kauzalis gorbe
mentén az f ido-fiiggvény értéke a V-be torténd belépéskor kisebb, mint a V-bdl
torténo kilépéskor.

a kovetkezOképpen taldlunk igéretes jeloltet: Felhasznalva, hogy M parakompakt, meg le-
het mutatni, hogy mindig létezik olyan folytonos u térfogati mérték, amely szerint a teljes
téridé-sokasag térfogata véges, u[M| < oo. Ertelmezziik az F (p) fiiggvényt, mint tetszbleges
p € M pont kronolégikus multjanak a térfogatat,

F(p) = ulI™(p) (82.3.)

Ha p végigfut egy jovOirdnyd, idSszerti gérbe mentén, akkor F(p) szigoriian monoton nd,
ugyhogy F alkalmas jelolt a globalis f id6fiiggvény szerepére. Mégsem lehet azonban f-fel
azonositani, mert F'(p) nem sziikségképpen folytonos. Meg lehet azonban mutatni, hogy ha
F-et 4tlagoljuk az egymastdl alig kiilonboz6, azaz a fénykipok nyilasszogében alig kiilonb6z6
téridokre, akkor folytonos fiiggvényt kaphatunk bel6le, ami tovabbi ,simitdssal” differen-
cialhatové teheto, és az igy kapott fiiggvényt lehet f-fel azonositani.

Kovetkezmény: A stabil kauzalitasbdl kovetkezik az erés kauzalitas.

Legyen f az M-en értelmezett globalis ido-fiiggvény. 1dézziik fel, hogy f gradiense multira-
nyu, idoszeri vektormezd. Ezért tetszéleges p € M ponthoz, annak tetszéleges O nyilt kornye-
zetében valaszthatunk a p pontot tartalmazo olyan alaki V' C O nyilt kornyezetet, amely a kovet-
kezo tulajdonsagu: az f értéke barmely jovoirdnyu, kauzélis gorbe mentén a V' kornyezetbdl torténd
kilépéskor nagyobb, mint f értéke barmely jovoiranyu, kauzalis gérbe mentén a V' kornyezetbe
torténd belépéskor (1d. a 30. dbrat). Mivel ekkor f novekszik minden jovoirdnyu, kauzalis gorbe
mentén, azért egyetlen kauzalis gérbe sem léphet be kétszer V-be.

8.3. A fuggoségi tartomanyok, Cauchy-feliillet és Cauchy-ho-
rizontok

8.3.1. A fiiggsdségi tartomanyok

Legyen S C M zart, akronalis halmaz.

A térid6 kauzélis szerkezetét mélyebben megértjiik, ha az aldbbi kérdésekre is
talalunk valaszt:
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31. dbra. A zart, akrondlis S halmaz edge(S) pereméhez tartozé p € edge(S) pont
és O kornyezetének szemléltetése, ahol ¢ € IT(p) N O, r € I (p)NO és A C O a
r-bdl ¢-ba futd idészerti gorbe, amely nem metszi S-et.

e Mi azon események halmaza, amelyeket az S halmaz eseményei ,,teljesen meg-
hataroznak”? (Alabb pontositjuk, hogy mit értiink azon, hogy S eseményei
maés eseményeket , teljesen meghataroznak.”)

e Milyen tulajdonsiagu az a térido-tartomany, amelyben minden eseményt vala-
mely S halmaz eseményei ,,;meghataroznak”?

Miel6tt ezen kérdések targyaldsara ratérnénk, a zart akronalis halmazok ,,szélének”
tulajdonsdgaival foglalkozunk.

Definicié: A zért, akrondlis S halmaz peremén (edge) azt az edge(.S) halmazt
értjiik, amely a kovetkezd tulajdonsagui (I1d. a 31. abrat): edge(S) mindazon p € S
pontok halmaza, amelyeknek tetszéleges O C M kornyezete tartalmaz

1. olyan ¢ € O pontot, amely benne van p kronologikus jovojében, azaz amelyre
q € I'"(p);

2. olyan r € O pontot, amely benne van p kronologikus multjaban, azaz amelyre
re I (p);

3. tovabba olyan r-bol ¢-ba futé A C O iddszerti gorbét, ami nem metszi S-et,
azaz amelyre AN S = (.

Definicié: Az olyan S zart, akrondlis halmazt, amelynek pereme edge(S) = ()
szokas perem nélkiili halmaznak vagy mésképpen a térid6 szeletének (slice) nevez-
ni.

8.3.1. tétel: Legyen S olyan (nem fiires) zart, akrondlis halmaz, amelynek
pereme iires halmaz, edge(S) = (). Ekkor S 3-dimenzids, M-be bedgyazott, folytonos
részsokasag.

A bizonyitas a 8.1.3. tétel bizonyitasdhoz hasonléan torténhet.

Definicié: Az S zart, akrondlis halmaz DT (S) jovébeli fiiggdségi tar-
tomanya (future domain of dependence) azon p € M pontok halmaza, amelyeken
athaladé valamennyi multba ki nem terjeszthetd kauzalis gorbe metszi S-et.
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32. dbra. Példa az S zdrt, akrondlis halmaz D (S) jov6beli fliggéségi tartomanydra

az. (M’ ;nw) = (M \ q,nap) téridében, ahol M a Minkowski-téridé az n,, Minkowski-
metrikaval. A jovébeli Cauchy-horizontot HT(S) jeldli.

T

:
(S)

;

0]

33. dbra. Példa az S zért, akronélis halmaz DT (S) jovébeli fiiggéségi tartoményéra
a Minkowski-téridoben. Az S halmaz az abra jobb oldalan ;egzaktul null”, a bal
oldalédn ,,aszimptotikusan null”. A jévobeli Cauchy-horizontot H*(S) jeloli; az S
halmaz pereme iires halmaz, de H*(S) NS # (.
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Allitas: Mindig fennall az S € D*(S) C J*(S) tartalmazési relicié. Tovabba,
mivel S akrondlis, azért D*(S) N I1~(S) = 0.

A 32. és a 33. dbrakon lathatunk példédkat jovébeli fiiggdségi tartomanyokra.

Megjegyzés: A jovobeli fiiggoségi tartomany fizikai jelentésége a kovetke-
zOkben all: (a) Mivel semmilyen jel nem terjedhet és semmilyen részecske sem
mozoghat gyorsabban a vdkuumbeli fénysebességnél, azért minden p € DT (S)-be
kiildott jel sziikségszertien regisztralva kellett, hogy legyen S-ben. Ezért, ha meg-
felel6 informécionk van arrdl, hogy mik voltak a , kezdeti feltételek” S-en, akkor
elérejelezhetjiik, hogy mi torténik p € DT (S)-ben. (b) Mdasrészrdl, ha p € I7(S), de
p & DT(S), akkor érkezhet jel p-be anélkiil, hogy dthaladna S-en. Utébbi esetben a
kezdeti feltételek ismerete S-en lehet, hogy nem elegend6 annak a meghatarozasahoz,
hogy mi torténik p pontban. A hiperbolikus hulldmegyenletek megoldédsainak ter-
jedése igazolja ezeket a varakozasokat.

Definicié: Az S zért, akrondlis halmaz D~(S) miltbeli fligg6ségi tar-
tomanya (past domain of dependence) azon p € M pontok halmaza, amelyeken
athaladé valamennyi jovobe nem kiterjesztheto, kauzdlis gorbe metszi S-et.

Megjegyzés: Az S-ben uralkodd kezdeti feltételekbol vissza tudunk kovet-
keztetni a tetszéleges p € D~(S) pontban érvényes fizikai feltételekre.

Definicié: Az S zart, akrondlis halmaz jovobeli és multbeli fliggoségi tar-
toményainak egyesitését az S halmaz D(S) teljes fligg6ségi tartomanyanak (to-
tal domain of dependence) nevezziik:

D(S) = D*(S)uD(S). (8.3.1.)

Megjegyzés: A D(S) teljes fligg6ségi tartomany mindazon p események Gsszes-
ségét jelenti, amelyek minden fizikai feltételét meg kell, hogy hatarozza az S halma-
zon érvényes feltételek ismerete.

8.3.2. A Cauchy-feliilet

Definicié: Cauchy®®-feliiletnek nevezziik az olyan Y zart, akronalis halmazt,
amelynek teljes fliggéségi tartoménya a teljes M téridé, azaz amelyre D(X) = M.

Allitas: Ha ¥ Cauchy-feltilet, akkor a pereme iires halmaz.

Tegytiik fel, hogy az edge(X) perem nem iires halmaz és legyen p € edge(X). Ekkor 1étezik
p-nek olyan O kornyezete, amelyben van olyan r € IT(p) N O pont, amely elérhetd valamely
q € I~ (p) N O pontbdl O-ban futd, de ¥-t nem metszd A id8szerii gérbe mentén. Ez viszont
ellentmodds, mert 3 Cauchy-feliilet, igy r € D(X), és akkor minden r-be érkez6 (multba ki nem
terjeszthetd) kauzélis gorbének at kell metszenie 3-t. Az edge(X) perem-halmaznak tehdt iiresnek
kell lennie.

86 Augustin-Louis Cauchy baré, francia matematikus, 1789-1857
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Kovetkezmény: Az el6z6 allitasbol kovetkezik a 8.3.1. tétel alapjan, hogy X
3-dimenzids, M-be beagyazott, folytonos részsokasag. Ez indokolja a Cauchy-feliilet
elnevezést.

Definicié: Az (M, g,) téridét globdlisan hiperbolikusnak nevezziik, ha
létezik benne egy ¥ Cauchy-feliilet.

Megjegyzés: Mivel a ¥ Cauchy-felillet akrondlis, azért ugy tekinthetjiik,
hogy a Cauchy-felillet a Vilagegyetem egy idopillanatat testesiti meg.
Globalisan hiperbolikus téridében a Vilagegyetem teljes jovioje elorejelez-
het6 és a teljes multja visszakovethet6, ha ismerjiik a > Cauchy-feliile-
ten az altala képviselt pillanathoz tartozdé feltételeket. FEzzel ellentétben
nem globalisan hiperbolikus térido esetében hidba ismerjiik kimeritéen az egy adott
idopillanathoz tartozé feltételeket, ez az ismeret mégsem elegendo, hogy a Vildg-
egyetem teljes multjat és jovojét meghatarozzuk. Ezért jé okunk van feltételezni,
hogy minden fizikailag realisztikus térid6 globalisan hiperbolikus.

Az S zéart, akronalis halmaz jovébeli fiiggdségi tartomanyéanak lezartjat jellem-
zi az alabbi allitas.

8.3.2. tétel: A p € M pont akkor és csak akkor pontja az S zart, akronalis
halmaz jovébeli fliggbségi tartomanya D+(S) lezartjanak, azaz p € D+(.S), ha min-
den p-n athalado, multba ki nem terjesztheto, idoszerii gorbe dthalad S-en.

Ha 1étezik egy multba ki nem terjeszthet6, idOszer(i gorbe, amely athalad p-n és nem metszi
S-et, akkor létezik a p pontnak olyan O kornyezete is, amelyben minden pont hasonlé tulajdonsagu.
Ekkor azonban O nem része a D (.9) fiigg8ségi tartomdnynak, OND™(S) = 0, és akkor p & D*(5),
mert DT (S) C D*H(S).

Forditva, tegytik fel, hogy minden p-bél induld, multba ki nem terjeszthetd, idészerti gorbe
metszi S-et. Ekkor vagy p € S € DV(S) C D+(S), vagy p € I7(S). Ha az utébbi a helyzet,
akkor legyen ¢ € I~ (p) N IT(S) és tegyiik fel, hogy van egy olyan ¢-bdl induld, miltba ki nem
terjeszthetd, kauzalis A gorbe, amely nem metszi S-et. Ekkor két eset lehetséges:

1. X teljes egészében I (S)-ben marad, A C IT(S). A 8.1.4. lemma szerint tudunk olyan
p-bdl induld, id8szerti v gorbét taldlni, amelyre v C I1(A) C I7(S).

2. A metszi IO+(S)—et valamely r ¢ S pontban. Ekkor a 8.1.2. tétel kbvetkezménye értelmében
talalhatunk p-bél r-be mend, idOszerli gorbét, amelyet aztan tetszolegesen kiterjeszthetiink
a multba.

Végiil tehat mindkét esetben taldltunk olyan multba ki nem terjeszthetd, p-bol induld, idészert
gorbét, amely nem metszi S-et. Ez azonban ellentmondds. fgy minden ¢ € I (p) N IT(S) pontbdl
kiindulé, multba ki nem terjeszthetd, kauzélis gérbének metszenie kell S-et, de akkor minden
q € I=(p) N IT(S) pontra igaz, hogy ¢ € DT(S). A p pontot tartalmazé minden nyilt halmaz
belemetsz I~ (p) NI (S)-be, tehdt p € D*(S).

8.3.3. lemma: Teljesiilnek az alabbi relaciok:

int[D*(S)] = I7[D
int[D(S)] = I7[D*(S)]NIT[D=(S)]. (8.3.2.)



Megjegyzés: A Cauchy-feliilet definiciéjabdl kovetkezik, hogy ha ¥ Cauchy-
feliilet, akkor minden ki nem terjesztheté kauzalis gorbe metszi ¥-t. Ennél azonban
er0sebb allitas is igaz:

8.3.4. tétel: Legyen X Cauchy-feliilet és A nem kiterjesztheto, kauzalis gorbe.
Ekkor A metszi X-t, IT(X)-t és [~ (X)-t.

Tegyiik fel, hogy A nem metszi I~ (X)-t. Ekkor a 8.1.4. lemma alapjan taldlhatunk olyan
multba ki nem terjeszthetd, idészerti v gorbét, amelyre v C IT(\) C IT[XUIT(X)] = I ().
Ez a v gorbe még akkor sem metszi >-t, ha korlatlanul kiterjesztjiik a jovébe, mert az sértené X
akronalitasat. Mésrészt, mivel minden kauzdlis gorbe metszi 3-t, azért ilyen + gorbe nincsen. Ez
viszont azt jelenti, hogy A-nak be kell 1épnie I~ (X)-ba. Hasonléan ldthatjuk be, hogy A-nak be
kell 1épnie I (%)-ba.

8.3.3. A Cauchy-horizontok

Definicié: A zart, akronalis S halmaz jovobeli Cauchy-horizontja:

H(S) = D*(9)\ I [D*(9)], (8.3.3.)

azaz az S jovObeli fiiggbségi tartoméanyanak lezértjdbdl kivonjuk (halmaz-miiveleti
értelemben) a jovobeli fiiggéségi tartomédny kronolégikus multjat. Hasonléan defi-
nialjuk S multbeli Cauchy-horizontjat, mint a

H(S) = D-(8)\I*[D(9)] (8.3.4.)

halmazt.
A 32. és a 33. dbran példakat mutatunk Cauchy-horizontokra.
Allitas: A H*(S) Cauchy-horizont zart, mert két zart halmaz metszete,

H*(S) = DHS)n (M\ I"[DH(S)]). (8.3.5.)

(Mivel I7[D*(S)] nyilt halmaz, azért a komplementere zart.)
Allitas: A H*(S) Cauchy-horizont akronalis halmaz.
Ervényesek az alabbi relacick:
IT[H*(S)] < I7[DF(S)=I"[DT(S)c M\ H*S). (8.3.6.)
Innen viszont kévetkezik, hogy I~ [H+(S)] N Ht(S) = 0, azaz H*(S) akronalis.
Allit4s: Be lehet l4tni, hogy
H*(S) = [IT(S)uS]NnI~[D*(5)], (8.3.7.)

azaz a jovébeli Cauchy-horizont a DT (S) jovébeli fiiggéségi tartoméany multja ha-
tardnak az a darabja, amelyet S és annak kronolégikus jovéje metsz ki.
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8.3.5. tétel: A jovobeli Cauchy-horizont minden p € H™(S) pontja olyan
A null-geodetikuson fekszik, amely vagy nem terjesztheté ki a multba, vagy van
multbeli végpontja S peremén.

A bizonyitas lényegében ugyanazon az Otleten alapul, mint a 8.1.6. tétel bizonyitdsa. Le-
gyen p € HT(S) olyan pont, amely nem pontja S peremének, p € edge(S). Ekkor vagy (a)
p € IT(S), vagy (b) p € S, de p & edge(S). Elbszor megmutatjuk, hogy mindkét esetben 1étezik
HT(S)-ben futd, nem trividlis, p-én dtmend, multiranyt null-geodetikus.

Az (a) esetben p € HT(S) és p € I'T(S) miatt p & I~[D*(9)], de akkor minden g € I (p)-
hez létezik olyan ¢-bdl induld, multba ki nem terjeszthetd, kauzédlis A gorbe, amely nem metszi
S-et. Legyen {q,} a ¢-hoz konvergdl6 pontsorozat I (p)-ben, és legyen {\,} a g,-b6l indulé azon
multirdny, kauzélis gorbék sorozata, amelyek nem metszik S-et. Mivel p a hatdrpontja a {\,}
sorozatnak, azért a 8.1.5. tétel értelmében létezik a {\,} sorozatnak p-n dtmend, miltba ki nem
terjeszthetd, kauzélis A hatdrgorbéje. Tegyiik most fel, hogy A belép az IT(S) NI~ [DT(S)] C
D*(8) nyilt halmazba. Akkor elég nagy n esetén lennének olyan )\, gorbék, amelyek szintén
belépnének oda. Ez viszont ellentmondds, mert A\, N D (S) = 0 kell legyen, hiszen egyetlen \,, sem
metszi S-et. Tehdt A nem 1ép be IT(S) NI~ [D*(9)]-be, de akkor I~ [D*(S)]-be sem. Mésrészt
viszont I~ (p) C I~ [D*H(S)] = I~ [D*(S)], tigyhogy A nem léphet be I~ (p)-be sem. Tehat A
olyan multirdny1, kauzalis gorbe I1(S)-ben, amely p-bdl indul és nem 1ép be I~ (p)-be. Ekkor a
8.1.2. tétel kovetkezménye értelmében, A-nak null-geodetikusnak kell lennie I+ (S)-ben. Tovabb4,
ha lenne olyan multirdnyu, id8szer(i gorbe, ami A-nak I (S)-beli szegmense valamely ¢ pontjabol
indul, azaz ¢ € ANIT(S) pontbdl és nem metszi S-et, akkor tudnank ugyanilyen tulajdonsagi p-bél
induld, multirdnyt, iddszer(i gorbét is szerkeszteni. Ez azonban nem lehetséges, mert p € D+(5)
és akkor a 8.3.2. tétel értelmében minden p-bdl induld, multba ki nem terjeszthetd, idGszeri
gorbének metszenie kell S-t, ill. ekkor a A N I1(S) gorbeszegmens benne kell legyen D+ (S)-ben.
Tehéat, A\NIT(S) € D¥(S), bar ANTH(S)|NDT(S) = 0, tgyhogy ANIT(S) € H(S). Osszegezve,
azt kaptuk tehat, hogy barmely p € HT(S)NI1(S) pontbdl indithaté egy nem trividlis, multiranyt
null-geodetikus, amelynek egy szegmense H™(S)-ben van.

A (b) esetben a perem definicidjat hasznalhatjuk fel annak beldtdsdra, hogy tetszdleges
p €S, p & edge(S) esetén léteznie kell a p pontot tartalmazoé olyan O nyilt halmaznak, amelyben
nincsen olyan ¢ € IT(p) N O-bdl induls, multirdnyt, kauzdlis gorbe, amely S dtmetszése nélkiil
lépne be I~ (S) N O-ba. Ezutén az (a) esethez hasonld érveléssel lehet beldtni, hogy létezik p-bol
induld, nem trividlis multirdnyu null-geodetikus, amely H*(S)-ben fut.

Végiil tegyiik fel, hogy egy multirdnyd A null-geodetikus elhagyja HT(S)-et, vagyis tegyiik
fel, hogy a A gorbe HT(S)-ben futé szegmensének van r végpontja. Mivel HT(S) zart, ezért r €
HT(S) kell legyen. Tegyiik fel, hogy r & edge(S). Ekkor viszont taldlhatunk r-bdl induls, H™T(S)-
ben futé, nem trividlis, multirdnyt A’ nullgeodetikus-szegmenst. Ha azonban A nem A folytatdsa,
akkor a 8.1.2. tétel értelmében talalhatnank olyan idészer(i gérbét, amely a A szegmens valamely
pontjit osszekotné a N szegmens valamely pontjival. Ez azonban sértené HT(S) akronalitdsat.
Ezzel belattuk, hogy ha A-nak van végpontja, akkor az az edge(S) perem pontja kell legyen.

Definicié: Az S zart, akronélis halmaz teljes Cauchy-horizontja H(S) =
HY(S)UH(9).

8.3.6. tétel: A teljes Cauchy-horizont a teljes fligg6ségi tartoméany hatara:
H(S)=D(S).

Kovetkezmény: Ha az M térido Osszefiiggd, akkor egy nem tres, zart, ak-
ronalis ¥ halmaz akkor és csak akkor Cauchy-feliilet, ha a teljes Cauchy-horizontja
iires halmaz, azaz H(X) = ().
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Ha H(X) = D(X) = 0, akkor D(X) = int[D(X)] = D(X), tgyhogy D(X) egyszerre nyilt és
zért. Mésrészt D(X) D X # ), és az M 0Osszefiiggd, amelyben az egyediili, egyszerre nyilt és zart
halmazok () és M, ezért D(X) = M kell legyen. Ez a gondolatsor oda-vissza érvényes.

Megjegyzés: A 8.3.6. tétel fenti kovetkezménye alapjan azt mondhatjuk,
hogy H*(S) azdltal, hogy mennyire nem iiresek, azt mérik, hogy S mennyire tér el
a Cauchy-feliilettol.

8.3.7. tétel: Ha X zart, akronalis, perem nélkiili halmaz, akkor ¥ akkor és
csak akkor Cauchy-feliillet, ha minden ki nem terjesztheté null-geodetikus metszi

Y-t, és belép IT(X)-ba és I~ (X)-ba.

A tétel ,,csak akkor” &llitdsa a 8.3.4. tétel specidlis esete. A tétel ,akkor” &llitdsa az
aldbbiak szerint bizonyithaté. Megmutatjuk, hogy ha ¥ nem Cauchy-feliilet, akkor van legaldbb
egy olyan null-geodetikus, amely nem 1ép be I (X)-ba vagy I~ (X)-ba. Ha azonban ¥ nem Cauchy-
feliilet, akkor H(3X)-nak és H ™ (3)-nak legaldbb az egyike nem iires (kivéve, ha M nem osszefiiggd
és ¥ nem metsz bele M egyik komponensébe, amikoris az eredmény trividlis). Legyen mondjuk
HT(X) # 0. Ekkor a 8.3.5. tétel értelmében létezik olyan A a multba ki nem terjeszthetd null-
geodetikus, amely végig HT(X)-ban marad, mivel S-nak a pereme edge(X) = 0. Igy A sosem lép
be I~ (X)-ba. Ha ezt a A null-geodetikust a végtelenségig kiterjesztjiik a jovébe, akkor sem 1éphet
be I~ (X)-ba, mert akkor ¥ nem lehetne akronalis.

8.3.4. A globalisan hiperbolikus térido jellemzo6i

El6szor azt vizsgaljuk, hogy a globalisan hiperbolikus térid6 eleget tesz-e a kau-
zalitasi feltételeknek. Ha (M, g.) globélisan hiperbolikus téridd, amelynek X a
Cauchy-feliilete, akkor nem létezhetnek zart idoszerti gorbék M-ben. Ha létezne
olyan zart idészerti gorbe, amely atmetszi >-t, az megsértené X akronalitdasdt. Ha
létezne zart idoszerti (vagy akar kauzalis) gorbe, amely nem metszi ¥-t, az megsértené
a globdlis hiperbolicitast, mert a gorbén korbe-korbe jarva olyan ki nem terjesztheto,
kauzalis gorbét definidlhatnank, amely nem metszi >-t. Be fogjuk — némi elokésziilet
utan — latni, hogy a globalisan hiperbolikus téridé stabilan kauzalis.

8.3.8. lemma: Legyen (M, g,) globalisan hiperbolikus téridd, akkor (M, g.s)
erosen kauzalis.

Ha X a globdlisan hiperbolikus téridé Cauchy-feliilete, akkor teljesiil, hogy M = I*T(X) U
YU I (X). Tegyiik fel, hogy az er8s kauzalitds megsériil valamely p € (%) pontban. Az erds
kauzalitds definiciéjabdl kovetkezik, hogy annak a p € IT(X) pontban torténd sériilése esetén
lehetséges a kovetkezd: taldlhatunk a p pontnak U € I (X) konvex normdl kornyezetét és abban a
nyilt O,, C U halmazok olyan p-hez konvergal6 sorozatit, hogy minden n-hez taldlhato legyen A,
jovoirany, idészeri gorbe, amely Op-ben kezddodik, elhagyja U-t, majd O,-ben végzdédik. Ezen
gorbék hatarpontja p, igyhogy a 8.1.5. lemma szerint 1étezik a gorbesorozat A hatargérbéje, amely
athalad p-n. Bar minden A, kiterjeszthetd, a A hatargdrbének jovobe ki nem terjeszthetonek kell
lennie, ami vagy automatikusan igy van, vagy A zart és akkor A mentén koérbe-korbe jarva ki nem
terjeszthetévé tehetjiik. Mivel egyetlen A, sem léphet be I~ (X)-ba anélkiil, hogy ¥ akronalitdsa
sériilne, azért A sem léphet be I~ (X)-ba. Ez azonban ellentmond a 8.3.4. tételnek, amely szerint
minden ki nem terjeszthetd, kauzalis gérbének be kell 1épnie I~ (3)-ba is. Tehét az erds kauzalitds
nem sériilhet meg valamely p € I'T(X) pontban. Hasonléan beldthatd, hogy semelyik p € I~ (%)
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pontban sem sériilhet az er6s kauzalitds. Ha p € 3, akkor vélaszthatjuk az {O,} sorozatot tgy,
hogy minden O,-bdl induld, jov8irdnyt, idészerii gorbe IT(X)-ban 1épjen ki O,,-bSl. Megint azt
fogjuk taldlni, hogy a A hatargérbe nem 1ép be I~ (X)-ba, ami ellentmond a 8.3.4. tételnek.

A tovabbiak szamara hasznos bevezetni azon kauzdlis gorbék terét, amelyek
a globdlisan hiperbolikus téridében osszekotnek két pontot, és ezen gorbék terén
topologiat értelmezni.

Definicié: Legyen (M, g.) erésen kauzélis térid6, és p, ¢ € M pontok. Defi-
nialjuk a p-bol indulé és ¢-ba érkez6, jovoiranyd, kauzalis gorbék halmazat:

C(p,q) = {a p-bél g-ba futd, folytonos, jovéiranyt, kauzélis gorbék}.
(8.3.8.)

Ha két gorbe csak a parametrizalasban kiilonbozik, akkor azokat azonosaknak te-
kintjiikk. Természetesen C(p, q) tires halmaz, ha ¢ & J*(p).

Definicié: T topoldgiat definidlunk a C(p, ¢) halmazon, amivel azt (C(p, q), T)
topologikus térré tessziik:

1. Legyen U C M nyilt halmaz, és legyen O(U) C C(p, q) olyan, hogy mindazon
p-bol ¢-ba futd, jovoirany, kauzalis gorbéket tartalmazza, amelyek benne van-
nak U-ban, azaz

OU) = {\eC(p,g)\c U} (8.3.9.)

2. Az O C C(p, q) halmazt nyiltnak nevezziik, ha el6éllithaté az 1. pont szerinti
O(U) halmazok egyesitéseként, azaz ha O = UO(U).

Megjegyzés: Mivel O(U;) N O(Us) = O(U; N Us), be lehet latni, hogy a fenti
nyilt halmazokkal valéban topolégiat értelmeztiink C(p, ¢)-n.

Megjegyzés: A (C(p,q),T) topolégikus tér néhdny jellemzbje:

e Ha nincsenek zart kauzalis gorbék a téridében, akkor a T topolégia Hausdorff-
féle, ami annak a kovetkezménye, hogy ha A € C'(p, q) és X' € C(p, q) kiillonb6z6
gorbék, akkor A C M és X' C M diszjunkt részhalmazok.

e Ha nincsenek zart kauzalis gorbék a téridében, akkor a T topoldgia masodla-
gosan megszamlalhatd, ami azt jelenti, hogy létezik C'(p, ¢) nyilt halmazainak
olyan megszamlalhato egyiittese, amelyek koziil vett nyilt halmazok unidjaként
barmely nyilt halmaz el6allithato.

e A T topolégidban értelmezhet6 a konvergencia: akkor mondjuk, hogy A, — A,
ha barmely U C M nyilt halmazhoz, amely tartalmazza A\-t, A C U, létezik
olyan N, hogy minden n > N esetén )\, C U. Ez a konvergencia-fogalom
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34. abra. A p-b6l ¢-ba mend, jovéiranyu, kauzélis gorbék {\,} sorozatdnak
szemléltetése, ha ¥ a Cauchy-feliilet és p, ¢ € D~ (X).

erésen kauzalis téridoben megegyezik a 8.1.3. fejezetben definialt kovergencia-
fogalommal. Hasonlbéan a 8.1.3. fejezetben definidlt hatargorbe-fogalom meg-
egyezik a T topoldgia szerinti torléddsi pont fogalmaval a (C(p,q),T) to-
pologikus térben.

8.3.9. tétel: Legyen (M, g,) globdlisan hiperbolikus térid6é és p, ¢ € M.
Ekkor C'(p, q) kompakt a fent definidlt 7 topoldgiara nézve.

Mivel C(p,q) a T topoldgidval masodlagosan megszdmldlhatd, azért az A.9. tétel (azaz
a Bolzano-Weierstrass-tétel) értelmében elegendd azt megmutatni, hogy C(p,q) minden végtelen
{An} sorozatdanak (gorbék sorozata) létezik A torlédési pontja C(p,q)-ban (azaz létezik A\ hatér-
gorbéje). Legyen ¥ Cauchy-felillet az (M, gqp) téridében.

Vizsgéljuk elészor azt az esetet, amikor p, ¢ € D™ (X). A {\,} C C(p, q) sorozatot a 34. dbra
szemlélteti. Ha gondolatban eltdvolitjuk (dtmenetileg) a g pontot, akkor {\,} jov8irdnyban nem
kiterjeszthetd, p-bol induld, kauzalis gorbék sorozatava valik. Ekkor a 8.1.5. lemma értelmében
létezik (M \ ¢)-ban a sorozatnak p-bol induld, jovébe ki nem terjeszthetd A hatdrgorbéje. Mivel
egyik A, sem 1ép be I (X)-ba, azért A sem léphet oda be. Ha most visszatessziik a ¢ pontot, akkor
M-ben A vagy (a) marad jovéirdnyban ki nem terjeszthetd, vagy (b) ¢ a A végpontja lesz. Az
(a) eset azonban kiesik, mert a 8.3.5. tétel értelmében minden jovéirdnyban nem kiterjeszthetd,
kauzalis gorbének globalisan hiperbolikus térid6ben be kell 1épnie I (X)-ba, mar pedig A ezt nem
teszi. Ezért A a ¢ ponttal, mint hatarponttal, a keresett hatargorbe.

A p, g € D™ (X) esetben a keresett hatargorbe az el6z0 esethez hasonléan szerkeszthet6 meg.

Marad még az az eset, amikor p € D (X) és ¢ € IT(X). Ha adott a {\,} € C(p,q)
sorozat, akkor az el6z6 szerkesztéssel kapunk egy jovéiranyu A hatargorbét, amely p-bél indul és
belép IT(X)-ba. Vdlasszunk ezutén egy r € AN IT(X) pontot, majd valasszunk ki egy olyan {\]}
részsorozatot, hogy A\ p és r pontok kozotti szegmensének minden pontja ennek a részsorozatnak
konvergencia-pontja legyen. Forditsuk most meg az eljdrast, és tekintsiik M \ p-ben a ¢-bdl induld,
multirdnyban ki nem terjeszthetd, kauzalis X/, gorbék sorozatdt. A fentebbi érveléssel beldthatd,
hogy a {\/} sorozat hatérgorbéje belép I~ (X)-ba. Ekkor viszont A-nek &t kell mennie 7-en, mert
egyrészt r konvergencia-pontja a {\,} sorozatnak, mdsrészt, ha A\’ nem terjedne ki r-ig, akkor
N C It(r) € I'T(2) kellene teljesiiljon, de akkor A nem lépne be I~ (X)-ba. Ha tehdt a A p-bél
r-be mend szegmenséhez csatoljuk a A’ r-bdl g-ba mend szegmensét, akkor megkapjuk a keresett
hatargorbét.

A C(p,q) halmaz kompaktsidga kozvetleniil maga utdn vonja, hogy J*(p) N
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J~(q) is kompakt az M topoldgidjara nézve:

8.3.10. tétel: Legyen (M, g,) globdlisan hiperbolikus téridé és p, ¢ € M.
Ekkor J*(p) N J~(¢q) kompakt.

Az M parakompakt sokasdg masodlagosan megszamldlhaté. Ekkor viszont az A.9. tétel
(Bolzano-Weierstrass-tétel) értelmében elegendé megmutatnunk, hogy minden J*(p) N J~(g)-bdl
vélasztott barmely {r,} pontsorozatnak van r torlédési pontja. EbbSl a célbdl valasszuk a p-
b8l g-ba mend kauzélis gorbék olyan {\,} sorozatdt, hogy A, menjen 4t r,-en. Mivel C(p,q)
kompakt és els6dlegesen megszamlalhatd, azért az A.9. tétel értelmében a {\, } sorozatnak létezik
olyan {)\] } részsorozata, amely konvergdl egy A € C(p,q) gorbéhez. Tekintsiik most A-t, mint M
részhalmazat. A\ C M kompakt halmaz, mert R egy zart intervallumanak képe. Ekkor 1étezik A\-nak
olyan U C M nyilt kérnyezete, amelynek U lezartja kompakt. — [Fedjiik le A-t olyan O, nyilt
kornyezetekkel, amelyekre O, kompakt. Mivel A kompakt, kivalaszthatunk egy {O’,} allefedést
{04 }-bdl, majd U-t ezen allefedés intervallumai egyesitéseként definidljuk. }— A konvergencia
deﬁn1c103abol kovetkezik, hogy az U nyilt kornyezethez létezik olyan IV, hogy minden n > N esetén
X, C U. Igy, mivel 1/, € X, és U C U, azért az {r,} részsorozat benne van U-ban. Mivel azonban
U kompakt, ezért van az {r } részsorozatnak r € U torlédasi pontja. Ha r nem lenne pontja \-
nak, az ellentmondana annak, hogy A a {\/,} sorozat hatérgorbéje. Tehdt r € X C J(p) N J~(q),
tgyhogy r az {r,} sorozat keresett torléddsi pontja.

Kovetkezmény: Globélisan hiperbolikus téridében J*(p) N J~(q) zart.

8.3.11. tétel: Legyen (M, gup) globdlisan hiperbolikus térid6 és K C M kom-
pakt. Ekkor J*(K) zart.

Barmely S C M részhalmaz esetén fenndllnak a kovetkez6 reldcidk: 11(S) C
JT(S) € IT(S). A 8.3.11. tétel értelmében ezért az M globélisan hiperbolikus
térid6 K C M kompakt részhalmaza esetén J*(K) = I+(K). Ebbdl kévetke-
zik, hogy IT(K) C JT(K), és ezért a 8.1.6. tétel &llitasa szigorithaté: minden
p € IT(K) pont Osszekotheté K-val egy multirdnyd null-geodetikus mentén, amely
I*(K)-ban fut. Ezért a 23. 4bran mutatott helyzet nem &llhat fenn globélisan
hiperbolikus téridoben kompakt halmaz esetén.

Definicié: Legyen (M, ) globélisan hiperbolikus térid6, amelynek > a Cau-
chy-feliillete. A Cauchy-feliilet jovébeli fiigg6ségi tartomanydnak barmely g € DT (%)
pontjéhoz definidljuk a C' (3, ¢) halmazt, mint a ¥-bdl g-ba futé folytonos, jovéirdnyt,
kauzalis gérbék halmazat. A C'(¥, ¢) halmazon ugyanugy lehet topoldgiat értelmezni,
mint a C'(p, ¢) halmazon. A 8.3.9. tételhez hasonléan beldthat6, hogy C'(3, ¢) kom-
pakt, és a 8.3.10. tétel bizonyitasdhoz hasonléan be lehet latni az alabbi tételt:

8.3.12. tétel: Legyen (M, g,) globdalisan hiperbolikus térid6é a ¥ Cauchy-
feliilettel és ¢ € D*(X). Ekkor J™(X) N J~(¢q) kompakt.

A bizonyitas a 8.3.10. tétel bizonyitasdhoz hasonléan torténhet.

Végil két tétel kovetkezik a globdlisan hiperbolikus téridé Cauchy-feliileteinek
topologidjarol és a globalisan hiperbolikus térid6 kauzalis szerkezetérol.

8.3.13. tétel: Ha X és ¥ Cauchy-feliiletek az (M, g4p) globélisan hiperbolikus
téridében, akkor ¥ és ¥’ homeomorfak.
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A 8.1.1. lemma értelmében M-en létezik egy sima, sehol el nem tiing, idGszeri t* vektor-
mezd8. Mivel ¥ és ¥/ Cauchy-feliiletek, ezért ¢t minden integralgorbéjének pontosan egy metszés-
pontja kell legyen Y-val és X/-vel is. Az a ¢ : ¥ — X' leképezés, amelyik tigy van definidlva, hogy az
egyes integralgorbék Y-val valé metszéspontjat képezi le a Y'-vel valé metszéspontjukba, folytonos,
kolesonosen egyértelmii, folytonos inverzzel rendelkezd leképezés, azaz a keresett homeomorfizmus.

8.3.14. tétel: Legyen (M, g4) globalisan hiperbolikus téridé. Ekkor (M, g.p)
stabilan kauzélis. Tovabba, ekkor valaszthaté olyan f idofiiggvény, amelyhez tartozo
f =all. feliiletek mind Cauchy-feliiletek. Tehat M Cauchy-feliiletekkel rétegezheté
(can be foliated), és M topolégidja R x X, ahol ¥ barmelyik Cauchy-feliilet lehet.

A bizonyitds vazlatosan a kovetkezdképpen torténik. Mint a 8.2.2. tétel bizonyitdsa sordn,
most is bevezetjiik a p térfogati mértéket igy, hogy u(M) < oo legyen. Ezutdn definidljuk az

f=() = plI™(p)] (8.3.10.)

fiiggvényt. Felhaszndlva, hogy barmely ¢ € M esetén J1(q) és J~(q) zdrt, meg lehet mutatni,
hogy f~(p) folytonos. (Nincs sziikség olyan dtlagoldsra, mint a 8.2.2. tétel bizonyitdsa sordn.)
Az f~(p) tehat egy folytonos globdlis id6fliggvényt szolgéltat, amely ,,simitdssal” differencidlhaté
globalis id6fiiggvénnyé teheto. Ez bizonyitja a stabil kauzalitast.

Definidljuk tovabba az

o) = wplI*() (8.3.11.)
és az
[~ (p)
fp) o) (8.3.12.)

fiiggvényeket. Ekkor f folytonos és minden f =a&ll. feliilet egy akronalis halmaz.

Ezutan azt kell még megmutatnunk, hogy minden ki nem terjesztheto, kauzélis gorbe minden
f =4ll. feliiletet pontosan egyszer metsz. A metszésnek akkor kell bekovetkeznie, amikor f~(p)
elt{inik minden miltba ki nem terjeszthets, kauzdlis géorbe mentén, ill. fT(p) eltiinik minden
jovOobe nem kiterjeszthets, kauzélis gorbe mentén, mert ekkor f minden értéket fel fog venni a
[0,00) intervallumban barmely ki nem terjeszthetd, kauzdlis gorbe mentén. Hogy ezt beldssuk,
tegyiik fel, hogy A egy ¢-bdl induld, multba ki nem terjeszthetd, kauzalis gorbe, amelynek mentén
f~ nem tart zérushoz a multban. Ekkor léteznie kell olyan p pontnak, hogy p € I~ (r) barmely
r € X esetén. Innen az adédik, hogy A € J~(¢) N J*(p). A J (¢) N J"(p) halmaz a 8.3.10. tétel
értelmében kompakt és a 8.3.8. tétel értelmében pedig az erds kauzalitas feltétele teljesiil, ezért
a 8.2.1. lemma értelmében a A kauzdlis gorbének van multbeli végpontja J~(q) N J+(p)-ben.
Ez viszont ellentmond annak, hogy A nem terjesztheté ki a multba. Tehat f~-nak zérushoz kell

tartania a multban. Hasonld tulajdonsdggal rendelkezik f* a jovben.

Megjegyzés: A globalis hiperbolicitdsnak méasféle, ekvivalens definiciéi is le-
hetségesek. Erre nézve ld. [1]-t.
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9. Szingularitasok

9.1. A szingularitasok kérdéskore

Az Einstein-egyenletek olyan erdsen szimmetrikus téridé-megoldasai, mint amilye-
nek a FLRW-térido és a Schwarzschild-térido, valddi fizikai szingularitast mutatnak.
Joggal teheto fel a kérdés, hogy ezek a szingularitasok csupan azért jelentek-e meg,
mert magasfoki szimmetridaval rendelkezé megoldasokat kerestiink. Vajon, ha a
szimmetria-kovetelményeken enyhitiink, akkor is mutatnak-e a kozmoldgiai, ill. az
anyag teljes Osszeomlasdt modellez6 megoldasok ilyen szingularitdsokat. A szingu-
laritasi tételeknek, amelyekkel ebben a fejezetben meg fogunk ismerkedni, az a f6
izenete, hogy a szingularitds a kozmologiai megoldasoknak és az anyag teljes Ossze-
omlasat leiré megoldasoknak altaldnos jellemzoje, nem pedig az esetleg ,,erészakolt”
szimmetria-feltevések kovetkezménye.

Az a sejtéstink, hogy térid6 szingularitasa kozelében az altalanos relativitas-
elmélet nem marad érvényben, mert az a graviticié és az anyag klasszikus (azaz
nem kvantumfizikai) leirdsan alapul. Az éltaldnos relativitdselmélet varhatéan ak-
kor veszti érvényét, amikor a téridé gorbiilete ¢5° nagysdgrendiire né, ahol {p =
(hG/c*)'/? = 1073 m a Planck-hossz. Bar a szingularitdsi tételekbél nem kovetke-
zik, hogy a gorbiilet korlatlanul no, mégis azt sejtetik, hogy olyan feltételek jonnek
létre, amikor a kvantum- és esetleg mas effektusok fontos szerepet kezdenek jatszani,
és emiatt az altalanos relativitaselmélet érvényét veszti.

Bar specidlis esetekben, mint a FLRW-térido vagy a Schwarzschild-téridé ese-
tében, elég nyilvanvald, mit jelent a szingularitds, mégis rendkiviil nehéz a szingula-
ritas fogalmat altalanosan definidlni. Az alabbiakban amellett fogunk érvelni, hogy
a szingularitas kritériumaként azt tekinthetjiik, hogy a téridében vannak nem teljes
idoszert geodetikusok és null-geodetikusok. Jéllehet, ez a kritérium is hagy maga
utan kivannivalot.

A szingularitasi tételek megfogalmazasa két f6 logikai lépésben torténik.

e (A) A 3.5.3. fejezetben megmutattuk, hogy a térid6 2 pontjat 6sszekotd ext-
remalis hosszusagu gorbék geodetikusok. A téridének azonban lehet olyan
geometriaja, hogy a szomszédos geodetikusok Osszetartanak és valahol met-
szik egymast. Ezért elofordulhat, hogy 2 pontot 0sszekotd geodetikus nem
az extremalis hosszusdagi. Most olyan feltételeket fogalmazunk meg, amikor
2 pontot 6sszekoto idoszertt geodetikus, vagy 3-dimenzids feliiletet és pontot
Osszekotd idoszerti geodetikus lokdlisan nem maximaélis |, hosszisdgid” (nem je-
lenti a sajatidé maximumét), tovabba amikor egy null-geodetikus nem marad
egy pont, vagy egy 2-dimenziés felillet jovéjének a hataran. Az Einstein-
egyenletek felhasznalasaval, az energiaimpulzus-tenzor pozitivitdsat figyelem-
be véve, feltételeket fogalmazunk meg, hogy ,elegendéen hosszi” idészert
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geodetikus mikor nem maximalis hosszusagu, ill. hogy ,elegendéen hosszi”
null-geodetikus mikor nem marad meg egy pont, vagy egy 2-dimenzios feliilet
multjanak vagy jovojének a hataran.

e (B) Masrészrél, a kauzdlis gorbék terének kompaktsagabdl kiindulva megmu-
tatjuk, hogy globalisan hiperbolikus téridében léteznek maximélis hosszisagu
idoszerti geodetikusok, ill. belatjuk, hogy globalisan hiperbolikus téridoben a
null-geodetikusok a mult és a jovo hatarain maradnak.

Az allitdasok (A) és (B) csoportjanak ellentmondésa vezet el a szingularitdsi téte-
lekhez: meghatarozott, de nagyon altaldnos feltételek mellett kell, hogy létezzenek
nem ,elegendden hosszt” idészert geodetikusok, ill. nem ,,elegenddéen hosszu” null-
geodetikusok. Ez azt jelenti, hogy vannak nem teljes iddszerti és a null-geodetikusok,
ami pedig a szingularitas kritériuma.

9.2. Szingularitasok és jellemzoik

Specidlis szinguldris megoldasok gondos analizise alapjan alakult ki a szingula-
ritdsoknak az a jellemzése, amelyet alabb ismertetiink.

Fontos tudatositanunk, hogy a térido szingularitdasai alapvetéen mas jellegiiek,
mint amilyen szingularitasokkal esetleg més fizikai problémdak kapcsan talalkozha-
tunk. Utoébbiakban a szingularitas azt szokta jelenteni, hogy valamilyen fizikai
mennyiség a tér vagy a téridoé bizonyos pontjaban vagy pontjaiban végtelenné valik,
vagy valamilyen egyéb okbdl nincsen értelmezve. A téridé szingularitasa ettol na-
gyon kiilonbozik:

e A szingularitas nem egy ,.hely” a téridében, azaz a szingularitds nem pontja a
téridének. Az altalanos relativitdselméletben egyszerre keressiik az M téridé-
sokasagot és a rajta mindenitt értelmezett g,, metrikat. Ebben a felfogdsban
egy esemény csak akkor van értelmezve, ha a sokasag-szerkezet és a metrika jol
definiélt koriilotte. Ezért pl. a FLRW-térid6 szingularitasa, a Nagy Bumm,
nem tekintheté a sokasag részének; ez sem nem egy hely, sem nem egy idépont.
Hasonléképpen a Schwarzschild-metrika r» = 0 szingularitdsa nem egy hely; a
Schwarzschild-téridohéz, mint sokasaghoz csak az r > 0 pontok tartoznak
hozza.

Meg kell jegyezni, hogy az FLRW-térid6 és a Schwarzschild-téridé példaja
alapjan az az otlet életképesnek latszik, hogy egészitsiik ki a térido-sokasagot
szingularis hatarral, amelynek pontjai hozzatartoznak egy bévebb topologikus
térhez, vagy akar egy hatarral rendelkez6 sokasaghoz, bar a metrika ezen a
hatdron nincsen értelmezve. Az emlitett két ,egyszert” példdaban ezt meg
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is lehet tenni. Ennek ellenére egy szingularis hatar pontos matematikai de-
finicigjanak megadéasa komoly nehézségekbe iitkozik, noha arra szamos probal-
kozés tortént, amelyek eddig nem jartak eredménnyel (részletesebben 1d. [1]).

e A gorbiileti tenzorbdl és annak derivaltjaibol képezett mennyiségek ,,felrob-
banasa” nem jellemzi kielégitéen a szingularitast: részben azért, mert a szin-
gularis viselkedés lehet a ,,szerencsétleniil” valasztott koordinatarendszer hasz-
nalatanak a kovetkezménye, masrészt azért, mert el6fordulhat, hogy ezek a

mennyiségek végesek maradnak és mégis van szingularitds. (Tovabbi részlete-
kért 1d. [1].)

A szingularitas jellemzésére talan az tinik messze a legkielégitobb megoldasnak,
ha azt a ,lyukat” jellemezziik, amely a téridében a szingularitds eltavolitasa utan
keletkezik. Egy ilyen ,lyuk” észrevehetévé kell hogy valjon azaltal, hogy lesznek
geodetikusok, amelyek affin paraméterben mért hossza véges, pontosabban ame-
lyek legaldbb egy irdanyban nem kiterjeszthetéek, de az affin paraméteriik (ebben
az iranyban) csak véges intervallumot fut be. Mi a szingularitést ilyen, nem teljes
geodetikus 1étezésével fogjuk jellemezni.

Definicié: Nem teljes geodetikuson olyan, legalabb egyik iranyban nem
kiterjesztheté geodetikust értiink, amelynek a , hossza” mégis az affin paraméter
véges értékével jellemezheto.

Definicié: A téridot szingularisnak nevezziik, ha van benne legalabb egy
nem teljes geodetikus.

A térid6 szingularitasait a kdvetkezéképpen osztalyozhatjuk:

1. skalar-gorbiileti szingularitasrdl beszéliink, ha a nem teljes geodetikus
mentén a gorbiileti tenzorbdl és, ill. vagy annak derivaltjaibol polinomialisan
képezett skalar felrobban;

2. parhuzamosan propagalt gorbiileti szingularitasrdél beszéliink, ha az
el6z6 pontban emlitett skalarok végesek maradnak, de a gorbiileti tenzor vala-
mely komponense(i) vagy annak derivéltja(i) robban(nak) fel egy parhuzamo-
san eltolt tetrad mentén;

3. és végil nem gorbiileti szingularitasrodl beszéliink, ha az el6z6 két pontban
emlitett mennyiségek végesek maradnak, de létezik nem teljes geodetikus.

A szingularitasnak nem teljes geodetikusok révén torténé beazonositasaval
szemben tobb ellenvetést is meg lehet fogalmazni, noha még mindig ez a jellemzés
latszik a legmegalapozottabbnak.

e Az egyik ellenvetés az, hogy igy akkor is szingularis térid6ét kaphatunk, ha
egy nem szingularis téridobol elhagyunk egy pontot. Ez az ellenvetés azon-
ban azzal kivédheto, hogy csak nem kiterjeszthet6 téridokre szoritkozunk,
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azaz olyan téridokre, amelyek nem izometrikusak egy nem szinguldris téridé
valamely részhalmazaval.

e Komolyabb az az ellenvetés, hogy a térido ugy is lehet geodetikusan nem
teljes (amikor csak a térszerti geodetikusok kozott van nem teljes), hogy ez a
tulajdonsaga olyan szingularitassal hozhaté kapcsolatba, amelyet semmilyen
megfigyel6 vagy semmilyen fényjel sem tud soha elérni. (Erre vonatkozdan 1d.
a [1]-ban bemutatott péld4t.)

e Van olyan térid6 is (1d. [1]), amely geodetikusan teljes mind az id6szerii, mind
a null- és a térszeri geodetikusok tekintetében, viszont mégis 1éteznek benne
olyan jovobe ki nem terjesztheto, idoszertt gorbék, amelyek mentén a gyorsulas
korlatos, és amelyek hossza véges. Ha egy rakétat elegendo, de véges tlizem-
anyaggal ellatva ilyen palyara allitunk, akkor a benne 1l6 megfigyel6 véges id6
alatt meg fog szlinni létezni. Tovabbi ellenpéldék is adhatok, amikor a téridé
geodetikusan teljes, mégis vannak megfigyel6k, akik 1éte véges (sajat)id6 alatt
megszinik. Az ilyen téridok az altalunk elfogadott kritérium szerint mégsem
szamitanak szingularisnak.

A fentiek alapjdn nyilvanval6, hogy az a kritérium, hogy a téridé nem teljes az
idoszerti vagy a null-geodetikusok tekintetében, nem altalanos jellemzéje a szin-
gularitdsoknak; elegendd, de nem sziikséges feltétele a szingularitasnak. Az el-
lenérvek dacara is abban biztosak lehetiink, hogy a geodetikus nem teljességen
alapulé kritérium elégséges feltétel. Az olyan téridoben, amelyben van nem tel-
jes, id6szerti vagy null-geodetikus, lehetséges az, hogy legaldbb egy szabadon eso
részecske vagy foton véges ,,idén” (azaz az affin paraméter értékének véges interval-
lumaén) beliil fejezze be 1étét vagy, hogy léte véges id6vel korabban kezdédott. Az
ilyen téridéket tehat jogosan nevezziik szingularisaknak. A geodetikus nem teljesség
az a tulajdonsag, amellyel a téridék nagyon altalanos feltételek mellett mindig ren-
delkeznek a szingularitasi tételek értelmében. Ha bizonyosak vagyunk abban, hogy
egy téridoben van nem teljes idészerii geodetikus vagy nem teljes null-geodetikus,
akkor szeretnénk tobbet tudni a szingularités természetérol: hogy az gorbiileti vagy
nem gorbiileti tipusu. Erre vonatkozdan azonban a szingularitasi tételek nem adnak
semmilyen felvilagositast; ,,csupan”a szingularitas 1étezését allitjak.

9.3. Az idoszerii geodetikusok és a null-geodetikusok kong-
ruenciai

9.3.1. Az iddszerii geodetikusok kongruenciai és deformaciéjuk

Definicié: Legyen O C M nyilt halmaz. Gorbék O-beli kongruenciajan olyan

gorbe-csaldadot értiink, amelyet az jellemez, hogy barmely p € O ponton pontosan
egy gorbe halad &t.
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Kovetkezmény: Kongruencia érintévektorai egy vektormezét hataroznak meg
O-ban, és forditva, ha adott O-ban egy vektormezd, akkor annak integralgorbéi
(pontosabban azok O-ba esé szegmensei) egy kongruencidt alkotnak (generalnak)
O-ban.

Definicié: A kongruenciat simanak nevezziik, ha a kongruenciat generald
vektormezo6 sima.

Ebben a fejezetben az a célunk, hogy értelmezziik az idoszerti geodetikusok
és a null-geodetikusok kongruencidjanak térfogati taguldsat (expansion), nyirdsét
(shear) és csavaroddsat (twist), majd pedig olyan egyenleteket vezessiink le, ame-
lyek meghatarozzak a tagulas, nyiras és csavarodas ,,sebességét”, ahogy haladunk
a kongruencidkhoz tartozé gorbék mentén. A kongruencidk deformécidjanak jel-
lemzésére bevezetett fogalmak a rugalmas kozegek deformaciéjat jellemzo hasonlo
mennyiségek megfeleloi; a tagulasnak ott a relativ térfogatvaltozas felel meg.

Tekintsiik el6szor sima, idoszerti geodetikusok kongruenciajat. Legyenek a
geodetikusok a 7 sajatidével parametrizalva, igyhogy a kongruencidhoz tartozé &¢
érintovektor-mezo £,6* = —1 szerint van normalva. Mivel a normanégyzet kovarians
konstans, fennall, hogy £*V,&, = 0. Ezért a B, = V&, tenzormezo ,,ortogonalis”
£%ra, azaz térszerti: Bgué® = By’ = 0. A By, tenzormezd fizikai jelentése az
alabbiakbol deriil ki. Legyen 7,(7) a kongruencian beliili geodetikusok egy egy-
paraméteres alosztalya. Legyen tovabba n® a kongruencia ezen alosztalyan beliili, a
£%-ra ortogondlis geodetikus eltérés vektora. Ez méri az alosztalyhoz tartozé ~s(7)
geodetikusoknak valamely 6nkényesen kivalasztott vo(7) geodetikustél mért infini-
tezimalis eltérését, ugyhogy

Len® = 0. (9.3.1.)
Ebbdl kévetkezik, hogy [€,n]* = £8Vyn® — n°V,£¢ = 0, dgyhogy
&V = 1"Vt = B (9.3.2.)

A B¢ tenzormez6 tehat azt méri, hogy n* mennyire nem parhuzamosan eltolt vek-
tormezd a £ iranyban.

A 7y geodetikuson mozgd megfigyel6 ugy latja, hogy a szomszédos n® eltérés-
vektoru geodetikus meg van nytujtva vagy zsugoritva, el van csusztatva és el is
van forgatva hozza képest, amint azt a B9 linedris leképezés meghatarozza. A
B¢ linearis leképezéshez hasonléval taldlkoztunk az infinitezimadlis rugalmas de-
forméacié lefrdsa soran, ahol n%nak az elmozdulds-vektormezé felelt meg, a £PV,yn?
kifejezésnek pedig a kozeg szomszédos pontjai elmozdulés-vektorainak a kiilonbsége.
A linedris leképezés szimmetrikus részének a kiszemelt infinitezimaélis anyagdarabka
valédi deformaciéjanak tenzora felelt meg, amely felbonthato volt tiszta térfogati
deformaciora és tiszta nyirasra; a linearis leképezés antiszimmetrikus része pedig az
infinitezimélis anyagdarabka merevtestszerii elforduldsat (az anyag ,,csavarodédsét”)
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jellemezte. Most ugyanilyen médon bontjuk fel a B¢ lineéris leképezést. Mivel
B% térszerli, el6szor bevezetjiik az érintotér £%-ra meroleges alterének vektorain
értelmezett hy, ,,térmetrikat”,

har = Gab + Ealir (9.3.3.)

amelynek definici6 szerint £¢ irdnyti komponense zérus, h,,£2€° = 0, tovdbba (€ —n)-
komponensei is nulldk, h,,&%n° = 0. Ezért az érintétér £%-ra merdleges alterére vetitd
projektor h%, = g*hep.

Legyen lokélisan v® tetszéleges érintévektor. Ekkor a w® = h%vb = g®hgv° vektorrdl meg
tudjuk mutatni, hogy meréleges £%-ra, mert fenndll, hogy

9abw € = gapg heav?€” = hpav?€® = 0. (9.3.4.)

Valéban, a v¢ vektor felbonthaté a £%-val parhuzamos v“‘i = —(v°)¢? és arra merSleges v¢ kom-

ponensekre, igyhogy hpqvl€® = hbdvﬁl b= —(ve€ ) hpatted = 0.

Ezekutan bontsuk fel a fentebb emlitett médon a (9.3.2.) linearis leképezést,

1
B, = B(ab) + B[ab] = gﬁhab + Oap + Wap, (935)
ahol
6 = B%hy (9.3.6.)

a kongruencia ,,relativ térfogatvaltozasat”, azaz térfogati tagulasat, ill.
zsugorodasat (masképpen negativ tagulisat),

1
Oagb — B(ab) —§9hab (9.3.7.)

a kongruencia ,,nyirasi deformaciéjat”, azaz a szomszédos geodetikusok
egymason valé ,,elcsiiszasat”,

Wah — B[ab] (938)

pedig a kongruencia elcsavarodasat irja le.

Allitas: A kongruencia lokalisan akkor és csak akkor hiperfeliilet-ortogonalis,
ha wq, = 0 teljesiil.

A £° vektormez6 akkor és csak akkor hiperfeliilet ortogonalis a Frobenius-tétel kovetkezménye
értelmében, ha fennall, hogy

1
0 = g[avbgc] = g[favbfc +&Veba +86Vaby — £Vb€a — & Vabe — gavcgb]
= %[ga(vbfc - chb) + fb(vcga - va&) + §C(Va§b - bea)]

= %(gawcb + &Wac + EcWha), (9.3.9.)
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mert wap = Blap) = 2(Bab — Bra) = 5(Ve€a — Vabp). A kapott egyenl6ség viszont akkor és csak

akkor all fenn, ha lokélisan wg,, = 0.

Allitas: A nyirds és a csavarodds tenzora tisztan térszerii, azaz o5& = waepé® =

0.
Definicié szerint irhatjuk, hogy
1

wap” = (E"Via —€'VaG) =0, (9.3.10.)
és

b 1 b b 1 b

oan’ = S(EVika +EVab) = 30k =0, (9.3.11.)

ugyanis £°Vyé, = 0, mert &% geodetikus érintbje; £°Vq&, = 0, mert £%&, = —1; és hapé =
gabgb —&§7=0.

Allitas: A By, tenzormezd fenti felbontdsdnak tagjai az érintévektortér £%ra
meroleges alterét tovabbi ,,ortogondlis” alterekre bontjak, azaz hababa = habwba =
b
OgpW™, = 0.

Megjegyzés: A kongruencia deformacidjanak az alabbi médon adhatunk szem-
léletes jelentést. A kongruencia barmely geodetikusa mentén a szomszédos geodeti-
kusok ,,folyamanak térfogati” taguldsat, azaz relativ , ,térfogatvaltozasat” 6 méri; az
wep & szomszédos geodetikusok elcsavarodasat jellemzi: wy, axidlvektor-invariansa
az elcsavarodas infinitezimalis szoge. Jeloljiink ki egy egységsugart gombot az
érinttérben, és azt Lie-transzportaljuk £* integralgorbéi (azaz a kongruencia geo-
detikusai) mentén. Ekkor ez ellipszoiddd torzul, amit a o4, nyirdsi deformécié jelle-
mez: 0% sajatvektorai jelolik ki az ellipszoid f6tengelyeit, sajatértékei pedig az egyes
irdnyokban a tengelyek egységtol valo relativ eltérését.

Allit4s: Az aldbbi egyenletek hatarozzdk meg a kongruencia deformaciéjat jel-

lemz6 0, o4 és wy, mennnyiségek valtozasi sebességét, ahogy haladunk a sajatidoben
a kongruencia mentén:

de 1

&V = el —592 — 00 + Waw® — Req6%€°, (9.3.12.)
T
c 2 c c 1 cd cd ced 1~
5 vco-ab = _gegab — Oqc0 p — WacW Ty + ghfab(o-cdo' — WedW ) + chadé- 5 + §Rab7
(9.3.13.)
2
EVowa, = —§9wab + 20 Wac; (9.3.14.)

ahol }éab = hoehpg R — %habhcdRCd a Ricci-tenzor térszeri, spurmentes része, Cypeq
pedig a Weyl-tenzor. A (9.3.12.) egyenlet a Landau®"-Raychaudhuri®®-egyenlet
(RE), amely kulcsszerepet jatszik a szingularitasi tételek bizonyitasaban.

87Lev Davidovich Landau, szovjet fizikus, 1908-1968.
88 Amal Kumar Raychaudhuri, indiai fizikus, 1923-2005.
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Nyilvanvald, hogy a geodetikus deviaci6
a® = V(") = —Rapd '€ (9.3.15.)

egyenlete meghatdrozza 0, o4 €és wqp valtozasi sebességét, ahogy haladunk a sajatidében a kong-
ruencia mentén. A kongruencia deformacidjanak valtozasi sebességét azonban egyszeriibben is
megkaphatjuk, ha kozvetleniil a B, tenzormezonek az idészerli geodetikusok menti parhuzamos
eltolasdbdl indulunk ki:

fcchab = fcvc(vbfa) (9316)

Hasznéljuk fel az egyenlet jobb oldalan a gorbiileti tenzor definicidjat, amely szerint V.Vp&, =
VVe€a + Rcbadgd. Ha ezutan azt is figyelembe vessziik, hogy £% geodetikus érintévektora, azaz
£V £ = 0, akkor az alabbi egyenloséget kapjuk:

EVeBay = E(VpVeba + Rypléa)
= Vb(fcvcga) - (ngc)(vcga) + Rcbad cg

= —B%Buc + Ry, " Ca. (9.3.17.)
Képezziik a (9.3.17.) egyenldség bal és jobb oldaldnak spurjat (Rcbad = g% Repae = — 9% Repeq miatt
a tenzor ab indexekben vett spirja —g%R.. = —R.%):
€Vl = —B°,Bac — Reaf’¢"
O
= —%92 — 0ab0™ + wapw™ — Reaf¢?, (9.3.18.)

ahol felhasznéltuk, hogy By, felbontasa ,,ortogonalis” részekre tortént, tovabba, hogy
R h® = g“ac + 2968 +E°EEl, =+4—2+1=3. (9.3.19.)
Ezzel megkaptuk a keresett (9.3.12.) egyenletet.

A (9.3.13.), 1ll. (9.3.14.) egyenletet rendre tigy kapjuk meg, hogy vessziik a (9.3.17.) egyenlet

mindkét oldaldnak szimmetrikus, spurmentes, ill. antiszimmetrikus részét.

9.3.2. Az energia-feltételek

A (9.3.12.) egyenlet meghatérozd szerepet jétszik a szingularitdsi tételek bizonyi-
tasaban. Az egyenlet jobb oldalanak utolsé tagja ebbdl a szempontbdl kiilonos
figyelmet érdemel. Ha feltessziik, hogy olyan téridoket vizsgalunk, amelyek az
Einstein-egyenletek megoldasai, akkor az R, %€ tag kifejezhetd az energiaimpulzus-
tenzorral:

1

Ryp"¢® = 8r (Tab — §Tgab) €70 = 8nr (Tabg%b + %T) (9.3.20.)

Itt T,,6%° > 0, ha a Vildgegyetem anyaga a szokésos fizikai tulajdonsdgi, mert

T8/ (—€¢€.) az az energiastiriség, amit a £%/(—£%¢,)Y/? négyessebességli megfi-
gyelé mér, ahol —£°¢, > 0.
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Definicié: A T,,6%° > 0 egyenlétlenséget, ahol £2 tetszdleges id6szert négyes-
vektor, gyenge energia-feltételnek (weak energy condition) nevezziik. A gyenge
energia-feltétel tehat azt fejezi ki, hogy az anyag energiastiriisége nem negativ.

Altaldban az is jozan feltevés, hogy a mechanikai fesziiltségek nem olyan na-
gyok, hogy R.,£% -t negativva tegyék. Ebbdl adddik az erds energia-feltétel.

Definicié: A T,,£%° > —%T egyenlGtlenséget, ahol £ tetszoleges idoszerli
négyesvektor, er6s energia-feltételnek (strong energy condition) nevezzik. Az
erds energia-feltétel tehat azt fekezi ki, hogy a Ricci-tenzor (id6-id6)-komponense
nem negativ, R,E%b > 0.

Tovabbi jozan feltevés az is, hogy a £2/(—£%€,)'/? négyessebességii megfigyeld
az anyag energiaaram-striiségét idoszeri négyesvektornak vagy null-vektornak kell,
hogy észlelje. Ez egy tjabb energia-feltételhez vezet.

Definicié: Ha &% tetszOleges jovoiranyt, idoszerii négyesvektor, akkor azt a
kovetelményt, hogy —71%£° jovéiranyt, idészerit vagy null-vektor legyen, dominéns
energia-feltételnek (dominant energy condition) nevezziik.

Megjegyzés: A domindns energia-feltétel gy értelmezhetd, hogy az ener-
giadramlas sebessége nem lehet nagyobb, mint a fénysebesség a vakuumban. Ezt a
felfogast aldtamasztja a kovetkezd allitas:

Allitas: Ha az energiaimpulzus-tenzor megmaradd, azaz VT, = 0, tovabbd
eleget tesz a dominans energia-feltételnek, és eltiinik az S zart, akrondlis feliileten,
akkor eltiinik S teljes D(S) fiiggségi tartomanyaban (Id. [2]).

Megjegyzés: A dominans energia-feltételbol kovetkezik a gyenge energia-
feltétel, de ettdl eltekintve a kiilonboz6é energia-feltételek fiiggetlen matematikai

feltételek. Példaul az erGs energia-feltételbol nem kovetkezik a gyenge energia-
feltétel.

A T, energiaimpulzus-tenzor szimmetrikus, viszont a g, metrika nem pozitiv
definit. Ezért az érintétér vektorainak 7 = ¢g*Iy, : V, — V), linedris leképezése
altalaban nem diagonalizalhaté. A |,j6 viselkedésii” anyag (vagy fizikai mez8) energia-
impulzus-tenzora azonban diagonalizalhaté, azaz a T'} leképezésnek 1étezik 4 fiigget-
len, ortonormadlt sajatvektora, t*, (z;)%, ahol i = 1,2, 3, amelyekre

ot = pt®,  T9(x)" = pi(x;)?, i=1,2,3, (9.3.21.)
teljesiil, igyhogy az energiaimpulzus-tenzor lokalisan
3
T = ptats+ > pi(@i)a(z:) (9.3.22.)
i=1

alakba frhaté at, ahol p az anyag energiastirtisége, p; pedig a f6tengelyiranyi nyoma-
sok az anyag lokdlis nyugalmi rendszerében, az energiaimpulzus-tenzor sptrja pedig
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ekkor
3
T = pi—p (9.3.23.)
=1

(Kivételt képez az ugynevezett null-folyadék, amikor

2

Tor = plaly+ > pi(yi)a(yi)e: (9.3.24.)

j=1

ahol [* null-vektor és (y;)* az [*-ra merdleges, térszerii ortonormalt vektorok. Ekkor
T =p+p2)

Allitas: Ha a téridét fizikailag realisztikus anyag hozza létre, akkor az ener-
giafeltételek a nyugalmi energiastiriiségre és a fétengelyiranyt nyomasokra az alabbi
egyenlotlenségeket jelentik:

e a gyenge energia-feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha

p>0, p4p >0, i=1,23; (9.3.25.)

e az er0s energia-feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha
3
P+ pi>0, p+p; >0, i=123; (9.3.26.)
i=1

¢ a dominans energia-feltétel akkor és csak akkor teljesiil, ha
p>lpil, i=1,2,3. (9.3.27.)

Az energia-feltételekben szerepld tetszbleges, normélt £* idészer(i vektort felbontjuk a {t2,
(1), (x2)%, (z3)*} ortonormélt bazisban:

3
£ = Lt + Zfi(ivi)a, & =1,8% & = (1), i=1,2,3. (9.3.28.)
i=1
Ekkor a
3
Ll = —G+) &=-1 (9.3.29.)
i=1

normalési feltételbdl azt kapjuk, hogy

3
& = 1+) €. (9.3.30.)
i=1
Ezt felhasznalva az egyes energia-feltételek az alabbi egyenlOtlenségek alakjat oltik:
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e a gyenge-energiafeltétel:

o
IN

3 3
T = p& +> pill =p+ (p + Zpl)ﬁf, (9.3.31.)

i=1 =1

e az erds energia-feltétel:

3

3
1 1
0 < Tuwé §b+§T:p€f+g pi§i2+§<g pi—p>
i=1

=1
= 2 p /L

e a domindns energiafeltétel:
(_T%gb)(Tacgc)

- (—pftta + i:pi&(xi)“) (—p&ta + i:pi&(évi)a)

i=1 i=1

3

3
pi> + o+ p)éls (9.3.32.)
1

=1

0

Y

3
= =P (&)’ + ) _pi(&)
=1

3
= PP+ (P +p)E) (9-3.33.)
=1

Helyesnek fogadva el azt a jézan feltevést, hogy p és p; nem negativak, ezek az egyenlétlenségek
éppen a keresett egyenlétlenségekre vezetnek az egyes esetekben.

A (9.3.12.) egyenlet jobb oldaldn szerepld —Rq %" tag jaruléka mindeniitt
negativ vagy zérus, ha teljesiil az erés energia-feltétel és érvényesek az Einstein-
egyenletek. Ez a tag fejezi ki, hogy az anyagban uralkodé gravitacidés vonzas az
idoszertt geodetikusok kongruencidjat osszetartéva igyekszik tenni, ahogy telik a
sajatido a geodetikusok mentén. Ennek az alabbi kovetkezménye lehet. Tegyiik fel,
hogy a kongruencia hiperfeliilet-ortogonadlis, azaz hogy w,, = 0. Ekkor a (9.3.12.)
egyenlet a

dg 1
E + 502 — —Jabo'ab — Rabgagb (9334)

alakot olti. Ha —Rq;£%€? < 0, mint feltételeztiik, akkor fenndll tehat a

dg 1
—+-0> < 0 9.3.35.
dr * 3 - ( )
egyenlotlenség, ahonnan
1 1 df d 1



adodik. Integraljuk az egyenlStlenség mindkét oldaldt valamely [0, 7] véges interval-
lumon. Ekkor az aldbbi egyenlétlenséget kapjuk eredménytil:

1 1 T
50 > 5(0) + 3 (9.3.37.)
A kapott eredménynek van egy nagyon fontos kovetkezménye. Tegyiik fel, hogy
valamely geodetikus valamely pontjaban € negativ. Vélasszuk ebben a pontban
7-t zérusnak, tovabba alkalmazzuk erre a geodetikusra és a szomszédos idoszeri
geodetikusokra a kapott egyenltlenséget. Ekkor azt a meglep6 eredményt kapjuk,
hogy a szobanforgd ponttol

T, < —— (9.3.38.)

sajatidében mért tdvolsdgon” beliil 1/0(7) — 0 negativ értékeken keresztiil, azaz
hogy (1) — —o0, ha T — 7. Ez szemléletesen szdlva azt jelenti, hogy a szomszédos
geodetikusok mintegy Osszefutnak egyetlen gérbébe, az tigynevezett kausztikaba,
ha a geodetikusok fenti konvergenciaja valahol megjelenik a kongruenciaban. Az
elnevezés a geometriai optikdbdl szarmazik, ahol a kausztika olyan gorbét jelent,
amely a fénysugarak burkolégorbéje, azaz amelyhez képest egy nyalabon beliil min-
den fénysugdr érintolegesen halad. A fenti levezetéssel belattuk tehat az aldbbi
lemmat:

9.2.1. lemma: Legyen £* egy hiperfeliilet-ortogondlis, idészerti geodetikusok
alkotta kongruencia érinté-vektortere. Tegyiik fel, hogy RqE%€? > 0, ami teljesiil,
ha érvényesek az Einstein-egyenletek, és fennall az erés energia-feltétel. Ekkor, ha 6
negativ 0y < 0 értéket vesz fel a kongruencia valamelyik geodetikusdnak valamelyik
pontjaban, akkor § — —oo a geodetikus mentén 7 < 3/|6y| véges sajatidén beliil.

Megjegyzés: Amit belattunk, az csupdn azt jelenti, hogy a kongruenciaban
jelenik meg szingularitds, vagyis kausztika alakul ki a kongruenciaban, azaz vala-
mely geodetikus kis kornyezetében valamennyi geodetikus belesimul egy k6zos bur-
kologorbébe. Ez nem okvetleniil jar azonban egyiitt azzal, hogy a téridének szingu-
laritasa van. A 9.2.1. lemma allitasa szingularitastol mentes téridében is érvényes.
Mas, globalis éllitasokkal egyiitt jelentheti azonban azt, hogy szingularis a térido.

9.3.3. A null-geodetikusok kongruenciai és az energia-feltételek

Vizsgaljuk meg most a null-geodetikusok kongruencidinak viselkedését. Legyen k¢
egy ilyen kongruencidhoz tartozé érinto-vektormezo, k,k* = 0. Paraméterezziik a
null-geodetikusokat a A affin paraméterrel. Az id6szerii geodetikusok esetével szem-
ben, most £* normélasa nem ad lehetéséget arra, hogy Osszehangoljuk a kiilénbozo
geodetikusokon a A-skdlakat. Az idészerii esetben a £* normalt érinté-vektormezore
ortogonalis n® eltérés-vektormezokkel jellemeztiik a szomszédos geodetikusokat a
kongruenciaban. Ez két koriilmény miatt volt lehetséges:
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o (a) A &, skalarszorzat allando a geodetikusok mentén, és ezért n*-nak az eset-
leges £%-val parhuzamos (7¢)* komponense a kongruencia deformécidja szem-
pontjabdl érdektelen, mert £,n®* = &,(n:)* =4ll. a geodetikusok mentén.

A skaldrszorzat megvaltozasa a geodetikus mentén torténé parhuzamos eltolas sordn:

EV(&n") = E(Valo)n" +E°EVan’ = 76 Van’ = &Len’ + 1a6 Ve =0,
(9.3.39.)

mert a jobboldali els6 tag eltlinik az eltérés-vektor egyenlete miatt, a masodik tag pedig a

£6% = —1 normaldsi feltétel miatt.

o (b) Azok az n® és n'* eltérés-vektorok, amelyek csak a £ érintévektor szam-
szorosaban kiillonboznek, azaz amelyekre n'* —n® = ¢£%, ahol ¢ € R, egyenérté-
kiiek, vagyis ugyanannak a szomszédos geodetikusnak a jellemzésére szolgalnak.
Ez abbdl latszik, hogy £en® = Lenf® = 0. Ezért a {n® = 0 ortogonalitasi
feltétel egy természetes mértékfeltételként szolgal, hogy az ekvivalens eltérés-
vektorok koziil egy reprezentanst kivalasszunk.

Latjuk tehat, hogy mindkét kivanalomnak eleget tettiink annak az egyetlen feltétel-
nek a kirovasaval, hogy az eltérés-vektor legyen a geodetikusok érintévektorara min-
deniitt ortogondlis. Ezért a kongruencia barmely geodetikusdnak barmely p € M
pontjaban az n® vektor a V), érintétérnek {?-ra ortogonalis 3-dimenzids alterében van
benne.

Null-geodetikusok kongruencidja esetében mind az (a), mind a (b) kdvetelmény
érvényben marad. Valamely null-geodetikus érinto-vektormezeje és a szomszédos
geodetikusok eltérését jellemzo n® eltérés-vektor skaldrszorzata most is allandd a
null-geodetikus mentén,

Vo (kon?) = kE*(Vakp)n” + k"kyVan® = k%kyVan = ky£3n” + naky Vo kb = 0,
(9.3.40.)

ugyvhogy az eltérés-vektornak csak a k®ra merdleges komponense érdekes, vagy-
is kiréhatjuk a k,n* = 0 ortogonalitasi feltételt. Tovabbra is igaz, hogy £xn* =
£xn'* = 0 miatt barmely két n® és n'® eltérés-vektor ugyanazt a null-geodetikust jel-
lemzi, ha csak a k% érintévektor szamszorosaban kiilonboznek, azaz n'* — n® = ck?®,
ahol ¢ € R. Az ortogonalitési feltétel azonban nem teszi lehetévé, hogy az ekviva-
lens eltérés-vektorok koziil egy-egy reprezentanst kivélasszunk, mivel £ onmagara
is ortogondlis. Tovabbi feltételre van tehat sziikség a reprezentans eltérés-vektor
kivalasztasahoz. Ezaltal a nem-ekvivalens eltérés-vektorok egy 2-dimenzids vek-
tortérbol kertilnek ki. A helyzet pontos matematikai megfogalmazdsa a kovet-
kezOképpen lehetséges:

Definicié: Legyen V, a p € M pontban az érintétér. Jelolie V, C V, az
érintotér azon vektorainak 3-dimenzids alterét, amelyek ortogondlisak k®-ra. Az
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@yt e \7p vektorokat ekvivalenseknek nevezziik, ha létezik olyan ¢ € R szam, hogy
x* —y* = ck®. Definidljuk a , kalapos” V, vektorteret, mint V), vektorai ekvivalencia-
osztalyainak 2-dimenzids vektorterét.

A szdmunkra érdekes deviacios vektorok tehat a Vp vektortér elemei, nem
azonosithatok természetes moédon V), valamely alterével. Egy tetszdleges t* € V,
érintovektorhoz nem tudunk természetes médon hozzarendelni egy érintovektort ‘7;,,—
ben, mert nem tudjuk t%-t egyértelmiien felbontani a k* null-vektorral parhuzamos
és arra meroleges Osszetevokre. Ha viszont t* € f/p, azaz t%k, = 0, akkor t%-hoz
természetes médon tartozik egy megfeleld ¢ € Vp vektor, nevezetesen t* ekvivalencia-
osztalya.

Definicié: A tovabbiakban tudunk ,kalapos” dudlis vektorteret definialni,
majd pedig ,kalapos” tenzorokat. TetszOleges i, € V" dudlis vektorhoz, mint a V,,
vektortér linearis leképezéséhez, egyértelmiien tartozik egy fi, € f/p* duédlis vektor
azéltal, hogy a leképezés értelmezési tartomanydt V,-r6l V,, C Vj-re sziikitjik. A
fia € V,; dudlis vektorhoz viszont akkor és csak akkor tartozik egy megfeleld fi, €
(V,)* dudlis vektor, ha a jigk® = pok® = 0 feltétel teljesiil.

A fi, akkor és csak akkor eleme a (Vj,)* dualis vektortérnek, ha olyan V,-n haté linedris
leképezés, amely barmely ekvivalencia osztdly tetszdleges x*, y* € V,, vektoraira azonos médon
hat, azaz amelyre

flay® = fla(z® +ck®) = faz" (9.3.41.)

barmely inekvivalens % € f/p és tetszOleges ¢ € R esetén. Ez akkor és csak akkor dllhat fenn, ha
ok = 0.

Altalanosan tetszéleges, V, (és V) felett értelmezett 7%, , tenzorhoz ak-

kor és csak akkor tartozik egyértelmiien egy V;, (és (V,)*) felett értelmezett 7% by
tenzor, ha zérust ad minden olyan kontrakcid, amikor 7, . valamely indexét
k.-val vagy k®-val kontrahaljuk, a tobbi indexet pedig olyan vektorokkal vagy dualis
vektorokkal kontrahaljuk, amelyekhez tartozik vektor V,-ben, ill. dudlis vektor (V,,)*-
ben. Ilyen tenzorok esetében felcserélhetd a kulsd szorzds és a ,kalapos” tenzorok
terére torténo ,,vetités”: T1T2 TiT5. Olyan tenzorok esetében, amelyek eleget tesz-
nek a szigorubb kovetelménynek, hogy barmely indexiik k,-val vagy k?®-val torténo
kontrakcidja zérust ad, felcserélhetd a kontrakcié és a ,kalapos” tenzorok terére
torténo ,,vetités” is: CT =CT.

Allitas: A gap metrikus tenzorhoz tartozik egy V X V -n értelmezett hab tenzor,

ami pozitiv definit, ++ szignatiraju metrika V -n. A h“b inverz-metrika a g% inverz-
metrikdhoz tartozo ,,kalapos” tenzor.

Valéban, barmely v® € V,, esetén gopk®0® = gpv®k® = 0, tigyhogy 1étezik a gqp-hez tartozé
hap tenzor. Vélasszunk egy lokélis tetrad-bazist, amelyben G = gav(en)(e,)? diagondlis. A
tetrad-bazisbdl (nem egyértelmiien) szerkeszthetiink olyan bézist, amelyben 2 null-vektor van,
(e4£)® = (eg£e1)*/V/2, tovabba 2 térszerti bazisvektor, (e2)® és (e3)®. Az utébbiak altal kifeszitett
altér V,,-ben izometrikus V;)—Vel. Ezért iLij = gab(ei)“(ej)b, ahol i, j, = 2, 3, igyhogy a kapott tenzor
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pozitiv definit, ++ szignatiraju metrika ezen a 2-dimenzids vektortéren.
Vezessiik be megint a
By = Vik, (9.3.42.)
tenzort a null-geodetikusok kongruencidjanak jellemzésére. Ennek létezik B, ,.ka-
lapos” megfelelGje.

Tetszbleges v* € V,, érintévektor esetén Bapk®™? = k“bVik, = Ube(%kak“) = 0, mert
kok® = 0, és Bayv*k? = v°kPVik, = 0, mert k¢ null-geodetikus érintévektora.

AV, 2-dimenzidés vektortéren haté B¢ linedris leképezést megint felbonthat-
juk egyértelmiien szimmetrikus és antiszimmetrikus részre, tovabbé a szimmetrikus
részét egy zérus spuru részre és annak kiegészitojére:

By = %Hﬁab+&ab+d)ab. (9.3.43.)
ahol
0 = h®By, (9.3.44.)
& = B(ab)—%eizab, (9.3.45.)
& = By (9.3.46.)

hasonlé jelentéssel birnak, mint a megfelel6 mennyiségek idészerti geodetikusok
kongruencidja esetén. (Az idészerii esetben fellép6 0h,,/3 tag helyére O /2 1épett,
ahol a szdmfaktor azért véltozott, mert B% 2-dimenziés vektortéren hat és nem
3-dimenziéson, mint BY.)

Hasonlé 1épések sordan, mint ahogy idészerii kongruencia esetén a (9.3.17.)
egyenloséget levezettiik, most a

k°V.Ba 4+ B%Bea = R, kkq (9.3.47.)

egyenlOséget kapjuk. A V vektortér feletti tenzorok terére torténd ,,vetités” utdn
ebbdl a

k°V Ba, + B4Boa = Ry, %eky (9.3.48.)

egyenletet kapjuk. Végiil a (9.3.48.) egyenletbe behelyettesitjiik a (9.3.43.) fel-
bontést, és vessziik rendre mindkét oldal spurjat, szimmetrikus spur nélkiili részét
és antiszimmetrikus részét. Ekkor a kovetkezo egyenleteket kapjuk:

do 1 2 ~ ~ab ~  ~ab d
B 202 56+ ™ — RugkCke .3.49.
a 29 Ogp0 + WapW de‘k‘ (93 9)
kV Oy = —004 + chadk‘bk‘d, (9350)
kY Gay = —0ap, (9.3.51.)
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ahol C,, % a Weyl-tenzor, azaz a gorbiileti tenzor sptirmentes része.

A (9.3.49.) egyenlet a (9.3.12.) egyenlet megfelel6je null-geodetikusok kongru-
encidja esetén. Ha érvényesek az Einstein-egyenletek, akkor a (9.3.49.) egyenlet jobb
oldalanak utolsé tagja

Rupkk" = 8aT kK", (9.3.52.)

mert k% null-vektor.

Allitas: Ha az anyag akar a gyenge, akar az erés energia-feltételt kielégiti,
akkor T pk?k" > 0, azaz Rgpk?k® > 0, ami a (9.3.49.) egyenlet jobb oldalan negativ
jarulékot eredményez.

A gyenge energia-feltétel értelmében minden £¢ idészerti vektorra fennall a T, > 0
egyenlStlenség, de akkor T,,k?k® > 0 is teljesiilni fog barmely k¢ null-vektorra, mert a T, ten-
zor (legalabb) folytonos leképezés. Hasonléan, ha fennall, hogy T,,E%€0 + %T{“aﬁa > 0, akkor a
folytonossag okan T,pk®kb > 0 ismét teljesiil barmely k% null-vektorra.

Allitas: Barmely diagonalizalhat6, azaz (9.3.21.) tulajdonsdgi energiaimpul-
zus-tenzor esetén a gyenge vagy az erés energia-feltétel kielégiilésének sziikséges és
elégséges feltétele, hogy

p+pi > 0, i=1,23 (9.3.53.)

legyen.
Ebben az esetben fennall, hogy

3
Tak®k" = p(ke)® +  pi(ki)?, (9.3.54.)
=1

ahol ky = kat® és ki = ko(z:)® (i = 1,2,3). Mésrészt viszont 0 = k,k* = —k? + Z?Zl(ki)Q,
ahonnan k2 = 3°7_ (k;)2, amit behelyettesitve T,,k*k? kifejezésébe
3

Tuwkk" = > (p+pi)(ki)® (9.3.55.)
=1

adddik, ahol minden (k;)? nem negativ (hiszen valés szam négyzete). Ezért a T,pk®k® > 0
egyenlétlenség akkor és csak akkor &llhat fenn (nem negativ p és p;-k esetén), ha a keresett
egyenl6tlenségek fennallnak.

Végiil, hasonlé érveléssel, mint ahogy a 9.2.1. lemmahoz jutottunk, az alabbi
lemmat kapjuk:

9.2.2. lemma: Legyen k% egy hiperfeliilet-ortogonalis, null-geodetikusokbdl
all6 kongruencidnak az érint6-vektormezeje. Tegyiik fel, hogy fennall az R,,k?k® >
0 egyenlotlenség, ami teljesiil mindig, ha érvényesek az Einstein-egyenletek, és az
anyag kielégiti vagy a gyenge, vagy az erés energia-feltételt. Ekkor, ha a kongruencia
0 tagulasa 6y < 0 negativ értéket vesz fel a kongruencidhoz tartozo valamely null-
geodetikus valamely pontjaban, akkor § — —oo ezen null-geodetikus mentén véges,
A < 2/]6| affin tavolsdgon beliil.
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9.4. A konjugalt pontok
9.4.1. A konjugilt pontok fogalma

Definicié: Legyen M téridé-sokasdg, amelyen konnexié van értelmezve; legyen ~
geodetikus, amelynek v* az érinto-vektormezeje. Ekkor a geodetikus devidcié

V'V, (0PVyn®) = =R vt (9.4.1.)

egyenletének 7% megoldasat a v geodetikuson értelmezett Jacobi®*-mezének ne-
vezzik.

Definicié: A v geodetikus p € v és ¢ € v pontjait konjugalt pontoknak
nevezziilk, ha létezik olyan Jacobi-mez6, amely nem azonosan zérus, de a p és a ¢
pontban eltlinik, azaz n, = n, = 0.

Példa: A gombfeliilet északi és déli pélusai a hosszisagi geodetikusok kon-
jugalt pontjai.

Megjegyzés: Ha p és q konjugdalt pontok, akkor az nem okvetleniil jelenti,
hogy van olyan masik geodetikus, amelyik metszi -t p-ben is és ¢-ban is. Ez csupan
azt jelenti, hogy létezik egy Jacobi-mez0, amely eltiinik p-ben is és ¢g-ban is. Forditva,
ha a p és ¢ pontokon athaladé ~ geodetikus mellett van masik olyan geodetikus is,
amelyik szintén athalad ezeken a pontokon, akkor az még nem jelenti, hogy p és ¢
konjugalt pontok.

A konjugélt pontok azért érdekesek, mert megjelenésiik jellemzi azt a helyzetet,
amikor két pontot 0sszekotd idoszerti geodetikus megsziinik lokdlisan a leghosszabb
gorbe lenni, ill. amikor egy pontbdl kiindulé null-geodetikus nem marad a pont
jovojének hataran. Riemann-geometridaju sokasag esetén a konjugalt pontok azt
a helyzetet jellemzik, amikor a geodetikus megszlinik lokalisan, két pont koézott a
legrovidebb (azaz a legkisebb ivhosszisagi) gorbe lenni.

9.4.2. Konjugalt pontok idészerii geodetikusokon

Keressiik el0szor arra a kérdésre a valaszt, hogy mi a sziikséges és elégséges feltétele
annak, hogy iddszerli geodetikuson konjugalt pontok jelenjenek meg.

Allitas: Legyen v id6szerti geodetikus, amelynek érinto-vektormezeje £¢, és
legyen p € v a geodetikus pontja. Tekintsiik az Osszes p-n athalad6 geodetikus
kongruencigjat. (Ez a kongruencia természetesen szingularis a p pontban.) Ekkor
minden olyan Jacobi-mez6, amelyik p-ben eltlinik, a szébanforgd kongruencia egy
eltérés-vektora. Ekkor a p pont jovdjében fekvé g € I (p) pont akkor és csak akkor
p-hez konjugdlt pont, ha a kongruencia 6 tagulasa tart —oo-hez a ¢ pontban.

89Carl Gustav Jacob Jacobi, német matematikus, 1804-1851.
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Vezessiik be az ortonormadlt, térszerd ef, e3, e vektormezdket, amelyek merdlegesek £%-ra,
és parhuzamosan vannak transzportalva v mentén. Ebben a bazisban az n® eltérés-vektormezo n*
(u=1,2,3) komponensei a

" o Bev
= > R, L’ (9.4.2.)
a,B,v

devidcids egyenletet elégitik ki. Ez kozonséges, elsorendd, linearis differencidlegyenlet, amelynek
megolddsai, az eltérés-vektormezdk a p pontban kirétt n*(0) és (dn*/dr)(0) kezdéfeltételektdl fiigg-
nek, mégpedig linedrisan. Mivel a p pontbdl szétfuté geodetikusok kongruencidja esetén n#(0) = 0,
ezért léteznie kell olyan A* (1) 3 x 3-as métrixnak, hogy

3 v
() = Y Ak (r) dJT (0). (9.4.3.)
v=1

Helyettesitsiik ezt be a Jacobi-mez6 egyenletébe. Ekkor az A* (1) matrixra az aldbbi differen-
cidlegyenletet kapjuk:
d?Ar
v ag¢o AB
5z = E R, 5667 AR, (9.4.4.)

a,B,0

Az eltérés-vektorra kirdtt kezdéfeltételeknek megfeleld kezdbfeltételek A*, (0) = 0 és (dAH,/dT)(0) =
0 . Ezutdn a ¢ pont akkor és csak akkor konjugélt pont, ha léteznek olyan nem trividlis (azaz
(dn*/d7)(0) # 0) kezdbfeltételek, amelyek esetén n* = 0 a ¢ pontban. (A trividlis kezdéfeltétel
kizdrasa kizdrja az azonosan eltiing Jacobi-mez6t, mint megoldast.) Ez akkor és csak akkor kovet-
kezik be, ha detA*, = 0 a g pontban, mint az a (9.4.3.) linedris egyenletbdl kovetkezik. Ezért
det A", eltlinése a p-hez konjugdlt pont 1étezésének sziikséges és elégséges feltétele. A konjugalt
pontok k6zott azonban detA*, # 0, igyhogy ott létezik A, inverze.

Az A*, matrix nyilvanvaléan kapcsolatban van a kongruenciat jellemz6 Bgp, = V€, tenzor-
mezovel. Ennek a kapcsolatnak a megkeresése céljabol képezziik az eltérés-vektor sajatido szerinti
derivaltjat,

dnt a a
G = &Van = Val(en)]
(eu)bgavanb
= (eH)bBbana

> By, (9.4.5.)

ahol a mésodik sorban felhasznaltuk, hogy parhuzamosan transzportalt bazisban dolgozunk. Masrészt
viszont a (9.4.3.) egyenlet mindkét oldaldt 7 szerint derivélva azt kapjuk, hogy

dn* dA¥, dn¥
i ' ar dr (0). (9.4.6.)

Ezért a (9.4.5.) egyenletbdl a kivetkezd egyenl8séget nyerjiik:

n v v
A% dn” oy Y BrAC " ), (9.4.7.)

dr dr Ydr

amelynek tetszéleges (dn” /dr)(0) kezdéfeltétel esetén fenn kell dllnia. Innen a

A _ BA, = =94,

— 4.8.
dr dr (9-4.8.)
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matrix-osszefliiggéseket kapjuk. A kongruencia tdguldsa tehat

dA 1 d

d
= — In|detA]. (9.4.9.)
dr

Itt kihasznaltuk, hogy A nem szingularis matrix a p és ¢ pontok kozott. Mivel A kézonséges linedris
differencidlegyenlet megolddsa, ddetA/dr nem vélhat végtelenné v mentén. Ezért, ha § — —oo a
q pontban, akkor ott detA — 0; és forditva, ha detA — 0 a ¢ pontban, akkor ott § — —oo. Ezzel
belattuk a bizonyitani kivant allitast.

A p pontbdl kifutd, idoszerli geodetikusok kongruencidja hiperfeliilet-ortogo-
nélis. Be lehet latni (1d. [2]), hogy a p pont konvex normédl kérnyezetén beliil ezek
a geodetikusok ortogondlisak a geodetikusok menti alland6é 7 sajatidchoz tartozo
feliiletekre. A (9.3.14.) egyenletbdl pedig kovetkezik, hogy ha wy, = 0 egy sajatido-
pillanatban, akkor mindig eltiinik, ezért tehat a kongruencia mindeniitt hiperfeliilet-
ortogonalis. Ekkor viszont alkalmazhaté a 9.2.1. lemma, amelynek értelmében az
alabbi tételt fogalmazhatjuk meg:

9.3.1. tétel: Legyen (M, gy) olyan téridé, amely minden &% iddszerii vek-
tormez esetén eleget tesz az Ry %P > 0 egyenlétlenségnek. Legyen ~ idészert
geodetikus és p € v annak egy pontja. Tegyiik fel, hogy a p-bol kifutd, idoszeri
geodetikusok kongruenciaja valamely a p pont jovojében fekvé r € v pontban ne-
gativ 0y < 0 tdgulds-értékkel jellemezhetd. Ekkor r-bol indulva v mentén 7 < 3/|6y|
sajatidon beliil 1étezik p-hez konjugdalt g pont, feltéve, hogy a geodetikus kiterjed
odaig.

Megjegyzés: (Jovlirdnyban) teljes az a (jovéirdnyban) nem Kkiter-
jeszthet6 geodetikus, amelynek affin paramétere végtelenig fut. Az, hogy tel-
jes, id6szerti v geodetikus esetén 1étezik konjugdlt pontpar v-n, a 9.3.1. tételnél
enyhébb feltételek mellett is igaz. Ha R.,E%€? > 0 mindeniitt a geodetikus mentén
és legalabb egy r € v pontban R ;&% > 0, akkor létezik konjugalt pontpar ~-n
1, 2].

Definicié: Azt mondjuk, hogy az (M, g.) térid6 eleget tesz az altaldnos
idGszertiségi feltételnek, ha minden idészert geodetikuson létezik legalabb egy
olyan pont, amelyben Rg.q£%€° # 0.

Megjegyzés: A fizikailag realisztikus, ,,altalanos” téridékben kézenfekvonek
latszik az altalanos idészertiségi feltétel teljesiilése. (Nevezetesen, ha p és minden p;
hatarozottan pozitiv minden idészerii geodetikusnak legalabb egy pontjaban, akkor
a feltétel teljesiil. Sajat megjegyzés.)

9.3.2. tétel: Legyen (M, g,) olyan téridé, amely eleget tesz az altalanos
id6szertiségi feltételnek, és tegyiik fel, hogy R.E%€? > 0 barmely £¢ idészerti vek-
tormezo esetén. Ekkor barmely teljes, idOszerti geodetikuson létezik egy konjugdlt
pontpar. (Ez a teljes, idészer(i geodetikusokra vonatkozé fentebbi megjegyzés kovet-
kezménye.)
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A konjugalt pontok létezése és két pontot Osszekotod idészerti geodetikus ext-
remalis hossza kozott kapcsolat van. Legyen p, ¢ € M pontok a téridoben, ahol ¢q €
It (p), és tekintsiik a p-bdl g-ba mend, sima, idészerti gorbék \,(t) egy-paraméteres
csaladjat. Vélasszuk a t paramétert agy, hogy A, (a) = p és A\, (b) = ¢ legyen minden
a-ra. Jelolje a (0/0t)* érint6-vektormez6ét T, a (0/0a)* eltérés-vektormezét X .
Ekkor X, = X?|, = 0 és mindeniitt £7X% = T°V,X* — XV, 7% = 0. Az egyes
gorbék ivhossza (ill. az a sajatidd, amely alatt a rajtuk szabadon esé prébarészecske
eljut p-bél ¢g-ba)

m(a) = / fla,t)dt, (9.4.10.)

ahol f = (=T°T,)"?. Kordbban belattuk, hogy annak a sziikséges és elégséges
feltétele, hogy ebben a kongruenciaban a v = \g gorbén a sajatido szélsoérték legyen,
az, hogy v legyen a két pontot Osszekoto idoszerii geodetikus. Most az ivhossz

//////

9.3.3. tétel: Legyen v sima, idOszeri gorbe, amely Oszekoti a p € M és
q € M pontokat. Ekkor annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy v-n (lokélisan)
maximalis legyen a p-bol g-ba jutds alatt eltelt sajatido, az, hogy v olyan geodetikus
legyen, amelyen nincsen a p és a ¢ pontok kozott p-hez konjugalt pont.

Ismételjitk most el a szdmolast koordinata-invaridns médon, és hatarozzuk meg az ivhossz
masodik varidciéjat is. Az elsé variacié meghatarozasahoz irhatjuk, hogy

dar

bof b by1/2 "1 b

b b b
- — / %TbT“Vadet:— / T“VQ(%TbXb)dt—i— / XbT“Va<%Tb>df

b
= /XbTavaGTb)dt, (9.4.11.)

ahol felhasznaltuk, hogy TV, (TyX°/f) = (T, X/ f) /0t és X° eltiinnek a végpontokban. Innen
latjuk, hogy tetszdleges X esetén dr/da akkor és csak akkor tiinik el v = O-ra, ha TV, (f~Tp) =
0, ha o = 0. Ez éppen a geodetikus egyenlete.

A sajatido masodik varidcidja:

2 b
T _ /XCVC[XbT“Va(%Tb)]dt. (9.4.12.)

da?

Szamoljuk ezt ki o = 0 esetén és hasznéljuk fel, hogy Ao geodetikus, X°V.X" = 0, tovabb4 a
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geodetikus deivéacié £7X° = 0 egyenletét:

b
- / Xb(X°v,.T%) va<lTb)dt+/ X'TX°V .V, (1 >dt
a=0 f f
1 b 1
—Ty ) dt + XT“XCVaVc ~Ty |dt
f f
bra y ¢ d 1
/ XPToX°R, ./ (

A>T
do?

Td)dt
1 b
— /Xb(TCVCX“ V. ?Tb)dw X'T°XV .V, (fTb>d
‘ b
+ [ X’T*X°R,, Td)dt

= / X7V, [X V. (%Tbﬂdt—k/ X T xR, 2 (%Td>dt. (9.4.13.)

A jobb oldalon a szogletes zardjelben allé kifejezést azonosan dtalakithatjuk:

1 1 1
XV, (—Tb) = =XV, — 5X°T,)V.f
f f f2
1 1
= =TV Xp+ =TTV, | =T X ), 9.4.14.
PV gV (1) (414
ahol felhasznaltuk, hogy £7X° =0, és hogy a = 0 esetén
TV (lT XC> = TV <1T> —i—lTT“V X, = lTT"V X. = lTX"V T
a f C a f c f c a C f (& a (& f (& a+c
1 1
= —?Xava(—TCTC) = —?Xavan = —2XV,f. (9.4.15.)
Az a = 0 esetén
a 1 1 a
X Va<?Tb) = ?T VaXp. (9.4.16.)

Viélasszuk a paraméterezést agy, hogy a Ay geodetikus mentén f = 1 legyen és X legyen ortogonalis
T“-ra. Ekkor azt kapjuk, hogy

d? b b
d_z = / X TV [TV X dt + / XTOX°R, AT dt
Q a=0
= /Xb((’)X)bdt. (9.4.17.)

Itt O az az operdtor, ami az n® Jacobi-mezd, ill. a geodetikus deivdcié (9.4.1.) egyenletében
megjelenik, amelynek tomor alakja (On), = 0.

Az

d>r

b
oz / Xb(OX)dt (9.4.18.)

a=0
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35. dbra. A p-bol g-ba mené v geodetikuson van p-hez konjugalt r pont. Ekkor
szerkeszthet6 olyan idészerii ' gorbe, amelynek p és ¢ kozti ivhossza nagyobb, mint
a v geodetikus ivhossza ezen pontok kozott.

Osszefliggést felhasznalva tudjuk belatni a 9.3.3. tételt. Ha a p-bol ¢-ba mend, idOszerti v gorbe
nem geodetikus, akkor a fentiek szerint szerkeszthetiink egy olyan egy-paraméteres \,(t) gorbe-
csalddot, amelyben A\g = v és dr/da > 0, ha a = 0. Ekkor v nem teszi szélséértékké a p-
bol g-ba jutds sajatidejét. Ha = geodetikus, amely rendelkezik r konjugalt ponttal p és ¢ kozt,
akkor taldlhatunk olyan X§ eltérés-vektort, amelyre egyrészt (OX()® = 0, masrészt pedig amelyre
X§lr = X§|p = 0. Tekintsiik azt a 4" gorbét, amely X* = X§ a p és r pontok kézt és X* =
0 az r és q pontok kozt. Fenti eredményiink értelmében ~” és ~ ivhossza megegyezik a-ban
masodrendli tagokkal bezardlag. Az r pontndl levé ,,szogletet lekerekithetjiik” gy, hogy végiil
sima 7/ gorbét kapjunk, amelyre o = 0-ban d*>7/da > 0, azaz amelynek fvhossza masodrendii
pontossdggal nagyobb, mint «, ill. 4" ivhossza. Ekkor tehat v/-n a p és q kozti sajatidé nagyobb,
mint y-n. A konjugalt ponttal rendelkezd geodetikus tehdt megint nem a maximélis ivhosszisdga
gorbe p és q kozott.

Forditva, ha v olyan geodetikus, amelyen nincsen konjugalt pont p és g kozott, akkor a
fentebb bevezetett A matrix nem szinguldris p és ¢ kézott. Ezért definidlhatjuk az Y* = (A71)* XV
vektort. Ha Y- A* Y-t helyettesitjiik X* helyére d*7/da? eredményiil kapott kifejezésében, akkor
meg lehet mutatni, hogy d?7/da? hatdrozottan negativ definit v = 0-ban (a részletes bizonyitdst
1d. proposition 4.5.8 alatt [2]-ben). Az ilyen geodetikus tehdt a maximédlis {vhossziisdgi gorbe p
és q kozott.

9.4.3. Konjugalt pontok hiperfeliilet-ortogonalis idoszerili geodetikuson

Legyen Y sima (vagy legaldbb C?), térszerii hiperfeliilet (azaz a téridé-sokasigba
bedgyazott 3-dimenzids feliilet). Most értelmezni fogjuk idészer(i geodetikuson a ré
meroéleges, térszert hiperfeliillethez konjugalt pontot. Legyen &% a ¥ hiperfeliiletre
ortogonalis, id6szerli geodetikusok kongruencidjanak érinto-vektormezeje. Tekintsiik
a Y hiperfeliilet

Ko = V& = B, (9.4.19.)

kiils6 gorbiiletét.

A hiperfeliilet kiils6é gorbiiletének néhany fontos tualjdonsaga:

219



1. K térszertt, azaz K ,& = K€% = 0;
2. Ky, szimmetrikus, azaz K, = Kp,;

3. fenndll a
1
Ky = §£§hab (9.4.20.)

Osszefliggés, amelynek értelmében K, azt ,,méri”, hogy a kongruenciara or-
togonalis hiperfeliileteken hogyan véltozik a térmetrika, ahogy hiperfeliiletrol
hiperfeliiletre haladunk, vagyis hogy ,,hogyan gorbiil” 3, ahogyan haladunk a
kongruencia mentén;

4. Gauss-féle normél-koordindtakban a kiilsé gorbiilet komponensei

10h
K, = -k 4.21.
: 2 ot (9 )
5. a Y-ra ortogonalis idoszerii geodetikusok kongruenciajanak taguldsa
0 = K=K"=h"Ky,. (9.4.22.)

Nyilvanvaléan teljesiil az 1. tulajdonsag, mert egyrészt £8V,E® = 0, hiszen €% geodetikus érint6-
vektormezeje, masrészt mert £4VE® = %Vb(ﬁaﬁa) = 0. A geodetikusok kongruencidja hiperfeliilet-
ortogonalis, ezért wq, = 0, ahonnan K., = Kp,, Ugyhogy fennéll a 2. tulajdonsdg. A 2. tulajdonsag
miatt irhatjuk, hogy

1 1
Ko = 5(Kap+ Kpa) = Q(Va&) + Viéa) = 5 £egab

N~ N —

1
Le(hap — abp) = 5 Lehan, (9.4.23.)

ahol kihasznaltuk, hogy £¢£% = [£,£]* = 0. A Gauss-féle normélkoordindtdkban a (9.4.23.)
egyenléség K, = %Bhw/ Ot alakura egyszeriisodik, ami a keresett 4. tulajdonsdg. Az 5. tu-
lajdonséag nyilvanvald, hiszen 6 = h®® By, = h** K, = K.

Definicié: A Y hiperfeliiletre ortogonadlis, idészerti geodetikusok kongruen-
cidgjanak v geodetikusan levo p pontot a X hiperfeliilethez konjugalt pontnak
nevezziik, ha létezik a kongruencidnak olyan, a £* érint6-vektormezore merdleges n®
eltérés-vektora, amely >-n nem tiinik el, de p-ben zérus.

Megjegyzés: Szemléletesen a X hiperfeliilethez konjugalt p pont olyan, amely-
ben barmely két, Y-ra ortogonalis, infinitezimalisan kozeli geodetikus metszi egyméast
(Id. a 36. abrat). Hasonld érveléssel, mint azt idészerti geodetikuson konjugalt
pontpar esetén tettiik, be lehet latni, hogy akkor és csak akkor létezik a X hiper-
feliilethez konjugalt p pont, ha a hiperfeliilet-ortogonalis geodetikusok kongruen-
cidjanak 0 tagulasa a p pontban —oo-hez tart. Mivel hiperfeliilet-ortogonalis kong-
ruenciaval van dolgunk, alkalmazhaté a 9.2.1. lemma, és igy érvényes a kovetkezo
tétel.
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36. abra. Szemléltet6 abra a X térszerti hiperfelillethez konjugalt p pont de-
finiciéjahoz. Erods torzitassal az abra a hiperfeliilet-ortogondlis v idészerti geode-
tikushoz infinitezimalisan kozeli két masik idoszerti geodetikust is abrazol; a geode-
tikusok a p pontban metszik egymaést.

9.3.4. tétel: Legyen (M, g,) olyan térid6, amelyben barmely £ idészerii
vektormezore teljesiil az Rq,E%€° > 0 egyenlStlenség. Legyen X térszerti hiperfeliilet,
és tegyiik fel, hogy valamely ¢ € ¥ pontban a kiilsé gorbiilet K = 6 < 0. Ekkor a ¢
ponton dthaladé, hiperfeliilet-ortogondlis v geodetikuson véges 7 < 3/|K| sajatidén
beliil 1étezik a > hiperfeliilethez konjugalt p pont, feltéve, hogy v kiterjed odaig.

Tovabba a 9.3.3. tételhez hasonléan bizonyithatd az alabbi tétel.

9.3.5. tétel: Legyen v sima, idészert gorbe, amely 0sszekoti a p € M pontot
és a X sima, térszeri hiperfeliilet ¢ € ¥ pontjat. Ekkor annak a sziikséges és elégséges
feltétele, hogy v lokalisan maximalissa tegye a p és X (azaz a p és q) kozti sajatidét,
az, hogy v olyan a Y-ra ortogonalis geodetikus kell legyen, amelyen nincsen >-hoz
konjugélt pont ¢ és p kozott.

9.4.4. Konjugalt pontok null-geodetikuson

Legyen p null-geodetikus, amelynek k% az érinté-vektormezeje. A geodetikus de-
viacio egyenletébdl az n® Jacobi-mez6 egyenlete:

KV (K'Vy(k*n.)) = 0. (9.4.24.)
A geodetikus devidcié egyenlete:
Vo (E'Vyn®) = =Ry mkcke. (9.4.25.)

Ezt felhasznalva és azt, hogy k*V,k® = 0, irhatjuk, hogy

kY (KPV(N0)) = k°Ve(nak®Vik® + kK" Vina) = k°V o (K"K Vy1,)
= (k°Vek")E Vg + k" (k°V (K Vina)) = k% (kYo (K*Vina)
= —Repaak®kkin® =0, (9.4.26.)
mert Rcbda = _Rbcda-

Innen kovetkezik, hogy
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1. Az n® Jacobi-mez& nem tiinhet el két kiillonb6z6 (p és g # p) pontban, kivéve,
ha k%, = 0 a p null-geodetikus mentén mindeniitt.

Ha ) a null-geodetikus affin paramétere, akkor a geodetikus devidcié egyenlete d? (k%n,)/d\?
= 0 alakba frhatd, ahonnan d(k®n,)/d\ =3all., azaz k%), = c1 + c2\, ahol ¢1 és ¢y valds
allandok. Nyilvanvanlo, hogy n® két kiilonb6zo A értékre akkor és csak akkor tlinhet el, ha
c1 és co is zérus, azaz ha k®n, = 0 a pu null-geodetikus mentén mindeniitt.

2. Ha n® Jacobi-mezd, akkor n®* + (a + bA)k® is az, ahol a, b € R allanddk.

Az elmondottak alapjan a kovetkezo definiciét adhatjuk null-geodetikuson elhelyez-
ked6 konjugalt pontparra.

Definicié: A p null-geodetikus p és g # p pontjait akkor és csak akkor ne-
vezzilkk konjugalt pontoknak, ha létezik olyan n® Jacobi-mezd, hogy az n® de-
vidcios vektor p-ben és ¢-ban is csak k® szamszorosaval kiillonbozik zérustol.

A definiciét ekvivalens médon fogalmazhatjuk at a f/p vektorterek (V p € M)
felhasznalasaval:

Definicié: A p null-geodetikus p € p és ¢ € p pontjai akkor és csak akkor
konjugaltak, ha létezik olyan nem trivialis n* € V vektormezd, amely kielégiti a
geodetikus deviacio egyenletét és eltlinik p-ben és g-ban.

Minden olyan n® eltérés-vektormezo, amely eltiinik p-ben, a null-geodetikusok
egy olyan kongruenciajabol kell szarmazzon, amely tartalmazza a p-bol kiindulo
null-geodetikusok 2-dimenzids csaladjat. Ekkor viszont az iddszerli esethez hasonld
megfontolasbdl adddik a kovetkezo allitas.

Allitas: A w1 null-geodetikuson levé ¢ pont akkor és csak akkor konjugalt a p €
1 ponthoz, ha a p-bol kiindulé null-geodetikusoknak p-t is tartalmazoé kongruenciaja
a q € p pontban —oo tagulassal rendelkezik.

Ekkor a 9.2.2. lemma maga utan vonja az alabbi tétel érvényességét.

9.3.6. tétel: Legyen (M, gq) olyan térids, amely eleget tesz az Rgk%k® >
0 egyenlttlenségnek tetszoleges k® null-vektor esetén a téridé minden pontjaban.
Legyen p null-geodetikus és p € o annak egy pontja. Tegytiik fel tovabba, hogy a p-
bél kiindulé null-geodetikusok kongruenciajanak 6 taguldsa valamely p € r pontban
Oy < 0 értéket vesz fel. Ekkor a p null-geodetikuson létezik az r € p ponttol
A < 2/160| affin (paraméterben mért) tavolsdgon beliil a p ponthoz konjugdlt ¢ pont,
feltéve, hogy u legalabb odaig kiterjed.

Megjegyzés: Most is megfogalmazhato egy erésebb allitds, akarcsak az idGsze-
rii esetben, ha a u null-geodetikus teljes: Ha R,,k%k® > 0 mindeniitt egy teljes u
null-geodetikuson és létezik legaldbb egy r € u pont, ahol vagy R,,k%k® > 0, vagy
k[eCa}bc[dk‘ﬁkbk‘c # 0, akkor p-n létezik konjugalt pontpar.

Definicié: Azt mondjuk, hogy az (M, g,p) térid6 eleget tesz az altaldnos null-
feltételnek, ha minden null-geodetikuson létezik legaldbb egy olyan pont, amelyben
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vagy Rak®kb > 0, vagy k:[eC'a]bc[dkﬂkbkc # 0, azaz amelyben k[eRa}bc[dkf]kbkc #0.
Ekkor a 9.3.2. tételhez hasonldan:

9.3.7. tétel: Haaz (M, g,;) térid6 kielégiti az dltalanos null-feltételt és Rq,k2k"
> 0 minden £ null-vektormezére a téridé minden pontjaban, akkor minden teljes
null-geodetikuson van konjugélt pontpar.

Az id6szert esetben megmutattuk, hogy a konjugalt pontok létezése esetén a ~y
,utat” jelent két p € M és ¢ € M pont kozott, mint maga a geodetikus. Ha
létezik egy r konjugalt pont p és q kozott, akkor tugy jarunk el, hogy a p és r
kozotti gorbeszakaszt egy infinitezimalisan kozeli geodetikusba deformaljuk, mig az
r és q kozti darabon az eredeti 7 geodetikust kovetjiikk, majd pedig az r pontnal
kapott ,,szogletet lekerekitjiikk”. Teljesen hasonléan, null-geodetikuson a konjugalt
pontpar létezése azt jelzi, hogy a p-t ¢-val 6sszekoté p null-geodetikus kis varidciéval
a p és q pontot Osszekoto, infinitezimalisan kozeli id6szerti gorbébe deformalhaté.
Ha van egy r konjugdlt pont p és q kozott, akkor u-nek a p és r kozti szakaszat
egy infinitezimalisan kozeli null-geodetikusba deformaljuk, mikozben r és ¢ kozott
kovetjik p-t, majd az r-nél keletkezett | szogletet” megint ,lekerekitjik”, hogy egy
p-bol g-ba mend idoszertt gorbét kapjunk. Ekkor a kévetkezo tétel adodik.

9.3.8. tétel: Legyen i sima, kauzalis gorbe és p, ¢ € u. Ekkor akkor és csak
akkor nem létezik a kauzalis gorbék olyan A, egy-paraméteres, p-t és ¢-t Osszekoto
csalddja, amelyben A\g = p és A\, idGszerti Vao > 0 esetén, (azaz a u kauzélis gérbe
akkor és csak akkor nem deformélhaté folytonosan idGszerii gérbébe), ha p olyan
null-geodetikus, amelyen nincsen p-hez konjugalt pont p és q kozott.

9.4.5. 2-dimenzids, térszerii feliilethez konjugalt pont null-geodetikuson

Legyen S 2-dimenzids, térszerii feliilet (azaz bedgyazott részsokasiag). Ekkor min-
den ¢ € S pontban 2 (fiiggetlen) S-re meréleges null-vektor létezik, k§ és k3. Ha
S irdnyithatd, akkor kf és kg folytonos vektormezokként értelmezheték S-en. Ezek
null-geodetikusok 2 csalddjat definidljak, amelyek egyikét | kifuté”, a masikat | be-
futé” null-geodetikusok csalddjanak nevezziik. Mind a két csaladot null-geodetikusok
kongruencidjanak fogjuk nevezni, noha nem egy nyilt térido-tartomanyt feszitenek
ki, hanem csak egy-egy null-hiperfeliiletet. Ezek a kongruencidk tartalmazzak a k®
érinto-vektormezore ortogonalis 0sszes n* eltérés-vektorhoz tartozé null-geodetikust.
fgy mindkét (hiperfeliilet-ortogondlis) kongruencia esetén 6, 64, és Wy, = 0 j6l defi-
nialt.

Definicié: Legyen p null-geodetikus valamelyik kongruencidban. A p € u
pontot a 2-dimenzids, térszerii S feliilethez konjugalt pontnak nevezziik ak-
kor és csak akkor, ha a p null-geodetikus mentén létezik olyan n* eltérés-vektormezo,
amely nem zér6 S-en, de eltiinik p-ben.
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Ekkor a 9.3.4. tételhez és a 9.3.5. tételhez hasonl6 tételek érvényesek.

9.3.9. tétel: Legyen (M, g,) olyan téridé, amely mindeniitt eleget tesz az
Rapk®kb > 0 feltételnek minden k% null-vektormezére. Legyen S sima, 2-dimenzids,
térszerii részsokasag, amelyen a , kifuté” null-geodetikusok kongruencidjanak 6 tagu-
lasa 0y < 0 értéket vesz fel a g € S pontban. Ekkor a ¢g-n athaladé null-geodetikuson
A < 2/]6p| affin paraméterben mért tavolsdgon belill 1étezik az S-hez konjugélt p
pont.

9.3.10. tétel: Legyen S sima, 2-dimenzids, térszerii részsokasig, és legyen p az
S-bol p-be futd, sima, kauzalis gorbe. Annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy
i nem deformélhaté folytonosan S-bol p-be tartd, infinitezimalisan kozeli iddszer(i
gorbébe, az, hogy u legyen az S feliiletre ortogonalis olyan null-geodetikus, amelyen
nincsen S-hez konjugdlt pont S és p kozott.

A 9.3.10. tétel és a 8.3.11. tétel értelmében a szingularitdsi tételek bi-
zonyitasa szempontjabdl fontos tételt mondhatunk ki.

9.3.11. tétel: Legyen (M, g,) globdlisan hiperbolikus térid6, és legyen K
kompakt, irdnyitott, 2-dimenzios, térszerii részsokasag M-ben. Ekkor barmely p €
I *T(K) pont olyan K-bdl induld, jovéirdanyd null-geodetikuson fekszik, amely orto-
gondlis K-ra, és amelyen nincsen K-hoz konjugalt pont K és p kozott.

A 8.3.11. tétel utdni bekezdés értelmében barmely p € I+ (K) pont null-geodetikus mentén
kotheto 0ssze K-val. Ha ez a null-geodetikus nem lenne ortogondlis K-ra, vagy lenne rajta K-hoz
konjugalt pont, akkor a 9.3.10. tétel értelmében p € IT(K) lenne, vagyis nem lehetne I+ (K)
pontja. A p-t K-val 6sszekot6é null-geodetikusnak tehdt ortogondlisnak kell lennie K-ra és nem

lehet rajta K és p kozt K-hoz konjugalt pont.

9.5. Maximalis hossziisagu gorbék létezése

Az el6z6 9.3. fejezetben ,,lokélis” megfontoldsokkal megadtuk annak a sziikséges
és elégséges feltételét, hogy egy idbszerti gorbe két pont kozott (9.3.3. tétel),
ill. egy pont és egy térszerit X hiperfeliilet kozott (9.3.5. tétel) a maximalis
hosszuisagu gorbe legyen, tovabbd, hogy ezek a feltételek milyen koriillmények kozott
nem teljesiilhetnek (a konjugalt pont létezésére vonatkozo 9.3.1. tételben és a
9.3.4. tételben). Ebben a fejezetben a kauzalis gorbék C(p, q) és C(p,X) tereinek
kompaktsagat kihasznalva globalis megfontolasok alapjan belatjuk, hogy globalisan
hiperbolikus téridoben léteznek maximélis hosszusagu gorbék. A kovetkezo feje-
zetben tovabbi feltevések mellett megmutatjuk, hogy a ,lokdlis” és a ,,globalis”
megfontolasokon alapuld eredmények ellentmondéasra vezetnek, ha minden geodeti-
kus teljes. Ebbol az fog kovetkezni, hogy nem lehet minden geodetikus teljes, azaz
a téridonek szingularisnak kell lennie. fgy jutunk majd a szingularitasi tételekhez.

Elészoris az {vhossz fogalmat altalanositjuk sima (ill. legaldbb C') gorbékrél
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37. abra. Annak szemléltetése, hogy a p sima, id6szer(i gorbéhez taldlhat6 a C'(p, q)
topolégidjaban infinitezimdlisan kozeli olyan ' sima, id6szerii gérbe, amelyen a p
és q pontok kozti sajatido tetszolegesen kozel lehet zérushoz.

folytonos gorbékre. Sima, kauzalis A gorbe esetén a 7[\] ivhossz
A = /(—T“Ta)1/2dt, (9.5.1.)

ahol T* = (0/0t)* a geodetikus érinté-vektormezeje. Azért kell dltalanositanunk
az ivhossz fogalmét folytonos kauzdlis gorbékre, hogy az ivhossz C(p,q) minden
gorbéjére értelmezve legyen. Legyen C(p,q) a C(p,q) tér azon részhalmaza, amely
csak a sima, idészeri gorbéket tartalmazza, és tekintsitk C(p,q)-t a C(p,q) éltal
indukalt topolégiaval. Tekintstiink el azoktdl az esetektol, amikor a p és ¢ pontot
null-geodetikusok kotik 6ssze. Ekkor C(p, ) stirtt C(p, ¢)-ban, azaz kivéve bizonyos
null-geodetikusokat, minden p-t ¢-val 6sszekoto folytonos kauzalis gorbe eloallithato
sima, idészerti A, gorbék sorozatdanak hatarértékeként (C'(p,q) topolégidja szerint).
Ha 7 folytonos lenne a sima, idészertt gorbék é’(p, q) halmazan, akkor folytonos
fiiggvényként terjeszthetnénk ki C(p, ¢)-ra a

Tln| = nh_)rroloT[)\n] (9.5.2.)
hatarértékkel, ahol u € C(p,q) és {\,} a sima, idészerii gorbék olyan sorozata
C (p, q¢)-ban, amely p-hoz konvergédl. A 7[u] ivhossz azonban nem folytonos C (p,q)-
n, mert pl. barmely p sima, id6szerti gorbéhez taldlhatunk olyan, a C(p,q) to-
polégidjaban infinitezimalisan kozeli p’ sima, idészerti gérbét, amely ,,csaknem null-
gorbék darabjaibdl” &ll, és amelyen az ivhossz csaknem zérus (Id. a 37. abrat). A
7\ : C(p,q) — R fiiggvény azonban feliilr6l szemifolytonos.

Definicié: a 7[\] : C(p,q) = R fiiggvényt feliilrél szemifolytonosnak ne-

vezziik, ha minden A € C(p, q)-hoz és minden € > 0-hoz létezik A-nak olyan nyilt
O C C(p, q) kornyezete, hogy barmely N € O esetén 7[N'] < 7[\] + €.

Allitas: Ha elfogadjuk, hogy 7 feliilrél szemifolytonos a C(p,q) halmazon
(amit alabb a 9.4.1. tétel bizonyitdsa soran be is latunk), akkor kiterjeszthetjiik
7-t feliilrél szemifolytonos fliggvényként C(p, ¢)-ra.
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Legyen p € C(p,q) és O C C(p,q) a p-nek nyilt kornyezete, és definidljuk a T[O]-t, mint
T[O] = lLubfrNA€O,XeC(p,q)}, (9.5.3.)

ahol L.u.b. a legkisebb felsé korlatot (least upper bound) jelli. Tehat T'[O] a u folytonos kauzalis
gorbe O kornyezetében taldlhaté sima, idOszerti gorbék ivhosszainak legkisebb fels6 korlatja. De-
finidljuk ezutén a p gérbe ivhosszat, mint T'[0] legnagyobb alsé korlatjat, ha O végigfut p Ossze
nyilt kornyezetein,

Tl = glbAT[0]|O nyilt kérnyezet,u € O}, (9.5.4.)
ahol g.1.b. a legnagyobb als6 korlatot (greatest lower bound) jeldli.

9.4.1. tétel: Legyen (M, g,) erésen kauzélis térid6. Legyenek p, ¢ € M
olyan pontok, hogy ¢ € I *(p). Ekkor a 7 ivhossz-fliggvény feliilrél szemifolytonos

C(pa Q)_n‘

Legyen \ € C (p, q), parametrizaljuk M-t a sajatid6vel, és jeloljiik az érint$jét u?-val. Minden
r € X pont konvex normél kérnyezetében az u®-ra merdleges, térszerii geodetikusok egy 3-dimenzids
térszerii hiperfeliiletet képeznek. A A gbrbének egy kell6en kicsiny U C M nyilt kérnyezetében
ezek a térszerli hiperfeliiletek rétegzik U-t: azaz pontosan egy ilyen hiperfeliilet fog athaladni U
barmely pontjan. Ertelmezziink most egy F fuggvényt U-n: minden p € U ponthoz azt az F(p)
értéket rendeljiik, ami megegyezik azzal a sajatidével, amely A-nak és annak a hiperfeliiletnek
a metszéspontjdhoz tartozik, amelyen p helyet foglal. Ekkor V®F mindeniitt id6szeri U-ban,
tovdbbd A-n u® = —V°F, ugyhogy (V. F)(V*F) = —1 a A-n.

Legyen most p € C’(p, q) olyan, hogy p € U. Parametrizéljuk p-t F-fel, és jeloljiik az érint6jét
v®-val. A paraméterezés kovetkeztében

V'V F = 1. (9.5.5.)

Bontsuk fel v-t idészerti és térszerii m® komponensre,

v® = aVeF+m, (9.5.6.)
ahol m?V,F = 0 és «a valds paraméter, amelyre
| = 'V, F = a(VJF)(V'F), = a= W, (9.5.7.)
ugyhogy végiil
vt = % +m* (9.5.8.)
adddik. Ebbdl kovetkezik, hogy
1 1
N N T R YT T o (9:9:2)
mert m® térszeril. fgy viszont fennéll a
(—vav)? < [=(VaF)(VOF) 12 (9.5.10.)

egyenlétlenség. Mivel V, F folytonos, minden € > 0-hoz vdlaszthatjuk A olyan U’ C U kornyezetét,
amelyben [—(V,F)(V*F)]~'/2 < 1+ (¢/7[)]) az U’-ben. Ekkor minden olyan p € C(p,q) esetén,
amely benne van az U’ dltal definidlt O’ C C(p, ¢) nyilt kérnyezetben, a

Tlp] = /(—vav“)1/2dF§T[/\]+e (9.5.11.)
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egyenlGtlenség teljesiil, ami igazolja, hogy 7 feliilrél szemifolytonos.

Korabban megmutattuk, hogy annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy
egy sima gorbe két pont vagy egy pont és egy hiperfeliilet kozott a tavolsagot ma-
ximalissa tegye, az, hogy a gorbe konjugalt pontok nélkiili geodetikus legyen. Mi-
utan most kiterjesztettiik az ivhossz fogalmat folytonos gorbékre, felmeriil annak a
lehetsége, hogy egy folytonos, nem sima gorbe két pont vagy egy pont és egy hi-
perfeliilet kozott nagyobb ivhosszi lehet, mint barmely geodetikus. Ez a lehetdség
azonban kizarhato.

Kozvetlen szdmoldssal beldthaté (1d. [2] proposition 4.5.3-at), hogy bérmely U konvex
normal kornyezetben az egyértelmiien meghatarozott v geodetikusnak, amely 0Osszekot két ka-
uzalisan elkiiloniilt r, s € U pontot, hatarozottan nagyobb az ivhossza, mint barmely mas, sza-
kaszonként sima gorbének, amely 0sszekoti ugyanezt a két pontot. Ekkor viszont amiatt, hogy

az ivhossz feliilrél szemifolytonos, az r és s pontot U-ban 6sszek6t6é barmely p folytonos kauzalis
gorbe {vhosszdra T[u] < 7[7] teljesiil.

Tegyiik fel, hogy az egyenl6ség teljesiilne valamely p # 7-ra, és legyen ¢ € u olyan pont,
amelyre ¢ € ~. Legyenek 7, és o azok a geodetikus-darabok, amelyek Osszekotik rendre r-et
g-val és g-t s-sel. Miutan +; maximalizalja az ivhosszat r és q kozott, v pedig q és s kozott,
T+ 7[2] > 7] = 7[v] adédik. Ez az egyenlStlenség viszont ellentmond annak, hogy ~ {ivhossza
hatarozottan hosszabb kell legyen, mint az r és s kozti barmely szakaszonként sima gorbe ivhossza.

Tehat csak a 7[u] > 7[v] egyenlStlenség allhat fenn, ha u # .

Belattuk tehat, hogy barmely konvex normal kérnyezeten beliil két kauzalisan
elvalasztott pontot 0sszekoto, egyértelmiien meghatarozott geodetikus ivhossza hata-
rozottan nagyobb, mint barmely mas, ugyanezen pontokat 6sszekoto, folytonos ka-
uzalis gorbéé. Ezért barmely két pontot Osszekoto, tetszdleges folytonos, kauzalis
gorbe sem lehet maximaélis ivhosszi, hacsak nem geodetikus. Ha ugyanis valamely
pontban nem lenne geodetikus, akkor annak konvex normél kornyezetében olyan
gorbébe deformalhatnénk, amelynek nagyobb az fvhossza. Igy a 9.3.3. tétel alapjan
az alabbi eredményre jutunk.

9.4.2. tétel: Legyen (M, g,) erésen kauzdlis térid6. Legyenek p, ¢ € M olyan
pontok, amelyekre ¢ € J*(p), tovdbbé legyen 7 a folytonos, kauzélis gorbék C(p, q)
terén értelmezett ivhossz-fliggvény. Annak a sziikséges feltétele, hogy 7 felvegye a
maximalis értékét a v € C(p, q) gérbén, az, hogy v legyen olyan geodetikus, amelyen
nincsen p-hez konjugdlt pont p és g kozott

9.4.3. tétel: Legyen (M, g,) erésen kauzalis téridd. Legyen p € M, és le-
gyen Y. akronélis, sima, térszerii hiperfeliilet. Legyen tovabba 7 a C'(X, p) halmazon
értelmezett 7 ivhossz-fiiggvény. Annak a sziikséges feltétele, hogy 7 felvegye a ma-
ximélis értékét a v € C(X,p) gorbén, az, hogy = legyen a ¥-ra ortogondlis olyan
geodetikus, amelyen nincsen X-hoz konjugalt pont X és p kozott.

A 9.4.2. tétel és a 9.4.3. tétel csak annak a sziikséges feltételérdl szdl, hogy
7 valamely sima gorbén felvegye két pont kozott, vagy egy pont és egy térszerii hi-
perfeliilet kozott a maximalis értékét. Ez azonban nem jelenti azt, hogy a sziikséges
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feltétel teljestilése esetén van is olyan v, amelyen az ivhossz felvesz egy maximalis
értéket. Globalisan hiperbolikus téridében azonban 7 mindig fel is vesz egy ma-
ximalis értéket.

9.4.4. tétel: Legyen (M, g,) globélisan hiperbolikus téridd, és legyenek p, g €
M olyan pontok, amelyekre ¢ € J(p). Ekkor létezik olyan v € C(p,q) gorbe,
amelyen 7[y] maximadlis értéket vesz fel C'(p, ¢)-n.

A 8.3.9. tétel értelmében C(p, q) kompakt. Ekkor a 9.4.1. tétel és az azt megel6z8 allitds
értelmében 7 feliilrél szemifolytonos C(p, ¢)-n. Az A.6. tétel kis médositdsa révén akkor 7 korldtos

fliggvény, ugyhogy felveszi a maximumaét.

9.4.5. tétel: Legyen (M, gu) globalisan hiperbolikus téridd, és legyen p € M,
tovdbbd legyen ¥ Cauchy-feliilet. Ekkor létezik olyan v € C(3, p) gorbe, amelyen 7
maximalis értéket vesz fel C'(X, p)-n.

A bizonyitds vdza megint az, hogy C(X, p) kompakt, akkor 7 feliilrél szemifolytonos C(X, p)-

n, de akkor korldtos, tigyhogy van olyan v € C(X, p) gorbe, amelyen 7 maximélis értéket vesz fel.

9.6. Szingularitasi tételek

Az eddig belatott ,,lokalis” és ,,globalis” megfontolasokon alapuld tételekbdl a kovet-
kez6 ellentmondéas bontakozik ki. Ha egy p € M pontbdl, vagy egy ¥ térszerli hi-
perfeliiletrdl ortogonalisan kiinduld, iddszerii geodetikusok kongruenciaja valamely
r € M pontban 0sszetarto, akkor az r-en athaladé geodetikuson van p-hez, ill. »-hoz
konjugélt ¢ pont. Ekkor viszont a geodetikus p és ¢, ill. X és g kozti ivhossza nem
lehet maximélis. Mdsrészt viszont globalisan hiperbolikus téridében minden teljes
geodetikus p és ¢, ill. ¥ és ¢ kozott maximalis ivhosszusagi. Ezt az ellentmondast
az oldhatja fel, ha nem minden geodetikus teljes a téridoben. Ha ez bekovetkezik,
akkor viszont a térido szingularis.

9.6.1. A taguld Vilagegyetemre alkalmazhaté szingularitasi tételek

Az els6 szingularitasi tétel leegyszertisitve azt allitja, hogy ha a Vildgegyetem globa-
lisan hiperbolikus és a 0 tagulasa egy adott pillanatban mindeniitt pozitiv, akkor a
Vilagegyetem torténetének véges idovel ezelott egy szingularitassal kellett kezdodnie.

9.5.1. tétel: Legyen (M, g4p) globélisan hiperbolikus térid6, amelyben tetszo-
leges €% id6szer(i vektormezdre teljesiil az R %Y > 0 egyenlétlenség, ami meg-
valésul, ha az Einstein-egyenletek fennallnak és az anyag kielégiti az erds energia-
feltételt. Tegyiik fel, hogy 1étezik olyan sima (vagy legaldbb C?), térszerit ¥ Cauchy-
feliilet, amelynek minden pontjaban a kiils6 gorbiilet spurja (a multiranyt, hiper-
feliilet-ortogonédlis geodetikusok kongruencidjira nézve) eleget tesz a K < C' < 0
egyenlotlenségnek, ahol C allandé. Ekkor nem létezik olyan >-bdl induld, multiranyu
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geodetikus, amelynek ivhossza nagyobb lenne, mint 3/|C|. Masképpen fogalmazva,
egyetlen multiranyd geodetikus sem teljes.

Tegyiik fel, hogy létezik olyan 3-bol induld, multirdny, idészeri A gorbe, amelynek ivhossza
nagyobb, mint 3/|C|. Legyen p € X olyan pont, amely X-t6l mérve 3/|C|-nél nagyobb ivhosszban
mért tavolsdgra fekszik A-n. A 9.4.5. tétel értelmében létezik p-bdl X-ba futé maximalis hosszisdgi
~ gorbe, amelynek hossza nyilvdnvaléan szintén nagyobb kell legyen, mint 3/|C|. A 9.4.3. tétel
értelmében v-nak olyan geodetikusnak kell lennie, amelyen nincsen ¥-hoz konjugalt pont p és X
ko6zott. Ez azonban ellentmond a 9.3.4. tételnek, amelynek értelmében ~-n kell lennie Y-hoz
konjugalt pontnak p és ¥ kozott. Ez tehat azt jelenti, hogy a feltételezett tulajdonsagu A gorbe
nem létezhet.

Megjegyzés: A 9.5.1. tételben a legerGsebb feltevés, hogy a Vilagegyetem
globalisan hiperbolikus. A tétel alapjan arra hajlanank, hogy inkabb elvessiik ezt
a feltevést, semmint elfogadjuk, hogy a mindeniitt tagulé Vilagyetem kezdete szin-
gularis volt. Mivel a 9.4.3. tételt er6sen kihasznaltuk a bizonyitas soran, ezért
elképzelhetd, hogy a globalis hiperbolicitas feltevésének feladasa esetén nem jutnank
arra a konkluziora, hogy a Vilagegyetem torténete szingularitdassal kezdédott. Alabb
azonban belatunk egy Hawkingtdl szarmazo tételt, amelynek értelmében a kezdeti
szingularitdsnak nem sziikséges feltétele az, hogy a téridé globalisan hiperbolikus
legyen. Az ar, amit fizetiink a globalis hiperbolicitas feltételének eltavolitasaért,
egyrészt az a jarulékos feltevés, hogy ¥ kompakt (azaz a Vildgegyetem ,,zart”),
masrészt az, hogy gyengébb kijelentést tudunk csak tenni: nem minden multirany,
idoszert geodetikusrdl latjuk be, hogy nem teljes, hanem csak azt tudjuk belatni,
hogy van legaldbb egy nem teljes, multiranyt, idészerti geodetikus.

9.5.2. tétel: Legyen (M, gy) erésen kauzélis térid6, amelyben tetszoleges £“
iddszerti vektormezore teljesiil az Rq;E%€° > 0 egyenlStlenség, ami megvalésul, ha az
Einstein-egyenletek fennallnak és az anyag kielégiti az erés energia-feltételt. Tegyiik
fel, hogy létezik egy olyan perem nélkiili, akronalis, sima, térszerti S hiperfeliilet,
hogy az S-bol kiinduld, multirany, hiperfeliilet-ortogonalis geodetikusok kongru-
encidjara nézve S kiilsé gorbiilete S-en mindeniitt K < 0. Legyen K maximalis
értéke S-en olyan C', hogy K < C' < 0. Ekkor legaldbb egy S-bdl indulé, miltba
ki nem terjesztheto olyan multiranyt, idoszertt geodetikus létezik, amelynek S-tol
mért ivhossza nem nagyobb, mint 3/|C/.

Tegyiik fel, hogy minden S-bol induld, multba ki nem terjeszthet6, multiranyu, idészert
geodetikus {vhossza nagyobb, mint 3/|C|. Miutdn a (int[D(S)], gap) téridd teljesiti a 9.5.1. tétel
feltételeit, azért minden S-bél induld, multba ki nem terjeszthetd, idészerti geodetikusnak ki kell
lépnie int[D(S)]-bSl. A 8.3.6. tétel értelmében H(S) a teljes D(S) fiiggdségi tartomény hatéra.
Ezért minden S-b6l indulé, multba ki nem terjeszthetd, idészerii geodetikusnak metszenie kell

H~(S)-et miel6tt az {vhossza nagyobb lesz, mint 3/|C|. Ez azt jelenti, hogy H~(S) # 0. El6szor
megmutatjuk, hogy H~(S) kompakt, utdna pedig azt, hogy ez ellentmonddsra vezet.

Annak beldtdsdhoz, hogy H~(S) kompakt, sziikségiink lesz arra a tényre, hogy minden
p € H™(S) ponthoz tartozik egy S-bél p-be futd, S-re ortogonalis, maximalis {vhosszi geodetikus.
Abbdl indulunk ki, hogy bérmely S-bSl p € H~(S)-be futé kauzalis gorbe 7 ivhosszanak 3/|C| a
fels6 korlatja. Akkor viszont az S-b8l p € H~(S)-be futé gorbék halmazdn 1étezik T-nak legkisebb
fels6 korlatja, legyen ez 7. Szeretnénk olyan S-re ortogonalis, S-bol p-be futé geodetikust talalni,
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)

H(S)

38. dbra. A 9.5.2. tétel bizonyitdsahoz hasznalt pont- és gorbesorozatok
szemléltetése.

amelynek hossza éppen 79. Legyen {\,} az S-bél p-be futd, idészerii gérbék olyan sorozata, hogy
lim;, o0 7[A] = 70. Vélasszunk minden )\, gorbén egy ¢, € A, pontot gy, hogy a {g¢,} sorozat
p-hez konvergdljon. Mivel ¢, € I (p), azért ¢, € int[D~(S)]. Akkor a 9.4.5. tétel értelmében
minden ¢,-hez létezik olyan az S-bél g,-be futd, S-re ortogondlis ,, geodetikus, amely maximalis
fvhosszii az dsszes S-bél gn-be futé kauzalis gorbék kozott. Igy nyilvanvaléan lim, e 7[vn] =
To. Jeldlje r, a 7, geodetikus és S metszéspontjit. Mivel S kompakt, azért létezik az {r,}
sorozatnak az r € S torlédasi pontja. Legyen v az r € S-bdl S-re ortogonalisan indulé geodetikus.
Tekintve, hogy a geodetikusok folytonosan fiiggenek a kezddpontjuktdl és kezdeti érintovektoruktol,
~v-nak H~(S)-et p-ben kell metszenie, és fenn kell allnia, hogy 7[vy] = limy, 00 T[Vn] = 70. Tehét
megtaldltuk azt a v idOszeri, az S-re mer6leges geodetikust, amely maximélissé teszi az ivhosszat
S és p kozott.

Most beldtjuk, hogy H~(S) kompakt. Ehhez megmutatjuk, hogy minden H~ (S)-beli {p,}
sorozatnak van p € H~(S) torlédési pontja. Legyen {%,} az S-bdl p,-be futd, S-re ortogonilis,
maximdlis ivhosszi geodetikusok sorozata. Lényegében elismételjik az el6z6 bekezdés végén leirt
gondolatmenetet. Legyen 7, a 7, és S metszéspontja, és legyen 7 az {r, } sorozat torléddsi pontja.
Legyen 4 az 7-b6l S-re merélegesen indulé geodetikus, és legyen p a 4 és H™(S) metszéspontja.
Ekkor p a {p,} sorozat torlédasi pontja. Ezzel beldttuk, hogy H~ (S) kompakt.

Mivel azonban edge(S) = 0, a 8.3.5. tétel értelmében H ™ (S) tartalmaz egy jovObe nem
kiterjeszthet$ null-geodetikust. Ugyanakkor ez lehetetlen a 8.2.1. lemma értelmében, ha H~(.5)

kompakt, mert (M, gq,) er6sen kauzdlis. Igy ellentmondéshoz vezetett az a feltevésiink, hogy
minden S-b6l induld, muiltirdny\, nem kiterjeszthetd, idészerli geodetikus ivhossza nagyobb, mint

3/|C).

9.6.2. A gravitaciés osszeomlasra alkalmazhaté szingularitasi tételek
A kovetkez6 tétel olyan feltételek mellett allitja, hogy a téridé null-geodetikusai

nem teljesek, amelyek a gravitacios osszeomlas esetére jellemzdek. Ebben a tételben
fontos szerepet jatszik az dgynevezett csapdazott feliilet.
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39. dbra. A 9.5.3. tétel bizonyitdasdhoz hasznélt fi(q,a) leképezések szemléltetése.
A csapdazott felilet T, a ¢ € T pontbdl T-re ortogonalisan kiindulé be- és kifuto
null-geodetikusok [0, ap] affin-hosszisagu darabjait a ,,be”, ill. | ki” felirati egyenes
szakaszok szemléltetik, ahol ag = 2/|0y| és a jeldli az affin paramétert.

Definicié: Az olyan kompakt, 2-dimenzids, sima, térszerii T részsokasagot ne-
vezziik csapdéazott feliilletnek (trapped surface), amely azzal a tulajdonsdggal ren-
delkezik, hogy a T-re merolegesen ,,befutd” és , kifutd”, jovoiranyu null-geodetikusok
mindkét kongruencidjanak 0 tagulasa mindeniitt negativ.

Megjegyzés: Példaul a Schwarzschild-megoldasban a II. tartomanyban, azaz
a feketelyuk tartomanyaban minden r =all. gémbfeliilet csapdazott feliilet. Ez
jol latszik a 20. &bran, ahol a II. tartomanyban a be-, ill. kifuté jovéiranyu
null-geodetikusok kongruencidjat jobbra, ill. balra d6lé 45°-os egyenes szakaszok
szemléltetik, amelyek az r =4&ll. feliileteket merdlegesen metszik, és novekvd af-
fin paraméterhez tartozd pontjaik egyre kisebb r-hez tartozé felilleten vannak, ami
mutatja, hogy a kongruencidk osszetartoak.

Késobb meg fogjuk mutatni, hogy gravitacids 0sszeomlds soran mindig kelet-
keznek csapdazott feliiletek, ha a kollapszus kezdeti feltételei elég kozel vannak a
gombszimmetrikus gravitacids osszeomlas kezdeti feltételeihez. A kovetkezo tétel azt
fogalmazza meg, hogy bizonyos feltételek mellett a csapdazott feliiletek keletkezése
maga utan vonja, hogy szingularitasnak kell megjelennie a téridében. Torténetileg
ez a tétel volt az elso dltaldnosan megfogalmazott szingularitasi tétel, bizonyitasa
Penrosetdl szarmazik.

9.5.3. tétel: Legyen (M, g.p) Osszefiiggd, globalisan hiperbolikus téridé, amely-
ben létezik egy nem kompakt > Cauchy-feliilet. Tegyiik fel, hogy teljestil minden
k® null-vektormezére az Rg,k*k® > 0 egyenl6tlenség, ami igy van, ha (M, g,) az
Einstein-egyenletek megoldasa és az anyag kielégiti a gyenge vagy az erOs energia-
feltételt. Tegyiik fel tovabba, hogy M tartalmaz egy T' csapdazott feliiletet. Tegyiik
fel, hogy a T-re ortogonalis null-geodetikusok mindkét halmazaban a 6 tagulas ma-
ximalis értéke 6y < 0. Ekkor legaldbb egy T-bol induld, T-re merdleges, jovoirany,
a jovobe nem kiterjeszthet6 olyan null-geodetikus létezik, amelynek ivhossza (affin
hossza) nem nagyobb, mint 2/|6;|.
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Tegyiik fel, hogy minden jovébe nem kiterjeszthetd, T-re merdleges, jovoiranyd null-geo-
detikus affin hossza nagyobb, mint ag = 2/]0g|. Elészér megmutatjuk, hogy az I *(T) kompakt
halmaz. Ertelmezziik az fi(g,a) : T x [0,a0] — M leképezést gy, hogy a ¢ € T ponthoz és
az affin paraméter a értékéhez a g pontbdl , kifuté” ortogondlis null-geodetikuson, a g ponttdl a
affin tdvolsdgra jovOirdnyban fekvé pontot rendeljiikk hozzd (1d. a 39. abrdt). Hasonl6képpen
értelmezziik a ,,befuté” ortogondlis null-geodetikus segitségével az f_(q,a) leképezést. Mivel T' x
[0, ag] kompakt halmaz és f1 folytonos leképezések, azért képhalmazaik

A = [ (T x[0,a0)) U f_(T x [0, a0]) (9.6.1.)

unidja is kompakt halmaz (1d. az A.5. tételt). A 9.3.9. tétel értelmében az A halmazon beliil min-
den T-b6l indulé ,,be-”, ill. | kifuté” null-geodetikuson léteznie kell ag-nél kisebb affin tavolsdgon
beliil konjugalt pontnak, mésrészt I7(T) minden p pontjanak is ezeken a null-geodetikusokon kell
fekiidnie a 9.3.11. tétel értelmében, mégpedig olyan affin tavolsdgon beliil, hogy ¢ és p kozott ne
legyen konjugalt pont. Ebbol kovetkezik, hogy I T(T) C A, vagyis a csapddzott feliilet (id8szerti)
jovOjének hatdra A-nak valodi részhalmaza. Mivel It (T') zart halmaz, igy a kompakt A halmaz
zért részhalmazaként maga is kompakt (Id. az A.3. tételt).

A kévetkez 1épésben megmutatjuk, hogy I1(T) zartséga ellentmond annak, hogy létezzen
nem kompakt 3 Cauchy-feliilet. Felhasznélva, hogy a globalisan hiperbolikus térid6 id6irdnyithato,
a 8.1.1. lemma értelmében vélasztunk egy sehol el nem t{iné, sima, id6szeri t* vektormez6t M-en.
Mivel I+ (T') akronélis, azért t minden integralgorbéje I+ (T)-t legfeljebb egyszer, mig ¥-t pontosan
egyszer metszi at. Igy t* (azon) integralgdrbéit kovetve I+ (T)-t6l L-ig, (amelyek metszik 1+ (T)-t,)
értelmezhetjitk a 9 : I T(T) — X leképezést. Legyen ennek a leképezésnek a képhalmaza S C %,
azaz S = w[lo+ (T)]. Legyen tovdbba S topolégidja a ¥ topoldgidja dltal indukélt topolégia. Ekkor
P I T(T) — S egy homeomorfizmus, tigyhogy mivel I T(T) kompakt, azért S is kompakt kell
legyen, de akkor, mint ¥ részhalmaza az A.2. tétel tétel értelmében zart kell legyen. Masrészrol
a 8.1.3. tétel értelmében I7(T) egy folytonos (azaz C9), bedgyazott, 3-dimenzids részsokasig
M-ben. Ezért I F(T) minden pontjanak van olyan kérnyezete, amely homeomorf egy R3-beli nyilt
gbémbbel. Miutdn ¥ homeomorfizmus, ugyanez a tulajdonsdg S minden pontjara is vonatkozik.
Ekkor viszont S-nek, mint ¥ részhalmazénak, nyilt halmaznak kell lennie. Az M térid6 osszefiiggd,
ami a rétegezhet6ségére vonatkozo 8.3.14. tétel alapjan azt is jelenti, hogy a ¥ Cauchy-feliilet is
Osszefiiggd. Osszefiiggd halmaz egyediili olyan részhalmazai, amelyek egyszerre zértak és nyiltak,
az iires halmaz és maga a teljes halmaz; esetiinkben viszont I+(T) # 0, ezért S # 0, tgyhogy
S = ¥ kell teljesiiljon. Az utébbi viszont lehetetlen, mert S kompakt, 3. pedig nem kompakt.

Belattuk tehat, hogy ellentmondasra vezet az a feltevés, amely szerint minden jovobe nem
kiterjeszthetd, T-re merdleges, jovSirdnyu null-geodetikus affin hossza nagyobb, mint ag = 2/|6o].
Ezért 1éteznie kell legaldbb egy olyan jovobe nem kiterjeszthetd, T-re merdleges, jovoiranyu null-

geodetikusnak, amelynek affin hossza nem nagyobb, mint ag.

Megjegyzés: A 9.5.3. tétel megint tartalmazza a globalis hiperbolicitas
feltételét. Hawkingtol és Penrosetdl szarmazik a tétel olyan moédositasa, amelyben
ezt a feltevést elhagytak, néhany egyéb feltétel aran.

9.5.4. tétel: Tegyiik fel, hogy az (M, gup) téridé eleget tesz az alabbi feltéte-
leknek:

1. Rypv®® > 0 minden v® idészerti és null-vektormezdre, ami be is kovetkezik,
ha érvényesek az Einstein-egyenletek és az anyag eleget tesz az erés energia-
feltételnek;
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2. az altalanos id6szeri és null-feltételek teljestilnek;
3. nincsenek zart idoszert gorbék;
4. az alabbi harom tulajdonsag koziil legalabb az egyik teljesiil:

(a) (M, gup)-ben taldlhat6 egy kompakt, akronélis, perem nélkiili halmaz (az-
az (M, gap) egy zart Vilagegyetem térideje);

(b) (M, gap)-ben taldlhaté egy csapdazott feliilet;

(c) létezik olyan p € M pont, hogy az abbdl kiindulé jovéirdnyu (vagy
multirdnyd) null-geodetikusok kongruencidjanak tédguldsa ezen kongru-
encia minden null-geodetikusa mentén negativ.

Ekkor az (M, gq) téridében léteznie kell legalabb egy nem teljes, idGszerti vagy
null-geodetikusnak.

9.6.3. A szingularitasi tételek feltételeirol

A 9.5.4. tétel tulajdonképpen altalanosabb, semhogy csak a gravitacios 6sszeomlas
esetére lehetne alkalmazni. A 9.5.2. tételhez képest az altaldanos iddszeri és null-
feltételek teljestilését veszi be a tétel feltételei kozé, ugyanakkor eltavolitja annak
megkovetelését, hogy a Vilagegyetem mindentitt taguld legyen. A 9.5.4. tétel a
9.5.3. tételhez képest az dltaldnos idészert és null-feltételek teljesiilését veszi be a
tétel feltételei kozé, és azt, hogy Rgk®k? > 0 minden k% null-vektormezére, viszont
eltavolitja a globdlis hiperbolicitas feltételét. A 9.5.4. tétel tehat szélesebb korben
alkalmazhatd, mint a 9.5.1. tétel, a 9.5.2. tétel és a 9.5.3. tétel, az allitasa
azonban gyengébb, mint az utébbi tételeké, mert nem mondja meg, melyik idészert
vagy null-geodetikus nem teljes. A szingularitédsi tételeknek tovabbi, altaldanositott
valtozatai sziilettek egészen napjainkig.

A 9.5.4. tétel megerssiti abbeli vélelmiinket, hogy a Vilagegyetemiink szin-
gularis. A fizikai-csillagaszati megfigyeléseink meggy6ézéek abban a tekintetben,
hogy Vilagegyetemiink, vagy legaldbbis annak a mi kauzalis multunkba es6 része,
jé kozelitéssel leirhaté a FLRW-modellekkel (pontosabban ilyen modellek & = 0
lapos térmetrikaju valtozataval), és ez a kozelit6 leiras jol miikodik id6ben vissza-
felé haladva egészen addig, amikor az elektromagneses sugarzas lecsatolodott az
anyagrél.  Arrdl, hogy milyen volt a Vildgegyetem az elektromégneses sugarzas
lecsatolddasanak pillanatdban, a kozmikus mikrohulldmi héttérsugarzds (Cosmic
Microwave Background Radiation) hordoz kézvetlen informaciét. A FLRW-tipusu
modellek az anyag allapotéara vonatkozdé feltevésekben kiillonbozhetnek. Abban azon-
ban megegyeznek, hogy ezekben a modellekben a minket a jelen pillanatban rep-
rezentald téridé-pontbol kiindulé multiranyt null-geodetikusok kongruencidjanak
tagulasa a jelen pillanathoz kozelebbi pillanatban valik negativva, mint amilyen
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messze van idoben visszafelé a hattérsugarzas lecsatolodasanak pillanata. Ezért jog-
gal tehetjiik fel, hogy a 9.5.4. tétel 4.(c) feltétele teljesiil a Vildgegyetemiinkben.
Viérakozdasunknak az is megfelel, hogy a 9.5.4. tétel (1)-(3) feltételei is teljesiilnek.
fgy minden okunk megvan azt feltételezni, hogy Vildgegyetemiink szingularis. Ebbdl
viszont az is kovetkezik, hogy szamolnunk kell azzal, hogy Vilagegyetemiink torténe-
tének teljesebb megértéséhez fel kell tegyiik, hogy valamikor idében visszafelé ha-
ladva, az altalanos relativitas elmélete szerint josolt szingularitas felé kozeledve a
gravitacié eme klasszikus fizikai elmélete érvényét vesztheti.
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10. Az aszimptotikusan lapos térido

10.1. Izolalt test az altalanos relativitaselméletben

Az altalanos relativitaselmélet keretében sokszor azt szeretnénk vizsgalni, hogy egy
égitest hogyan viselkedik, mikézben elhanyagoljuk a Vilagegyetem méretskaldjan
a téridé gorbiiletét és mas égitesteknek a kiszemelt égitestre gyakorolt hatasat.
Egy ilyen izolalt rendszer gravitacids tulajdonsagainak vizsgélatdhoz hasznos az
aszimptotikusan lapos térido fogalma. Naivan az a varakozasunk, hogy az izolalt
testtol tavol a térido kozelitoleg olyan lesz, mintha nem lenne jelen anyag, azaz la-
pos. Ugyanezt kicsit pontosabban fogalmazva, az a varakozasunk, hogy az izolalt
testtol tavolodva a térido egyre jobban megkozeliti a lapos, Minkowski-téridot. Most
a ,,tavol” kifejezésiinknek, és az ,,egyre jobban megkozeliti a lapos téridét” kije-
lentésiinknek probalunk majd pontos jelentést adni az altalanos relativitaselmélet
keretein beliil.

Hasonlé kérdés az elektrodinamikdban, hogy milyen az az elektromagneses
mez6, amelyet egy izolalt toltésrendszer nagy tavolsagban kelt. Az izolalt toltés-
rendszert jellemzo j* aramstiriiség egy kompakt tartoju vilagesovon kiviil eltiinik, a
toltésrendszer altal keltett elektromagneses mezo térerdssége pedig a toltésrendszer-
t6l nagy r — oo tavolsdghan F),, o 1/r?-tel ardnyosan, a fényszer(i geodetikusok
mentén pedig Fj,, o 1/r-rel ardnyosan cseng le. Az elektromagneses mez6 nagy
tavolsagokon mutatott aszimptotikus viselkedésének részletes leirasa az A* vektorpo-
tencial multipol-kifejtésének segitségével lehetséges. Az egyes multipélusok értékét
a toltés- és arameloszlas egyértelmiien meghatarozza. Ugyancsak a multipolkifejtés
alapjan hatarozhatjuk meg, hogy mennyi energidat sugaroz ki valamely nem staci-
onarius toltésrendszer, ha nincsen bejovo sugarzas. Hasonlo leirast szeretnénk talalni
az izolalt testek gravitaciés mezejének jellemzésére is.

Az izolalt testek vizsgalata az altaldnos relativitaselmélet keretében méar mind-
jart a kezdeteknél nehézségekbe titkozik, hiszen pontosan meg kellene mondanunk,
hogy mit is értiink izolalt testen. Naivan, — az elektrodinamikai izolalt toltésrendsze-
rekkel kapcsolatos multipolsorfejtés analdgiaja alapjan, — az a varakozasunk, hogy
az izolalt test gravitacios mezeje a végtelenben kellen gyorsan lecseng, pontosab-
ban, hogy a térid0 metrikdja a végtelenben lecseng. Az egyik nehézség az, hogy
nincsen egy 7),, hattér-metrika, amelyhez képest vizsgalhatnank a vizsgélt test ko-
riili téridében az igazi g,, metrika lecsengését. A masik nehézség az, hogy altaldban
nincsen természetes médon kitiintetett koordindtarendszer sem, amelyben értelmet
tudnank adni az r radidlis koordinatanak. Mondhatnank esetleg azt, hogy ak-
kor beszéliink izolalt testrél, ha van a téridében olyan {z*} koordinatarendszer,
amelyben a metrika komponensei ¢, = 7, + O((1/r)) tulajdonsigiak, ha az

r = Zi:l xhzr | radidlis tavolsag” tart a végtelenhez, r — +o0o. Az izoldlt test
ilyen meghatarozasa azonban szamos kényelmetlenséget, pontosabban nehézséget
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rejt magdban. FEl6szor is ebben a koordinatarendszerben nehéz dolgozni, mert
barmilyen eredményt is kapunk, azt csak akkor tekinthetjiik fizikainak, ha be tudjuk
latni, hogy fiiggetlen a koordinatarendszer megvalasztasatol. Ezt a fliggetlenséget
akkor minden egyes eredmény esetén kiilon kellene igazolni. Masrészt sokszor olyan
mennyiségek r — oo viselkedését kell vizsgalni, amelyek a radidlis koordinata sze-
rinti derivaltakat is tartalmaznak. Ezzel kapcsolatban felmeriil az a kérdés, hogy
mi a derivalas és a hatarértékképzés helyes sorrendje. Ilyen problémaba titkdznénk,
ha meg akarnank hatarozni a test altal kisugarzott energiafluxust. Mindez azt su-
gallja, hogy az izoldlt test és az aszimptotikusan lapos téridé fogalméat célszert
koordinata-invarians médon értelmezni. Ezt tgy fogjuk elérni, hogy a térid6hoz
,,hozzavesziink” olyan pontokat, amelyek a ,végtelent” képviselik, majd az ilyen
modon a ,,végtelennel kiegészitett” téridoben definidljuk az aszimptotikus lapossag
fogalmat. Utébbit Ashtekar® és Hansen?' mdédszerét kovetve vezetjiik be.

Stacionarius anyageloszlas esetében meg lehet mutatni, hogy az aszimptotiku-
san lapos téridében a metrika az anyageloszlastél ,,tavol” multipdlsorba fejthetd, és
az egyes multipélmomentumokat az anyageloszlas hatarozza meg. A multipdlkifejtés
azonban nem stacionarius anyageloszlas esetében nem miikodik. Az izolalt test
,,teljes gravitacios tomege” ilyenkor is értelmezheto a metrika tavoli viselkedésébol
kiindulva, és a teljes tomeg valtozasa ismeretében meghatarozhatd a gravitacios
hullamok révén kisugarzott energiafluxus. A sugarzas energiafluxusa azonban nin-
csen egyértelmii kapcsolatban az anyageloszlas multipolmomentumaival, mert a gra-
vitacidos mez6 maga is forrdsa a gravitacidés sugarzasnak, amit jol titkkroz, hogy az
Einstein-egyenletek nem linearisak.

10.2. A konform végtelen
10.2.1. A ,,végtelen” a Minkowski-téridében

A konform végtelen fogalmanak bevezetésével egyrészt sikeriil az aszimptotikusan
lapos téridé fogalmat koordinata-rendszertol fiiggetleniil definidlni, masrészt meg
tudjuk valaszolni azt a kérdést, hogy hogyan kell hatarértéket képezni, ha tartunk
a végtelenhez. Az utébbihoz az oOtletet annak a diszkusszidéja adja, hogy hogyan
viselkedik a nem gravitacids természetli fizikai mezo, pl. a tomeg nélkili klasszikus
Klein-Gordon-mez6 a végtelenben Minkowski-téridében. Ez a példa segit abban,
hogy gorbiilt téridében is megoldjuk a ,,végtelenbeli hatarértékképzés” probléméjat,
majd megoldast talaljunk az aszimptotikus lapossdg értelmezésére is.

Induljunk ki a Minkowski-téridé metrikajanak gombi koordindtakban felirt

90 Abhay Vasant Ashtekar, indiai fizikus, 1949-
91R.0. Hansen
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alakjabdl,
ds* = —dt* +dr* 4+ r*(d6* + sin® 0 d¢?), (10.2.1.)

és abbdl, hogy a tomeg nélkiili ¢ Klein-Gordon-mezdében terjedé sugarzast akarjuk
a végtelenben vizsgalni. Ehhez olyan hatarértékekre van sziikség, amelyeket tgy
kell képezni, hogy null-iranyokban tartunk a végtelenhez. Ezért célszerii bevezetni
a retardalt hullammegoldasban szerepld

u = t—r (10.2.2.)
retardalt null-koordinatakat és az avanzsalt hullammegoldasban szereplo
v = t+r (10.2.3.)

avanzséalt null-koordindtédkat. Az (u,v,6,¢) koordindta-rendszerben a Minkowski-
metrika:

ds* = —dudv+ i(v — u)?(df? + sin? 0 d¢?). (10.2.4.)

Tegytik fel, hogy pl. a kifuté sugarzast akarjuk tanulméanyozni. Ekkor rogzitett u
mellett azt kell vizsgalnunk, hogy a ¢ térmennyiség és a sugdrzas energiasiiriisége
hogyan csokken a v — oo hataresetben. Példdul a sugarzas energidjat a ¢ tér-
mennyiség 1/v-vel ardnyosan csokkend része hatdrozza meg. Annak vizsgilata,
hogy a sugarzast jellemzo mennyiségek hogyan viselkednek ebben a hataresetben,
nehézkes, és nehezen altaldnosithat6 a gorbiilt térid6 esetére. (Példdul nem mind-
egy, hogy elobb képezzilk a térmennyiség aszimptotikus alakjat és abbdl, meg a
derivaltjaibol épitjiikk fel a sugdrzast jellemz6 vizsgalt mennyiséget, mint pl. az
energiaaram-siriséget, avagy eloszor képezziik a térmennyiséghdl és derivaltjaibol
a vizsgalt mennyiséget és annak vessziik az aszimptotikus viselkedését.) Sokkal egy-
szertibb lenne a vizsgdlatunk, ha a ,,végtelen” egy jol meghatarozott hely lenne a
téridében, mert akkor a térmennyiséget és a derivaltjait ,,ezen a helyen” csak ki
kellene szamolni, nem kellene hatarértéket képezni.

Célunk elérése érdekében naivan eljarhatnank gy, hogy v helyett bevezetnénk
a V = 1/v koordinatat. Ekkor a végtelen v — oo esetének a végesben talalhatd
V' = 0 hely lenne megfeleltetve. Sajnos azonban az (u,V,0,¢) koordinatakban a
metrika,

1 1/1 ?

ds* = Wdu dv + 1 <V - u) (d6? + sin? 0 dp?), (10.2.5.)
nem kivanatos médon szingularissa vélik a V' = 0 pontban. A Minkowski-téridé
tehat nem terjesztheto ki erre a pontra. Akkor viszont tenzorokat sem tudunk ott
ugy értelmezni, mintha V' = 0 egy ,hely” lenne. Természetesen a szingularitas
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annak tudhaté be, hogy ,,rossz koordinatat” vezettiink be. A helyzet azonban orvo-
solhato. Vizsgaljunk egy masik, nem fizikai g,, metrikat, amelyet az n,, Minkowski-
metrikabdl a

Gab = Q2nab7 A=V = 1/U (1026)

konform transzformdciéval kapunk (1d. D. fiiggeléket). Ekkor az 1j, nem fizikai
metrika,

— 1
ds. = dudV + L (1= uV)(d6? 4 sin’ 0 do?), (10.2.7.)
jo viselkedésti a V' = 0 helyen. Az eljarasunk tehdat a kovetkezo:

e a Minkowski-féle téridé-sokasaghoz hozzavessziik a V' = 0 pont;

e mivel a Minkowski-metrika nem terjeszthetd ki a V' = 0-ra sima metrikaként,
ezért tekintsiik a nem fizikai g,, metrikat, amit olyan konform transzforma-
ciéval kapunk a Minkowski-metrikdbdl, hogy az 14j g, metrika mar siman
terjesztheto ki a V' = 0 pontra;

e czutdan a V' = 0 pontban ugyantigy értelmezhetiink tenzorokat, mint a téridé
barmely mas pontjaban.

Ezzel az eljardssal elértiik, hogy a ,,végtelent” (pontosabban az u =4&ll. mellett vett
v — 0o végtelent) véges tavolsigra transzformaltuk. Ezutédn a térmennyiség értékét
és a nem fizikai g,, metrika szerinti kovaridns derivaltjait meg tudjuk hatarozni a
V = 0 pontban. A kapott eredményt azonosithatjuk a fizikai téridében alkalmas
eljarassal képezett hatarértékkel, aminek a kozvetlen titon torténd képzését azonban
igy el tudjuk keriilni.

Az eddigi eljardsunkon még javitanunk kell. Egyrészt el kell kertiljilk azt,
hogy az ) konform szorzoé sziikségteleniil felrobbanjon az eredeti téridében v = 0-
néal; mésrészt, hogy ne csak egyedill az (u =const., v = 2t—const.— o0) tipusu,
ugynevezett jovébeli null-végtelent tudjuk végesbe transzformalni, hanem a (v =
const., u = 2t—const.— —o0) tipusi, tgynevezett miltbeli null-végtelent és a
(t =const., 7 — o0) térbeli végtelent is. Mindezt elérhetjiik, ha iigyesebben
valasztjuk meg az € fiiggvényt. Legyen

Gy = N, (10.2.8.)

ahol

0?2 = (ERE D) (10.2.9.)

238



Ekkor §o sima metrika az eredeti Minkowski-sokasdgon, az (R?*, gu) téridé pedig
siman kiterjeszthetd egy olyan nagyobb téridové, amelyben a Minkowski-tartomany
hatdra pontosan megfelel a végtelen(ek)nek. Ennek belatasahoz bevezetjiik a Min-
kowski-téridoben a

T = arctgv + arc tgu,
R = arc tgv — arc tgu (10.2.10.)

koordinatakat az értékkészletik

—-T<T+R<m, (10.2.11.)
—rt<T—-R<m, (10.2.12.)
0<R (10.2.13.)

megszoritdsaival. A g, metrika komponensei ebben a koordinatarendszerben

ds' = —dT?+ dR?+sin® R (d6® + sin 0 d¢?). (10.2.14.)

Ez a metrika nem mds, mint a természetes Lorentz-metrika az S® x R sokasdgon, ha
eltekintiink a (10.2.11.) és a (10.2.12.) megszoritasoktdl, és a térid6 az ugynevezett
Einstein-féle sztatikus Vildgegyetem. Mivel most a (10.2.11.) és a (10.2.12.)
megszoritasok is érvényben vannak, ezért az Einstein-féle sztatikus Vilagegyetem egy
nyilt tartomanyat kaptuk eredményiil. Osszefoglalva tehét a kovetkezSket mutattuk
meg:

Allitas: Létezik olyan konform izometria®?, amely az (R%,7,,) Minkowski-
térid6t az (S* x R, gqp) Einstein-féle sztatikus Vildgegyetem azon O nyilt tartomé-
nyara képezi le, amelyet a (10.2.11.) és a (10.2.12.) megszoritasok hatdroznak meg.
A Minkowski-téridé konform végtelenje ekkor az O tartomany O hatéra. A O hatér
tobb darabbdl all (1d. a 40. abrat):

az 1~ pontbol: R =0, T = —m, elnevezése multbeli id6szerii végtelen;

a 3-dimenziés J~ (scri-minus) null-hiperfeliiletbél: T' = —7m + R, ahol 0 <
R < 7, elnevezése miltbeli null-végtelen;

az 1° pontbdl: R = m, T = 0, elnevezése térbeli végtelen;

a 3-dimenziés J T (scri-plus) null-hiperfeliiletbdl: T'= 7 — R, ahol 0 < R < ,
elnevezése jovobeli null-végtelen;

e az it pontbdl: R =0, T =, elnevezése jovObeli null-végtelen.

A Minkowski-téridé minden idészerti geodetikusa i~-bdl indul és i-ba fut be; min-
den térszerti geodetikusa i°-bdl indul és oda tér vissza; és minden null-geodetikusa
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T=-m""

R=mt — R=0

40. abra. Az Einstein-féle sztatikus Vildgegyetem sematikus dbraja. Az abran a T =
const. korok valéjaban S gombfeliileteket reprezentdlnak. A satirozott tartomdny,
O = I'T(i7) U I (i") konform izomorf a Minkowski-téridével. Az O tartomany O
hatéra az i, i°, it pontok és a 9* = J+, 9~ = J~ null-hiperfeliiletek unidja, ez
képezi a Minkowski-térido ,,végtelenjének” pontos meghatirozasat.

41. abra. Az Einstein-féle sztatikus Vildgegyetem O tartomanyanak két darab
fénykupbol allé abrazolasa, amelyek alaplapjai egybeesnek. Az abrazolas félrevezeto,
mert az i° pontnak az dbran gombfeliilet felel meg.
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J-rél indul és Jt-on végzédik. Az O tartomany O lezartjanak kényelmesebb
abrazolasat mutatja az 41. abra.

Miutan a fenti modon sikeriilt pontosan értelmezni a Minkowski-térido ,,végte-
lenjét”, a fizikai mezokre vonatkozo aszimptotikus feltételek is megfogalmazhatdk O-
n értelmezett tenzorok segitségével: megkdveteljiik, hogy a fizikai mez6 2~ “-szorosa
kell6en jol viselked6 médon kiterjeszthetd legyen az O konform végtelenbe. Az «a
kitevo értéke attol fiigg, hogy milyen fizikai mezdére mennyire szigoru aszimptotikus
feltételt akarunk kiréni. Ha ezeket a feltételeket kirdjuk, akkor azok a mennyiségek,
amelyeket a Minkowski-téridoben az r — oo vagy a v — oo hatarértékképzéssel
kellene értelmezni, most az O hatéron értelmezett tenzormezSkkel reprezentalhatok.

10.2.2. Az aszimptotikus lapossag definiciéja

Térjiink most ra arra, hogy hogyan lehet az aszimptotikus lapossagot gorbilt térido
esetében definialni. Mint lattuk, Minkowski-téridé esetén az alapotlet az volt,
hogy leképeztiik konform izometria segitségével a Minkowski-téridot az Einstein-
féle sztatikus Vildgegyetem egy korlatos tartomanyara, amelynek hatara felelt meg a
Minkowski-térdé6 ,,végtelenjének”. Az otlet kivitelezhetOsége alapvetéen a Minkows-
ki-térido ,,végtelenben mutatott viselkedésének” volt koszonheté. Ez azt sugallja,
hogy az olyan téridot fogjuk aszimptotikusan laposnak nevezni, amelynek esetében
egy hasonl6 konstrukcié megvaldsithatd. Nevezetesen, definicié szerint a téridot
aszimptotikusan laposnak nevezziik, ha konform izometria révén olyan
nem fizikai téridébe képezhetd le, amelynek tulajdonsagai a végtelenben
hasonléak a Minkowski-térid6 konform izometriaval torténé leképezésével
kapott nem fizikai térid6 végtelenben mutatott tulajdonsagaihoz. Fz-
zel egyrészt el tudjuk érni, hogy az aszimptotikus lapossagot koordinatarendszertol
fiiggetleniil definidljuk. Méasrészt a fizikai téridé konform izometridaval kapott képé-
nek hatara a nem fizikai téridoben lehetové teszi a végtelenbeli viselkedésnek a ma-
tematikailag kielégito lefrasat, a ,,végtelenben” a tenzoranalizis mddszereinek al-
kalmazasat. A gorbiilt téridoben alkalmazhaté konstrukcié azonban két részletben
kiilonbozni fog a Minkowski-térido esetében targyalttol.

e Azt meg fogjuk kévetelni, hogy a téridé aszimptotikusan lapossa valjon, ha tér-
irdnyokban, vagy ha null-iranyokban tartunk a végtelenhez. Azt azonban nem
akarjuk altalaban kikotni, hogy adott helyen a végtelen tavoli multban és a
végtelen tavoli jovoben a téridd aszimptotikusan lapos legyen, mert vizsgélha-
tunk olyan esetet, amikor az izolalt test a végtelen tavoli multban és jovében is
jelen van. Ezért nem varhatjuk el, hogy a gorbiilt téridé a multbeli és a jovobeli
idOszerii végtelenben ugyanolyan tulajdonsagu legyen, mint a Minkowski-tér-
id6. Ezért a gorbiilt térid6 konform végtelenjének tulajdonsagaira nem tesziink

92A konform izometria definiciéjat 1d. a C. fiiggelékben
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olyan megszoritast, ami megfelelne az i~ és i™ pontok létezésének.

o A metrikatél megkoveteljiik, hogy a térbeli végtelenben aszimptotikusan la-
possa véljon, az azonban — mint alabb kideriil,— tdl erés kovetelmény lenne,
hogy megkoveteljiik a konform transzformalt metrika simasagat, vagy akar
még a differencidlhatosagat is a térbeli végtelenben. Ezért ugyan meg fogjuk
kovetelni az ¥ pont létezését a nem fizikai téridé hatérédn, de ebben a pont-
ban a Minkowski-térido esetében érvényes simasédgi kovetleményt lényegesen
gyengiteni fogjuk.

Az aszimptotikus lapossdg tobbféleképpen is definidlhaté. Mi az [1] tankonyvet
kovetve az Ashtekar-féle definiciot fogjuk hasznalni.

Definicié: Ha vakuum van jelen, az (M, g,;) térid6t a null-végtelenben
és a térbeli végtelenben aszimptotikusan laposnak nevezziik, ha létezik olyan
(M, §ap) nem fizikai téridd, ahol g, mindeniitt C> (sima), kivéve esetleg az °
pontot, ahol C>0, és 1étezik olyan, az Q) konform faktorral jellemzett ¢ : M +— [M]
konform izometria, hogy G., = Q%1% ga a [ M]-ben, amelyek eleget tesznek az alabbi

feltételeknek:

1. JH@E0)UJ=(i0) = M\ M, azaz az i° pont kauzélis jov6je és multja lezértjdnak
uniéja azon pontokbdl 4ll, amelyek a nem fizikai téridé-sokasagban, M-ben
benne vannak, de nincsenek benne a fizikai téridd-sokasdg Y[M] képében. (Itt
és aldbb [ M] és 1| M] helyett a jel6lés egyszerﬁsitése érdekében rendre M-et és
M-ot frunk. ) Kovetkezésképpen ( a) az i° pont és M barmely pontja terszeruen
elvélasztottak, és (b) M- nek az M hatéra az i° pont, aJt = J*(i%) — i null-
felillet és a J~ = J~ (i) — i® null-feliilet egyesitése: M = U J+U T~

2. Az M-nak van olyan V nyilt kérnyezete M-ban, hogy a (V, Gap) térid6 erésen
kauzalis.

3. Az Q konform faktor a teljes nem fizikai M téridére kiterjesztheté ugy, hogy
i%-ban C?, mindeniitt mdshol C*° legyen.

4. (a) A JT-on és J-on, azaz a jovobeli és a miltbeli null-végtelen hiperfeliile-
teken Q = 0 és V,Q # 0. (Itt V. a Ju metrikdhoz tartozé gradiens-operator,
de a feltétel fiiggetlen a derivélt-operator megvélasztdsatol.) (b) Az i® pontban
pedig fennall, hogy Q(i%) = 0, hm 0 Vo = 0 és limy, V,VpQ = 20(1°). (Itt
hatérértéket képeziink, mert i%-ban g, nem kell, hogy C' (differencidlhatd)
legyen, tgyhogy V, sem kell, hogy értelmezve legyen i%-ban.)

5. (a) Az i pontban vett null-irdnyoknak az n® = §°V,Q vektormezé J+ és
J ~-beli integrélgorbéinek terére torténd leképezése diffeomorfizmus. (b) Ha w
olyan fiiggvény, amely sima (M \ i°)-ban, pozitiv (w > 0) M U J~ U J*-on,
és eleget tesz J~ U JT-on a V,(w'n®) = 0 feltételnek, akkor J~ U J*-on az
w™in® vektormezd teljes.
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10.2.3. Az aszimptotikus lapossag definiciéjanak magyarazata

1. A C>Y tulajdonsdg fogalma

Vilagitsuk meg részletesen a definicié jelentését. Kezdjiik azzal, hogy mit
értiink azon, hogy a nem fizikai g, metrika i-ban C>°. A konform végtelen
értelmezésének gyenge pontja, hogy a térbeli végtelen egészét egyetlen pont, i°
képviseli. Ha a fizikai téridoben kiilonb6z6 gérbék mentén kiilonbozo6 iranyokbdl
tartunk a térbeli végtelenhez, akkor ezek a gorbék a fizikai téridoben egyre
tavolabb keriilnek egymastdél. Ugyanakkor a nem fizikai téridében mindezen
gorbék konform izometrikus képei ugyanabba az i° pontba futnak be. Az
természetes kovetelmény, hogy bizonyos fizikai tenzormezék (az 2 megfelel6
hatvanyaival szorozva) jol definidlt hatérértékkel rendelkezzenek, ha megfelel6
gorbék mentén tartunk a térbeli végtelenhez. Ugyanakkor az mar értelmetlen,
hogy azt is megkoveteljiik, hogy ezek a hatarértékek mind megegyezzenek, ha
kiilonboz6 iranyokbdl tartunk a térbeli végtelenhez a fizikai téridoben, azaz
i%-hoz a nem fizikai téridében. A Minkowski-téridé esetében csak a téridé ho-
mogenitasanak és izotropiajanak koszonhetéen lehetett a konform kiterjesztést
ugy definialni, hogy a nem fizikai metrika és a konform faktor is simak legye-
nek i%-ban. Ha azonban fizikai mezdket vizsgalunk a Minkowski-téridében,
akkor mér szembetaldlkozunk ezzel az irdnyfiiggéssel az i® pontban. Péld4ul
a Maxwell-egyenletek Coulomb-megoldédsa esetén be lehet latni, hogy az QFy,
tenzor jél definialt hatarértékkel rendelkezik, ha tetszoleges térszeru geode-
tikus mentén tartunk a végtelenhez, de a hatarértékiil kapott tenzor figg
attol, hogy melyik térszeri geodetikust valasztottuk. Ez felel meg annak a
varakozasunknak, hogy az elektromos erévonalak sugariranyban befelé mu-
tatnak i°-ban. Gorbiilt téridében a téridé metrikdja (mint példaul a Schwarz-
schild megoldds metrikdja) ,,nagy tavolsdgon” hasonlé viselkedést mutat, mint
a Coulomb-megoldas a Minkowski-téridében. Ezért értelmetlen azt megkove-
telni, hogy a nem fizikai metrika i°-ban sima legyen. Az aszimptotikus lapossig
definicidjaban helyette azt koveteljitk meg, hogy a nem fizikai g,, metrika le-
gyen C>0.

Azon, hogy a §,, metrika i%-ban C>0, azt értjiik, hogy a metrika i°-ban foly-
tonos, azaz C° és létezik a metrika els6 derivaltjainak hatdrértéke i-ban, de
ez iranyfliggo és a hatarérték szogfliggése sima. Ugyanez matematikailag pon-
tosabban fogalmazva:

Definicié: Azon, hogy a §,, metrika i°-ban C>° azt értjiik, hogy a metrika
i’-ban folytonos, azaz C°, és barmely, az i® pontot lefedé sima lokalis ko-
ordinatarendszerben §,, komponenseinek Osszes elsé derivaltjai rendelkeznek
reguldris irdnyfiiggd hatarértékkel i°-ban.

Definicié: A regularis iranyfiigg6 hatarérték definiciéja. Legyen {2/} az
i" pontot lefedd sima koordinatrendszer, amelynek origéja i°. Vezessiik be a p
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radialis fiiggvényt a

4
pPro= > (") (10.2.15.)

pn=1
definiciéval és a 0%(z) (o = 1,2,3) gombi szogeket ugyantgy, mint a 3-
dimenziés gombi szogeket a 4-dimenzids euklideszi térben. Az igy kapott 6%

R

mondjuk, hogy az f fiigevény az i® pontban reguldris irdnyfiiggd hatarértékkel
rendelkezik, ha az alabbi feltételek teljesiilnek:

(a) Béarmely i%-ban végz6d6 differencidlhaté v gorbe esetén létezik f-nek
v menti hatérértéke i°-ban; és ez a hatdrérték csak ~ i°-beli érintéje
irdanyatol fiigg, azaz limyp f = F(0%), ahol a hatérértéket gy képezziik,
hogy 7 mentén tartunk i%-hoz és 6% a ~ érintdjének iranyit meghatdrozé
szogek i%-ban.

(b) Az F(0%) fiiggvény sima a 3-dimenzids gombfeliileten.

(c) Bérmely i°-ban végz6d6 differencialhatd gorbe és barmely n > 1 egész
szam esetén léteznek az alabbi tulajdonsidgu hatarértékek:

of OF ) o f

oom — ogm’ i " gpn

Itt 0" /00™ a 0*-k szerinti tetszéleges n-edik derivaltat jelent, hozzétéve,
hogy az elso egyenloség mindkét oldalan ugyanaz a derivalas szerepel.

lim = 0. (10.2.16.)

Megjegyzés: Meg lehet mutatni, hogy a fenti definicié kozvetlen kovetkez-
ménye, hogy olyan koordinatarendszerben, amelyben a {@ax“} vektorrendszer
ortonormélt i’-ban, a nem fizikai metrika g, = . + pl,., (0%) aszimptotikus
viselkedést mutat ha p — 0.

Megjegyzés: Az aszimptotikus lapossagot csak vakuum-térido esetében definidltuk,
amikor Ry, = 0 a fizikai téridében. A definiciénkban azonban csak a téridé ,,végtelen
kozelében” mutatott viselkedése jatszik szerepet, csupan azt kell megkoveteljiik,
hogy R., = 0 a ,,végtelen kozelében”, azaz pl. M és a 2. feltételben szerepl6 V tar-
tomany metszetében. Ezt a feltételt még tovabb lehet gyengiteni megengedve, hogy
T, nem tlnik el V-ben, de elég gyorsan tart nulldhoz a végtelenben, pontosabban,
hogy JT-on és J-on Q 2Ty, sima, és i®-ban megfelel§ aszimptotikus viselkedést
mutat.

Megjegyzés: Az aszimptotikusan lapos (M, g,p) térid6hoz tartozé nem fizikai (M,
Jap) téridé metrikdjanak megvélasztdsa kordantsem egyértelmii. Ha az Q konform
faktorral az (M , Jap) a definiciénak megfelel$ nem fizikai téridd, akkor az w2 konform
faktorral az (M ,w2Gap) is az, ha w > 0 mindeniitt, tovabba w mindeniitt sima kivéve
az i pontot, ahol C>Y, és teljesiil, hogy w(i’) = 1. Ez azt jelenti, hogy a nem fizikai
metrika megvalasztasiaban jelent6s mértékszabadsagunk van.
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2. Az aszimptotikus lapossag definiciojaban szerepld 1.-5. feltételek jelentése

Vizsgdljuk most az aszimptotikus laposség feltételeinek a jelentését. Az elsd
harom feltétel elég nyilvanvaléan fejezi ki, hogy az (M, g.p) nem fizikai térid6
rendelkezik a Minkowski-térido konform kiegészitésének néhany tulajdonsiga-
val.

o Az 1. feltétellényegében kifejezi, hogy i¥ a térbeli végtelent reprezentalja.

o A 2. feltétel kifejezi, hogy a nem fizikai térid6 a ,,végtelen kozelében”
kauzalisan ,,jo viselkedési”: V minden pontjanak van olyan nyilt kornye-
zete, amelybe minden kauzalis gorbe csak egyszer metsz bele.

o A 3. feltétel azt fejezi ki, hogy a konform faktor a végtelenben,, jo visel-
kedésii”.

A definiciéban kulcsfontossagu a 4. feltétel és inkabb technikai jellegii az 5.
feltétel. Vegyiik most ezeket sorra.

o A 4. feltétel kulcsfontossdgi az aszimptotikus lapossdg definicidéjaban.
Az, hogy Q) eltiinik J+-on, J -on és i’-ban, azt biztositja, hogy a nem
fizikai metrikardl a fizikai metrikara torténo attérés a ,,végtelenben” , vég-
telen mértéki megnyujtassal” jar egyiitt. Tulajdonképpen ez a tulaj-
donsig mutatja, hogy J+, J~ és i valéban a ,,végtelent” reprezentalja.
Az Q konform faktor derivaltjaira J T-on, J ~-on és i’-ban kirétt feltételek
pedig azt biztositjdk, hogy a fizikai gq, metrika (a megfelelé gyorsasdggal)
lapossé valik, ha tartunk a végtelenhez. Nézziik ezt most részletesebben,
azaz keressiink alkalmas koordinatarendszert, amelyben az aszimptotiku-
san lapos térido fizikai metrikdjanak aszimptotikus viselkedését explicit
modon lathatjuk.

Vizsgaljuk pl. a fizikai metrika aszimptotikus viselkedését, amikor a J T jovo-
beli null-végtelenhez tartunk. (Hasonl6 vizsgédlatot végezhetiink a multbeli
null-végtelen esetében is.) Célunk az, hogy megmutassuk, a 4(a) feltétel és
a vakuumbeli Einstein-egyenletek egyiittesen biztositjak, hogy az aszimptoti-
kusan lapos téridében a jovObeli null-végtelen kozelében (v — oo) a fizikai
metrika csak 1/v rendben kulénbozik a Minkowski-metrikatdl.

Eljarasunk tobb 1épésbdl all.

— El6szér megmutatjuk, hogyan wvdlaszthatunk a nem fizikai téridében olyan
mértéket, hogy a JT jov6beli null-végtelenben a

VoVl s+ =0 (10.2.17.)
mértékfeltétel teljesiiljon, és JT barmely S keresztmetszetén az indukalt

hay Riemann-metrika az R3-ba bedgyazott, egység-sugari, 2-dimenzids
gémbfeliilet természetes hgp metrikaja legyen.
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Felhasznaljuk, hogy a fizikai térid6 és a nem fizikai téridé Rgp és Rab Ricci-
tenzora kozott a kapcsolat, a konform transzforméacidkra vonatkozé 6sszefiiggések
értelmében

Ray = Rap +207'VaVieQ + Gapd Q7 V Va2 — 3Q72(V.Q) (V)]
(10.2.18.)

A vakuum esetén az Einstein-egyenlet, R,, = 0 a nem fizikai térid6 jellemz&inek
nyelvén a (10.2.18.) egyenldség jobb oldaldnak elt{inését jelenti. Szorozzuk az {gy
felirt Einstein-egyenletet (2-val,

0 = QRap+2VaVeQ + Gapg Ve VaQ — 307 H(V.Q)(VaQ)],
(10.2.19.)

majd tartsunk a J+ jov6beli null-végtelenhez. Mivel Q, §up és Ryp sima, Q1 §o?
(V) (V) = Q 'nne-nek siman kiterjeszthetének kell lennie J+-ra. (Igy le-
het véges a hatarérték, mivel Q zérushoz és Q! végtelenhez tart, ha tartunk J -
hoz.) Emiatt az n® = gV, vektormezé null-vektormezé kell legyen. Ez abbdl
is adédik, hogy J+ = J*(i%) — i® definici6 szerint null-feliilet és Q| 7+ =4llandé
miatt n® norm4lis a J T null-hiperfeliiletre.

Felhasznalva a konform faktor megvalasztdsaban rejlé mértékszabadsagot, elér-
hetjiik, hogy Q7 1§°4V.Q)(V4Q)| 7+ = 0 legyen. Az

Q— V=0, Ga— oy = @’ Fab (10.2.20.)

transzformécié esetén, ahol w > 0, mindeniitt sima, kivéve i®-ban, az adédik,
hogy

@)@V = g T (V) + 209 (V)
P (V. 0)(Va)

= w3V, )(@ w) + 2wnd(Vw)
+w29 Ynn,]. (10.2.21.)

Ha w-t tgy valasztjuk meg, hogy
aw 1 —1_a
nVelnw = —59 nng (10.2.22.)

teljesiiljon, akkor a (10.2.21.) kifejezésben a szogletes zdrdjelben a két utolsé tag
kiejti egymést, az els6 tag meg azért tiinik el, mert §°¢V.w-nak null-vektornak
kell lennie hasonlé okokbdl, mint n°-nek. A (10.2.22.) egyenlet az n® vektor-
mez6 barmely integralgdrbéje mentén kozonséges differencidlegyenlet w-ra, ezért
megoldhaté.

fgy az altalanossdg csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy olyan mértékben dolgo-
zunk, amikor Q1§°4(V.Q)(V4Q)| 7+ = 0. Ekkor az Einstein-egyenlet J*-on:

2V Vb + GV Vi 71 = 0, (10.2.23.)

ahonnan adédik a (10.2.17.) mértékfeltétel. A (10.2.17.) feltételbél viszont az
kovetkezik n?G-vel térténé kontrakcié utan (ahol n® = §4V,0), hogy

nVaen® = 0, (10.2.24.)



ami azt jelenti, hogy J+-on az n® érint6 null-vektormezd eleget tesz a JT-on
futé null-geodetikus nem fizikai metrika szerinti affin paraméteres egyenletének.
Maésrészt a (10.2.17.) mértékben JT-on:

B, = V.’ =V,(5"V.0) = 3*V,V.0 = 0. (10.2.25.)

Ez viszont azt jelenti, hogy J T-on a null-geodetikusok kongruencidjanak tdgulésa,
nyirasa és csavaroddsa mind eltiinnek.

A w megvélasztasaban rejlé mértékszabadsdg engedte meg, hogy w-t ugy va-
lasszuk meg, hogy JT-on elégitse ki a (10.2.22.) egyenletet, és ez tette lehetvé,
hogy kielégitsiik a (10.2.17.) mértékfeltételt. A (10.2.22.) egyenlet azonban még
tovabbi mértékszabadsagot enged meg w megvélasztasaban: w-t tetszélegesen
vélaszthatjuk meg J T barmely S keresztmetszetén. A J T null-hiperfeliilet S
keresztmetszete olyan 2-dimenzids felillet J+-ban, amelyet J+ barmely null-
geodetikus generdtora pontosan egy pontban metsz. Az 5(a) tulajdonsidg biz-
tosftja, hogy JT topoldgidgja S? x R, gyhogy az S keresztmetszet topolégidja
52, azaz 2-dimenziés gombfeliilet. A nem fizikai §,, metrika hay Riemann-
metrikdt indukal S-en. Meg lehet azonban mutatni, hogy a 2-dimenzids gémb-
felilleten minden Riemann-metrika a gombfeliilet természetes metrikajanak kon-
form faktorszorosdval egyenld, azaz hap = f?hap, ahol (S, hgp) izometrikus az
R3-ba bedgyazott egység-sugarti gombfeliilettel. Ezért az w-ban rejlé tovabbi
mértékszabadsdgot arra haszndljuk fel, hogy S-et azonossi tegyilk az R3-ba
bedgyazott egység-sugarti gdmbfeliilettel. Mivel a (10.2.17.) mértékben J T null-
geodetikus generatorai kongruencidjanak tagulésa, nyirasa és elcsavarodasa zérus,
ezért JT minden keresztmetszete egység-sugarti metrikus gombfeliilet ebben a
mértékben.

Miutén elvégeztiik a mértékrogzitést a fent leirt médon, most vezessink be
olyan koordindtdkat a nem fizikai téridében, J+ kérnyezetében, amelyek
aszimptotikusan Descartes-koordinatak. Megmutatjuk, hogy ezekben a
koordindtakban a fizikai metrika komponensei a jovébeli null-végtelenben
meghatarozott titemben a Minkowski-metrikahoz tartanak.

Mivel Vo, # 0, véalaszthatjuk Q-t az egyik koordindtédnak (a J*-ra meréleges
null-koordindta, mert n* null-vektor). Vezessiik be valamely S keresztmetszeten
a természetes (0, ¢) gombfelilleti koordindtékat, és emeljiik 4t ezeket a koor-
dindtékat a J+ tobbi pontjaiba a null-geodetikus generdtorok mentén. Vezessiik
be tovédbbd a null-geodetikus generatorok S keresztmetszettdl mért u affin pa-
raméterét az n®V,u = 1 norméldssal, mint tovébbi koordinatét (a mdsik null-
koordindta). Végiil terjessziik ki ezeket az (u, 6, ) koordinatdkat a J+ kornye-
zetébe. Vegyiik ehhez figyelembe, hogy minden JT-beli u =4ll. 2-dimenzids
gombfeliilethez az ortogonalis null-geodetikusok két csalddja tartozik: Nj-be tar-
toznak J+ null-geodetikus generdtorai, Na-be pedig az ezekre ortogondlis null-
geodetikusok. Az (u, 0, ¢) koordinatdk dtemelése S pontjaibél J+ mds pontjaiba
ugy torténik, hogy az (u, 6, ¢) koordinatak értékét rogzitve tartjuk az Ms csalddba
tartozé minden egyes null-geodetikus mentén.

Az igy kapott koordindtarendszerben a nem fizikai gq, metrika JT-on:

ds'|g+ = 2dQ du+ d§? + sin® 0dg?. (10.2.26.)

Meg lehet mutatni tovdbba, hogy a (10.2.17.) mértékfeltétel kovetkeztében gy,
Guo 68 Jug mind O(0?) rendiiek, ha Q — 0. Ezért a gop = Q2G4 fizikai metrika
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J T kérnyezetében:

ds®
= 2072dQ du + Q2(d6* + sin® 0dp?)
+{dudu, dudf, dudgp-ban O(1) renddi tagok}
+{d6?, dod¢, d¢?, dQdu, dQ*, dQdf, dQdp-ben O(Q™') rendii tagok}.
(10.2.27.)

Hajtsuk végre a v = 1/Q koordinédta-transzformaciot, ekkor a fizikai metrika a
v — oo hataresetben:

1
ds* = —dvdu+ Zv2 (d6* + sin? 0dp?)
+{du?, dudf, dudp-ban O(1) rendii tagok}
+{d6?, dfd¢, dp*-ben O(v) rendii tagok}
+{dvdu, dvdf, dvd¢-ben O(1/v) rendi tagok}
+0(1/v*)dv?. (10.2.28.)
Ezutén tovabbi v — v + f(u,0,¢) transzforméciéval az O(1) rendfi du?-es

tagok eltdvolithaték O(1) rendii dvdf és dvde tagok megjelenése dran. Miutdn
ezt megtettik, vezessiik be az ,,aszimptotikusan Descartes-féle koordinatakat”:

1
= 5(’[1,4—1}),

(v —u)cos.

(10.2.29.)

N =

1
x = 5(1} —u)sinfcos¢p, y= 5(1} —u)sinfsing, z=

Meg lehet mutatni, hogy ezekben a koordinatdkban a fizikai metrika a jovébeli
null-végtelenben aszimptotikusan a Minkowski-metrikdhoz tart, attdl csak 1/v
rendben kiilonbozik, ha v — oo.
Hasonléképpen lehet megmutatni, hogy a 4(b) pontban Q-ra és gu-re i>-ban
kirétt differencidlhatosagi kovetelmények kovetkeztében a metrika aszimptoti-
kusan Minkowski-metrikdhoz tart, ha a térbeli végtelenhez tartunk.

Az 5. feltétel inkabb technikai jellegii, lényegében azt fejezi ki, hogy
Jt és J a megfeleld méretiiek. Az 5(a) feltétel azt mondja ki, hogy
J+ és J~ valamennyi null-geodetikus generatora i°-bél indul ki jél meg-
hatdrozott médon, és maga utdn vonja, hogy J* és J~ topoldgidja
S? x R. Ha gu sima lenne i°-ban, akkor ebbél automatikusan az kovet-
kezne, hogy az i°-ban vett null-vektorok halmaza diffeomorf lenne J+ és
J~ null-geodetikus generatorainak halmazaval, ha a null-geodetikusok
i°-bél indulnak ki. Mivel azonban g, i%-ban nem sima, hanem csak C>9,
ezért ezt a tulajdonsigot kiillon meg kell kovetelni.

Az 5(b) feltétel arra szolgél, hogy a konform kiterjesztett téridében ,, 7+
és J~ egésze” benne legyen. Ez az éllitds azzal egyenértékii, hogy a
(10.2.17.) mértékben J* és J~ valamennyi null-geodetikus generdtora
teljes legyen. (A V,(w*n®) = 0 feltétel ekvivalens a (10.2.22.) egyenlet-
tel.) A JT null-geodetikus generdtorainak teljessége egyenértékii azzal,
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hogy a fentebb bevezetett (v, u, 0, ¢) koordinatarendszerben az u retardalt
ido, —oo < u < 400 a teljes szamegyenesen fut. Meg lehet mutatni, hogy
az 5(b) feltétel nélkiil eléfordulhat, hogy az aszimptotikus lapossdg véges
retardalt idoben megsziinik.

Az aszimptotikus lapossag definicidjaval kapcsolatos tovabbi részleteket 1d.
a [1] tankdnyvben és az abban idézett irodalmakban. A [1] tankdnyvben Gssze-
hasonlitas talalhaté az aszimptotikus lapossagnak a szakirodalomban el6forduld
masféle definicidival is.

10.2.4. Aszimptotikus szimmetriak

Az aszimptotikusan lapos térid6 egyik fontos tulajdonsdga az tigynevezett aszimp-
totikus szimmetridkkal kapcsolatos. Az (R?,7,,) Minkowski-téridé 10-paramé-
teres izometria-csoporttal, a Poincaré-csoporttal rendelkezik. FEz fontos szerepet
jatszik abban, hogy hogyan viselkednek a fizikai mezok a Minkowski-téridoben:
ezeknek a szimmetridknak megmaradési torvények felelnek meg. EbbOl az lehet a
sejtésiink, hogy az aszimptotikusan lapos téridében a ,,végtelenben” hasonlé szim-
metriak, aszimptotikus szimmetriak létezhetnek, hiszen a ,,végtelenhez” tartva a
fizikai metrika tart a Minkowski-metrikdhoz. Valéban léteznek is ilyen aszimpto-
tikus szimmetridk, ezek csoportja azonban mem a Poincaré-csoport. Az aszimp-
totikus szimmetridk csoportja sokkal bévebb, amely tartalmazza a ,,szogfliggd
transzlaciok” végtelen-dimenzids alcsoportjat, az igynevezett szupertransz-
laciok alcsoportjat.

Vizsgaljuk az aszimptotikus szimmetridkat a null-végtelenben. A joévébeli null-
végtelenben jelentkezo infinitezimalis aszimptotikus szimmetria fogalman azt sze-
retnénk érteni, hogy a jévébeli null-végtelenben létezik olyan £* vektormezé (ponto-
sabban vektormezék olyan ekvivalencia-osztalya) a fizikai téridében, amely kielégiti
a Legep = 0 Killing-egyenletet ,,olyan j6 kozelitéssel, amilyennel csak lehet”, ha
tartunk J*-hoz.

Definicié: Az aszimptotikusan lapos (M, g.) téridé infinitezimélis aszimpto-
tikus szimmetridval rendelkezik a J* jov6beli null-végtelenben, ha létezik olyan £*
vektormezo6 a téridoben, amely eleget tesz az alabbi tulajdonsagoknak:

1. A nem fizikai téridoben a £%-nak megfeleltetett 1*¢* vektormezonek létezik
sima kiterjesztése J*-ra.

2. Az Q?Legap tenzormezének (pontosabban Q%** £¢g.-nek) létezik olyan sima
kiterjesztése J*-ra, amely elt{inik 7 "-on.

3. Legyenek &% és £ olyan vektormezok, amelyek eleget tesznek az 1. és 2.
kovetelménynek. Akkor mondjuk, hogy ezek a vektormezdk ugyanazt az in-

249



finitezimé&lis szimmetria-transzformdciot generaljak, ha J*-ra torténd kiter-
jesztésiik megegyezik JT-on.

Az igy értelmezett aszimptotikus szimmetria-csoport univerzalis, azaz min-
den aszimptotikus téridé esetén ugyanaz a szimmetria-csoport. Az azonban elso
pillantasra meglepd, hogy ez a csoport nem a 10-paraméteres Poincaré-csoport, ha-
nem egy végtelen dimenziés csoport, ami a Bondi’*-Metzner®* -Sachs®-csoport,
roviditve BMS-csoport néven ismeretes.

Megjegyzés: A Poincaré-szimmetridkon kiviili, nem vart aszimptotikus szim-
metridk megjelenését a kovetkezoképpen lehet kézenfekvové tenni. Meg lehet mu-
tatni a kovetkezoket:

e (a)a (v,u,0,¢)koordindtakban a Minkowski-térid6ben, a gombi szogek tetsz6-
leges f( , @) fliggvénye esetén

o\ v of [ O\" v Of [ O\
o = f( ) L YD) L T T (D) (10230,
§ f(@u) T 529 <ae) T s’ 000 <0¢) (102.30.
olyan vektormezd, amely nem tiinik el J*-on, és amelyre Q*£n,, zérus J -
on.

e (b) Gorbiilt, de aszimptotikusan lapos téridében nem lehet taldlni olyan vek-
tormez6t, amely a (10.2.30.) definiciéval adott £* vektormezonél jobb kozelités-
sel elégitené ki a Killing-egyenletet.

Ennek tudhaté be, hogy a (10.2.30.) tipusi ,,sz6gfiiggd eltoldsok” végtelen dimenzids
csaladja ugyanolyan jo kozelitéssel elégiti ki a Killing-egyenletet a null-végtelenben,
mint a Poincaré-transzformaciok.

A BMS-szimmetridk 1gy is jellemezheték, mint a nem fizikai téridében a null-
végtelennek (J*t-nak) énmagéra (J*-ra) torténd leképezései. Jelolje hg, a nem
fizikai téridében a g,, metrika dltal a J* null-hiperfeliileten indukélt elfajult met-
rikdt. Mivel n® = %V, tangencislis a 7+ null-feliilethez képest (azaz h*,n® = n®),
azért n® a Jt-on értelmezett vektormezének tekintheto.

Allftas: A hy, indukalt metrikdval és az n® vektormezével ellatott J+ sokasag
konform mérték erejéig univerzdlis, azaz minden aszimptotikusan lapos téridd esetén
azonos az aldbbi értelemben: legyenek (J;*, (h1)ap, n), ill. (57, (ha)ap, n%) rendre
az (M, (g1)a), ill. az (Ms, (g2)ap) aszimptotikusan lapos téridékhoz tartozd aszimp-
totikus szerkezetek a jovobeli null-végtelenben; ekkor a két nem fizikai téridoben

93Sir Hermann Bondi, angol-osztrdk matematikus és kozmolégus, 1919-2005
94 A W.K. Metzner
9 Rainer Kurt Sachs, német-amerikai szamitégépes sugarbiolégus, kozmolégus, 1932-
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lehet tgy vélasztani konform mértéket, hogy létezzen olyan 1 : J = J, diffeo-
morfizmus, amelyre ¥*(h})awp = (hy)ap és ¥*(n))* = (nh)®, ahol vesszé jeloli az egyes
nem fizikai terekben a tenzorokat konform mértéktranszformacié utén.

Fentebb beldttuk, hogy létezik olyan konform mérték és olyan (u, 0, ¢) koordindtarendszer
Jt-on, hogy hay = (d6) 4 (df)p+sin 6(dd), (do)y és n® = (0/0u)®. Legyen 1) az a leképezés, amelyik
J1+ barmely p; pontjdhoz J2+ azon py pontjat rendeli hozzd, amelynek (ug,6s,¢2) koordindtéi
megegyeznek py (u1, 01, ¢1) koordindtdival.

A nem fizikai téridében a BMS-csoport tehat olyan v : J* +— J* diffeo-
morfizmusok csoportja, amelyekre 1*hyy, és 1*n® legfeljebb csak a konform mérték
megvaltoztatasaval kapcsolatos atskaldzasban kiilonboznek hg,-tol és n®-tol. A
BMS-csoport altal 1étesitett aszimptotikus szerkezet tehat univerzalis. A
BMS-csoportnak ebben a jellemzésében az infinitezimélis szupereltolasok tgy defi-
nidlhatok, mint 7 *-on értelmezett £* = an® alakd vektormezdk, ahol « alland6 J+
minden egyes null-geodetikus generdtora mentén, azaz n®V,a = 0, egyébként pedig
tetszoleges fliggvény. A Minkowski-térido ,,szogfiiggo eltolasainak” gorbiilt, aszimp-
totikus lapos téridében a BMS-csoport szupereltoldsai felelnek meg. Ezek a BMS-
csoportnak végtelen dimenziés, abeli, normal® alcsoportjit képezik, és a {BMS-
csoport } /{szupertranszldciék csoportja} faktorcsoport izomorf a Lorentz-csoporttal.

Megjegyzés: Joggal felmeriilhet a kérdés, hogy léteznek-e a BMS-csoporton
beliil olyan transzformécidk, amelyek ,,tiszta eltolasnak”, . tiszta forgatasnak” vagy
,,tiszta 10késnek” (boost) szdmitanak. Masképpen fogalmazva, van-e lehetéség ar-
ra, hogy az aszimptotikus szimmetridkra kirott valamilyen tovabbi feltétellel be-
azonositsuk a Poincaré-transzformaciékat a BMS-csoporton belill. Ez részben le-
hetséges. A szupertranszlaciok alcsoportjanak egyértelmiien létezik olyan 4-dimen-
zi6s alcsoportja, amely a BMS-csoportnak normal alcsoportja. A Minkowski-téridé
esetén ez a 4-dimenziés normal alcsoport éppen a Minkowski-térid6é egzakt eltolasi
szimmetridit tartalmazza. Ezért gorbiilt, aszimptotikusan lapos téridében értelmez-
hetjiikk az aszimptotikus eltolasokat, mint a széban forgé 4-dimenzids alcso-
port elemeit. A forgatdsok és a lokések tekintetében azonban nem taldlunk a
BMS-csoportban hasonlo szerkezetet. A BMS-csoportnak nincsen olyan alcsoportja,
amely izomorf lenne a Poincaré-csoporttal.

Megjegyzés: A BMS-csoporthoz hasonléan aszimptotikus szimmetridk értel-
mezhetSk az i° térbeli végtelenben is, az ezek alkotta csoportot Spi-csoportnak ne-
vezik. Ha a térbeli végtelenben az aszimptotikus lapossag feltételei kozt a kordbbi de-
finiciénkban megfogalmazottndl erGsebb lecsengést kiveteliink meg a Weyl-tenzorra,
akkor kijelolheté egy Poincaré-alcsoport a Spi-csoportban. Hasonlé kovetelmény a
null-végtelenben is hasonlé eredményre vezetne, azonban ilyen szigortubb feltétel
csak a térbeli végtelenben engedheté meg fizikailag, mert a null-végtelenben torténo
megkovetelése azt vonnd maga utan, hogy nem lehetséges gravitacios sugarzas.

96 A normal alcsoport olyan alcsoport, amelynek bal- és jobboldali mellékosztalyai megegyeznek.
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10.2.5. A gorbiilet aszimptotikus viselkedése

Az aszimptotikus lapossagnak egyik fontos kovetkezménye a gorbiilet specialis visel-
kedése a null-végtelenben. A Ricci-tenzor nulldhoz tart, ha tartunk a végtelenhez,
ezért a gorbiiletrdl a teljes informdciét a C ;.7 Weyl-tenzor hordozza. Mivel a
Weyl-tenzor konform-invaridns (1d. a D. fiiggeléket), azért az M fizikai téridén
Couet = C.%, ahol C % a nem fizikai Weyl-tenzor. Geroch®” megmutatta azon-
ban, hogy éabcd el kell t{injon J+-on. Legyen ~ null-geodetikus M-ben, amely a
fizikai térid6 p pontjabdl a ¢ € J* pontba tart. Legyen A fizikai affin paraméter
~v-n, ugyhogy ¢g-nak a A — 400 hatédreset felel meg. Legyen k% a v érintovektora
ebben a paraméterezésben. A nem fizikai Weyl-tenzornak nem kell eleget tennie
semmilyen kiilonleges tulajdonsidgnak, eltekintve attol, hogy nulldhoz kell tartania a
q pontban. Ha attériink a nem fizikai téridorol a fizikaira, akkor viszont az végtelen
mértékl nyujtasnak felel meg k¢ iranyaban. Penrose és Geroch megmutattak, hogy
ennek kovetkeztében a Weyl-tenzor ,lehdmozhaté” (displays peeling property): ha
A — 00, akkor

C(l) 0(2) 0(3) 0(4)
Cabcd — abed + abed abed 4 abed

5
A Yo T T TOM/N), (10.2.31.)

ahol aszimptotikusan Minkowski-bazisban minden Cé’;c)d valamennyi komponense

korldtos, és CU) 11 = 1,2,3 esetén a Petrov®-féle algebrai osztélyozasuk® szerint
rendre [V, I11, II tipusu tenzorok és a k* null-vektor tobbszoros principalis vek-

97Robert Geroch, amerikai fizikus, 1942-

98 Aleksei Zinovyevich Petrov, orosz matematikus, 1910-1972

99 Altaldban (a skdldzdstdl eltekintve) 4 darab kiilonbozé k* null-vektor létezik, amelyre teljesiil,
hogy

Kk ke Cagpetakyy = 0. (10.2.32.)

Ezeket a null-irdnyokat nevezik principalis vagy f6 null-iranyoknak. Ugyanigy, minden
Lorentz-metrikaval ellatott 4-dimenzids vektortér felett értelmezett tenzor, amely kielégiti a
(10.2.32.) tipusu egyenletet, dltaldban 4 {6 null-irdnnyal rendelkezik.

Eléfordulhat azonban, hogy a Weyl-tenzor f6 null-iranyai koziil valahdny megegyezik. Ekkor ezek
a (10.2.32.) egyenléségnél er8sebb reldciét elégitenek ki, amibél kevesebb, mint 4 {8 irdny 1étezése
kovetkezik. Azokat a térid6ket, amelyek minden pontjiban a f6 null-irdnyok szdma kevesebb, mint
4, algebrailag kivételes térid6knek nevezziik. A térid6k algebrai osztalyozasa a Weyl-tenzor
f6 null-irdnyainak szama szerint a kovetkezo:

e I tipust: altaldnos eset, 4 darab kiilonb6z6 f6 null-irannyal, kbkck[eOa]bc[dkf] =0.

o II tipusu: a f6 null-irdnyok koziil kettd egybeesik, kbkCC’abC[dke] =0.

e II-ITI tipust: a {6 null-irdnyok koziil két par egybeesik, kbkCC’abC[dke] = 0 (2 megoldéssal).
o III tipusi: a f6 null-irdnyok koziil hadrom egybeesik, kcCopcjake) = 0.

IV tipusi: mind a négy f6 null-irany azonos, k.Cypcq = 0.
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toruk, p = 4 esetén pedig [ tipusu tenzor, amelynek egyik principdlis null-vektora
k“.

10.3. Az energia
10.3.1. Az energia-fogalom bevezetésének lehetiségeirol

Az energia fogalma és az energia megmaradasanak torvénye a fizikaban kulcsfon-
tossagu. A klasszikus mechanikai részecske energidja jol definialt, és a konzervativ
erotérben mozgd részecske energiaja megmarad; tobbek kozott a newtoni gravitacios
mezében mozgo részecske energidja is allandé. A klasszikus fizikai mezék rela-
tivisztikus elméletét el6szor a specialis relativitaselmélet keretében sikeriilt meg-
fogalmazni, ahol a fizikai mez6 a Minkowski-téridén van értelmezve. A mez6t a
T,y energiaimpulzus-tenzor jellemzi. A fizikai mezd energidjanak megmaradasa a
Minkowski-téridonek az idébeli eltolasokat generdld t* Killing-vektormezejével kap-
csolatos. Ha X egy térszerti Cauchy-feliilet, amelynek egység-normalisa n®, akkor a
fizikai mezo teljes energiaja

E = /Tabn“tb. (10.3.1.)
%

Ty = 0 (10.3.2.)

egyenlet garantdlja, hogy a mezd teljes energidja megmarad és fliggetlen a > Cauchy-
feliilet megvalasztasatol.

Az altalanos relativitaselméletben az anyagot energetikailag megint a T, ener-
giaimpulzus-tenzor jellemzi. A 4.3.2. fejezetben megmutattuk, hogy az energiaimpul-
zus-tenzorra vonatkozo

VT, = 0 (10.3.3.)

kontinuitasi egyenlet lokdlis energiamegmaradési torvényként értelmezheto. Ugyan-
akkor az anyag energiaimpulzus-tenzorabol altaldban nem szarmaztathatd olyan
globalis energiafogalom, amelyre megmaradési torvény lenne érvényes. Ennek az
az oka, hogy a fizikai mez6 a gravitacios mezével kolesonhat, utobbit azonban nem
tudjuk energetikailag kimeritoen jellemezni, nem tudunk olyan fogalmat értelmezni,
mint a gravitacios mezo energiasiriisége.

Ennek ellenére az izolalt testek teljes energidjanak jol definidlt jelentés
adhaté. Pontosabban, aszimptotikusan lapos téridoben jél definidlt médon vezet-
hetjiik be a 4-esimpulzus P vektorat. Tekintsiik (az dltalanos relativitaselméletben)
az izolalt rendszert ugy, mint a specidlis relativitaselméletben a részecskét. Utdbbi
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esetben a részecske a P* 4-esimpulzussal jellemezhets. A P* vektor id6-komponense
a részecske E energidja (természetes egységekben P° = E/c), azaz ha £* az id6beli
eltolashoz tartozé Killing-vektor, akkor £ = —P,£% (ami megmarad a részecske
vildgvonala mentén). A részecske nyugalmi tomege M = (—P*P,)'/?  tgyhogy ha
a részecske nyugalomban van a £ 4-essebességli megfigyel6 vonatkoztatasi rend-
szerében, akkor a részecske tomege és energidja megegyezik, M = FE. Forditva,
ha ismerjiik a részecske nyugalmi rendszerében a &* Killing-vektormezot és az M
tomeget, akkor ezek meghatarozzak a részecske P 4-esimpulzusat. Az altalanos
relativitdaselméletben az izolalt rendszer P® 4-esimpulzusanak meghatarozasara a
kovetkezo stratégiat alkalmazzuk. Eloszor sztatikus téridoket vizsgalunk, amikor
természetes modon adott egy nyugalmi rendszernek megfelel6 Killing-vektormezo.
Pontosabban, meg fogjuk hatarozni a sztatikus, aszimptotikusan lapos téridé teljes
M tomegét annak alapjan, hogy milyen erét gyakorol egy tavoli probarészecskére.
Az igy kapott tomeg-definiciot dltalanositjuk utana elébb stacionarius, majd nem
stacionarius, aszimptotikusan lapos téridore. Majd a tomegbdl és a Killing-vektorbol
rekonstrudljuk az aszimptotikusan lapos térido 4-esimpulzusat.

10.3.2. Prébarészecske helyben tartasahoz sziikséges er6 stacionarius tér-
idében

Miel6tt ratérnénk a kittizott feladat megoldasara, nézziink néhany, a stacionérius
téridokkel kapcsolatos allitast, amelyekre sziikségiink lesz.

e A staciondrius téridében létezik idészert £ Killing-vektormezd, amely de-
finici6 szerint eleget tesz a V(&) = 0 egyenletnek. Jelolje a Killing-vektormezd

. nagysagat” V2 = —£9¢,. A Killing-vektormezd integralgorbéjén, mint vildgvo-
nalon mozgd stacionarius megfigyel négyessebessége u® = £*/V, négyes-
gyorsulasa
a b
b a b _ é- é- ga a¢b b
= V. =V V’InV. 10.3.4.
a uVetl' = Ve = 73 £ = n ( )

Legyen V, a gqop metrikdhoz tartozé gradiens-operdtor. Azonos dtalakitdssal és a Killing-
egyenletet felhasznalva kapjuk, hogy

v Eg 8 (1l &
a’ = VvaV_V<Vva€ V2VV
= 5—“va5b - igbgav V= —5—“vb§a — —5 £V, V. (10.3.5.)
= 12 e a .3.5.
A jobboldali els6 tagot tovabb alakithatjuk:
ga bea b/ea 2 bys _ b
5 V7§ = 2V2V (€%,) = 2V2 VpV= = V V=V"IhV. (10.3.6.)
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Ezutan csak az marad hétra, hogy megmutassuk a jobboldali masodik tag eltlinését, azaz
hogy €€V, V = 0. Végezziik ehhez a kovetkezd azonos atalakitasokat:

bea . 1 bea 2 1 bea c . 1 beag¢c
5 g Va‘/ - W& 5 vav - _Wé. 5 Va(g gc) - _Vé. 5 5 vaéc
= _%gbgagcv(agc) =0. (10.3.7.)

Egytttal a® egy m tomegii staciondrius prébarészecske gyorsuldsa, tgyhogy
annak az eronek a nagysaga, amivel lokalisan a probarészecskét stacionarius
vildgvonalon (a & integralgérbéjén) lehet tartani

= iyl (o) 5] =i

(10.3.8.)

e Tegyiik fel, hogy a stacionarius téridé aszimptotikusan lapos. Az el6z6 feje-
zetben lattuk, hogy ekkor létezik olyan (¢, ', 2%, 23) koordindtarendszer, ahol
£ = (0/0t)*, és amelyben a g,, metrika komponensei diag(—1,+1,+1,+1),
ha r = [Zizl(x”)Z]l/ ? — oo. Ekkor, hasonléan, mint azt a Schwarzschild-
téridében tettiik, az m tomegi, u® négyessebességii részecske ,,végtelen tavoli
megfigyel6 altal mért” E energidjat £ = —m&®u, kifejezéssel értelmezhetjiik
a Killing-vektormezo segitségével. Tegyiik fel, hogy az m tomegi részecskét
egy tomeg nélkiili szdlon egy végtelen tavoli stacionarius megfigyelo tartja
staciondrius helyzetben. Ekkor meg lehet mutatni (Id. [1], 6.4(b) feladat),
hogy a végtelen tavoli stacionarius megfigyelonek a szalra F,, = VI erot kell
kifejtenie.

10.3.3. Aszimptotikusan lapos, stacionarius térido teljes tomege

Az aszimptotikusan lapos téridé teljes tomegének definidlasakor hasonléan jarunk
el, mint amikor a Schwarzschild-téridében idészerti geodetikuson, nagy tavolsagban
mozgo6 probarészecske segitségével értelmeztitk a Schwarzschild-téridé teljes M to-
megét. A 7.3.2. fejezetben azt lattuk, hogy a Schwarzschild-téridében r > R (R a
Schwarzschild-sugér) radidlis koordindtandl szabadon es6 probarészecske energiaja
olyan, mintha a nyugalmi tomegéhez hozzaadnank a newtoni gravitacios potencialis
energiajat, ha a Schwarzschild-metrika M paraméterét a térido teljes tomegével
azonositjuk. Masképpen, az M paraméterrel jellemzett Schwarzschild-téridében
idoszerti geodetikuson mozgo probarészecske r > R esetén ugyanugy mozog, mint
az M tomegi sztatikus gravitdcids centrum terében mozgd probarészecske. Most
ezt az analogiat fogjuk altalanositani.

Definicié: Stacionarius, aszimptotikusan lapos térido teljes tomege

1

M = — | eweaVEL 10.3.9.
8%/9€de£ (039)
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ahol S 2-dimenzids hiperfeliilet, amely ortogonalis a £ id6szerti Killing-vektormezdre
és topoldgiailag S? gombfeliilet, € a térid6 természetes térfogateleme, az integral ugy
értendd, mint az qgp = €apeaVE? 2-forma integralja az S hiperfeliileten, amelyet a
végtelenben, az aszimptotikusan lapos tartoményban kell felvenni. A (10.3.9.) teljes
tomeg fiiggetlen az S feliillet megvalasztésatol.

A definiciét a kovetkezOképpen alapozhatjuk meg. Vizsgaljunk elészor sztatikus, aszimpto-
tikusan lapos téridot, amely definicié szerint olyan stacionarius téridd, amelyben létezik az idGszerti
£* Killing-vektorra mer6leges térszerli X hiperfeliilet. Tegyiik fel tovabba, hogy az aszimptotikusan
lapos tartomanyban vakuum van, és a Killing-vektormez6 tigy van normadlva, hogy a végtelenben a
V = (—€9,)"/? | voroseltolédasi tényez6” 1-hez tart. A sztatikus téridében a Killing-vektormez6
integralgorbéit paraméterezhetjiik a ¢t idével, dgyhogy &% = (9/9t)* legyen, a ¥-n pedig beve-
zethetjilk az {z#} (p = 1,2,3) koordindtdkat. A Killing-vektormezé integralgérbéinek azonos
t értékhez tartozo pontjai ¥; térszerti hiperfeliileteket alkotnak, amelyekre £* mindeniitt orto-
gonalis. A ¥ = X,;_( hiperfelilleten értelmezett térkoordinatdkat atemelhetjiik barmely X;-re
ugy, hogy a Killing-vektormezé egyazon integralgérbéjén fekvo pontoknak azonosak legyenek a
térkoordinatdi. Ezutdn az, hogy valamely megfigyel6 vagy probarészecske ,,egy helyben marad”, jél
definidlt, nevezetesen az ilyen sztatikus megfigyel6 vagy részecske vildgvonala a Killing-vektormezo
integralgorbéje, a négyessebessége pedig u® = £%/V, tgyhogy a négyesgyorsuldsa

a b

a® = uVuub = %va% = % V7,0, (10.3.10.)
(Az a® gyorsulds zérustél kiilonbozd értéke jelzi, hogy az egy helyben maradé test a gorbiilt
téridében mennyire nem geodetikuson mozog.) Ez egytttal az az er6, amelyet egy egységnyi tomeg
probarészecskére a részecske tartézkodasi helyén ki kell fejteni ahhoz, hogy helyben maradjon. Egy
végtelenben elhelyezkedd sztatikus megfigyelének pedig ezen er6 V-szeresét kell kifejtenie azon
(tomeg nélkiili) fondl révén, amelynek segitségével a részecskét helyben akarja tartani. Képzeljiink
most el a £%-ra ortogonalis X hiperfeliileten egy 2-dimenzids S feliiletet, amely topolégiailag gémb-
felillet és azon egységnyi feliileti tomegsiiriiségili ,,prébatestet”. (A prébatest egy infinitezimédlisan
vékony, egységnyi feliileti tomegsiiriségli gdmbhéj.) Legyen N az S gombfeliilet kiilsé normélisa.
Ekkor az egység-feliiletre hato atlagos kifelé mutatd er6 és a gombfeliilet felszinének szorzata

F = /Nbg—vagbdA, (10.3.11.)
sV

ahol a feliiletelemet a térid6 g, metrikaja altal S-en indukdlt természetes térfogatelemmel kell
azonositani.

Az analégidt a newtoni fizikdval a kovetkez6képpen haszndljuk ki. Az M tOmegii nyugvé
test olyan ¢ gravitacios potencialt 1étesit, amelyre a

Vi = dmp (10.3.12.)

Poisson-egyenlet érvényes, ahol p a test tomegsiriisége. Integraljuk ezt az egyenletet egy olyan
2-dimenzids S, topoldgiailag gombfeliilettel hatdrolt U térfogatra, amely korbeveszi a teljes préoba-
testet. A Gauss-tételt felhasznalva kapjuk, hogy

4rM = / V- V¢dD = / N -V¢dA, (10.3.13.)
bl s
ahol a test tomege M = f‘n p. A test tomegét tehat ki tudjuk fejezni

M = i/N-%dA (10.3.14.)
47T s
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alakban. Itt az integral értéke nem fiigg az S felillet megvélasztasatol. Ha elhelyeznénk egy
egysegnyl tomegi probareszecsket az S feliilet valamely pontjaban, akkor arra a gravitdcidés mez6
—V¢ er6t fejtene ki, igyhogy V¢ éppen az az erd, amit nekiink kell kifejteni, hogy a prébarészecskét
helyben tartsuk. Ha az S feliileten elképzeliink egy egységnyi feliileti tomegsiiriiségii préobatestet,
akkor 4w M az egységfeliiletre haté atlagos ,kifelé irdnyulé” F' erd, amelyet a prébatest helyben
tartdsahoz kell kifejteni. Analdgia alapjdn tehat a sztatikus, aszimptotikusan lapos térid6 teljes
tomegét azonositjuk a (10.3.11.) ,,er6vel”:

_ 1 S
M = 47T/N - VadA. (10.3.15.)

Hozzuk most a sztatikus, aszimptotikusan lapos téridé teljes tomegére kapott (10.3.15.)
kifejezést a (10.3.9.) alakra. A V.& + Vi, = 0 Killing-egyenlet kovetkeztében V& = V[.&y,
lgyhogy

Nb%vagb = Nbg g[aNblv[agb] —N“bvagb, (10.3.16.)

agb] - 2V

ahol bevezettiik az S feliiletre meréleges N = %5 le N*! igynevezett normélis bi-vektort. Ekkor
1
M = — / NV, &dA (10.3.17.)
8 S

adodik. Sejtjik, hogy az S feliiletet a végtelenben, az aszimptotikusan lapos tartomanyban kell
felvenni ahhoz, hogy az eredmény valéban a téridé teljes tomege legyen, azaz M ne fiiggjon S
megvialasztasatol. Ezt a sejtéstinket aldbb majd igazoljuk. A feliileti integrdl azonosan atirhato

/ NV, &dA = — / €abed VEE? (10.3.18.)
S S

alakba, ahol €;pca = —6Njgpecq) €8 €ap a térfogatelem S-en. [Példdul, ha S-en bevezetiink 6, ¢
gombi-koordindtdkat, akkor €., = 2sin0(df)(,(dp)y).] A jobb oldalon az integral az cqp = €abedVED
2-forma integralja a 2-dimenziés S feliiletre. Ezt felhasznalva kapjuk, hogy

1 d
= —— abed VEEY, 10.3.19.
87T/S6 bea V& ( )

ami a keresett (10.3.9.) kifejezés.

Most megmutatjuk, hogy a sztatikus, aszimptotikusan lapos téridében a feliileti
integrallal értelmezett teljes tomeg nem fiigg az S feliilet megvalasztiasatsl, ha azt
az aszimptotikusan lapos tavoli tartoméanyban vessziik fel. A bizonyitast a B.1. tétel,
a Stokes!00-tétel segitségével fogjuk elvégezni, elézdleg azonban megmutatjuk, hogy a (10.3.9.)
kifejezés integrandusaban szereplé o 2-forma kiilsé derivaltja zérus a térid6 azon tartomanyaban,
ahol vakuum van, azaz

doo = 0 vékuumban. (10.3.20.)
A (10.3.9.) kifejezésben szerepld integrandus a kovetkezé tulajdonsdggal rendelkezik:

TV f(€abeaVEY) = €TPeueaVVoE! = -4V, Vo]
= 4AV;V/Ee = —4Re¢/, (10.3.21.)

100Gir George Gabriel Stokes, 1st Baronet, ir fizikus és matematikus, 1819-1903.
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ahol felhasznaltuk az els6 egyenloségjel utan a természetes térfogatelem kovarians konstans voltét;
a masodik egyenl6ségjel utdn a térfogatelemek kontrakciéjira vonatkozé (B.3.16.) azonossigot;
a harmadik egyenlOségjel utan a Killing-egyenletet és a negyedik egyenldségjel utan a Killing-
vektormezdre vonatkozé (C.4.51.) azonossdgot. Szorozzuk meg a (10.3.21.) azonossidg mindkét
oldalét €cpmp-nel és hajtsunk végre kontrakciét az e indexre nézve:

€ctmn€l "V j(€avcaVE?) = —decmnR €. (10.3.22.)

Ekkor, ismételten felhasznélva a (B.3.16.) azonossdgot, azt taldljuk, hogy
2 .
ViemneaVET) = ZecmnRyE. (10.3.23.)

A vakuum tartomédnydban R,; = 0 miatt a jobb oldal eltiinik, dgyhogy a vakuum tartomédnydban
do = 0 tényleg fennall.

Alkalmazzuk most Stokes tételét, a B.1. tételt a da 3-forma olyan U zart tartoményon vett
integréljara, amelyet a ,,bels¢” S és ,.kiils6” S’ 2-dimenzids topoldgiai gombfeliiletek hatdrolnak
ugy, hogy S és S’ is az aszimptotikus tartomanyban helyezkedik el. Ekkor

0 = /mda——/SoH—/,a (10.3.24.)

adodik, ahol figyelembe vettiik, hogy a ,,bels¢” S felilletnek a U tartomanyhoz képest kiils6
normalisa ellentétes értelmi, mint a ,kiils¢” S’ feliileté. Innen visszont valéban azt kapjuk, hogy

/Sa = /la, (10.3.25.)

azaz az integral fiiggetlen az S feliilet megvalasztdsatél, feltéve, hogy azt az aszimptotikusan
lapos, vakuum-tartomanyban vessziik fel. FEzzel eljutottunk tehat a sztatikus, aszimptotikusan
lapos téridé teljes tomegének (10.3.9.) definicidjdhoz.

Most &ltaldnositjuk a (10.3.9.) definiciét staciondrius, aszimptotikusan lapos
téridore. Ezt azért tehetjiikk, mert annak belatasdhoz, hogy az integral fiiggetlen
az S felillet megvélasztasatol, csak az idoszerti Killing-vektormezo 1étezését kel-
lett felhasznaljuk. (A fenti gondolatmenetiinkben a Stokes-tételt alkalmaztuk, fel-
haszndlva, hogy da = 0, utébbi belatasahoz pedig csak a Killing-egyenletre volt
szitkségiink.)

Erdemes még a stacionarius, aszimptotikusan lapos térido M teljes tomegét
kapcsolatba hozni a téridoben talalhaté gravitaciés forrassal, nevezetesen a jelen-
levé anyag energiaimpulzus-tenzoraval olyan médon, hogy a (10.3.9.) definiciéban
szereplo feliileti integralt atirjuk az S feliilet altal hatarolt tartoményon vett térfogati
integralla.

Allitas: Legyen S az aszimptotikus tartomanyban olyan 2-dimenzids feliilet,
amely valamely > térszerti hiperfeliilet hatara, igyhogy > U S hatarral rendelkezd
kompakt sokasdg. Ekkor a térid6 (10.3.9.) teljes tomege atirhat6 a X hiperfeliileten
vett ,,térfogati” integral alakjaba,

1
M = 2 / (Tab—igabT)nafde, (10.3.26.)
%
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ahol n® a ¥ hiperfeliilet jovoiranyu egység-normalisa, £* a stacionarius térido idoszeri
Killing-vektormezeje, T,;, az anyag energiaimpulzus-tenzora.

Alkalmazhatjuk Stokes tételét, a B.1. tételt, amelynek segitségével a teljes tomeg

1 1
Moo= g [as—g da———/v atjeaVoEY)
= __/ 6deab‘R ff = _/ abn“fde
1
= 2 / (Tab— 5gabT)nagde, (10.3.27.)
b

ahol a 2. egyenl6ség a Stokes-tétel kovetkezménye; a harmadik egyenloségjel utan felhaszndltuk az
a 2-forma explicit alakjat és a kiilsé derivalds szabélydat; a negyedik egyenlségjel utédn a (10.3.23.)
Osszefliggést hasznaltuk fel; az 6todik egyenloségjel utan felhasznaltuk, hogy a ¥-n a természetes
térfogatelem eqpc = n%egape; és végiil a hatodik egyenldségijel utan az Einstein-egyenletet hasznaltuk
fel. fgy sikeriilt kifejezniink a stacionarius, aszimptotikusan lapos téridé teljes tomegét
a térid6t létrehozo izolalt test energiaimpulzus-tenzora segitségével.

Figyeljiink fel rd, hogy a stacionarius, aszimptotikusan lapos téridé (10.3.9.)
teljes tomege egy X térszeri hiperfeliilethez kotodik, amelynek hatara az aszimpto-
tikus végtelenben helyezkedik el. A beldle a Killing-vektormez6 segitségével re-
konstrualt P¢ négyesimpulzus lényegében ennek a U  térbeli tartomanynak” a
négyesimpulzusa. Ennek a P® négyesimpulzusnak az id6-komponense, £ = —P,£*/V
a U tartomany teljes energidja, és P%nak a Y-ra vett p* = h% PP vetiilete a U
tartomany , harmasimpulzusanak” megfelelé négyesvektor, a teljes tér-impulzus.
Amennyiben ¥ hatdrok nélkiili térszerti hiperfeliilet, akkor a stacionarius, aszimpto-
tikusan lapos térido valasztott ¥ hiperfeliiletének teljes energiajat és négyesimpul-
zusat értelmeztiik.

10.3.4. Aszimptotikusan lapos, nem stacionarius térido teljes négyesim-
pulzusa

Vizsgaljuk most azt, hogyan értelmezheté a nem staciondrius, aszimptotikusan la-
pos térido teljes négyesimpulzusa. Ilyenkor nincsen értelme olyan kijelentésnek, hogy
,,helyben tartani egy probarészecskét” vagy, hogy ehhez mekkora erore van sziikség.
Ezért nem magatol értet6dd, hogy kialakithatok-e egyaltalan olyan fogalmak, mint a
térido teljes tomege vagy négyesimpulzusa, és hogy mi az a linearis vektortér, amely-
nek vektora lehet a téridé négyesimpulzusa. Az aszimptotikus lapossdg azonban
biztosit elegendd szerkezetet ahhoz, hogy a P, teljes négyesimpulzus fogalma kia-
lakithaté legyen, mint valamilyen hatarérték, amikor tartunk a végtelenhez. Kétféle
értelmezés is szoba johet.

o Az egyik lehetOség: a térbeli végtelenben, adott ,,idépillanatban” probdljuk
értelmezni a négyesimpulzust. Vegyink egy aszimptotikusan lapos, térszerii

¥ hiperfeliiletet, azaz olyan térszerti hiperfeliiletet, amely i%-ban C>! tulaj-
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donsagi!®'. Definidljuk a ¥ térszerfi hiperfelillet E teljes energidjat és a pg

teljes tér-impulzust hasonldéan, mint ahogy azt stacionarius esetben tettiik.
Ahhoz, hogy a térbeli végtelenben a teljes négyesimpulzus jol definialt legyen,
néhany kovetelménynek eleget kell tennie:

— nem szabad fliggenie csak ¥ aszimptotikus tulajdonségaitél;

— megmaradonak kell lennie, azaz valtozatlannak kell maradnia, ha -t a
végtelenben ,,idobeli eltolasnak” vetjiik ala;

— négyesvektorként kell transzformalddnia, ha ¥-t a végtelenben ,,Lorentz-
lokésnek” vetjiik ala.

Ha mindezek a kovetelmények teljesiilnek, akkor definialhatjuk a teljes P,
négyesimpulzust, mint az i>-ban vett kotangenstér (dudlis vektortér) vektorat:
az i°-ban C>! tulajdonsigi térszerit X hiperfeliilethez tartozé teljes energia
legyen £ = —P,n®, ahol n® a ¥ egység-normalisa i’-ban, és P, vetiilete ¥-ra
legyen p,, ami a Y altal reprezentalt ,,idopillanathoz” tartozé teljes impulzus.

A masik lehet6ség: az adott ,,retarddlt idohoz” tartozo négyesimpulzust pro-
baljuk értelmezni, amikor a null-végtelenhez tartunk. Vegyiink fel ehhez olyan
> hiperfeliiletet, amely aszimptotikusan null-feliilet, hasonléan, mint a 9.
abran lathaté ¥, és Yo hiperfeliiletek, és ezen a X feliileten tartsunk a null-
végtelenhez. Ha sikeriil igy négyesimpulzust értelmezniink, az felhasznélha-
t0 lesz a gravitacids sugarzassal tavozd energidnak és impulzusnak a meg-
hatdrozdsdra. Ellentétben azonban az i’-ban vizsgalt helyzethez, egy null-
felillethez, avagy egy aszimptotikusan null-feliilethez nem kotodik természe-
tes médon kitiintetett ido-irdany. Ezért ,,aszimptotikus idébeli eltolast” kell
értelmezniink, hogy az E energianak jol definidlt értelmet adhassunk. Sze-
rencsére azonban a null-végtelenben az aszimptotikus szimmetridk csoportja
rendelkezik egy kitiintetett 4-paraméteres alcsoporttal, az aszimptotikus el-
tolasok csoportjaval. Ezért az aszimptotikus idébeli eltolds jél definidlt. Az
aszimptotikus idobeli eltolds kiilonb6z6 megvalasztasai soran az F energianak
ugy kell transzformélédnia, mint egy négyesvektor ido-komponensének. Ezért
a P, négyesimpulzust gy kiséreljitk meg definidlni, hogy a J* (vagy a J ™)
null-végtelen barmely S keresztmetszetéhez tartozzon egy linedris leképezés,
amely a BMS-eltoldsok 4-dimenzids vektorterét leképezi R-be. Ekkor a J+
null-végtelen barmely S keresztmetszetének P, négyes-impulzusa a BMS-elto-
lasok dudlis vektorterének vektora. A P,-nak egy adott idobeli eltolasra torténd

1017 pem fizikai téridé metrikdja i%-ban nem sima, hanem csak C>° tulajdonségn. Ezért az M
sokassg differencidlhatésagi szerkezetét is gyengiteni kell i°-ban. A megfeleld tulajdonsig az ugy
nevezett C>1 differencidlhatésagi szerkezet, amelyet Ashtekar és R. O. Hansen vezettek be. A
sokasig-szerkezetnek ez a gyengitése i%-ban azért sziikséges, hogy ne lehessen i®-ban az (M s Gab)
téridével szemben tamasztott tobbi kovetelménnyel 6sszhangban levo, tobbféle inekvivalens diffe-
rencidlhatosagi szerkezetet értelmezni.
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alkalmazasat akkor azonositjuk azzal a teljes energiaval, ami az ezen (idébeli
eltolds altal kitiintetett) id6iranyhoz és azon retardalt id6hoz tartozé ener-
gidnak felel meg, amely retardalt idét a S keresztmetszet képvisel. A P,-nak
valamely térbeli BMS-eltolasra vonatkozo alkalmazasa pedig az impulzus adott
iranyu komponensét hatarozza meg.

Mindkét impulzus-fogalom létezik.

Négyesimpulzus a null-végtelenben. A Bondi-energia

Foglalkozzunk most részletesebben a null-végtelenben értelmezett impulzus-
sal. A (10.3.9.) kifejezés stacionérius, aszimptotikusan lapos téridé esetén a
teljes tomeg olyan definiciéjat adja, amely fiiggetlen a 2-dimenzids S feliilet
megvalasztasatol. Probaljunk most hasonlo kifejezést alkalmazni a teljes ener-
gia meghatarozasara, azzal a mdédositassal, hogy &% egy aszimptotikus idobeli
eltolasi szimmetria generatora. Pontosabban, £ a fizikai téridon értelmezett
olyan vektormez6, amely a BMS idébeli eltolasok ekvivalencia-osztalyanak
tagja. Sajnos, ekkor az integral értéke fligg az S feliilettél. Azt varjuk
azonban, hogy ez a fliggés elég gyengévé fog valni, ahogy S-et ,elvissziik a
végtelenbe”, ugyhogy létezni fog a hatarérték. A hataratmenetet a kovet-
kez&képpen képezziik: legyen {S,} a 2-dimenzids topoldgiai gombfeliiletek
olyan egy-paraméteres csalddja, amely a nem fizikai téridében az J* null-
végtelen S keresztmetszetéhez tart, és definidljuk az energiat, mint az

: 1 ced
E[S] = —Slalgs g /Sa eadeV f (10.3.28.)

hatarértéket, ahol £* az aszimptotikus idébeli eltolds generdtora. Meg le-
het mutatni, hogy ez a hatarérték tetszoleges aszimptotikus szimmetria &¢
generdtora esetén létezik és fliggetlen attdl, hogy hogyan tart az {S,} feliilet-
csalad az S keresztmetszethez. Egyuttal az igy értelmezett E a megkovetelt
linearis médon fiigg a £* generatortdl. Az egyetlen hatrany, hogy a (10.3.28.)
kifejezés nem invarians azzal szemben, hogy az aszimptotikus idébeli eltolasi
szimmetria ekvivalencia-osztalyanak melyik reprezentansat irjuk bele, vagyis
nem mérték-invarians. Ezért ebben a formdjaban (10.3.28.) még nem kielégit
definicidja az energianak a null-végtelenben. Meg lehet azonban mutatni,
hogy ez a probléma elharithaté, ha a £* vektormezonek azt a reprezentéanst
valasztjuk, amelyik kielégiti a

Vi = 0 (10.3.29.)

mellékfeltételt JT kornyezetében. (Staciondrius téridében a null-végtelen
kornyezetében (vékuumban) a Killing-vektormezé ezt a mértékfeltételt auto-
matikusan kielégiti.) A (10.3.28.) kifejezés a konform mérték rogzitésére
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szolgdal6 (10.3.29.) mértékfeltétellel egyiitt a null-végtelenben az E ener-
gia olyan definicidjat adja, amely invarians azzal szemben, hogy az aszimp-
totikus idébeli eltolasok ekvivalencia-osztalyat melyik £“-val reprezentéljuk.
A P, négyesimpulzust a null-végtelenben gy értelmezziik, mint a (10.3.28.)
egyenléség jobb oldalan allo linedris leképezésnek a hatasat tetszoleges £* BMS
transzlaciora:

a : 1 bea a __
Pt = — slalgs o /Sa €acba V'€, ahol V.4 =0. (10.3.30.)
Az igy bevezetett energia-fogalom ekvivalens az igynevezett Bondi-energia-
val. (Tovéabbi részleteket és irodalmat 1d. a [1] tankonyvben.)

A gravitacios sugdrzas altal a végtelenbe elvitt energiafluxus meghatarozasa
szempontjabol fontos megvizsgdlni, hogyan valtozik az energia a ,,retardalt
idében”. Pontosabban, hogyan valtozik a J* null-végtelen S keresztmet-
szetéhez kapcsolt E[S| energia, ha az u; retardalt id6hoz tartozé S; kereszt-
metszettol haladunk a ,,késobbi”, us > wuy retardalt idéhoz tartozd S, ke-
resztmetszet felé, és ugyanahhoz az aszimptotikus idébeli eltoldshoz tartozo
energiat figyeljiik. Meg lehet mutatni, hogy ekkor

E[S)] — E[S)] = —/vf (10.3.31.)

alakba {rhaté, ahol f a J7' null-végtelen S; és S, keresztmetszete kozotti V'
tartomanyon értelmezett fliggvény. Ekkor f-et gy értelmezhetjiik, mint azt
az energiafluxust, amit a gravitaciés sugarzas visz el a végtelenbe. Azt is
megmutattak, hogy f hatarozottan nem negativ, azaz f > 0. A gravitacios
sugarzas tehat mindig pozitiv energiat visz el a gravitaciésan sugarzé
rendszerbdl. (Tovabbi részleteket és irodalmat 1d. a [1] tankonyvben.)

o Négyesimpulzus a null-végtelenben. Az ADM-energia

A null-végtelenben vett négyes-impulzus Arnowitt!®?, Deser'®® és Misner!™

altal javasolt fogalmét ismertetjiik roviden. (A fogalommal kapcsolatos tovabbi
részleteket és irodalmat 1d. a [1] tankonyvben.) Haszndlni fogjuk az altaldnos
relativitaselméletnek az F. fliggelékben bevezetett ADM-féle hamiltoni meg-
fogalmazasat, tovabbd a G. fiiggelékben az altalanos relativitaselmélet kezde-
tiérték-feladatardl ismertetett eredményeket.

Definicié: Legyen (M, gq) aszimptotikusan lapos téridd, legyen tovabbd %
aszimptotikusan lapos térszer(i hiperfeliilet, amely i®-ban C>! tulajdonsagt,
tgyhogy (2, hay, Kop) aszimptotikusan lapos kezdeti adatok, ahol a h,, Rie-
mann-metrika és a K, szimmetrikus tenzormez6 kielégitik (a kezdeti adatokra

102Rjichard Lewis Arnowitt, amerikai fizikus,1928-2014.
103Stanley Deser, amerikai fizikus, 1931- .
104Charles W. Misner, ameriaki fizikus, 1932- .
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vonatkozd) (G.4.36.) és (G.4.39.) kényszereket. Legyen tovdbba (x!,z? %)
aszimptotikusan euklideszi koordinatarendszer ¥-n. Ekkor az FE teljes ener-
giat és a p, teljes tér-impulzus koordinata-komponenseit az aldbbiak szerint

definialjuk:
oh
E= i) i NYdA,  (10.3.32.
167Tr—>rgoZ/<axu 8:17”) d (033 )
b = 8735202/ Ky N* — K7, N, )dA, (10.3.33.)
ahol 7 = [(z1)? + (2%)% + (23)?]'/2, az integrdlokat az r =4ll. gombfeliileten

kell venni, és N* ennek a gombfeliiletnek a kiilsé egység-normalisa. Az igy
értelmezett energist ADM-energidnak nevezik. Az i%-ban

P, = —FEng+p, (10.3.34.)

képlettel definialt négyesimpulzust ADM-impulzusnak nevezik, ahol n® a 3
térszerii hiperfeliilet jovéirdnyi egység-normédlisa i%-ban.

Megjegyzés: Noha a teljes E energia explicit médon nem fligg K ,;-t0l, impli-
cit médon fiigg téle a (G.4.36.) és a (G.4.39.) kényszerek miatt. Az E egy valés
szam, a p® pedig Y-nak i°-ban vett érintévektora. Meg lehet mutatni, hogy
mindketté definicidja fliggetlen attol, hogy hogyan vélasztottuk az aszimp-
totikusan euklideszi koordinatarendszert ¥-n. Azt is megmutattak, hogy az
E energia (10.3.32.) kifejezése stacionérius esetben megegyezik a (10.3.9.) ki-
fejezéssel. Meg lehet azt is mutatni, hogy a P, ADM-impulzus fiiggetlen X
megvalasztasatol.

A bevezetett ADM- és Bondi-energia fizikai tartalmaval kapcsolatban szamos
fontos kérdés tehetd fel.

1. Az ADM- és a Bondi-energia mas-mas fizikai jelentést hordoz. Az ADM-
energiat definicigjanal fogva kézenfekvo az izolalt test teljes ener-
gijjanak tekinteni. Ugyanakkor a definicié azt sugallja, hogy a Bondi-
energia az az energia, amivel a térid6, azaz az izolalt test rendelkezik
az S keresztmetszet altal reprezentalt retardalt id6ben a gravitacios
sugarzas kibocsatasa utan. Ha ez igy van, akkor az ADM-energia és
a Bondi-energia kiilonbségének meg kell egyeznie az f energiaflu-
xusnak a Jt N D7 (S) tartomdnyra (a jovébeli null-végtelen és az
S keresztmetszet kauzdlis miltjdnak metszetére) vett integraljaval.
Ezt a reldciét valéban sikeriilt igazolni. (Tovabbi részleteket és irodalmat 1d.
az [1] tankonyvben.)
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2. Tovabbi alapveté fontossdgu kérdések, hogy (a) egy izolalt rendszer teljes ener-
gidja lehet-e negativ, vagyis az ADM-energia lehet-e negativ; és (b) ha az izolélt
test teljes energia-tartalma pozitiv, akkor a gravitaciésan kisugarzott energiat
feliilrol korlatozza-e a teljes energia-tartalom, azaz a Bondi-energia mindig po-
zitiv marad-e. Az energia pozitivitdsat azonban csak akkor varhatjuk, ha a
téridé nem szinguldris és az izolalt test anyaganak lokalis energiastiriisége nem
negativ. (Ellenpéldaként 1d. a M < 0-hoz tartozé Schwarzschild-megoldas
diszkusszidjat a [1] tankonyvben.) Pontosabban, az a kérdés, hogy ha az anyag
energiaimpulzus-tenzora teljesiti a dominans energia-feltételt, akkor lehet-e ne-
gativ az ADM-energia, ill. a Bondi-energia. Ez a kérdés alapvetd jelentGségii.
Ha ugyanis az izolalt rendszerek energidja nem sziikségszeriien pozitiv, vagy
legalabbis nem korlatos alulrél, akkor erosen kétséges, hogy az izolalt rendsze-
rek lehetnek-e stabilak, azaz akkor az izolalt rendszereknek el kellene bomla-
niuk egyre kisebb és kisebb energidju konfigurdciokra. Az ADM- és a Bondi-
energia pozitivitasdnak bizonyitdsa meglehetdsen nehéznek bizonyult. Végiil
azonban sikeriilt altalanos bizonyitast adni arra, hogy az ADM-energia és a
Bondi-energia is nem negativ (Id. az [1] tankonyvben a megfelelé irodalmi
hivatkozdsokat). Az &ltaldanos relativitaselméletben tehat az izolalt
rendszerek energijja nem negativ, és ez az energia egyittal fels6
korlatja annak az energianak, amit az izolalt rendszer gravitaciésan
kisugarozhat.
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11. A feketelyukak

Ebben a fejezetben a feketelyukak fizikajanak legfontosabb eredményeivel ismer-
kediink meg. A 7. fejezetben a Schwarzschild-megoldds tanulmanyozasa soran
lattuk, hogy egy hideg, gombszimmetrikus, égitest nem lehet egyenstlyi allapotban,
ha a tomege meghalad egy kritikus értéket, és ezért a gravitacio hatésara az égitest
anyaganak oOssze kell zuhannia. Ezt nevezziik gravitacios osszeomlasnak, mas széoval
kollapszusnak. A gémbszimmetrikus gravitaciés 6sszeomlas soran kialakuld térid6
szerkezetét a 22. abra mutatja. Ennek sajatossaga a feketelyuk-tartomany, az abran
a Il tartomany megjelenése, amit az jellemez, hogy barmely részecske vagy fénysugar,
amely ebbe a tartomanyba belép, onnan toébbet nem 1ép ki, hanem pélyajat véges
affin paraméternyi ut befutasa utan a téridé » = 0 koordinataértékkel jelolt szin-
gularitdsdban végzi. A gdbmbszimmetrikus 6sszeomlas soran megjelend szingularitas
a feketelyuk belsejében talalhato, ezért az barmely kiils6 megfigyel6 szamara rejt-
ve marad, azaz a nem fizikai téridében a J* jovEbeli null-végtelenbdl ldthatatlan
marad, mert a szingularitds nem része J~(J*)-nak.

A gombszimmetrikus gravitacids 0sszeomlas tanulmanyozasat jelentésen leegy-
szerlsiti az a kortilmény, hogy a térido ilyenkor gombszimmetrikus kell legyen, és az
Einstein-egyenletek egyetlen gémbszimmetrikus vakuum-megoldasa a Schwarzschild-
megoldas. Ezért a gombszimmetrikusan osszeomld testen kiviil a metrikanak a
Schwarzschild-metrikaval kell azonosnak lennie. Most az a célunk, hogy a feketelyuk
fizikajat az altalanosabb, nem gémbszimmetrikus esetben tanulméanyozzuk. Ilyen-
kor nincs semmi olyan nyilvanvalé egyszertisité koriillmény, mint amilyen a gomb-
szimmetrikus esetben a gombszimmetria volt. A nem gémbszimmetrikus esetben a
gravitaciés osszeomldsra vonatkozé részletes vizsgalatokat altalaban numerikus tton
végzik, analitikus vizsgalatok csak arra az esetre vonatkozoan lehetségesek, amikor a
gombszimmetriatol vald eltérés olyan kicsi, hogy a linearizalt Einstein-egyenleteket
lehet hasznalni. Ennek ellenére, altalanos megfontolasok alapjan meg fogjuk mu-
tatni, hogy a nem gémbszimmetrikus gravitacios Osszeomlas alapveto vonasaiban
hasonlé a gombszimmetrikushoz: ilyenkor is feketelyuk keletkezik, és a téridének
az Osszeomlds kovetkeztében keletkezo szingularitasa a feketelyukon beliil talalhato,
rejtve marad barmely kiilsé megfigyel6 szaméara. Definidlni fogjuk, hogy mit értiink
feketelyukon, és meg fogjuk mutatni, hogy a feketelyuk eleget tesz tigy nevezett
feliilet-novekedési torvénynek.

Azt véarjuk, hogy barhogyan is zajlik le a gravitacios 0sszeomlds, annak végal-
lapota stacionarius feketelyuk. Meg fogjuk mutatni, hogy vdkuumban az Ein-
stein-egyenletek egyediili, stacionarius feketelyukat leiré megoldasait a metrikak egy
2-paraméteres csalddja, az igynevezett Kerr'%-metrika jelenti, amelyet az M tel-
jes tomeg és a J teljes impulzusmomentum jellemez. Foglalkozni fogunk a Kerr-
metrikaval és ennek elektromosan toltott feketelyukra torténé altalanositasaval,

105Roy Patrick Kerr, tjzélandi matematikus, 1934- .
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az ugynevezett toltott Kerr-metrikaval. A vakuumban nincsen az Einstein-
egyenleteknek ezeken kiviil mas, stacionarius feketelyukat leir6 megoldasa. Targyal-
ni fogjuk azt a meglepd eredményt, hogy a forgé (J # 0-val jellemzett) Kerr-féle feke-
telyukbodl energiat lehet kinyerni azaltal, hogy az képes negativ energiaju részecskét
és fénysugarat elnyelni, és megéllapitjuk az igy kinyerhet6 energia felso korlatjat.

Végiil azzal a rendkiviil érdekes parhuzammal foglalkozunk, amelybe a fe-
ketelyukakra vonatkozé torvények és a termodinamika fétételei allithatok. Ez az
analogia azért nagyon izgalmas, mert amig a feketelyukakra vonatkozé torvények
a differencidlhaté sokasdgokra vonatkozo egzakt matematikai tételeken alapulnak,
addig a termodinamika fotételei mikroszkopikusan bonyolult szerkezetii rendsze-
rek makroszkopikus viselkedésére kozelitSleg érvényes torvények (hiszen a termo-
dinamikai hatdresetet barmely, nagy, de véges méreti test csak kozelitoleg valositja
meg). Kiindulopontunk a feketelyukak feliilet-ndvekedési torvénye és a termodi-
namika II. fotétele kozti analdgia. Azonban a termodinamika tobbi f6tételének is
megtalaljuk a megfelelgjét a feketelyukak fizikajaban. Megemlitjiik, hogy a feke-
telyukak kvantumfizikai parkeltés révén részecske-sugarzast, ugynevezett Hawking-
sugarzast emittdlnak, amelynek spektruma a homérsékleti sugarzaséval egyezik. A
Hawking-sugarzas homérsékletét szokasos fizikai felfogasunk szerint a feketelyuk
homérsékletének kell tekintentink. Masrészt ez az a paraméter, amely a termo-
dinamika elso fotételével analog feketelyuk-fizikai torvényben is a homérséklet sze-
repét jatssza. Ertékét a feketelyuk feliileti gravitaciéjanak erdssége hatdarozza meg.
Gyanithato tehat, hogy a feketelyukak fizikdjanak legfontosabb torvényei valéjaban
a termodinamika fétételeinek a feketelyukakra torténd alkalmazasai.

11.1. A feketelyuk fogalma

El6szor definialni szeretnénk, hogy mit értiink feketelyukon. A 22. abra mutatja
a téridé szerkezetét gombszimmetrikus égitest gravitacios Osszeomldsa esetén. Az
abran a II tartomany a feketelyuk tartomanya: olyan tartomény, amelybdl sem
részecske, sem fénysugar nem 1ép ki, ha egyszer oda belépett. Ezért hajlamosak
lehetnénk azt gondolni, hogy a feketelyukra a kovetkezo meghatarozast kellene adni:
az (M, gqp) téridé A C M részhalmazat neveznénk feketelyuknak, ha barmely p € A
pontjanak a kauzdlis jovéje benne van A-ban, J*(p) C A. Ez azonban nem lenne
jo definicio, mert akkor barmilyen téridé barmely részhalmazanak kauzalis jovojét
feketelyuknak kellene nevezniink. Ezért koriiltekintobben kell eljarnunk a feketelyuk
definidlasakor.

A 22. abran a II tartomany jellegzetessége, hogy nem terjed ki a végtelenbe,
csak az r koordinata kis értékeire korlatozédik. A 22. abran a gombszimmetri-
kus Osszeomlds (M, gqp) téridejének konform diagramjat, pontosabban a neki meg-
felel6 nem fizikai (M , Jap) térid6 diagramjat latjuk. Ugyanezt mutatja a 42. dbra
az Einstein-féle sztatikus Vilagegyetembe dgyazva. Az M fizikai téridé konform
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42. abra. Az Einstein-féle sztatikus Vildgegyetem konform diagramjén (Id. a 40.
abrat) abrazoljuk a gémbszimmetrikus Osszeomldshoz tartozé téridének megfeleld
tartomanyt. A II tartomany a feketelyuk tartoméanya, a besatirozott tartomanyban
helyezkedik el az anyag, a hullAmvonal jeloli az r = 0 szingularitast.

43. abra. A fizikai téridé M lezartjanak konform diagramja gombszimmetrikus dssze-
omlast szenvedo test esetén. A hullaimvonal az r = 0 szingularitést jeloli, a II tar-
tomany a feketelyuk tartoméanya, H jeloli az esemény-horizontot. Az dbran az r = 0
tengely és az i pont kivételével minden pont egy 2-dimenzids gombfeliiletnek felel
meg.
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képének lezartjat latjuk a 43. abran bemutatott konform diagramon. Ezek az abrak
jol mutatjdk, hogy a J* jovEbeli null-végtelen kauzalis multja nem tartalmazza a
teljes M téridot, a feketelyuk tartoménya nincsen benne J~(JT)-ban. Ez azt jelen-
ti, hogy a feketelyuk tartomanyanak gémbszimmetrikus Osszeomlds esetén megvan
az a tulajdonsaga, hogy kiviil van a jovébeli null-végtelen kauzélis multjan. A fe-
ketelyukbél nem juthat el fénysugdr (és részecske sem) a jévébeli null-végtelenbe.
Osszehasonlitasképp vegyiik észre, hogy a Minkowski-téridé esetében J— (TT) a tel-
jes M téridot tartalmazza. A gémbszimmetrikus kollapszus esetének masik fontos
vonasa, hogy a térid6 jo viselkedésii a jovobeli null-végtelen kauzalis multjaban, a
szingularitds a feketelyuk tartoményban heleyzkedik el. A gombszimmetrikus fe-
ketelyuknak erre a két tulajdonsagara alapozzuk az altaldanos definiciot. Legyen
(M, gay) aszimptotikusan lapos téridd és (M, §a) a 10. fejezetben leirt médon hozzé
tartozé nem fizikai térido.

Definicié: Az (M, g4) aszimptotikusan lapos térid6t aszimptotikusan szi-
gortian el6rejelezhetének (strongly asymptotically predictable) nevezziik, ha a
nem fizikai téridSben taldlhaté olyan V' C M nyilt tartomény, hogy MNJ—(J+) +)

a (V, Jap) téridé globélisan hiperbolikus.

Megjegyzés: A definiciéban a J~(J7T) halmaz lezartja szerepel, ugyhogy
eV,

Definicié: Akkor mondjuk, hogy az aszimptotikusan szigorian elérejelezhetd
térido feketelyuk-tartomanyt tartalmaz, ha M nincsen benne teljes egészében a
jovébeli null-végtelen kauzdlis multjaban, J—(J71)-ban. Ekkor a feketelyuk tar-
tomdnya B = M \ J7(JT), a feketelyuk-tartomdny H C M hatdrét, azaz a
H = J-(J") N M halmazt esemény-horizontnak nevezziik.

Allitas: Az (MnN v, Jap) térid6 globélisan hiperbolikus.

Mivel (f/, Jap) globdlisan hiperbolikus, 1étezik benne ¥ Cauchy-feliilet. Masrészt M nvcv,
ugyhogy a ¥ jovOjében (miltjdban) elhelyezkedd bérmely p € M N V pontbdl indulé multirdnyt
(jovSirdny1), kauzdlis, nem kiterjesztheté gérbe metszi a SN[M NV] tartoméanyban X-t, ezért Y-nak
a MNV-be es6 darabja Cauchy-feliilet MNV-ban, vagyis (MNV, jas) globalisan hiperbolikus. A g
és Gap = 0% gap metrika ugyanazt a kauzélis szerkezetet hozza létre (barmely pont normal kornyezete
azonos médon oszthaté fel id6szeri, kauzalis jovObeli és multbeli részhalmazokra mindkét metrika
szerint). Ez azt is jelenti, hogy XN [M N V] a (M NV, ga) téridében is Cauchy-feliilet, azaz
(M NV, gap) is globalisan hiperbolikus.

A 8.3.4. tétel értelmében M NV rétegezheté ¥, Cauchy-feliiletekkel. Ekkor
barmely ¢ € M NV pont és barmely olyan X, esetén, amelynek kauzélis jovéjében ¢
benne van, azaz ¢ € J(%;), a ¢-bdl indulé minden multirdny, kauzdlis gorbe metszi
Y-t Ez azt jelenti, hogy (egy esetleges kezdeti szingularitdstdl eltekintve, mint pl. a
fehérlyuk) egyetlen M NV-ben taldlhaté megfigyeld sem | lthat” a téridében n szingu-
laritdst. Aszimptotikusan szigorian el8rejelezhetd téridében M NV > MNJ-(J+).
Azt mondhatjuk tehat, hogy aszimptotikusan szigorian elérejelezhet6 téridében a fe-
ketelyukon kiviil és az esemény-horizonton elhelyezked6 megfigyel6k nem észlelhetik
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véges ,,id¢” (affin paraméter) alatt szingularitds kifejlédését. Ezzel szemben azt
mondjuk, hogy az olyan aszimptotikusan lapos térid6, amely nem aszimptotiku-
san szigoruan elorejelezheto, csupasz szingularitassal rendelkezik. Az a feltétel,
hogy a térido legyen aszimptotikusan szigorian elérejelezheto, biztositja, hogy nem
jelenik meg csupasz szingularitas.

Megjegyzés: Az elnevezés (véleményem szerint, [2] alapjan) a kovetkez&képpen indokol-
haté. Az (M, gap) téridében tekintsiik a 3 Cauchy-feliiletet, ill. annak valamely S C X részét.
Az (M, gqp) téridét az S részleges Cauchy-feliiletbdl aszimptotikusan elSrejelezhetének
nevezziik, ha M-ben a jov6beli null-végtelen benne van S jovébeli fiiggdségi tartomanydnak le-
zértjdban, azaz Jt C D+(S). Ekkor ugyanis a S-en megadott kezdeti adatokkal (vdkuumban)
az Einstein-egyenletek egyértelmiien megoldhaték DT (S)-ben, és a megoldasbdl a metrika JT-
ban is meghatdrozhaté. A Minkowski-téridé, vagy (M > 0 esetén) a Schwarzschild-megoldds
ilyen tulajdonsaguak. Ilyenkor minden J*-bdl indulé, miltba ki nem terjeszthets, kauzdlis gorbe
metszi S-et. Ismeretesek azonban az Einstein-egyenletek olyan megoldédsai (pl. a Kerr-megoldas
specidlis esetben), amelyek nem tesznek eleget ennek a feltételnek: ezekben a térid6kben vannak
olyan Jt-bdl induld, miltba ki nem terjeszthets, kauzalis gorbék, amelyek nem metszik S-et,
hanem szingularitasban végzédnek. Az aszimptotikus elOrejelezhet6ség kovetelményét tehédt olyan
feltételnek tekinthetjiik, amely kizarja, hogy S jovéjében csupasz szingularitasok legyenek, azaz
olyan szingularitdsok, amelyek ldthaték JT-bél. Ha ilyenek vannak, akkor S-en megadott kez-
deti adatokbdl nem lehet megmondani a térid6 viselkedését JT-ban, mert a szingularitdsokbdl
ismeretlen 1j informécié szarmazhat. Az aszimptotikusan elérejelezheté esetben fenndll, hogy
JHS)NJ(JT) € D(S). Ha lenne olyan p € H N J+(S) pont az esemény-horizonton, azaz
J7(J7T) hatéran, amelyik nem lenne benne D+ (S)-ben, akkor mér kis perturbicié esetén p be-
lekeriilhetne J~(JT)-ba, azaz a JT null-végtelenbdl lathatéva valna, és ez azt jelentené, hogy
az aszimptotikus elOrejelezhet6ség megsziinne. Ezért érdemes az aszimptotikus elérejelezhet6ség
kovetelményét szigoritani. A téridét ezért akkor fogjuk S-b6l aszimptotikusan szigorian
elérejelezhetének nevezni, ha J+ C D+(S) M-ben és J*(S)NJ—(J+) benne van D*(S)-ben.
Ezzel elérjiik, hogy a horizont kornyezete is elorejelezhetd legyen S-en adott kezdeti adatokbol.

Megjegyzés: Az aszimptotikusan szigorian elérejelezheto téridében az még
el6fordulhat, hogy a H horizont szingularis a kovetkezo értelemben: létezhetnek
olyan, a fizikai g,, metrika értelmében nem teljes geodetikusok M N J—(J+)-ban,
amelyek M-ben nem kiterjeszthetok. Specidlisan az, hogy a térid6 aszimptotikusan
szigoruan elorejelezhetd, még megengedi, hogy az esemény-horizont null-geodetikus
generatorai jovo-iranyban ne legyenek teljesek. Tobbnyire a feketelyukakkal kap-
csolatos megfontolasokban fel szoktak tenni, hogy a horizont null-geodetikus ge-
neratorai teljesek. Azokban a tételekben, amelyeket aldbb be fogunk latni, erre a

megszoritasra nem lesz sziikség, ezért ezt nem is fogjuk megkovetelni.

Megjegyzés: A feketelyuk definiciéjabdl elhagyhaté lenne az a feltétel, hogy
az aszimptotikusan lapos térido legyen aszimptotikusan szigorian elorejelezheto.
Az a hit azonban, hogy ez fizikailag nem relevans, mert csupasz szingularitast
eredményezne.

Megjegyzés: A feketelyuk értelmezhet6 nem aszimptotikusan lapos téridében
is, ha jol definialtan létezik olyan ,,végtelen”, hogy értelmes az oda ,,torténé elta-
vozasrél” vagy annak lehetetlenségérdl beszélni. Ilyen pl. az az eset, amikor a
térid6 aszimptotikusan tart a nyilt (k = 0,—1) FLRW-térid6hoz. Ugyanakkor a
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zart FLRW-téridében nem értelmezheté természetes modon a feketelyuk, az ilyen
Vilagegyetem a Nagy Zummban ismét 6sszezuhan, és magatol értetédé médon nem
értelmezhetd olyan tartomany, hogy értelmes lenne arrél beszélni, hogy oda részecske
vagy fénysugar kiszokik, ill. nem tud kiszokni. A feketelyuk kozelité fogalma azon-
ban ilyenkor is bevezethetd [1].

11.2. A kozmikus cenzirara vonatkozo6 sejtés

Térjiink vissza arra, hogy mi a fizikai realitdsa a fenti médon definidlt feketelyuk-
nak aszimptotikusan lapos, aszimptotikusan szigorian elérejelezheté téridében. A
7. fejezetben lattuk, hogy a gombszimmetrikus test teljes gravitacios 0sszeomlédsa
aszimptotikusan szigorian elérejelezhetd téridot eredményez, amely a feketelyuk
tartomanyéaban a kiilsé megfigyelok szamara ,,elrejtett” szingularitassal rendelkezik.
Milyen lesz a téridé nem gombszimmetrikus gravitacids osszeomlas esetén?

Allitas: Ha a gombszimmetridhoz képest kellen kicsi az eltérés, akkor a gra-
vitacios 0sszeomlas miatt a téridoben szingularités jelenik meg, vagyis a szingularitas
megjelenése nem annak a kovetkezménye, hogy gombszimmetriat ,,eroszakolunk ra”
a gravitaciésan 0sszeomlo testre, hanem a kollapszus lényegi velejaréja.

Tegyiik fel, hogy a (3, hap, Kup) kezdeti adatok gombszimmetrikus dsszeomldst eredményez-
nek. Ekkor azt tapasztaljuk, hogy DT (X)-ban csapddzott feliiletek képzédnek, mert a kiilsé
Schwarzschild-téridoben az 6sszes r < 2M sugart gombfeliilet a X jovobeli fliggoségi tartomanyaban
talalhato csapdézott felillet. Ekkor a maximalis Cauchy-fejlesztésre vonatkozé 10.2.2. tétel
értelmében a (X, hop, Kap)-hez kellben kozeli barmely kezdeti adatokhoz tartozé maximélis Cauchy-

fejlesztésben is kell, hogy legyenek csapdazott feliiletek. Ekkor a 9.5.3. tétel vagy a 9.5.4. tétel
értelmében szingularitas jelenik meg a téridében.

A szingularitds megjelenése azonban még nem jelenti automatikusan, hogy
feketelyuk is megjelenik, hiszen a szingularitds lehet csupasz és a térid6 pedig ak-
kor nem lenne aszimptotikusan szigortian elérejelezheté. A Schwarzschild-megoldas
linedris perturbaciéinak numerikus vizsgalatabol szarmazik a legkozvetlenebb ered-
mény arra vonatkozéan, hogy nem jelennek meg csupasz szingularitasok, vagyis a
perturbaciot leiré egyenletek (a linearis Einstein-egyenletek) megolddsai V N M-ben
korlatosak. Ez azt sugallja, hogy a gombszimmetrikustol kell6en kicsit eltéro gra-
vitacids Osszeomlas soran feketelyuk és nem csupasz szingularitas keletkezik. T6bb
probalkozas volt arra is, hogy olyan ellenpéldat talaljanak, amikor nem gémbszim-
metrikus gravitacids osszeomlas soran nem feketelyuk, hanem csupasz szingularitas
keletkezne. Ezeknek a prébélkozasoknak a sikertelensége mintha azt lizenné, hogy
a Természet igyekszik elkeriilni csupasz szingularitasok keletkezését. Ehhez jon még
az, hogy a feketelyukak fizikdjanak olyan esztétikus és alapvetd eredményei vannak,
hogy nehéz azt feltételezni, hogy a feketelyukak ne jatszandnak fontos szerepet a
gravitaciés osszeomlasban. Mindezek alapjan fogalmazodott meg az a sejtés, hogy
a Természet ,,cenzurazza” a csupasz szingularitasokat.
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A kozmikus cenzirara vonatkozé sejtés (cosmic censor conjecture) 1.
valtozatdnak a fizikai megfogalmazisa a kovetkezo: Egy test teljes gravitacids Ossze-
omlasa mindig feketelyuk képzodésével jar ahelyett, hogy csupasz szingularitéas kelet-
kezne. A gravitaciés Osszeomlas soran keletkezd szingularitasok tehat feketelyukak
belsejében vannak ,.elrejtve”, ahol tavoli megfigyelok szamara nem észlelhetdk.

A sejtésnek ez a megfogalmazasa nem pontos. Nyilvanvaléan nem is igaz, ha
nem tesziink megszoritasokat az anyagmezokre. Példaul felirhatunk egy csupasz
szingularitdssal rendelkez6 téridét, majd azt az Einstein-egyenletek olyan T,;-hez
tartozé megoldasanak tekintjitk, amelyre Ty, = G, /87. Hogy a sejtést ponto-
sabban fogalmazzuk meg, két természetes feltétel kielégitését koveteljik meg az
energiaimpulzus-tenzortol:

1. T, tegyen eleget valamelyik energia-feltételnek, mint pl. a dominéns energia-
feltétel,

2. az Einstein-egyenletek és az anyagmezok téregyenleteinek csatolt rendszere
rendelkezzen j6l definidlt kezdeti-érték feladattal.

Az idedlis folyadék mindezeknek a feltételeknek eleget tesz, mégis megmutattak,
hogy idedlis folyadék kollapszusa esetén nem teljesiil a kozmikus cenzira sejtése,
merthogy a folyadék szingularitast tud kifejleszteni, mint pl. a lokéshullamok és a
,,héj-keresztezédések” 19, Azt gondoljuk azonban, hogy ezeknek a ,,lagyabb” szingu-
laritasoknak a megjelenése a megoldasban azzal kapcsolatos, hogy a folyadék hidro-
dinamikaja nem fundamentélis elmélet, hanem valamilyen mikroszkopikus rendszer
lefrasanak makroszkopikus kozelitése. Ezért fel fogjuk tételezni, hogy a kozmikus
cenzura sejtése akkor miikodik, ha az anyagot alapveto fizikai mezok segitségével
irjuk le. Matematikailag fogalmazva, a kozmikus cenzirara vonatkozé sejtésbe
feltételként beépitjiik, hogy az Einstein-egyenletek és az anyagmezok csatolt egyen-
letrendszere masodrendii, kvézilinedris, diagondlis, hiperbolikus rendszert alkosson.
Az alapveto kolecsonhatédsokat leird fizikai mezdk, mint a gravitdcids mezo és az
elektromagneses mezo egyenletei ilyenek.

A kozmikus cenzirara vonatkozo6 sejtés 1. vdltozatdnak a pontos megfo-
galmazadsa a kovetkezo: Legyen (3, hap, Kop) az Einstein-egyenletek aszimptotikusan
lapos kezdeti adatai, ahol (X, hy) teljes Riemann-sokasdg. Az anyagforrdsok legye-
nek olyanok, hogy T, tegyen eleget a domindns energia-feltételnek, és az Einstein-
egyenletek és az anyagmezok egyenleteinek csatolt rendszere legyen (G.3.5.) alakd,
vagyis masodrendii, kvézilinearis, diagonalis, hiperbolikus rendszer. Ezenfeliil az
anyagterekre vonatkozé kezdeti adatok Y¥-n aszimptotikusan csengjenek le megfe-
leléen gyorsan a térbeli végtelenben. A sejtés az, hogy ekkor ezeknek az adatoknak

106 éj-keresztez6dések (shell-crossing) esetén a sebességmezd tobbértékiivé a sfirfiség pedig
végtelenné valik.
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a maximalis Cauchy-fejlesztése aszimptotikusan lapos, aszimptotikusan szigorian
elorejelezhetd térido.

Annak eldontése, hogy a kozmikus cenzurara vonatkozd sejtés helyes vagy
nem, a gravitacios osszeomlas elméletének kulcsfontossagu, a mai napig megoldat-
lan problémadja. Ha a fenti megfogalmazasban a sejtés helyes, akkor felvetodik a
kérdés, hogy ez esetleg az Einstein-egyenleteknek valamilyen még altalanosabb és
alapvetébb tulajdonsaganak a kovetkezménye. Penrose feltételezte, hogy ez igy le-
het, és megfogalmazta a sejtésnek egy szigorubb valtozatat.

A kozmikus cenzirara vonatkozd sejtés 2. wvdltozatinak a fizikai meg-
fogalmazdsa: Minden fizikailag elfogadhato téridé globalisan hiperbolikus, azaz egy
esetleges kezdeti szingularitastol, mint pl. a Nagy Bummtél eltekintve egyetlen
megfigyel6 sem lat soha szingularitast.

Ez a sejtés er6sebb, mint a sejtés 1. véltozata, mert feltételezi, hogy nemcsak
az aszimptotikusan lapos téridében a tavoli megfigyeld, hanem &ltalaban tetszoleges
téridében tetszoleges megfigyeld sem 1at soha szingularitast. Ugyanakkor a sejtés 2.
valtozatabol nem kovetkezik a sejtés 1. valtozata.

P1. ha aszimptotikusan lapos kezdeti adatokbdl olyan térid6 fejlédik ki, amelyben szingula-
ritas jelenik meg és az a null-végtelenbe tart, akkor az aszimptotikus lapossag nem teljesiil, de a

globalis hiperbolicitds még megmarad.

Specidlis téridok tulajdonsigainak vizsgédlata alapjan kideriil, hogy a sejtés 2.
valtozatanak megfogalmazasat pontositani kell abban a tekintetben, hogy mit ne-
veziink fizikailag elfogadhaté téridének (1d. a részletesebb indoklédst a [1] tankonyv-
ben). A sejtés pontos megfogalmazdsa az alabbi.

A kozmikus cenzirara vonatkozé sejtés 2. vdltozatanak a pontos megfo-
galmazdsa: Legyen (X, hy,, Ky) az Einstein-egyenletek kezdeti adatai, ahol (3, hgy)
teljes Riemann-sokasdag. Az anyagforrasok legyenek olyanok, hogy T, tegyen eleget
a dominans energia-feltételnek, és az Einstein-egyenletek és az anyagmezok egyen-
leteinek csatolt rendszere legyen (G.3.5.) alakid, vagyis méasodrendii, kvézilinedris,
diagonalis, hiperbolikus rendszer. A fenti feltételek teljesedése esetén a sejtés az,
hogy ha a kezdeti adatok maximélis Cauchy-fejlesztése kiterjeszthetod, akkor barmely
p € HT(X) pont esetén vagy az erds kauzalitds sériil p-ben, vagy I—(p) N3 nem
kompakt.

A sejtés 2. véltozatanak erre a pontosabb megfogalmazasara nem ismert el-
lenpélda. Ugyanakkor sem a sejtés igazolasara, sem annak cafolatara nincsen bi-
zonyitoerejii érvelés. Ezt a helyzetet az magyarazza, hogy a szingularitasi tételektol
eltekintve nagyon keveset tudunk az Einstein-egyenletek megoldasainak altalanos,
globélis tulajdonsagairdl.

272



11.3. A feketelyukak keletkezése

Fogadjuk el, hogy a kozmikus cenzirara vonatkozd sejtés igaz, és beszéljiink rovi-
den azokrodl a folyamatokrdl, amelyeknek soran az anyag gravitaciés osszeomlasa
kovetkeztében feketelyukak keletkezhetnek.

1. Az egyik ilyen folyamat a csillagok gravitdacids Osszeomlasa, amelynek soran
csillageredetii feketelyukak (stellar black holes) keletkezhetnek. A 7.2. fe-
jezetben emlitettiik, hogy ha egy gombszimmetrikus csillag tomege nagyobb,
mint kb. a kétszeres Nap-tomeg, M > 2M,, akkor a csillagnak gravitacios
osszeomlast kell szenvednie, hacsak a fejlédése soran nem tud megszabadulni
valamilyen folyamatban tomegének akkora részétol, hogy ez ald a tomeghatar
ald keriiljon. (A tomeghatért a csillag forgdsa elvileg nagyobb értékre kitol-
hatja, ez a véltozds azonban a megfigyelt esetekben dltaldban nem jelent6s.)
A galaxisunkban szamos csillagnak nagyobb a tomege, mint 2M, az ilyen
csillagok élettartama pedig lényegesen rovidebb, mint a galaxisunk életkora.
Ezért joggal feltételezhetjiik, hogy a galaxisunkban sok feketelyuk keletkezhe-
tett. Arra nézve azonban nagyon bizonytalanok az ismereteink, hogy a csilla-
gok fejlodésiik soran mennyi tomeget veszitenek, torténjen az akar fokozato-
san (mint pl. a voros éridsok esetén), akar hirtelen, szupernévarobbandsban.
Ezért végiil pontatlanul lehet csak megbecsiilni a keletkezett feketelyukak
szamat. A feketelyukak szamanak egyik becslése a szupernévak szaman ala-
pul. A megfigyelések alapjan évszazadonként néhany szuperndéva keletkezik
a galaxisunkban. Ezért kb. 10% szupernéva, és kb. ugyanennyi feketelyuk
fordulhat el6 a galaxisunkban. Kz a becsiilt szam lehet tdl nagy, mert a
a szupernovarobbands utan visszamaradd égitest sokszor neutroncsillag lesz
feketelyuk helyett. Masrészt a feketelyukak igy becsiilt szama lehet tul ala-
csony, mert lehet, hogy folytonos anyagvesztéssel sokkal gyakrabban keriilhet
az Osszeomld csillag feketelyuk-allapotba, mint szupernévarobbanéssal. A csil-
lagosszeomlassal keletkezo feketelyukak tomegének 2M, < My, < 100M, in-
tervallumba kell esnie, mert normaél csillagok 100 M, tomegnél nagyobb tomeg-
gel nem léteznek, ugyanis instabilla valnak a csillagrengésekkel szemben.

2. Feketelyukak keletkezhetnek a Természetben akkor is, amikor nagyon siirt
csillaghalmazok kozponti torzse gravitaciosan osszeomlik, ezek a galaktikus
feketelyukak, szokds szupernehéz feketelyukakként (supermassive black
holes) is emlegetni 6ket. A csillaghalmaz belsejében gravitécids iitkozések
révén, véletlenszertien nagy energia 6sszpontosulhat egyetlen részecskére (csil-
lagra), amely ekkor eltavozik a halmazbdl. Az ilyen | csillag-parolgas” kdvet-
keztében a visszamaradé csillaghalmaz energidja csokken és még tovabb né a
kozponti tomegstirtisége. Végiil a halmaz kozponti része olyan stirtivé valhat,
hogy az arapaly-erék széttorik az egyes csillagokat. Tobbféle modell 1étezik
arra nézve, hogy ezutan mi torténik, és ezek koziil tobb is teljes gravitacios
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Osszeomlast és nagy feketelyuk keletkezését josolja. Az ilyen fekelyukak leg-
valosziniibben a galaxisok kozéppontjaban johetnek létre, a tomegiik altalaban
a galaxis tomegének jelentés hanyadat képezheti, 107 — 101° M nagységrendii
lehet.

A XX. szazad végétol kezdve gytilnek csillagaszati megfigyelések adatai arrol,
hogy galaxisunkban szémos (90) csillag kering egy ldthatatlan objektum koriil,
amelynek kozéppontja egybeesik a Sagittarius A radiéforrassal. A Kepler-
palydik alapjan az ismeretlen objektum témege kb. (2,6—4, 3)-107 M, sugara
0,02 —0,002 fényév. Az adatok még pontatlanok ahhoz, hogy egyértelmiien el
lehessen donteni, hogy a lathatatlan objektum sugara kisebb, mint a Schwarz-
schild-sugar, vagy nem. Mégis nagyon valészin, hogy ,,galaktikus” fekete-
lyukat észleltek, mert nincsen mas fizikai elképzelés, ami magyarazhatnd ilyen
oriasi, lathatatlan tomeg elhelyezkedését a becsiilt kis térfogatban.

. Oseredeti (primordiélis) feketelyukak keletkezhettek a Vildgegyetem korai sza-
kaszaban, amikor annak nagy stirtiségli tartomanyai gravitaciés osszeomlast
szenvedtek. A Vilagegyetem ugyan nagy méretskalan jé kozelitéssel homogén
és izotrop. Azt is tudjuk azonban, hogy mai szerkezetét annak koszonheti,
hogy kezdeti inhomogenitasok voltak jelen. Ha ezek a kezdeti inhomogenitésok
elég jelent6sek voltak a korai Vildgegyetemben, akkor eredményezhettek olyan
anyagstiriséget, amely lokélis instabilitast és az anyag feketelyukakba torténd
lokalis 6sszeomlasat eredményezhette. Ilyen modon akar nagyszamu Oseredeti
feketelyuk is keletkezhetett. Arra nézve, hogy vannak-e ilyen feketelyukak a
Vildgegyetemben, és ha igen, akkor mennyi a szamuk, nincsenek meghizhato
becsléseink.

A primordialis feketelyukak egyik sajatossaga, hogy a tomegiik barmekkora le-
het, beleértve a Naptomegnél kisebb tomegeket is. A jelenlegi Vilagegyetemben
semmilyen folyamat nem tud ilyen kis feketelyukakat létrehozni. Pl. ha egy
Schwarzschild-feketelyuk tomege a Fold tomegével egyenld, My = 6 - 10?4 kg,
akkor a sugara rg = 2GMp/c* ~ 0,01 m. Ezért a Foldet igy tudnank fekete-
lyukka alakitani, ha nem gravitacids erékkel osszenyomnank r; ~ 0,01 m su-
garivd, azaz p ~ 1,4 - 103%%kg/m3 siirfiségiivé, és akkor a sajat gravitdcidjanak
hatdsara Osszeomlast szenvedne. A Vildgegyetem a Nagy Bumm utan kb.
7 ~ 107! s-mal volt ilyen sfirti. Ha ekkor voltak dp =~ p nagysdgrendii
stirtiségfluktuaciok az 0,01 m méretskalan, akkor keletkezhettek olyan pri-
mordialis feketelyukak, amelyek tomege a Fold tomegével volt egyenlo. A
Nagy Bumm utédn 7 ~ 107! s idével még 3 nagysdgrenddel kordbban va-
gyunk annél az idépontnal, ameddig kb. visszakovethetjiik idében az alapvetd
kolesonhatdsokra vonatkozo ismereteink alapjan a Vilagegyetem fejlodését. A
kis primordialis feketelyukak tehat a kozmoldgiai fejlodés nagyon korai sza-
kaszaban johettek létre, ha keletkeztek.

274



11.4. A feketelyukak megfigyelése

A feketelyukak kicsik és sotétek (nem vilagitanak), ezért kozvetlen megfigyelésiik
rendkiviil nehéz. Egy M = M, tomegi Schwarzschild-feketelyuk sugara 3 km, egy
nagy galaxis magjaban taldlhat6 10 M, tomegti feketelyuk Schwarzschild-sugara is
csak 1y ~ 3 - 10 km = 0,003 fényév. A feketelyukak kozvetett megfigyelése azon-
ban lehetséges annak alapjan, hogy milyen hatast gyakorol a feketelyuk a kornye-
zetében taldlhaté anyagra. Napjainkban (2016) a LIGO kisérletben a gravitdcids
hullamok elso, kozvetlen detektdlasa kapcsan bebizonyosodott, hogy feketelyukak
litkozését meg lehet figyelni az litkozés soran keletkezett gravitacios sugarzas de-
tektalasa révén.

Amennyiben a feketelyukat csillagkozi anyag alkotta kod veszi koriil, akkor a
csillagok Gsszeomlasaval keletkezett feketelyukak a koriilottiik talalhato anyagot erds
gravitaciés vonzé hatasuknal fogva magukba szivjak. Az impulzusmomentum meg-
maradasa kovetkeztében ennek az anyagnak a ,,részecskéi” spiralis palyan zuhannak
be a feketelyukba mikozben egy korong alaki elrendezodést vesznek fel, létrehozva
a gyljté korongot, vagy mas széval az szivasi korongot (accretion disc). Az
elszivé folyamat (accretion process) kozben a szivési korong belsejében az anyag
belso surlédés révén annyira felheviil, hogy elektromégnesesen vilagitani kezd, féként
Rontgen-sugarzast bocsat ki. Ezt tudjuk megfigyelni. Erdemes megjegyezni, hogy az
elszivasi folyamat az egyik legjobb, ismert energiatermel6 folyamat a Természetben,
amikor a felszaporodott anyag nyugalmi tomegének kb. 40%-a alakul at sugarzasi
energiava; osszehasonlitdsképpen a magfiziéban ez csak 0,7%. A Vildgegyetemben
megfigyelt szamos kiugréan nagyenergiaju jelenségrol feltételezziik, hogy feketelyuk
koriili szaporité folyamattal lapcsolatos. Pl az aktiv galaxismagokrol és a
kvazarokrdl azt feltételezziik, hogy galaxisok kozpontjaban elhelyezkedo, rendkiviil
nagy tomegi feketelyukak szivéasi korongjatol szarmaznak.

A binéris Rontgen-forrasokrdl (X-ray binaries) azt gondoljuk, hogy olyan
kettds rendszerek, amelyek egyik tagja kozonséges csillag, a masik pedig egy kicsi,
nagytomegli objektum, amely elszivja az anyagot a tarsatol. A kompakt objek-
tum lehet neutroncsillag vagy feketelyuk. A kiséré kozonséges csillag mozgédsabol
gyakran meg lehet hatarozni a kompakt objektum tomegét. Ha az jéval a csillag
stabilitasat garantdlé TOV-féle tomeghatar felettinek adddik, akkor kizarhatjuk,
hogy a kompakt objektum neutroncsillag, ekkor olyan jeloltet talaltunk, amelynek
egyik tagja feketelyuk lehet. El6szor 1972-ben taldltak olyan kettds rendszert, a
Cygnus X-1-et, amelynek egyik tagja feketelyuk lehet, a tarscsillag tomege viszont
joval nagyobbnak adddott, mint a kompakt objektumé, ami az egyértelm@ dontést
nehézzé teszi. Ijjabban olyan binaris forrdsokat fedeztek fel, az igynevezett lagy
atmeneti Rontgen-sugarzdkat (soft X-ray transients), amelyekben a kézonséges
csillag kis tomege lehetové teszi a kompakt objektum tomegének kelléen pontos
meghatarozasat. Raadasul a lagy atmeneti Rontgen-sugarzék minden 10-50 évben
csak néhany hénapon at sugaroznak a Rontgen-tartomanyban, a koztes nyugal-
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mi idészakban (quiescence) a gyiijté korong nagyon halvany, igyhogy ezalatt a
kozonséges csillag jol megfigyelheto.

A galaxisok egy részét a csillagaszok aktiv galaxisoknak nevezik. Ezek olyan
galaxisok, amelyek magja, az igynevezett aktiv galaxismag szokatlan spektralis
tulajdonsdgokkal és nagyon erds radidsugarzassal rendelkezik. A megfigyelések és
az elméleti megfontolasok alapjan feltehetd, hogy a galaxismagok aktivitasat az
magyarazza, hogy kozéppontjukban egy nagyon nagy tomegi feketelyuk helyezkedik
el. Szamos jeloltet taldltak ilyen feketelyukakra.

Manapsag a csillagéaszati megfigyelések altalanosan igazolni latszanak, hogy a
galaxisok tobbségének (nem csak az aktivaknak) a kézéppontjaban taldlhaté egy
szupernehéz feketelyuk. Sajat galaxisunkban is valdsziniileg egy galaktikus fekete-
lyuk taldlhatd, amelynek centruma egybeesik a Sagittarius A radiforrdssal (1d. az
el6z6 fejezetet).

11.5. A feketelyukak altalanos tulajdonsagai

Térjink most ra annak vizsgalatara, hogy milyen altalanos tulajdonsdgai vannak a
feketelyukaknak. Ezeket a téridok globalis tulajdonsdgai alapjan hatarozhatjuk meg,
azokra az eredményekre tamaszkodva, amelyeket a téridok kauzdlis szerkezetére és
szingularitasaira vonatkozoan ismertiink meg a 8. és a 9. fejezetben.

Allitas: Legyen (M, gu) aszimptotikusan lapos téridd, (M, a,) a hozzétartozé
nem fizikai téridé, és J+ C M jeldlje a jovobeli null-végtelent. A B =M\ J (J™)
feketelyuk-tartomany zart halmaz M-ben, igyhogy B tartalmazza a H horizontot,
HCB.

Legyen g € J+ és p € M N J(q), tovabba r € JT olyan pont, amely J+ ¢-n 4thaladé
jov6irdnyd + null-generdtordn ¢ utédn helyezkedik el. Ekkor p € I~ (r). Valdban, r-t és ¢-t a
feltételek szerint a + null-geodetikus generator koti Ossze, viszont p a feltételek szerint nem le-
het rajta a v null-geodetikuson, mert M N J+ = 0, kdvetkezésképpen p és ¢ vagy olyan null-
geodetikussal kothetd Ossze, amely nem simén csatlakozik g-ban v-hoz, vagy idGszerii gorbével. Az
r és p pontok tehat nem kothetok Gssze toréspont nélkiili null-geodetikussal. Ekkor a 8.1.2. tétel
kovetkezményének bizonyitdsakor mondottak alapjan p € I~ (r).

Azt kaptuk tehat, hogy M NJ~(J ") barmely pontja benne van M NI~ (J1)-ban, hiszen p,
q és r tetsz6leges pontok voltak (eltekintve g és r sorrendiségétdl y-n), vagyis MNJ~(JT) = M N
I=(J™"). Ez viszont azt jelenti, hogy J~ (J ) nyilt halmaz M-ben, akkor viszont B = M\ J~(JT)
zart halmaz M-ben, tgyhogy M tartalmazza B hatarat, azaz H-t.

Miutan szeretnénk beszélni arrdl, hogy mi a ,,torténete” a feketelyuknak, be-
vezetjilk a , feketelyukrdl késziilt pillanatfelvétel” fogalmat.

Definicié: Legyen (M, gup) aszimptotikusan szigordan elérejelezhetd térido,
amelyhez létezik V' O M N J=(J ) globdlisan hiperbolikus tartomény a nem fizikai
téridében. Legyen B = M \ J~(JT) a feketelyuk tartoménya a téridében. Ha X
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Cauchy-felillet V-ban, akkor a ¥ N B tartomanyra dgy tekintiink, mint a teljes
feketelyuk-tartomanyrdél a ¥ ,,idopillanatban” késziilt pillanatfelvételre.
Ha ¥ N B nem 0sszefiiggo, akkor a 3 N B tartomany minden B komponensét a 3
pillanatban késziilt pillanatfelvételen szerepld feketelyuknak fogjuk nevezni.

Megjegyzés: A feketelyukak szama ,idével”, azaz a ¥ Cauchy-feliilet meg-
valasztasatol fiiggden valtozhat, hiszen 1j feketelyukak képzddhetnek, és meglevo
feketelyukak egybeolvadhatnak. Arra nézve azonban tételt tudunk kimondani, hogy
egy feketelyuk sosem tiinhet el, és sosem bifurkalédhat, azaz sosem hasadhat fel
az id6 mulasaval ketté vagy tobb feketelyukra.

12.2.1. tétel: Legyen (M, g,p) aszimptotikusan szigorian elérejelezhetd téridé,
és legyenek ¥ és Xy Cauchy-feliiletek V-ben, amelyekre fennall, hogy ¥y C I ().
Legyen B; egy feketelyuk a 3, pillanatban, azaz legyen By a ¥y N B tartomanynak
egy nem iires, Osszefliggd komponense. Ekkor J*(B;) N 3y nem iires, és benne van
B N %, egyik 6sszefiiggd komponensében.

Nyilvdnvaléan fennall, hogy J*(B1) C B, de akkor J"(B1) N Xy C BN Xy # (. Ezutén
csak azt kell beldssuk, hogy JT(B1) N Xy a B N Xa-nek egyik osszefiiged komponensében van
benne. Tegyiik fel ennek az ellenkez&jét. Ekkor taldlhatndnk olyan diszjunkt O, O’ C Xy nyilt
halmazokat, hogy O1NJ T (By) # 0, OoNJ T (B1) # 0 és OUO’ D J(B1)NE; lenne. Ekkor viszont
B; valamekkora darabjainak benne kell lennie I~ (O)-ban és I~ (O’)-ben, azaz By NI~ (0) # 0 és
BiNI~(0") # 0, mikdzben I~ (OUO') = I~ (0O)UI~(O") D By. Tegyiik fel, hogy lenne olyan p € 5;
pont, amelyik ekkor I~ (O)-ban és I~ (O’)-ben is benne lenne. Ekkor a p pontban a jov&irdnyu,
idOszerti geodetikusokat két halmazra tudnéank osztani, olyanokra, amelyek 3;-t O-ban metszik,
és olyanokra, amelyek Yo-t O’-ben metszik. Ezzel fel tudnéank osztani a p pontban értelmezett
idOszerti vektorokat két, nem iires, diszjunkt részhalmazra, az pedig ellentmondana annak, hogy
a jovébeli fénykup belseje Osszefiiggé halmaz. Nem létezhetne tehat olyan p € By pont, amelyik
benne van I~ (O)-ban is és I~ (O')-ben is. Akkor viszont I~ (O)NX; és I~ (0')NE; olyan diszjunkt
nyilt halmazok kellene legyenek, amelyek belemetszenek Bi-be és unidjuk tartalmazza Bi-et. Ez

pedig ellentmond a feltevésiinknek, hogy B; Osszefiliggo.

A feketelyuk fenti definiciéjat hasznédlva a f6 nehézség az, hogy a térido tel-
jes evolucigjat tudnunk kell ahhoz, hogy eldontsiik, van-e jelen feketelyuk. Meg-
eshet azonban, hogy bar a (3, hap, Kup) kezdeti adatok ismertek, nem tudjuk exp-
licit médon megoldani az Einstein-egyenleteket, amelyek meghatarozzak a térido
evolucigjat. Ilyenkor a feketelyuk dltaldanos definicidja nem elegendo, hogy eldontsiik,
B = () vagy nem, és ha B # (), akkor ¥-n hol helyezkedik el a feketelyuk B = BN
pillanatfelvétele. Ezért hasznosak a feketelyuk létezésére és helyzetére vonatkozo
olyan kritériumok, amelyek nem kovetelik meg a térido teljes, idobeli fejlodésének
az ismeretét. Harom ilyen kritériumot fogunk ismertetni.

1. A 9. fejezetben targyalt 9.5.3. tétel és 9.5.4. tétel értelmében, ha léte-
zik csapdazott feliillet a téridoben, az anyag eleget tesz megfelelo energia-
feltételeknek és néhany tovabbi feltétel érvényes, akkor szingularitasnak kell
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megjelennie. Ezért a csapdézott felilletek a térido szingularitdsaival vannak
kapcsolatban. Az els6 kritérium azt fogalmazza meg, hogy aszimptotiku-
san szigortian eldrejelezhetd téridében a J 1 jov6beli null-végtelenbdl nemesak
hogy csupasz szingularitds nem lathatd, hanem csapdazott feliilet sem lathato.
Masképpen fogalmazva, valamennyi csapdazott feliiletnek teljes egészében va-
lamely feketelyuk tartomanyaban kell elhelyezkedni.

12.2.2. tétel: Legyen (M, g,) aszimptotikusan szigorian elérejelezhets tér-
id6, amelyben barmely £ null-vektormezd esetén az R k®k? > 0 egyenl6tlen-
ség all fenn, ami igaz, ha teljesiilnek az Einstein-egyenletek és az anyag eleget
tesz az erés energia-feltételnek. Tegytik fel, hogy M-ben van T csapdazott
felitlet. Ekkor T' C B, ahol B az M téridében a feketelyuk tartomanya.

Tegytiik fel, hogy T nincsen teljes egészében benne B-ben. Ekkor a nem fizikai téridében
JT(T)N JT # 0 lenne. Ugyanakkor a térszerii végtelen, i° nincsen benne M semelyik
pontjanak a kauzalis jovéjében sem, de akkor i ¢ JT(T) is teljesiil. Tovabba, mivel V
globalisan hiperbolikus a nem fizikai téridében és T kompakt, a 8.3.11. tétel értelmében
JT(T) zart V-ban. Ezért i%-nak van olyan nyilt kérnyezete, amely nem metsz bele J* (T)-
be, tgyhogy JT-nak is van olyan nyilt kornyezete, amely nem metsz bele J*(T')-be. Mivel
azonban J+ Ssszefiiggh, ezért akkor van olyan ¢ € J T pont, amelyre ¢ € J(T). Ekkor a
9.3.11. tétel értelmében a nem fizikai téridében van olyan v null-geodetikus, amely p € T
pontbdl g-ba megy, ortogondlis T-re, és nincsen rajta T-hez konjugalt pont T és q kozott.
Masképpen fogalmazva, Jt (T')-t T-re ortogondlis null-geodetikusok generdljsk.

Mivel a konform traszformacié nem valtoztatja meg a vektorok lokalis osztalyozasat térszert,
id6szert és null-vektorokra, azért a gqp fizikai metrika tekintetében v szintén T'-re ortogonalis
null-geodetikus, amelyen nincsen konjugalt pont, de most v a jovéiranyban teljes. Ez azon-
ban lehetetlen, mert p-ben (a T csapddzott feliileten) 6y < 0 azon null-geodetikusok kong-
ruencidjaban, amelyhez ~ tartozik, igyhogy a 9.3.6. tétel értelmében a fizikai téridében
kell, hogy legyen ~v-n konjugdlt pont p és g kozott p-t6l mérve 2/|6p|-ndl nem nagyobb
affin tavolsagra. Eredeti feltevésiink, hogy 7' nincsen teljes egészében benne B-ben, ellent-
mondasra vezetett, tehat T' C B kell legyen.

. Definicié: Marginalisan csapdazott feliilletnek nevezziik az olyan két-
dimenziods, térszerti, M-be bedgyazott részsokasagot, amelyhez tartozé orto-
gonalis geodetikusok mindkét csalddjanak expanziéja @ < 0. (Ezzel ellentétben
a csapdazott feliilet definicidjaban 6 < 0-t koveteltiink meg.)

A 12.2.2. tétel altalanosithaté marginalisan csapdazott feliiletekre.

12.2.3. tétel: Legyen (M, g,p) aszimptotikusan szigorian elérejelezhetd téridé,
amelyben barmely &% null-vektormezd esetén az R,,k?k” > 0 egyenlStlenség all
fenn. Tegytik fel, hogy M-ben van T" margindlisan csapdézott feliilet. Ekkor
T C B.

Hasonléan, mint az elézé tétel bizonyitdsa sordn, most is beldthatjuk, hogy J T(T)-t a T-re
ortogonalis null-geodetikusok generaljak. A fizikai téridé ezen null-geodetikusainak expan-
zi6ja kezdetben nem pozitiv. Ebbél kévetkezik, hogy 6 < 0 mindenhol Jt (T)-n. Csakugyan,
a (9.3.49.) egyenlet jobb oldaldn wge, = 0 (T-re ortogonalis null-geodetikusok kongruencigjét
vizsgéljuk), igyhogy df/d\ < 0 mindeniitt J *(T)-n, hiszen 6 a —co-n keresztiil sem valhat
pozitivva, mert akkor lenne konjugalt pont.
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Tegyiik fel most, hogy T N J=(JT) # 0. Ekkor beldthatjuk, mint az el6z8 tétel bi-
zonyitdsa sordn, hogy létezik olyan ¢ € JT pont, amelyre ¢ € J(T). Masrészt mind-
azok a p pontok, amelyek g kauzalis jov6jében vannak és egyuttal rajta vannak Jt-nak a
g-n 4thaladé null-geodetikus generatordn, benne kell, hogy legyenek I (T')-ben, mivel ezek
a p pontok olyan kauzalis gorbékkel kotheték Gssze T-vel, amelyek nem toréspontmentes
null-geodetikusok (torésponttal rendelkez6 null-geodetikusok, vagy iddszer(i gorbék). Mi-
vel IT(T) nyilt, ezért J+-nak minden olyan null-generdtora, amely kellden kozel van a
g-n dthaladé null-generdtorhoz, be kell, hogy lépjen IT(T) = int(J*(T))-be. Mésrészt
J1 minden null-generatoranak multbeli végpontja van i%-ban; akkor viszont el kell hagyja
JH(T) = J+(T)-t (hiszen i® nincsen benne J+ (T)-ben). Akkor viszont nemcsak J+ egyetlen
¢ pontjanak, hanem J+ egy ¢ koriili lokdlis S C J T keresztmetszetének is a J+(T') hatéron
kell elhelyezkednie. Masrészt J*(T') minden null-generatoranak S-et ortogonalisan kell met-
szenie, hogy ne létezzen T-t S-sel 6sszekoto iddszerti gorbe. Ugyanakkor a fizikai téridében
J 7T barmely keresztmetszetét ortogondlisan metsz6 null-geodetikusok kongruencidjanak az
expanzibja pozitiv J T kozelében. Ez viszont ellentmond el8z6 eredményiinknek, hogy J+ (T)
null-geodetikus generatorainak kongruenciaja mindeniitt nem pozitiv expanziéval rendelke-
zik. Tehat a feltevésiink, hogy T'N J=(JT) # 0, nem lehet igaz, mert ellentmonddsra
vezetett. Ezért TN J~(JT) =0, vagyis T nem lathaté JT-bol.

. A két el6z6 tétel bizonyitasaban T tulajdonsigaibdl csak azt kellett felhasznélni,
hogy JT(T) zért, hogy i® & J*(T) és, hogy J(T') null-geodetikus generato-
rainak expanziéja kezdetben nem pozitiv. Ilyen tulajdonsagi halmazra mas
példat is lehet taldlni, mint a 7' csapdazott feliiletet: az ugynevezett kiils6
marginalisan csapdazott feliiletet.

Definicié: Legyen X olyan aszimptotikusan lapos Cauchy-feliilet V-ban, amely
atmegy i’-on és i’-ban térszeri. Legyen C' C XN M a Y-nak zart részhalmaza,
ami 3-dimenziés, hatarral rendelkezé sokasag, és tegytik fel, hogy a C rész-
halmaz 2-dimenziés S = C hatdra olyan tulajdonsagu, hogy az S-re orto-
gonalis, kifuté null-geodetikusok csaladjanak 6 expanzidja sehol sem pozitiv,
0 < 0. Az S feliiletet ekkor kiils6 marginalisan csapdazott feliiletnek
nevezziik, C-t pedig csapdazott tartomanynak.

Itt felhaszndltuk az aldbbi definicidt:

Definicié: Az S-re ortogonalis null-geodetikusok kifuté csaladjat olyan geo-
detikusok alkotjak, amelyekre k*N, > 0, ahol k® a geodetikus érintovektora,
N¢ pedig S-nek a C-bdl kifelé mutaté normalisa Y-ban.

Megjegyzés: A C csapdazott tartomanynak nem kell sem Osszefiiggének, sem
kompaktnak lennie. Altaldban egy T csapdézott feliiletnek nem kell kiilsé
csapdézott feliilletnek lennie, mert nem kell, hogy egy 3-dimenziés térfogat
hatara legyen.

Allitas: Az fgy definidlt C' csapdézott tartomdny eleget tesz azoknak a tu-
lajdonsagoknak, hogy JT(C) zart, hogy i® ¢ J(C) és, hogy J(C) null-
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geodetikus generatorainak expanzidja kezdetben nem pozitiv.

Belathaté, hogy globélisan hiperbolikus téridé % Cauchy-feliilete barmely zart C C X
részhalmazanak JT(C) kauzalis jovSje zdrt. Mivel C' hatérral rendelkezd részsokasig Y-
ban, azért i nem pontja C-nek. A zartsaghdl kovetkezéen JT(C) C J*H(C). Mésrészt,
Jt (C) null-geodetikus generédtorai a kovetkezd tulajdonsdguak kell legyenek: (a) kell, hogy
legyen multbeli végpontjuk C-n, de ez nem lehet intC-ben, vagyis akkor a végpontjuk az
S hatéron van; (b) az S = C feliiletbél ortogonalisan kell kilépjenck; (c) és nem lehetnek
S befuté null-geodetikusai. Ha ugyanis ezen tulajdonsagok valamelyike nem teljesiilne, ak-
kor ezek a null-generatorok belépnének I (C)-be. Tehat J*(C) null-geodetikus generétorai
S = C-hez képest ortogonalisan kifuté null-geodetikusok, amelyeknek az expanzidja kezdet-
ben 6 < 0.

12.2.4. tétel: Legyen (M, g,5) aszimptotikusan szigorian elérejelezhet6 téridé,
amelyben R,,k%k® > 0 minden k¢ null-vektorra. Legyen Y aszimptotikusan
lapos Cauchy-felillet V-ban, és legyen C' C ¥ csapdédzott tartomény. Ekkor
CcBNk.

Elismételhet a 12.2.3. tétel tétel bizonyitdsa, ahol most T szerepét C veszi at.

Definicié: A ¥ Cauchy-feliillet C' csapdazott tartomanyai uniéjanak lezartjat
teljes csapdazott tartomanynak nevezzik, T-vel jeloljik. A teljes csapddzott
tartomény A = T hatarat latszélagos horizontnak nevezziik.

Allitas: A latszélagos horizont vagy az esemény horizonton beliil helyezkedik
el, vagy egybeesik vele.

Aszimptotikusan szigorian elérejelezheté téridében, ha R,pk®k? > 0 minden k% null-vektor-
ra, a 12.2.4. tétel értelmében fenndll a 7 C B N X tartalmazdsi relacié. Masrészt A C T miatt
az A latszélagos horizont is benne van B N ¥-ban, azaz vagy a valédi H esemény horizonton beliil

van, vagy avval egybeesik.
A kovetkezo tétel a latszélagos horizont tulajdonsagarol szol.

12.2.5. tétel: Ha a X Cauchy-felilleten a 7 teljes csapdazott tartomany
egy hatarral rendelkezé sokasag, akkor az A latszolagos horizont olyan kiilsé mar-
ginalisan csapdazott feliilet, amelyen a kifuté null-geodetikusok kongruencidjanak
az expanzidja zérus, 6 = 0.

Végiil a H esemény-horizont ,,idébeli” fejlodésével kapcsolatos tétellel ismer-
kediink meg. Induljunk ki abbdl, hogy a H horizont J* kauzélis multjdnak a
hatdra. Ezért a 8.1.3. tétel értelmében H egy akrondlis, 3-dimenzids, beagyazott
C" részsokasidg. A 8.1.6. tétel értelmében H-t a jovébe nem kiterjeszthetd null-
geodetikusok generaljak, mert H egyetlen null-geodetikus generatoranak sem lehet
végpontja Jt-ban.

Allitas: Legyen ¥ Cauchy-feliilet V-ban és H = HNY. Amennyiben a H # (),
akkor H egy 2-dimenzids részsokasag >-ban.
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Ez az allitas képezi az alapjat annak a meglep6 kapcsolatnak, amely a fekete-
lyukak, a termodinamika és a kvantumfizika kozott talalhato.

12.2.6. tétel: A feketelyukakra vonatkozé feliileti tétel (Hawking!‘”
tétele): Legyen (M, g.) aszimptotikusan szigoruan elérejelezhetd téridé, amelyben
Rapk®k® > 0 barmely &% null-vektorra. Legyenek Y, és ¥y olyan térszerti Cauchy-
feliiletek a V globalisan hiperbolikus tartomanyban, amelyekre Xy C I1(3;). Jeldlje
H az esemény-horizontot, azaz a feketelyuk-tartoméany hatérat (M, g.,)-ben. Legyen
H, = HN Yy és Hy = HN Y, Ekkor Hs teriilete nagyobb vagy egyenld, mint H;
tertilete.

A bizonyitds azon alapszik, hogy a H esemény-horizont null-geodetikus generatorai nem
Osszetartéak (az expanziéjuk nem megativ), és ezért H-nak a metszetei az ,,id6ben” egymés utdni
Cauchy-feliiletekkel nem csokkeno tertiletiiek kell legyenek.

El6szor belatjuk, hogy H null-geodetikus generatorainak expanziéja mindeniitt nem negativ,
0 > 0. Tegyiik fel, hogy valamely p € H pontban § < 0. Legyen X az a Cauchy-feliilet V-ban,
amelyik dtmegy p-n, és tekintsiik a H = ¥ N H 2-dimenzios feliiletet. Mivel p-ben 6 < 0, ezért H-t
deformdlhatjuk Y-ban, a p kérnyezetében kifelé egy olyan H' feliiletbe, amely belemetsz J~(J)-
ba, és amelyen § < 0 mindeniitt J~ (J T )-ban. Ez azonban ellentmonddsra vezet hasonl érveléssel,
mint amivel a 12.2.2. tétel bizonyitasakor éltiink, a kovetkezéképpen. Legyen K C X az a zart
tartomdny, amely H és H’ kozott helyezkedik el, és legyen ¢ a K kauzdlis jovéjének hatdrén, a
jov6beli null-végtelenben fekv pont, azaz g € J+ és ¢ € JT(K). Legyen A a J*(K) hatérnak a
¢ ponton dthalad6 null-geodetikus generatora. Ekkor A-nak H’-t ortogondlisan kellene elérnie. Ez
azonban lehetetlen, mert H'-n 6 < 0, és ezért ezen a generdtoron konjugédlt pont van, még miel6tt
eléri g-t. A feltevésiink, hogy van H-nak olyan pontja, amelyben 6 < 0, ellentmondésra vezetett.
Ezért 6 > 0 mindentitt H-n.

Minden p € H; pont rajta van H-nak egy jovébe nem kiterjeszthetd v null-geodetikuséan.
Mivel ¥y is Cauchy-feliilet, metszenie kell -t valamilyen ¢ € Hs pontban. Ilyen médon Hi-nek
Ho-be torténé természetes leképezését kapjuk. Mivel 6 > 0, azért Ho azon darabjdnak a teriilete,
amely Hi-nek a képe, nem lehet kisebb, mint H; teriilete. Raadasul a leképezésnek nem kell ,,-
ra” torténo leképezésnek lennie, mert pl. 3; és Yo kozott 1j feketelyuk is keletkezhet. Ezért Ho
tertilete lehet nagyobb is, mint H; teriilete.

11.6. A toltott Kerr-féle feketelyukak

(Szdmos tovabbi részlet és irodalmi hivatkozas taldlhat6 ennek a fejezetnek a tar-
talmaval kapcsolatban a [1, 2| tankdnyvekben.)

11.6.1. A toltott Kerr-megoldas

Vizsgaljuk azt az esetet, amikor egy test teljes gravitacids osszeomlast szenved el és
a kozmikus cenzurara vonatkozo sejtést elfogadva feketelyuk keletkezik. Gombszim-
metrikus esetben a térido a testen kiviili vakuum-tartoményban a Schwarzschild-
megoldas, ami sztatikus. Lattuk, hogy a teljes Osszeomlas soran Schwarzschild-féle

107Stephen William Hawking, angol fizikus, 1942-2018.
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feketelyuk keletkezik. Altaldban, nem gémbszimmetrikus sszeomlds esetén a testen
kiviill a térid6 valtozhat idoben és erdsen fiigghet az Osszeomlds részleteitol. Amig
pl. gémbszimmetrikus Osszeomlds esetén nem keletkezhet gravitdcids sugédrzas (az
id6ben valtozo ,,gravitidciés monopolus” nem kelt sugdrzast), addig a nem gémb-
szimmetrikus 6sszeomlést jelentds energia-kisugarzas kisérheti. Emellett az varhato,
hogy a keletkezett feketelyuk minden jelenlevé anyagot gyorsan elnyel, és a végélla-
pot vakuumallapot lesz, legfeljebb a feketelyukhoz tartozé elektromagneses mezé le-
het még jelen. (Bar bindris Rontgen-forrasok esetén alland6 anyagaramlds torténik
a feketelyuk irdnyaba, még ez is csak gyengén perturbalja a feketelyuk szerke-
zetét.) Ezért abbol indulhatunk ki, hogy az 6sszeomlds végédllapota sztatikus, elekt-
rovakuumban elhelyezkedo feketelyuk. Elektrovakuumon azt értjik, hogy az elekt-
romagneses mezo jelenlététol eltekintve vakuum van.

Az elmondottak értelmében fontos kérdés, hogy elektrovakuumban milyen
sztatikus feketelyuk lehetséges. A Maxwell-egyenletek és az Einstein-egyenletek csa-
tolt rendszerének keressiik a sztatikus megoldasait, a csatolast részben a metrika biz-
tositja, masrészt az Einstein-egyenletekben az elektromagneses mezo energiaimpul-
zus-tenzora szerepel . forrasként”. A fejezet végén megmutatjuk, hogy a sztati-
kus megoldasoknak egyetlen csaladja létezik, ez a toltott Kerr-megoldasok 3-
paraméteres csaladja. A toltott Kerr-megoldasok metrikaja és vektorpotencialja:

P A-a Sin29dt2 _2(r 4 a® — A)asinzﬁdt i
)y )y
(% + %) _ZA @S0 2 de® + %drz +Xde?,  (11.6.1.)
A, = —%[(dt)a — asin? 0(d¢),), (11.6.2.)
ahol
Y =7r*+a*cos’d, A=r*+a*+e*—2Mr, (11.6.3.)

és e, a és M a megoldasban szereplo 3 paraméter. A toltott Kerr-megoldas specialis
esetei:

e Ha e = 0, akkor A, = 0 mindeniitt, és a vakuum-Kerr-megoldasok csalddjat
kapjuk.

e Ha a = 0, akkor az tgynevezett Reissner!®®-Nordstrom!®-megoldést kapjuk
meg.

e Az e = a = 0 eset a Schwarzschild-megoldasra egyszerisodik.

108Hans Jacob Reissner (Jacob Johannes Reissnerként is ismert), német repiilémérnok és mate-
matikai fizikus, 1874-1967
109 Gunnar Nordstrom, finn fizikus, 1881-1923
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Minden t6lt6tt Kerr-metrika staciondrius és axidlszimmetrikus, a £ = (9/0t) és a
Y* = (0/0¢)" Killing-vektormezdkkel rendelkezik.

11.6.2. Staciondarius, axialszimmetrikus téridok

Mint korabban mar beszéltiink rola, a téridot stacionariusnak nevezziik, ha létezik
benne &% iddszert Killing-vektormezo, amelynek az orbitdi teljesek. A téridot
axialszimmetrikusnak nevezziik, ha létezik benne olyan ¢ Killing-vektormezo,
amelynek integralgorbéi zart, térszerii gorbék. A téridét stacionariusnak és axial-
szimmetrikusnak nevezziik, ha létezik benne a fenti tulajdonsagu £* és ¥ Killing-
vektormezo, és azokra

[, 4] = 0, (11.6.4.)

azaz a Killing-vektormezOokhoz tartozd izometria-transzformaciok felcserélhetok. A
Killing-vektormezok felcserélhetoségénak koszonhetéen vélaszthatunk olyan koor-
dindtarendszert, hogy (2° = t, ' = ¢, 22, x3) és £* = (9/0t) és Y = (9/0p)°.
Egy ilyen koordinatarendszerben a metrika komponensei fiiggetlenek ¢-t6l és ¢-tdl,

ds® = Zgw(:)sQ,x?’)dx”dx”. (11.6.5.)

2214

Ez azt jelenti, hogy az Einstein-egyenletekben 10 darab ismeretlen, 2-valtozos fiigg-
vény szerepel. Az aldbbiakban azonban latni fogjuk, hogy a meghatarozandé fiiggvé-
nyek szama 3-ra csokkenthetd, ha alkalmas koordinatarendszert valasztunk, és tel-
jesiil az alabbi 7.1.1. tétel (i) feltétele. Lényegi egyszertisodés kovetkezik be, ha
teljesiilnek a 7.1.1. tétel feltételei, és ezért az érintotér azon 2-dimenzids alterei,
amelyek a térido minden pontjaban merdlegesek a £% és ¢® Killing-vektorokra, in-
tegralhatdak, vagyis egy 2-dimenzids feliilet érintéterei.

7.1.1. tétel: Legyenek £ és ¢ olyan kommutdlé Killing-vektormezdk, ame-
lyek a kévetkezd tulajdonsdgiiak: (i) £tnVela és s Vethg a téridének legaldbb
egy pontjaban eltinnek, ami be is kovetkezik, ha ¢ vagy 1* legalabb egy pontban
zérus; (ii) és f“Ra[bf%bd] = Q/J“Ra[bf%bd] = 0. Ekkor a &®-ra és 1%ra ortogondlis
2-dimenzios sikok integralhatok.

A 7.1.1. tétel feltételeinek szamos staciondrius, axidlszimmetrikus térido ele-
get tesz. Nevezetesen, ha a téridé aszimptotikusan lapos, akkor léteznie kell | forgas-
tengelynek”, amelyen ¢ = 0, ugyhogy a (i) feltétel teljesiil. Vakuum-téridé esetén
R., = 0 miatt a (ii) feltétel is teljesiil. Az e = 0 esetben tehat a Kerr-metrikdk eleget
tesznek a 7.1.1. tétel feltételeinek. A (ii) feltétel akkor is teljesiil, ha az anyag Ty,
energiaimpulzus-tenzora olyan idedlis folyadéké, amelynek négyes-sebessége £ és 1)*
sikjdban van, azaz az idedlis folyadék kor-kordsen aramlik, vagy amikor Ty, staci-
onarius, axialszimmetrikus elektromégneses mezo energiaimpulzus-tenzora, mint pl.
a toltott Kerr-megoldésok esetében.
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A 7.1.1. tétel feltételeinek eleget tevo téridoben a £%ra és %ra meréleges
feliiletek valamelyikét bekoordindtdzhatjuk az (22, x3) koordindtdkkal, majd ezeket
a koordinatakat atemeljiik £* és 1 integralgérbéi mentén a tobbi merdleges feliilet-
re. Ebben a (t, ¢, 22, #3) koordindtarendszerben a metrika komoponensei az alabbi
alakot oltik:

24 0 0

w X 0 0
v s 11.6.6.
In 0 0 922 923 ( )

0 0 g3 =92 g3

ahol V. = —ggg = —&,£% W = go1 = &% X = g11 = Y0 és a nullakbdl allé
2 x 2-es blokkok kifejezik, hogy d/0x? és 0/0x® ortogonalisak 9/0t-re és 9/0¢-re.
A 7.1.1. tétel segitségével tehat a metrika fliggetlen komponenseinek szamat 6-ra
csokkentettiik.

A (11.6.6.) metrikaju stacionarius, axidlszimmetrikus téridében értelmezhetiink
lokalisan nem forgd megfigyeloket.

Definicié: A lokalisan nem forgé megfigyelok olyan mefigyel6k, akik , nyu-
galomban vannak” a t =all. hiperfeliiletekhez képest, azaz amelyeknek az u* négyes-
sebessége V%t-vel parhuzamos.

Allitas: A lokdlisan nem forgd megfigyelck impulzusmomentuma zérus, L =
u®, = 0.

Allitis: A lokalisan nem forgd megfigyelsk d¢/dt = —W/X koordindta-
szogsebességgel keringenek.

Megjegyzés: A (11.6.6.) metrika altaldban egy stacionérius, tengelyszimmet-
rikus, tengelye koriil forgé testen (feketelyukon) kiviili tartoményban irja le a térid6t.
Ezért d¢/dt tgy interpretdlhaté, mint az a szOogsebesség, amellyel a forgd test
magaval ragadja maga koriil az inerciarendszereket. Fz a Mach-elv érvényesiilésének
egy példéja.

11.6.3. A Kerr-metrikak paramétereinek fizikai jelentése

Amellett, hogy a Kerr-térid6 stacionérius és axidlszimemtrikus, a Kerr-térid6 aszimp-
totikusan lapos is: meg lehet mutatni, hogy az r — oo hataresetben a metrika a
gombi koordinatdkban felirt Minkowski-metrikdhoz tart. Az algebrai osztalyozast il-
letoen a Kerr-metrikak a II-IT osztalyba tartoznak, kétszeres principalis null-vektoraik

a T2 + a’2 a a a a
1= S0/ + 5(0/00) + (0/or)"
a T2 + a2 a a a A a
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amelyek itt [“n, = —1 szerint vannak normalva.

A Kerr-metrikdk 3 paraméterének kozvetlen fizikai jelentése van, az alabbi
osszefliggések alapjan:

e Az aszimptotikus tartomanyban elhelyezked6 barmely S 2-dimenzids, topolo-
giailag gombfeliilet esetén

1
—/eabchcd = 4re, (11.6.8.)
2 S

ugyhogy e a téridé toltésének tekintheto.

e Ugyancsak fennall, hogy

1
N wbedVEL = M, 11.6.9.
87T/SE V& ( )

ugyhogy M a térido teljes tomege.

o Végiil a
L / Ver? M (11.6.10.)
— | €ape = a .6.10.
167 S bed
Osszefliggés alapjan Ma = J a téridé impulzusmomentumanak tekintheto,
ugyhogy a = J/M a térid6 egységnyi tomegre vonatkoztatott teljes impulzus-
momentuma.

Ervek szélnak amellett, hogy a csillagaszatilag érdekes esetekben e < M, tgyhogy
az elektromagneses mezo6 szerepe elhanyagolhaté, és elegendd csak a vakuum-Kerr-
megoldasokra szoritkozni. Ezért a tovabbiakban csak az e = 0 esettel foglalko-
zunk. Ekkor a Kerr-megoldas invaridns a (t — —t, ¢ — —¢) transzformécidval
szemben, de - ha nem az a = 0 Schwarzschild-megoldast nézziik, akkor - nem ren-
delkezik 6nmagaban idotiikrozési szimmetriaval; ezt is varjuk, mert egy forgd test
idotukrozottje egy ellentétes iranyban forgd test.

11.6.4. A Kerr-megoldas szingularitasai

Az e = 0 esetben a szingularitasok > = 0 és A = 0 fennalldsakor jelentkeznek.

o A X =0 szingularitas

Ha M # 0, akkor ¥ = 0 valédi, gorbiileti szingularitdst jelent, ahol Rgp.q R
divergdl. Ez a szingularitds § = m/2-nél, azaz az ekvatorialis sikban, r = 0
esetén jelentkezik. Ha a téridét olyan sokasagnak tekintenénk, amelyet ugy
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F;é?OﬂSt.

(x,2)-sik (x,2)-sik

44. sbra. A Kerr-téridé kiterjesztése az a®> > M?, A > 0 esetben. Az r = 0 korong
belsejét vastag vonal jelzi, a fekete pontok a korong hatarat, a szingularitasi helyeket
jelolik. A 6 = 0 tengely a szimmetriatengely. A vizszintes vonal az ekvatorialis sikot
jelzi. A vastag, nyilazott gorbe vonalak a korongok megfelel6 oldalainak topoldgiai
azonositasat jelolik.

kapunk, hogy R%-bél elhagyjuk az origét és bevezetnénk az (r,6,¢) gombi
polarkoordinatdkat, akkor lennének nem teljes geodetikusok, pl. a sinf = 0
tengelyen, amelyeknek r = 0-ban végpontjuk van, (ami nem pontja ezen geo-
detikusoknak) és amelyek mentén a gorbiilet véges. fgy kiterjesztheto téridot
kapnank. Ez arra utal, hogy a hasznélt (r,0, ¢) koordindtédkat nem lehet egy-
szertien R*-beli gombi koordindtaknak tekinteni, és ezen az alapon nem lehet
a téridé-sokasag topoldgiajat naivan értelmezni.

A hasznélt (t,7, 0, ¢) koordindtdk tehdt nem tekintheték R*-beli gombi koor-
dinataknak, ami azzal kapcsolatos, hogy a Kerr-téridé topoldgiaja nem trividlis
(1d. [2]).

Abban az esetben, amikor a®> > M? és A > 0, az r = 0 szingularitds nem

egy pontot, hanem egy gytiriit jelent. Hogy ezt lassuk, térjink &t a (¢,z,vy, 2)
tigynevezett Kerr-Schild!!-koordindtdkra,

2

r+iy = (r+ia)sin gt [ldd+(a/D)dr]

z = rcosé, f:/[dt+(r2+a2)/A dr]—r. (11.6.11.)

Ezekben a koordindtakban a metrika

ds* = —dt* +da® + dy* + d2?
2Mr3 - - 71°
r r(zdr + ydy) — a(xdy — ydx) N zdz Carl
rt 4+ a?z? r2 + a? r
(11.6.12.)

HOAlfred Schild, német, amerikai fizikus, 1921-1977
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ahol r-et az el6jelétdl eltekintve az
- (P P+ —d)r? - = 0 (11.6.13.)

egyenlet gyoke hatdrozza meg. Ha r # 0, akkor az r =&ll. feliiletek az
(z,y, z) hipersikban azonos fékuszu ellipszoidok, amelyek az r = 0 esetben
a K : 22+ y* < a% 2z = 0 koronggd fajulnak el. Ennek a korongnak az
2?2 +y? = a?, z = 0 hatdra egy gylrfi. Ez a gyfirii az, ahol valédi gorbiile-
ti szingularitdsa van a téridének, ahol Rgp.qR™¢ divergdl; a K korong bel-
sejében azonban nincsen ilyen szingularitas. A K korong belsejét felhasznélva
az r(r,y,z) figgvény analitikusan kiterjesztheté negativ értékekre, igy le-
het megkapni a Kerr-téridé maximalis kiterjesztését. Ez a kovetkezoképpen
torténik (Id. a 44. abrat). Vegyiink egy masik, (2/,y/, 2’) sikot, amelyet ugy
illesztiink az (z,y, 2) sikhoz a K korong x? + y* < a?, z = 0 belseje mentén, a
K':(2)? + (v)? < a?, 2/ = 0 korong belsejéhez, hogy a K’ korong ,,alja” az
(' = z,y = y) pontban a K belsejéhez az (z,y) pontban feliilrél illeszkedjen
és forditva. A két sik korongjai bels6 részének ilyen topoldgiai azonositasaval
a metrikdt egy nagyobb sokasigra terjesztettiik ki. A metrika az (2/,y/, )
sikon ismét (11.6.12.) alaku, de itt » < O definicié szerint. Ezen a sikon is
aszimptotikusan lapos a metrika, de a teljes tomeg most negativ.

Ezzel a kiterjesztéssel a Kerr-téridonek 2 tartomanya van, az M; tartomény,
amit megkaphatunk R*-bél tgy, hogy eltavolitjuk belble az S; x R sokasigot,
ahol S; az 22 + y? = a?, z = 0 gylirfit, R az id6tengelyt jelenti. Az M,
tartomany az r > 0 koordinataknak felel meg. Ezutan vesziink egy ugyanilyen
topoldgidju M, tartomanyt, amit r» < 0 koordinatdkkal koordinatazunk, és azt
osszeillesztjik M-gyel dgy, hogy a Ky C M; korongbelso fels6 oldala legyen
azonos a Ko C My korongbelsé alsé oldalaval, azaz IC; alsé oldala legyen
azonos Ko felsé oldalaval. Ekkor az M # 0, a # 0 esetben a Kerr-metrika
sima metrikaként értelmezheté az M; U M, sokasigon tgy, hogy RgpeqR™
divergdl minden nem teljes geodetikus mentén, ami biztositja, hogy a térido
nem kiterjeszthet6. Az M, oldalon a gytri-szingularitashoz kozel, kicsiny r
értékek és 0 =~ /2 esetén a (9/0¢)* vektor idbszerti, és a (t = 4ll.,r = 4ll., 0 =
all.) korok zart idészerii gorbék. Meg lehet tovabba mutatni, hogy az egyediili
idoszert és null-geodetikusok, amelyek elérhetik a szingularitast, az r > 0
oldalon az ekvatoridlis (§ = 7/2) sikban helyezkednek el.

Ha e? + a? > M?, akkor a A = 0 egyenletnek nincsen megoldésa, s ekkor a
(11.6.1.) metrika egyetlen szingularitdsa a val6di fizikai ¥ = 0 szingularités.
Ebben az esetben a gytri-szingularitas csupasz szingularitas. Az e # 0 toltott
Kerr-metrikdk nem aszimptotikusan szigoriian elérejelezhet6 téridét irnak le,
azaz nem irnak le feketelyukat. Ezenkiviil, ekkor a kauzalitas is sériil a gytri-
szingularitas kozelében.
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45. dbra. A Schwarzschild-téridé Kruskal-Szekeres-féle kiterjesztésének konform di-
agramja. Az I és a IV tartomany két kiillonboz6 aszimptotikusan lapos tartomany,
ezért két kiillonbozo konform hatar jelenik meg.

o A A =0 szingularitds
Ha e? + a? < M?, akkor A = 0 kielégiil az

ry = MEVM?—a?—¢? (11.6.14.)

koordinataértékeknél. Megmutattak, hogy a # 0 vagy e # 0 esetén az r = r
és az r = r_ helyen a szingularitdsok ugyanolyan koordinata-szingularitasok,
mint a Schwarzschild-metrika r = 2M szingularitdsa. Fzeken a szingula-
ritdsokon keresztiil hasonléan ki tudjuk terjeszteni a téridét, mint a Schwarz-
schild-esetben.

Ha a fenti kiterjesztéseket mind oOsszerakjuk, akkor megkapjuk a kiterjesz-
tett toltott Kerr-metrikdt. Osszehasonlitdsképpen a 45. dbra mutatja a Kruskal-
Szekeres-féle médon kiterjesztett Schwarzschild-téridé (1d. a 20. dbrét) konform
diagramjat. A kiterjesztett toltott Kerr-metrika konform diagramjat az a # 0,
e? + a? < M? esetben a 46. abran ldthatjuk. Az I tartomanybdl indulé megfigyeld
athaladva az r = r, esemény-horizonton, beléphet a II tartoméanyba, a feketelyuk
tartomanyaba. Innen azonban nem fog véges sajatidé alatt szingularitasba esni,
mint a Schwarzschild-térido esetén, hanem athaladhat az r = r_ | belsé horizon-
ton”, ami nem mas, mint az abran jelolt S Cauchy-felillet Cauchy-horizontja, és
igy bekeriilhet az V vagy a VI tartomanyba. Innen tovabb haladva tobb minden
torténhet vele: vagy véges sajatidé multaval befejezi életét a gytirti-szingularitasban,
vagy athaladhat a gylirti-szingularitdson (a gytiri altal hatarolt korong belsején)
és bekeriilhet az V' vagy VI’ aszimptotikus tartoméanyok valamelyikébe; vagy be-
keriilhet a VII tartomanyba, ami egy fehérlyuk tartoméanya, és onnan tovabb a VIII
vagy IX aszimptotikusan lapos tartomanyba. Az utobbi esetben beléphet az ezen
aszimptotikusan lapos tartomanyokhoz csatlakozé feketelyuk-tartoméanyba, stb.
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46. dbra. A kiterjesztett toltott Kerr-metrika konform diagramja az a # 0, €% +a? <
M? esetben. A szaggatott vonal a ¥ = 0 gyfirfi-szingularitast jelzi; S Cauchy-
horizontot jel6l. A pontozott vonal az ergoszféra hatarat mutatja.

Il
ombhe’j
ghata’raj
r=0
(origo’)

47. abra. A térido konform diagramja toltott, porbdl allo gombhéj gravitacids
Osszeomlasa esetén. A szaggatott vonalak a kiterjesztett Reissner-Nordstrom-
megoldashoz tartoznak. A hullamvonal a fizikai szingularitast jelzi.
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11.6.5. A térid6 valésagos gravitacids osszeomlas esetén

A kérdés ezutdn az, hogy valamely test gravitdcids osszeomlasa ténylegesen milyen
kapcsolatban van a kiterjesztett toltott Kerr-téridovel, annak mely tartomanyai ke-
letkeznek a valdsagos fizikai folyamat sordn, ami talan ,nem egzotikus” kezdeti
adatoknak felel meg valamely R3 topolégidji S feliileten. A nem gémbszimmetrikus
test gravitacids Osszeomlasa bonyolult dinamikai folyamat, amelynek csak a végén
alakulhat ki stacionarius geometria. Magat a folyamatot azonban, amelynek soran
egy Kerr-feketelyuk keletkezik, dltaldban nem tudjuk nyomon kévetni. Igy azt sem
tudjuk meghatarozni, hogyan alakul a térid6 szerkezete a feketelyukon belil.

Arra nézve, hogy milyen lehet a téridé geometridja egy nem gémbszimmetri-
kus Osszeomlds esetén, a toltott gombszimmetrikus test Gsszeomlasanak vizsgédlata
alapjan kaphatunk intuiciét. To6ltott (e # 0) gdmbszimmetrikus test 6sszeomlasakor
az anyagon kivil a téridé geometriajat a Reissner-Nordstrom-megoldas irja le. Ez
abbdl kovetkezik, hogy a Birkhoff-tétel altalanosithato: meg lehet mutatni, hogy a
Reissner-Nordstrom megoldas az egyetlen gombszimmetrikus elektrovakuum-meg-
oldas. Egy egyszerii rendszer, a porbdl all6 gémbhéj osszeomlasanak dinamikai
folyamata explicit modon meghatarozhat6. Ebben az esetben a téridé a gombhéjon
beliil lapos; a gombhéj belseje teljesen ,elrejti” a 46. abra III és IV tartoményat.
A II és az V tartoményt részben vagy teljesen szintén ,.eltakarja” a gombhéj lapos
belseje, egyuttal mindig teljesen elrejtve az V tartomanyban az r = 0 szingula-
ritast. Az M teljes tomeggel, M teljes nyugalmi témeggel és az e teljes toltéssel
jellemzett megoldds konform diagramjat az M > | M| > e esetben a 47. abra mu-
tatja. Az abrardl latjuk, hogy a héj atmetszi az r = r_ feliiletet, ami egyuttal
az I tartomany Cauchy-horizontja. A térido kiterjesztheté az r = r_ feliileten ke-
resztiil, de ez a kiterjesztés nem hatarozhaté meg az Einstein-egyenletekbdl, mert
a Cauchy-horizonton tuli tartomany kiviil van a kezdeti Cauchy-feliilet fliggdségi
tartomanyan. Ha azonban feltesszilk a gombszimmetriat, akkor a kiterjesztés a
Reissner-Nordstrom-megoldas 4ltal egyértelmiien meghatarozhaté6. Végiil az adddik,
hogy a gombhéj , ,belezuhan” az r = 0 szingularitdsba, ami a gombhéjon kivil ke-
letkezik a VI tartoményban. Igy olyan példét kaptunk a gémbszimmetrikus Gssze-
omlasra, amely lényegesen kiilonbozik a 22. abran mutatottél. Meg lehet azon-
ban mutatni, hogy a 47. abran a Cauchy-horizont instabil: az Einstein-Maxwell-
egyenletekhez az I tartomény valamely Cauchy-felilletén megadott kezdeti adatok
kicsiny (linedris) perturbécidja esetén az r = r_ feliilet szingularitdsi hellyé vélik.
ennek az az oka, hogy az r = r_ feliiletre ,,érkez6” megfigyel6 az egész I tartomanyt
latja. Ezért az I tartomany Cauchy-feliiletén megjelené valamely véges frekven-
ciaju perturbaciot végtelen frekvenciajunak ,,latja”, és ez a perturbaciot az r = r_
felilleten szinguldrissa teszi. Jé okunk van tehat azt hinni, hogy ha a héj nem
tokéletesen gombszimmetrikus, akkor az I tartomany Cauchy-horizontja valédi fizi-
kai szingularitassa valik, ezaltal olyan szingularitast képezve, amely benne taldlhaté
a feketelyukban. Azt gondoljuk, hogy minden Kerr-feketelyukra vezetoé 0sszeomlas
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48. abra. A Kerr-feketelyukat kortlvevo ergoszféra sematikus abrdja, felil ol-
dalnézetben, alul feliilnézetben; B a feketelyuk, E az ergoszféra.

esetén hasonlé helyzet all el6. Ezért a fizikailag realisztikus Osszeomlds esetén a
téridé sokkal inkabb a 22. abran mutatott gombszimmetrikus esethez lesz hasonld,
mintsem a Kerr-megolddsnak megfeleld, a 46. abran mutatott téridéhéz. (Tovabbi
részleteket és irodalmi hivatkozdsokat 1d. [1]-ben és [2]-ben.)

11.6.6. Az ergoszféra

A toltott Kerr-megoldas masik jellemzoje a # 0 esetén az ergoszféra, amely a fe-
ketelyukon kiviil, az I tartoményban helyezkedik el, hatarat a 46. abran pontozott
vonal jelzi. A feketelyukat koriilvevo ergoszférat a 48. dbra mutatja. A &% Killing-
vektormezo normaja,

a?sin?6 — A

§%. = gu= S5

(11.6.15.)

az I tartomanyban nem mindeniitt negativ, azaz £* nem mindentitt idOszert. Létezik
egy tartomany,

ry < T <7rg=M+VM?—e2—a?cos?, (11.6.16.)

amelyben £%¢, < 0, azaz £ térszeri. Ez a tartomény az ergoszféra, amely a
feketelyukon kiviil helyezkedik el. Az r = ry felilletet stacionaritdsi hatarfeliilet-
nek is nevezik. Ez ugyanis annak a tartomanynak az r = rg hatara, ameddig
egy részecske utazhat a ¢ Killing-vektor integralgorbéjén, mint idészerti gorbén, és
igy a J1 végtelenhez képest nyugalomban maradhat. A stacionaritdsi hatéarfeliilet
id6szerti feliilet, kivéve a szimmetriatengelyen (@ = 0) levé pontjait, ahol null-feliilet
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és csatlakozik az r = r, fellilethez. Az r = ry feliilet, ahol idGszerti, kifelé és be-
felé is atjarhaté a részecskék széméra, tigyhogy nem képez esemény-horizontot J*
szamara.

Mint az a metrika (11.6.1.) alakjabdl kiolvashaté, valamely idészer(i gérbéhez
tartozo u® négyessebességre a

ugu® = Y guutu’ <0 (11.6.17.)
/8%

egyenlOtlenség az ergoszféraban tugy teljestil, hogy valamennyi tag explicit mdédon
pozitiv kivéve a 2gutu® = 2¢44(dt/dr)(d¢/dr) tagot, ahol 7 a sajétids az iddszerii
gorbe mentén. Egyediil ez az utobbi tag lehet negativ és elegendéen nagy abszolit
értékii, hogy az u,u® < 0 egyenl6tlenség teljesiiljon. Mivel az ergoszféraban g, < 0,
tovabba jovéiranyd idészertt gorbén dt/dr > 0, azért dp/dr > 0 kell legyen. Ez
azt jelenti, hogy az ergoszféraban mozgdé minden proba-részecskének a feketelyuk
forgasiranyaval egyezd iranyban kell keringenie. Ez magyarazza, hogy miért nem
sztatikus az ergoszféra. A feketelyuk mintegy magaval sodorja az ergoszférat (és az
abban mozgé részecskét). Ez szép példdja annak, amikor a Mach-elv érvényesiilése
az altalanos relativitaselméletben kozvetlen kovetkezménnyel jar.

A Kerr-téridében, a feketelyukon kiviil a sztatikus megfigyelok szerepét a
lokélisan nem forgd megfigyel6k veszik at, amelyek négyessebessége

u® = =V%/\/—(Vt)(Vet). (11.6.18.)
Ezek
d¢ W g _ a(r? +a* — A)

(11.6.19.)

d X 9o (12 +a2)2 — A a%sin®f

szogsebességgel keringenek a feketelyuk kortil. Ha kozelediink a feketelyuk r = r,
esemény-horizontjahoz, akkor A — 0 és a keringés szogsebessége az

a
Q = - 11.6.20.
a r2 +a? ( )

hatarértékhez tart. Meg lehet mutatni, hogy az esemény-horizont null-generdtorai-
nak érintévektora nem (9/0t)*, hanem

X° = (8/0t)" + Qr(8/9)". (11.6.21.)

A feketelyuk esemény-horizontja g szogsebességgel forog a feketelyuk szimmetria-
tengelye koril.
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11.6.7. Geodetikusok a Kerr-téridében

Vizsgéljuk az e = 0 esetben az idoszerii és null-geodetikusokat. Legyen a geodetiku-
sok 7 affin paraméterrel paraméterezett egyenlete {z#(7)} = (t(7), ¢(7),7(7),0(7)),
a geodetikusokon a négyes-sebesség u® = (t, ¢,r,60), és

Jau'u® = —k, (11.6.22.)

ahol kK = +1 idGszerli geodetikusok, x = 0 null-geodetikusok esetén. A stacionarius
és az axialis Killing-vektormezokhoz most is megmaradé mennyiségek tartoznak a
geodetikusok mentén: az

A —a?sin?f. 2Mrasin?6 .
E = _gaua = _gabgaub = _gttut - gtfbud) = > t+ > ¢
2Mr\ . 2Mrasin®6 -
- (1 - Er)t + %qﬁ (11.6.23.)

egységnyi nyugalmi tomegre juto teljes energia, és az

L = u® = g™’ = gosd + goit

oM 20 2 22 _ A ¢2sin? .
B ro;:sm 9t+(7’ +a’) . a-si esin29<f> (11.6.24.)

egységnyi nyugalmi tomegre juté impulzusmomentum. Ezek az egyenletek i-t és ¢-t
linedrisan tartalmazzéak, s azok az egyenletekbol konnyen kifejezhetok, mint E és L
fliggvényei. Helyettesitsiik be ezeket a kifejezéseket a négyessebesség nagysdganak
gapuub explicit alakjdba, hogy megkapjuk a geodetikusok egyenletét. A 6 = 7/2
ekvatorialis sikban elhelyezkedd geodetikusok esetén

gt = gut® + 20116 + oo ®” + grr’
2M . 4M . 2 2\2 A 2 2
_ —(1——)1&2— at¢+(r +a)2 a¢2—|—r—7'"2:—m
r r r A
(11.6.25.)
adodik, ahonnan a fenti behelyettesitéssel azt kapjuk, hogy
1
§7‘~2+V(E, Lr) = 0, (11.6.26.)
ahol
vieLr) - Ly B (14 (L — aE)?
ot TR T 72 73 asr-
(11.6.27.)
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Most is, akarcsak a Schwarzschild-térid6 esetében, az ekvatoridlis sikban fekvo geo-
detikusok meghatarozasa egyenértékii egy V effektiv potencidlban mozgd részecske
egy-dimenzios mozgdsanak a meghatarozasaval. Az effektiv potencial els6 és maso-
dik tagja megegyezik a Schwarzschild-eset (7.3.85.) effektiv potencidljanak elsé és
méasodik tagjaval (newtoni gravitaciés potencidl és a keringés miatti ,,centrifugalis”
potencidl), ugyanakkor a 3. és a 4. tag nem trividlis médon fiigg a Kerr-esetben az E
és L megmarado mennyiségektol. fgy meghatarozhatjuk a szabadon es6 probatestek
és fénysugarak vildgvonalat, ill. ,,térbeli” trajektoriajat. A korpalydkat az 7 = O-nak
megfelel6 V = 0 és dV/dr = 0 egyenletek egyidejii megoldasa szolgéltatja. Erdemes
megjegyezni, hogy a Kerr-feketelyuk koriili korpalyakon a kotési energia sokkal na-
gyobb, mint a Schwarzschild-esetben. Pl. az a = M paraméterii Kerr-feketelyuk
esetében a legbelsé stabil, L > 0-val jellemzett korpalyan £ = 1/+/3. Ha tehat egy
probarészecske spirdlis palyan belesimul ebbe a korpalyaba, mikozben gravitacios
sugarzas révén energiat veszit, akkor a kisugarzott energia a részecske nyugalmi
tomegének 1 — (1/v/3) = 0,42 hényadat teszi ki, a Schwarzschild-esetben 0, 06-os
gravitaciésan kisugarzott energiahanyaddal szemben.

A nem ekvatorialis sikban elhelyezked6 geodetikusok meghatarozasihoz az E
és L elsé integralok ismerete nem elegendd. Egy lehetéség, hogy a geodetikusok
uV,u’ = 0 egyenletét kell megoldani, ami az r(7), 0(7) fiiggvényekre kozonséges,
masodrend{i, csatolt differencidlegyenlet-rendszer megoldasat igényli. Ez megkeriil-
hetd, ha felhasznaljuk, hogy a Kerr-metrika rendelkezik egy Killing-tenzorral is,

Ko = 2%y + 7°Gap, (11.6.28.)
és a hozza tartozo, tovabbi
C = Kypu'u (11.6.29.)

megmarado mennyiséggel.

11.6.8. Fizikai mezdk Kerr-hattéren

A Klein-Gordon-mez6, mint prébamezo hullimegyenletének a megolddsa Kerr-hat-
téren lényegesen leegyszeriisodik a stacionarius és az axidlis Killing-vektormezdoknek
koszonhetden. Utdbbiak lehetové teszik, hogy a skalarmezdt a ¢ valtozoban Fourier-
sorba, a t valtozoban Fourier-integralba fejtsiik. Ekkor a Klein-Gordon-egyenlet
csak az r és 6 tekintetében marad parcialis differencidlegyenlet. Utébbi azonban
a valtozok szeparalasaval megoldhatd, azaz lényegében visszavezethetd kozonséges
differencidlegyenletek rendszerének megoldésara.

Még ennél is lényegesebb egyszertisodés torténik, ha a Maxwell- és a linearizalt
Einstein-egyenleteket akarjuk megoldani Kerr-hattéren.
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11.6.9. A Kerr-feketelyukak unicitasa

A vakuum-Kerr-feketelyukakrdl (e = 0, a # 0), —mint lattuk, — elég sokat tudunk.

Ezek 2-paraméteres csaladot alkotnak: az Einstein-egyenletek Kerr-megoldasait az

E teljes energiajuk és az L teljes impulzusmomentumuk kimeritoen jellemzik. Mivel

ezek csak 2 paramétertdl fligedé megoldasok, azt varnank, hogy még szamos mas
stacionarius vakuum-feketelyukat leir6 megoldasa van az Einstein-egyenleteknek.

Ezt azért gondolhatnank, mert egy stacionarius testen kiviil a gravitaciés mezét a
multipélmomentumainak végtelen sorozataval lehet jellemezni. Miért kellene, hogy
a staciondrius feketelyuk o6sszes magasabb rend{i multipélmomentuma mindig csak
a teljes energidn és a teljes impulzusmomentumon keresztiil, unikélis médon jel-

lemezze a feketelyukat? Barmennyire is meglepd, ez igy van. Az 1967 és 1975

kozotti kozel egy évtized alatt Israelnek!!!, Carternek!'?, Hawkingnak és Robinson-

nak!'? tételek sordval sikeriilt gyakorlatilag teljes bizonyitdst adni arra, hogy a Kerr-

feketelyukak az egyediili stacionarius vakuum-feketelyukak. Tehat, ha helytallo a
kozmikus cenzira feltevése, és a gravitacios osszeomlast kdvetGen a téridé végiil sta-

cionarius vakuum-allapotra vezet, akkor az osszeomlasok végterméke mindig Kerr-
féle feketelyuk kell legyen. Masképpen fogalmazva, két olyan test gravitacios Ossze-

omlasa, amelyek alakjukban, anyag-osszetételiikben, szerkezetiikben kiilonboznek,

azonos, fizikailag megkiilonboztethetetlen végallapotot fog eredményezni, amennyi-

ben a két végdllapot teljes energiaja és teljes impulzusmomentuma megegyezik.

Kés6bb az fentebb emlitett tételeket altaldnositotték (Carter, Israel, Mazur!'*, Bunt-
ing!15, Bekenstein!''6, Hartle!”, Teitelboim!'*®, Wald!'?) az elektrovdkuumba dgyazott
feketelyukak (toltott Kerr-feketelyukak) esetére. (A bizonyitds vazat és a szakiro-

dalmi hivatkozdsokat 1d. [1]-ben.)

11.7. Energiakinyerés feketelyukbdl
11.7.1. A Penrose-mechanizmus
A feketelyukakbol sem részecske, sem fény nem tud kilépni, ezért nagy meglepetés

volt, amikor Penrose 1969-ben felismerte, hogy mégis lehet energiat kinyerni olyan
feketelyukakbol, amelyeknek van ergoszférajuk. A munka jelentésti gorég ergon

1 \Werner Israel, kanadai fizikus, 1931-

H2Brandon Carter, ausztral fizikus, 1942-

13Tyor Robinson, amerikai fizikus, 1923-

14Pawel O. Mazur, lengyel, amerikai fizikus

U5G. Bunting

116 Jacob David Bekenstein, mexikéi, izraeli, amerikai fizikus

17 James Burkett Hartle, amerikai fizikus, 1939-

H8Claudio Bunster Weitzman (2005-ig a neve Claudio Teitelboim Weitzman volt), csilei fizikus,
1947-

19Robert M. Wald, amerikai fizikus, 1947-
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sz6bol (Ruffini'®® és Wheeler altal) leszdrmaztatott ergoszféra elnevezés is erre a
lehetoségre utal. Emlékeztet6iil: lattuk, hogy az ergoszféra a forgd feketelyukat
koriiloleld, a forgastengelyre merdlegesen kiszélesedd tartomany, amelyben a forgd
feketelyuk , magaval sodorja” a téridot. Az eseményhorizonton a szogsebesség Qp,
az ergoszféra kiilsé hataran pedig zérus. Az aszimptotikusan tavoli tartoményban
idoszert £ Killing-vektormez6 az ergoszféraban térszertivé valik. Vizsgaljunk egy
u® négyessebességgel, azaz p* = mu® négyesimpulzussal mozgd prébatestet. Ennek
az B = —p,£* energidja az aszimptotikusan lapos tartomanyban pozitiv, azonban
a részecske energiaja negativva valhat, ha belép az ergoszféraba. A Penrose-féle
energiakinyerési mechanizmus lényege, hogy ha az ergoszféraban negativ teljes
energiaju részecskét a feketelyuk elnyeli, akkor energiat nyertiink ki a feketelyukbol.

A folyamatot a kovetkezoképpen képzelhetjiik el. Hajitsunk el tavolrdl egy
probatestet a feketelyuk felé. A szabadon es6 részecske négyesimpulzusat jelolje pg,
a részecske Fy = —pi&, energidja a mozgdasa soran allandé marad. Tegyiik fel, hogy
a részecske belép az ergoszféraba és pl. egy idozitett robbantodszerkezettel elérjiik,
hogy amikor a részecske bejutott az ergoszféraba, akkor 2 darabra szakadjon. Ha a
fragmensek négyesimpulzusa p§ és p§, akkor a négyesimpulzus lokalis megmaradasa
miatt p§ = p{ + p5. Kontrahaljuk ezt az egyenletet a {* Killing-vektorral,

o€t = =P — Paa; (11.7.1.)
amibdl
Ey = Ei1+ Es (11.7.2.)

adodik. Az ergoszféraban azonban megrendezhetjiik gy a ,,robbantast”, hogy
E; < 0 legyen. Ekkor az 1. fragmens beesik a feketelyukba, a 2. fragmens pe-
dig, ugyancsak szabadon esve, visszatér az aszimptotikusan tavoli tartomaéanyba,
ahol az energidja nagyobb lesz, mint a kezdeti E, energia volt. Az M > 0 tomegi,
a # 0 Kerr-feketelyuk esetében explicit mdédon igazolni lehet, hogy a fragmentacids
folyamat megvaldsithatd ugy, hogy a 2. fragmens visszatérjen az aszimptotikusan
tavoli tartomanyba, a negativ energias fragmens pedig belezuhanjon a feketelyukba.
Ekkor a végtelenben a kezdetinél nagyobb FEjy + |F1| energia fog rendelkezésre allni,
mig a feketelyuk teljes tomegének M — |E;| értékre kellett csokkennie. Tehét |E |
energiat nyertiink ki a feketelyukbol.

Jogos kérdés ezutan, hogy maximdlisan mennyi energiat nyerhetiink ki ily-
moédon a feketelyukbdl. Az energiakinyerési mechanizmus onkorlatozo. A negativ
energids fragmensnek ugyanis negativ (a feketelyukéval ellentétes irdnyd) impul-
zusmomentuma is van. Igy a feketelyuk impulzusmomentuma csokken az energia-
kinyerési folyamat soran, és el6bb valik zérussa, mintsem a feketelyuk tomege zérusra
csokkenne. Marpedig, amikor a feketelyuk impulzusmomentuma zérussa valik, akkor
megszinik az ergoszféra, és ezzel az energiakinyerés lehetOsége.

120Remo Ruffini, olasz fizikus, 1942- .
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Ergoszfe'ra

Feketelyuk

E

49. abra. A Penrose-mechanizmus sematikus abraja, a nyilazott vastag folytonos
vonalak a bejovo Ey, a Kerr-feketelyukban elnyel6do E; és a végtelenbe eltavozd Fs
energiaju részecskék palyait szemlélteti az ekvatorialis sikban.

Abbél indulunk ki, hogy a x* Killing-vektor a horizonton jévéiranyt null-vektor, gasx®x? =
0 és x* =1 > 0. Barmely szabadon esé részecske p® négyesimpulzusa jovéiranyt idészertt vektor,
tgyhogy a feketelyukba bees6 barmely részecske esetén (beleértve a negativ E < 0 energiaji beesd
részecskét is) pPxa < 0, — —[pXa = —P'X +p* Xt = —(p° £p1)x° < 0, mert p° > |pt| és x° = |x'|]

- -, azaz
0 > p"a=p"+Qu%) =—E+QuL. (11.7.3.)
Innen azt kapjuk, hogy
E
L —. 11.7.4.
< o (11.7.4)

Ebbél kovetkezik, hogy a feketelyukba belépd negativ energidju részecske impulzusmomentuma
negativ.

Miutén a feketelyuk elnyeli a negativ energidji részecskét, a tomege és az impulzusmomen-
tuma megvaltozik rendre

oM
OM=E, §é]=L<_— (11.7.5.)
Qg
értékkel. Ha bevezetjik az
1 1/2
Mirr = +(§[M2 + (M4 - J2)1/2]>
1 1/2 1 1/2

= (QM[M—F (M? - a2)1/2]) = (§MT+>

_ Lo, 2\1/2 11.7.6

= §(r++a) (11.7.6.)

irreducibilis tomeget, akkor a 6J impulzusmomentum-valtozasra vonatkozd egyenlOtlenség
oM. > 0 (11.7.7.)

alakba frhaté &t. Az irreducibilis témeg (11.7.6.) altal adott M;,..(E, J) figgvényét invertdlva a
teljes tomeg tekintetében, a kovetkezd egyenlGtlenséget kapjuk

2
> M}

wrr*

M2 = M?
’L’I"T+4M2

wrr

(11.7.8))
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Innen latjuk, hogy a teljes tomeg nem lehet kisebb, mint a kezdeti irreducibilis tomeg, az ir-
reducibilis témeg pedig né a Penrose-mechanizmus soran. Ha (M, Jy) paraméterekkel jellem-
zett Kerr-féle feketelyukkal indulunk, és feltessziik, hogy meg tudjuk valésitani az L = E/Qp
egyenldséggel egyiitt azt is, hogy My — M;-(Mo, Jp) legyen a kinyert energia, akkor a feketelyuk
impulzusmomentuma zérussd valik. A (11.7.4.) egyenl6tlenségben tetsz6legesen megkozelithetjiik
az egyenloséget, ugyhogy Moy — M, a feketelyukbdl maximalisan kinyerhet6 energia. Masrészt
a (11.7.6.) kifejezésbél latszik, hogy a feketelyuk impulzusmomentuménak van egy maximdlis le-
hetséges értéke, Jo = Mg. Erdekes megjegyezni, hogy a mazximalis impulzusmomentumai feketelyu-
kak ugyanolyan Regge-trajektoridn helyezkednek el, mint az ,,elemi” részecskék a (J, M?) diagra-
mon (sajdt megjegyzés). A maximaélisan forgé Kerr-feketelyukbdl maximaélisan kinyerhetd energia
My — My (Mo, M3) = [1 — (1/3/2)]My = 0,29M), vagyis a teljes energigjanak 29 %-a.

Fentebb a Penrose-folyamat példajan, a (11.7.8.) egyenl6tlenség alapjan allapi-
tottuk meg, hogy mekkora a feketelyukbdél maximalisan kinyerheto energia. Ez a
fels6 hatér azonban univerzélis (nem csak a Penrose-folyamat esetén érvényes). A
feketelyukbdl kinyerhet6 energia fels6é korlatjanak univerzélis érvényessége, azaz a
feliileti tétel (a 12.2.6. tétel) kovetkezménye.

A Kerr-feketelyuk horizontjanak a teriilete (felhasznalva, hogy A,—,, = 0):
A = / V' 96094¢d0de
r=rt

2 2)2 _ 2 «in2
_ / \/E(T +a?) EA“ SN0 n 0dbdo
r=rt

_ / (r2 + a®) sin Bdbd
r=rt

= dn(ri +a®)

= 167M2,. (11.7.9.)

A feliileti tételbdl tehdt teljesen altalanosan, mindenféle folyamatra érvényesen
kovetkezik, hogy az irreducibilis tomeg nem csokkenhet. A feliileti tétel altalanos,
absztrakt megfontolasokon alapul, a (11.7.8.) egyenlétlenség pedig a Kerr-feketelyuk-
kal kapcsolatos specidlis folyamatban érvényes. A ketté egyiitt kozvetett modon a
kozmikus cenzirara vonatkozé sejtés helyességét igazolja, amelyet érveléstinkben ak-
kor hasznaltunk fel, amikor feltettiik, hogy a feketelyuk a beesé negativ energiaju
részecske elnyelése utan tovabbra is feketelyuk marad, bar megvéltozott tomeggel
és impulzusmomentummal, és nem alakul at csupasz szingularitassa.

11.7.2. Gravitaciés sugarzas feketelyukak iitkozésekor

A feliileti tétel alapjan fels6 korlat adhato arra, hogy két feketelyuk titkdzésekor mek-
kora energia tavozhat gravitdacios sugarzassal. Tegyiik fel, hogy a kezdeti adatok két,
jol elkiilontilt Schwarzschild-feketelyukat adnak meg, amelyek kezdetben nyugalom-
ban vannak és tomegiik M; és M,. (Meg lehet mutatni, hogy lehetséges a kezdeti
adatok ilyen megvalasztdsa.) A gravitaciés vonzasbdl adédé varakozasunk az, hogy
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a térido dinamikai fejlédése azt irja le, hogy a két feketelyuk egymaés felé kezd zuhan-
ni, majd osszeolvad, és végiil a rendszer olyan sztatikus végallapotot vesz fel, ami
egyetlen, M tomegli Schwarzschild-feketelyuknak felel meg. (Felhasznéltuk a fekete-
lyukak megmaraddsara és osszeolvaddséanak lehet&ségére vonatkozd 12.2.1. tételt.)
Ebben a folyamatban a teljes kisugarzott energia

Eraq = M+ My— M. (11.7.10.)

A kezdeti Cauchy-feliileten a feketelyukak teljes feliilete (H; és Ho feliilete rendre
Al és AQ)Z

Ay = Ap+ Ay = 16m(M? + M2). (11.7.11.)
A végallapotban a feketelyuk feliilete
Ay = 167M?, (11.7.12.)
amelyre a feliileti tétel értelmében teljesiil az
Ay = 167M? > A; = 16m(M} + MJ) (11.7.13.)

egyenlotlenség, ahonnan

M > /M2 + M2 (11.7.14.)
Erag < M+ My — /M2 + M3 (11.7.15.)

Ha M, = M,, azaz ha két azonos tomegii Schwarzschild-feketelyuk olvad egybe,
akkor maximélisan a feketelyukak M; = M, témegének [1 — (1/4/2)] hdnyada, azaz
29 %-a tavozhat gravitdcids sugéarzassal a folyamat sordan.

adddik, igyhogy

11.7.3. Felragyogé szoérodas

A Penrose-féle modszer inkdbb gondolatkisérlet, mint sem praktikus mddszer arra,
hogy energiat vonjunk ki feketelyukbdl. Egy konnyebben megvalésithaté modszer
a Penrose-féléhez hasonlé, hullamokat felhasznédlé, Misner, Zeldovics'?! és Starobin-
sky!?? 4ltal javasolt eljards, a hullimok tgynevezett felragyogd szérédéasa (su-
perradiant scattering). Essen be a feketelyukra skalaris (Klein-Gordon-féle), elekt-
romagneses vagy gravitdciés hulldim. Ekkor a hullim egy része, nevezziik (a fekete-
lyuk felszinén) , athaladé hullimnak”, elnyel6dik a feketelyukban, a hulldm mésik

121 Jakov Boriszovics Zeldovics, belorusz-szovjet fizikus, 1914-1987.
122 Alexej Alexandrovics Starobinsky, szovjet-orosz asztrofizikus és kozmolégus, 1948- .
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Zl S

50. dbra. A K tartomény és hataranak abrdja. Erre a tartoményra integraljuk az
energiadramstiriiség divergencidjat. Az abra mutatja a Gauss-tétel alkalmazasiahoz
sziikséges n® felilleti normalisokat. A tartomany hatarat a H horizont (normadlisa
null-vektor), a 3; és ¥y térszerti hiperfeliiletek (befelé iranyuld idészerii normaélissal)
és a ,,végtelen sugari” S gombfeliilet (kifelé iranyuld, térszer(i normélissal) képezik.
Itt Yo-t a 31-bol a £ Killing-vektormezd altal generdlt, At-vel torténé idobeli el-
tolassal kapjuk.

része visszaverodik a feketelyuk felszinérol, és eltavozik a végtelenbe. Normalis eset-
ben az athaladé hullam pozitiv energiat hordoz, és a visszavert hullam energidja
kisebb, mint a bees6 hullamé. Tegyiik fel, hogy a hullam

d = ‘ﬁe(@o(r, e)e—"wtem) (11.7.16.)

alaki. Ekkor az olyan w frekvenciaju hullam esetén, amelynek a frekvencidja ele-
gendden kicsi, azaz amelyre

0 <w<mQy, (11.7.17.)

az athalad6 hullam energiaja negativ. Az ilyen hullam tehat negativ energiat visz be
a feketelyukba, és ekkor a visszavert hullam energiaja nagyobb, mint az eredetileg
beeso hullamé. A feketelyukrdl visszevert hullam , felragyog” a bejovo hullamhoz
képest. Ez egy modszer, amivel | latni lehetne”, azaz észlelni lehetne a feketelyukat.

Vizsgéljunk az egyszertiség kedvéért skaldr-hullamot. Legyen T, = Tp, & skaldrmez6 (ill. a

skalar-hulldm) energiaimpulzus-tenzora, ekkor a hulldm energiadramstirtisége J, = —TpE?, és erre
érvényes a lokdlis megmaradasi torvény,

Ve = VYTt = TV = —T,, Ve =, (11.7.18.)

ahol felhasznéltuk, egyrészt hogy VeT,, = 0, masrészt a Killing-egyenletet. Integraljuk ezutdn a
V®J, = 0 egyenlet mindkét oldalat a 50. abran jelolt K tartoményra:

0 = /KvaJaz (/El+/22+/H+/S>n“Ja. (11.7.19.)

A jobb oldalon a végtelen sugard S gémbfeliiletre vett integrdl a K tartomanybdl a végtelenbe
kidramlo netté energiafluxust jelenti, azaz a visszavert kifuté hullam és a bejové hulldm ener-
giafluxusdnak a kiillonbségét. A H horizontra vett integrél jelenti az athaladé hulllam altal a
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feketelyukba bevitt energidt. A Yo térszerd hiperfeliilet a X, térszer(i hiperfeliilet idébeli eltoltja
At-vel. (Ha ¢ a £* Killing-vektormezd dltal generdlt egy-paraméteres diffeomorfizmus, akkor X
pontjait ¥; pontjaibdl a ¢a; diffeomorfizmussal kapjuk meg.) Az e~ idéfiiggésti hullam esetén
az idébeli eltoldsi szimmetria miatt [ n®J, = — [ n®Js, tgyhogy azt kapjuk végiil, hogy a
feketelyukba bevitt energiafluxus minusz egyszerese egyenlo a visszavert hullam és a befuté hulldm
altal szallitott energiafluxusok kiilonbségével:

—/ ntJ, = /naJa. (11.7.20.)
H S

Az esemény-horizonton a normaélis null-vektor érintévektor, —x®, ugyhogy a horizonton n®J,
idoatlaga:

(nJa) = —(x“Ja) = (TaX"€"), (11.7.21.)
ahol
Ty = (Va‘1>)(Vb<I>)—%gab[(vc¢)(vc¢)+m2¢2]. (11.7.22)

A horizonton a x* és £* Killing-vektorok ortogonalisak,
garX?€ = gap(€* + Q) = -V + QuW =0, (11.7.23.)
tigyhogy
(nJa) = (Tawx“€") = (X" Va®)(&V"D)). (11.7.24.)

Maésrészt a vizsgélt alakd hulldm esetén itt x*V,® = (0, + Qudy)® = Po(—iw + Qgim) és
&V ® = —iwdy, tdgyhogy

(n®Ja) (X" Va®) (& V" ®)) = (@o(—iw + Qprim)(—iw®o)*)

= w(w—mQg)|Pol?. (11.7.25.)
Ez a kifejezés pedig a mondott frekvencia-intervallumban negativ.

Megjegyzés: Meg lehet mutatni, hogy a mondott frekvenciaintervallumban a
hullamok felragyogé szorddasa a feliileti tételbol is kovetkezik.

Megjegyzés: Felragyogd szorddés csak bozonikus hullamok esetén 1ép fel, fer-
mionikus hullamok esetén nem lehetséges, mert a horizonton a fermionikus hullamok
energiastrisége nem tud negativva valni.

11.8. A feketelyukak és a termodinamika

A feliileti tétel azt mondja ki, hogy barmilyen fizikai folyamat részesei legyenek is
a feketelyukak a Vilagegyetemben, az Osszes feliiletiik nem csokkenhet, A > 0.
Ez a tétel nagyon hasonlé a termodinamika méasodik fétételéhez, amely kimond-
ja, hogy zart rendszer entropidja nem csokkenhet, 65 > 0. Megeshet, hogy ez a
hasonlésag csupan latszolagos, hiszen - egyik oldalrdl - a feliileti tétel az altalanos
relativitdselméletbol matematikailag egzakt modon kovetkezik, mig - masrészrol -
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a termodinamika maésodik fététele a mozgasegyenletekb6l nem kovetkezik egzakt
modon, hanem a nagy szabadsagi fokd rendszerekben nagy valdszintiséggel érvényes
torvény. Ennek dacara, az analdgia a termodinamika mas torvényeire is kiterjed.
Ez arra enged kovetkeztetni, hogy a feketelyukak fizikdja és a termodinamika kozti
kapcsolat mégis alapveto fizika.

A stacionarius feketelyukak fizikajanak egyik fontos paramétere az igynevezett
feliileti gravitacid.

Definicié: S:ztatikus feketelyuk esetén a k feliileti gravitacié azaz az er6, ami
ahhoz sziikséges, hogy egy egységnyi tomegii prébarészecskét végtelen tavolbdl (pl.
egy végtelen vékony, zérus tomegil, nyijthatatlan fonél segitségével) egy helyben
tartsunk egy sztatikus feketelyuk horizontjan.

Megjegyzés: Ez egy korlatozott érvényességii, de fizikai definicié. Nem szta-
tikus, de stacionarius feketelyuk esetén a feliileti gravitacio elvesziti a ,,probatomeg
helyben tartdsdhoz sziikséges erd” jelentést, mert forgé feketelyuk (g # 0) esetén
a probatomeg a végtelenhez képest nem tarthaté helyben a feketelyuk feliiletén.
Ezért sziikségiink van a feliileti gravitacié altaldanos érvényti, pontos matematikai
definici¢jara.

Mint azt a Kerr-feketelyuk esetében lattuk, minden stacionarius feketelyuk
horizontjan létezik a horizonthoz képest normalis irdnyi x Killing-vektormezo.

Allitas: A horizonton a x* Killing-vektormezo6 a horizont nem affin paraméte-
rezett null-geodetikus generatorainak az érintévektora. Ezért 1étezik olyan, a hori-
zonton értelmezett x fiiggvény, amelyre

X'ViXe = FXa- (11.8.1)

Ezt a k fliggvényt nevezziik a felilleti gravitaciénak.

Ha x® nem esik egybe a stacionarius £ Killing-vektormezo6vel, akkor x® és £% linearis kom-
binaciéjaként mindig értelmezhetiink egy 1 axidlis Killing-vektormez6t. Ezért mindig irhatjuk,

hogy
x* = &4 Qyu?, (11.8.2.)

ahol Qp =4ll. a horizont szogsebessége (akdrcsak a Kerr-feketelyuk esetén). Mivel a horizont null-
feliilet és x* ennek normalisa, ezért x® null-vektor, x*x, = 0, és igy x®x. allandé a horizonton
mindeniitt. Ebbsl kovetkezik, hogy V(x"xs) is normélis a horizonton, vagyis létezik a horizonton
olyan k fiiggvény, hogy a horizont minden pontjaban

Vi xe) = —2rx" (11.8.3.)
A (11.8.3.) Osszefiiggést alakitsuk at, felhasznélva a V,xp = —Vpx, Killing-egyenletet:
—26Xa = 2X"VaXs,
Kxa = X'ViXa- (11.8.4.)

Ez éppen a (11.8.1.) egyenlet, a geodetikusok egyenlete nem affin paraméterezés esetén, tgyhogy
ezzel belattuk azt is, hogy a horizonton a x® Killing-vektormez6 a horizont null-geodetikus ge-
neratorainak érintévektora.
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A (11.8.1.) egyenletet tekinthetjiik x matematikai definiciéjanak. Jeldlje v a
szoban forgd nem affin paramétert, a Killing paramétert, amelyre

X‘Vou = 1. (11.8.5.)
A k feliileti gravitacié azt méri, hogy a v Killing-paraméter mennyire kiilonbozik a

x* altal generalt null-geodetikusok A affin paraméterétol.

Allitas: A « feliileti gravitacié allandé x® orbitai, azaz a horizont null-geode-
tikus generdtorai mentén,

£k = x(k) =x"Ver = 0. (11.8.6.)

Rendezziik egy oldalra a (11.8.3.) egyenlet tagjait, majd vegyiik mindkét oldal Lie-derivaltjat x
szerint,

0 = £,[V*(x°xp) — 26x"]

D VOOl = 2x* £k — 26[x, x]*

D6 VOOl = 2x* £k

= —2x"£yk, (11.8.7.)

mert [x, V(xx)]* = 0. Végiil tehat azt kapjuk, hogy

£k = 0 (11.8.8)

a horizonton, azaz x alland6 a x* orbitai mentén.

Megjegyzés: Alabb meg fogjuk mutatni, hogy x =all. a horizonton, azaz
nem valtozik az értéke orbitardl orbitara haladva. Példaul a toltott Kerr-metrika
esetén ez az allandd

M2 — a2 _ 2

ko= . (11.8.9.)
MM + v M? —a? — e?] — e?

Allit4s: Legyen
E* = e ") (11.8.10.)

a horizonton értelmezett null-vektormez6. Ekkor k* a horizont affin paraméterezett
null-geodetikus generatorainak az érintévektora, azaz kielégiti az affin paraméterezett
geodetikusok

KVk® = 0 (11.8.11.)
egyenletét. A v Killing-paraméter és a

VA = 1 (11.8.12))
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osszefiiggéssel rogzitett A affin paraméter kozti kapcsolat

Ao e™. (11.8.13.)

A (11.8.10.) egyenlséggel értelmezett k* vektormezdre teljesiil, hogy

kbvbka _ e—n'uxbvb(e—m)xa) _ e—nvxb(e—nvvaa + Xavbe—nv)
= e [ Vx® — XX (vVk 4 V)]

672:11)[

KX — X (vX* Vi + kX V)]
e rx* = x"vx(k) — kx|

—e 2\ Lk =0, (11.8.14.)

72:11)[

azaz, hogy
E°Vyk® = 0, (11.8.15.)

ami azt jelenti, hogy k® a horizont null-geodetikus generatorainak érintovektora affin paraméterezés
esetén. Valamely {z#} lokdlis koordindtarendszerben a horizont null-geodetikus generatorainak
egyenlete z#(\) = z*(A\(v)), és érintbje k* = dzt(N)/dA, és x* = daxt(A(v))/dv = kHd\/dv,
ugyhogy a (11.8.10.) egyenldséghdl kovetkezik, hogy a Killing-paraméter és az affin paraméter
kapcsolata

dX
% 0.8 GH’U, (11816)
ahonnan k # 0 esetén azt talaljuk, hogy

A ox e™. (11.8.17.)

Allit4s: A horizonton érvényes az alabbi Osszefliggés:
2 1 a. b
K = —§(v X')(Vaxs)- (11.8.18.)

A x? vektormez6 a horizonton hiperfeliilet-ortogonadlis, ezért a Frobenius-tétel kovetkezménye
értelmében fennall a horizonton, hogy

XaVoXg = 0. (11.8.19.)

Innen a Viyx. = —V.xp Killing-egyenlet segitségével kapjuk, hogy

0 = XwuVexq
= %(XaVch + X6 VeXa + XeVaxs — XeVoxa — XoVaXe — XaVeXs)
= %(xavac +x6VeXa + X VaXs), (11.8.20.)
azaz
XeVaxe = —XaVeXe = XoVeXa = —XaVeXe + X6 VaXe = =2X[aVixe-  (11.8.21.)
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Képezziik mindkét oldal kontrakciéjat V@yP-vel:

Xe(VA)(Vaxs) = =2(V"xX) X Vixe = —Xa(V X)) (Voxe) + (VX")x6 Vaxe
= —xa(VX")(Voxe) + (VX)) Xa(Vexe) = —Xa (VX" = VX)) (Vo xe)
= —2xa(V*X")(Vbxe)
= —2rx"(Vaxe)
= —2r%x., (11.8.22.)

ahol a 3. sorban felhasznaltuk a Killing-egyenletet, a 4. és az 5. sorban a (11.8.1.) egyenletet.

Végiil rendezés utan nyerjiik a bizonyitani kivdnt (11.8.18.) dsszefiiggést.
Allitas: A feketelyuk x feliileti gravitciéjdnak matematikai definicidja szta-
tikus feketelyuk esetén Osszhangban van a fizikai definicidval.

Induljunk ki a mindeniitt (nem csak a horizonton) érvényes

3(X[avaC])(X[avac]) = XaXa(vaC)(vac)+2(XGVCXa)(vach)
= XXa(VX)(Voxe) = 2(x*Vaxe) (s Vox©)  (11.8.23.)

azonossagbol. Majd osszuk az egyenléség mindkét oldalat x®x.-val, és vizsgdljuk a bal- és jobb-
oldali kifejezések hatarértékét, ha kozelediink a horizonthoz. Jeldlje a horizonton a hatarértéket
limg. Mivel x[*V®x? = 0 a horizonton, azért (X[aVbXC])(X[aVbe]) gradiense zérushoz tart a
horizonton, mikozben k # 0 esetén x*x, gradiense a (11.8.3.) Osszefiiggés értelmében nem tart
zérushoz. Ezért a 'Hospital-szabdly értelmében

30 Y XD (X Vex)
0 = lim

H X“Xa
. 2(XavaXC)(vabXC)
= lim{ (V°x)(Vixe) —
H (( J(Vexe) X*Xa

(X*Vaxe) (X Vox©)
X*Xa

—2k% — lim 2 : (11.8.24.)

ahol a 3. sorban felhaszndltuk a (11.8.18.) dsszefiiggést. Innen kifejezve k2-et, azt kapjuk, hogy

ava . V¢
= i X VaXe) 0aVox) (11.8.25.)

H X*Xa

frjuk ezt &t azonosan a kovetkez6 alakba:

ava . AV )
K2 = 1im<%w(—xfxf)>. (11.8.26.)
H\ —XXd —X"Xe
A x® érint6ji geodetikuson mozgd prébatest gyorsuldsa
a b
@ = XNVaX (11.8.27.)
—XXe
és V = \/—x%. pedig a prébatest voroseltolédasi tényezbje, igyhogy
K? = 11}5n(v2abab). (11.8.28.)
Legyen a horizont kozelében a prébarészecske gyorsuldsa a = v/ abay, ekkor
Kk = ligIn(Va). (11.8.29.)

305



Itt Va az az erd, amit az egységnyi tomegli részecskére ki kell (a végtelenbdl) fejteni ahhoz, hogy
a végtelenhez képest helyben maradjon egy sztatikus feketelyuk esetében a horizont tetszéleges
kozelében. Ezzel beldttuk, hogy az dltaldnos (11.8.1.) matematikai definicié visszaadja sztatikus
esetben k fizikai definicij4t.

Allitas: A horizont null-geodetikus generdtorai kongruencidjanak expanzioja,
nyirasa és csavaroddsa zérussal azonosak. Tovabbd a horizonton teljesiil az R, k*k® =

0 feltétel és a Cypeqkokd = 0 egyenléség, azaz k® a horizont principalis null-vektora.

Hasznéljuk fel, hogy x® a horizonton hiperfeliillet-ortogondlis, azaz x[,Vpx = 0, hogy
k* = e "x® és, hogy x* Killing-vektor. Ekkor irhatjuk, hogy

kioVike = e 2% (X[avb]xc — X[a V] (fﬂ))xc)

— 4RV 1 1
= ¢ 2 <§XaVch - §vaaxc - ch[avb] (H’U))

—2RKRvU 1
= e’ (Q(Xavac + X6VeXa + XeVaXs — XeVaXs) = XeX[a Vo) (m;))

—2zRv 1
e ? (3X[avaC] — 5XeVaXs ~ XeX(aVy) ('W))

1
= —8_2HUX¢:<§XCV‘1XZ7 +X[avb](liv)>. (11830)

Legyen m®, n® € V a horizont két tetszéleges érintévektora, azaz amelyekre m®y, = n%xq = 0, és
kontrahéljuk az el6bbi egyenléség mindkét oldalat m®nc-vel,

mbnck[avb] kc = O,
mPnlk,Voke — mnky Vo ke = kom®n°Vpk, = ,
mPn°Vyk. = 0. (11.8.31.)

Ez viszont azt jelenti, hogy a V érintétérben (Id. 9. fejezet jeldléseit null-feliilet érintGterére
vonatkozéan):

Vike = 0. (11.8.32.)

Ekkor viszont a horizont null-geodetikus generatorainak kongruenciajat jellemz6 By = V/Z,El tenzor
azonosan zérus, ugyhogy a kongruencia 6 expanzidja, 6,5 nyirdsa és wgp csavarodasa mind azonosan
zérus (1d. (9.3.43.)). Ekkor a (9.3.49.) és a (9.3.50.) egyenldségekbdl kapjuk, rendre, hogy a

horizonton Rapk®k? = 0 és Cupeak®k® = 0.

Megjegyzés: Alabb meg fogjuk mutatni, hogy k* a Weyl-tenzornak tobbszoros
principalis null-vektora a horizonton.

Megjegyzés: A fenti egyenletek tobbsége, mint pl. a k-t definidlé (11.8.3.)
egyenlet, csak a horizonton érvényes. Ezért ezekre az egyenletekre nem alkalmazhat-
juk a V, gradiens-operatort, hiszen csak a horizonthoz képesti érintéiranyban dif-
ferencidlhatunk. Ha a horizont térszert hiperfeliilet lenne, akkor alkalmazhatnank
a h*V, operatort, ahol hy, a hiperfeliileten indukalt metrika, de a horizont nem
térszerti hiperfeliilet, hanem null-felillet. Ezért nincsen olyan természetes médon
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definidlhaté operdtor, amely vetitene r4. Ennek ellenére, az €*?y, tenzor a hori-

zonthoz képest érintdirdnyt (itt €2 a téridd térfogateleme), hiszen (ey4)x. = 0.

Ezért a horizonton érvényes barmely egyenletre alkalmazhatjuk az (¢2**?y,)V, vagy
a X4V operdtort.
Allitas: A « feliileti gravitdcié allandé a horizonton.
Irjuk a (11.8.1.) egyenletet
KXa = X°ViXa (11.8.33.)

alakba, és alkalmazzuk mindkét oldaldra a xqV operatort:

XaXaVek + 6xaVeXa = XaVeag(’Vexa)

(XaVeax")(Voxa) + X*XaVe VeXa

(X1aVeX") (Voxa) = X X[ R pa) X

= (aVax")(Voxa) + X" Ry Xa) Xes (11.8.34.)

ahol felhaszndltuk a Killing-vektormezdkre érvényes (C.4.51.) azonossigot. A jobboldali elsd ta-
got alakitsuk at. Felhasznalva, hogy x® a horizonthoz képest hiperfeliilet-ortogonalis, azaz hogy
érvényes a (11.8.21.) azonossag, {rhatjuk, hogy

1
XaVax)(Vexa) = —5X6(Vaxe) (Voxa)

1

= _EHXa(VdXC)

= KX[aVeXas (11.8.35.)

ahol a 2. sorban felhaszndltuk a (11.8.1.) Gsszefiiggést, majd a 3. sorban ujra a (11.8.21.) azo-
nossagot. Azt kaptuk tehdt, hogy a (11.8.34.) egyenldség jobb oldaldnak elsd tagja kiejti az egyenlet
bal oldaldn 4ll6 méasodik tagjat, igyhogy

XaXiaVek = X'Ryu XaXe (11.8.36.)
adédik.

Tekintsiik most a (11.8.21.) azonossagot és hattassuk mindkét oldalara a x4V, operatort:

XV Ve)Vaxe + xeXaVeaVaxe = —2(XaVeXa) Vexe +2(xaVe VipX|e|) Xa-
(11.8.37.)

A (11.8.21.) azonossig ismételt alkalmazasaval beldthatjuk, hogy a bal oldal elsé tagja azonos a
jobb oldal els6 tagjaval, tigyhogy

XeX(aVeVaxs = 2(XaVeVipXie)Xa) (11.8.38.)

adddik. Ismét felhasznéljuk a (C.4.51.) azonossigot:

XeRo XaXr = =2x( Ry xa)xs- (11.8.39.)
Szorozzuk az Osszefliggés mindkét oldalat g°-vel és kontrahaljunk a c és e indexekben:

XeRab[ef XaXf = —2g°e><[aRb]C[ef Xd| Xt (11.8.40.)
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ahol a baloldali kifejezés eltiinik,
X R Xaxs = X Ry xaxs = X Rypa” xexs =0, (11.8.41.)
mert xX =0 és Roped = —Rabde- A kapott

0 = " XaRyue Xaxs (11.8.42.)

egyenloségben részletesen kifrjuk az antiszimmetrizaldst az e és d indexekben:
I X Rypee "Xaxs = 0°NaRyea XX (11.8.43.)
~XaBy xaxs = XiaRyea XX (11.8.44.)

Mivel a (11.8.36.) és a (11.8.44.) egyenl8ségek jobb oldalai azonos alakiak, a bal oldalak
osszehasonlitasabdl azt kapjuk, hogy

XaVar = —xaRy’xs (11.8.45.)

A bizonyitds eddigi 1épései soran nem hasznaltuk fel az Einstein-egyenleteket. Most az
Einstein-egyenleteket és a domindns energia-feltételt felhaszndlva megmutatjuk, hogy a (11.8.45.)
egyenlet jobb oldalan allé kifejezés eltiinik. A dominans energia-feltétel azt koveteli meg, hogy
—T%x" jovéiranyt idészerti vagy null-vektor legyen. Masrészt R,pk?k® = e~ 25" Ry x@x® = 0 miatt
Rapx®x? = 0, tdgyhogy az Einstein-egyenletekbél,

1
(Rab—igabR>xaxb = 4dnTx*x’, (11.8.46.)

kovetkezik, hogy Thupx®x? = 0. Utébbi azt is jelenti, hogy x* ugyanabba az iranyba mutat, mint
—T.,bxp, vagyis akkor X[cTa]bXb = 0. Ujra felhasznalva az Einstein-egyenleteket, innen adodik,
hogy X[cRa]bxb = 0, ami azt jelenti, hogy a (11.8.45.) egyenlet jobb oldala zérus. Végiil tehét azt
kapjuk, hogy

X[dvc]li = 0, (11.8.47.)

ami azt jelenti, hogy x allandé a horizonton.

Allitas: Tekintsiink olyan (M, gap) staciondrius, axidlszimmetrikus téridét,
amely feketelyukat tartalmaz. Legyen ¥ olyan aszimptotikusan lapos hiperfeliilet,
amely a H horizontot a H 2-dimenziés gombfeliiletben metszi, amely ¥ hatarat
képezi. Ekkor a térido teljes tomege:

1 1
M = 2/ <Tab — §Tgab)n“§bdv+ 4—HA+QQHJH, (11848)
) m

ahol n® a ¥ térszert hiperfeliilet jovoiranyu egység-normalisa, Ty, az anyag energia-
impulzus-tenzora, £ a téridd staciondrius Killing-vektora, dV a X hiperfeliileten a
természetes térfogatelem, A a horizont ‘H hataranak feliilete (X-ban), Qg a horizont
szogsebessége, Jy a feketelyuk impulzusmomentuma.

Allitas: Kicsiny stacionarius és axialszimmetrikus megvaltozas esetén va-
kuumban az alabbi differencialis Osszefiiggés érvényes a téridé teljes tomegének
megvaltozasara:

oM = SilidA—FQHéJH, (11849)
T

308



ahol 0 F és 0 Jy rendre a feketelyuk H hatara tertiletének és impulzusmomentumanak
a megvaltozasa.

Megallapithaté a matematikai analégia a feketelyukak fizikaja és a termodina-
mika kozott.

o A feliileti tétel azt allitja, hogy a feketelyukak egytittes A feliilete semmi-
lyen folyamat soran nem csokenhet, ami analég a termodinamika mésodik
fotételével, hogy a zart rendszer entropiaja nem csokkenhet.

o A feketelyukak tomegének megvaltozasara vonatkozo differencialis
osszefiiggés analog a termodinamika elsé fotételével. A feketelyukat tartal-
mazdé térido teljes tomege analég a termodinamikai rendszer teljes F energia-
javal; az Qg dJy tag a megfelel annak a mechanikai munkanak, amit ahhoz kell
végezni, hogy a forgd feketelyuk impulzusmomentumat oJg-val megvéltoz-
tassuk, ez a termodinamikai —pdV mechanikai munkavégzés analogonja; a
(k/8m)0A tag a termodinamikai 7'dS kvazisztatikus hokozlésnek felel meg,
ahol T'= /87 a , feketelyuk homérséklete”.

e A nulladik f6tétellel analég moédon az egyenstlyi, azaz a stacionarius feke-
telyuk horizontjan a « feliileti gravitacié allandd, ami megfelel annak,
hogy termodinamikai egyensilyban a 7" hémérséklet allandé a test mentén.

o Végiil, a felileti gravitacié toltott Kerr-feketelyukakra vonatkozé (11.8.9.)
képletébdl latjuk, hogy x csak az M? = a® + e? szélséséges esetben tiinik
el, ami a termodinamikai 7" — 0 hataresetnek felel meg. Wald megmutat-
ta, hogy minél kozelebb van a feketelyuk ehhez a szélsOséges esethez, annal
nehezebb még kozelebb vinni hozza, hasonléan, ahogy valamely termodinami-
kai rendszert annal nehezebb tovabb hiiteni, minél kozelebb van T = 0-hoz.
A feketelyukak fizikdja csak ennyi hasonlésagot mutat a harmadik f6tételhez.
A T — 0 esetén S — 07 torvénynek azonban nincsen a feketelyukakra vo-
natkozé analogonja, mert a feketelyuk A felillete a k — 0 hataresetben is
maradhat véges.

Az elmondottak alapjan az alabbi formalis analdgia fedezheto fel a feketelyuk-
fizika és a termodinamika mennyiségei kozott:

1
M~ E, T+ ak, S+ —A, (11.8.50.)
g’

ahol « tetszoleges allandé lehet. Az, hogy M és E is teljes energia, utalas lehet ra,
hogy az analégia sokkal mélyebb kapcsolatot takar, mint véletlenszerii hasonléségot.
A feketelyuk, mint klasszikus fizikai objektum termodinamikai homérséklete azon-
ban abszolit zérus, mert a feketelyuk olyan test, ami az elektromagneses sugarzast
tokéletesen abszorbedlja és nulla az emisszidja. Ugyanakkor Hawking 1974-ben felfe-
dezte, hogy a feketelyuk kvantumfizikai parkeltési mechanizmus révén részecskékbdl
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allo, T = hk/2m hémérsékletii feketetest-sugarzast bocsat ki. A k feliileti gra-
vitacié tehat lényegében mégis a feketelyuk termodinamikai hémérséklete. Ebbdl
arra kovetkeztetiink, hogy a feketelyukak fizikaja és a termodinamika koézotti kapceso-
lat mélyebb, mint egyszerti analdgia: lehet, hogy a feketelyuk-fizika fentebb felsorolt
torvényei egyszeriien a termodinamika torvényeinek alkalmazasai a feketelyukakra.
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FUGGELEK

A. Topoldégikus terek

A.1. Topolégia

Definicié: Topolégikus tér, (X, 7T): Legyen X halmaz és T az X részhalmazainak olyan
egylittese, hogy

1. a T-ben taldlhaté részhalmazok barmely egyiittesének unidja benne van 7 -ben, azaz
ha O, € T Va, akkor U,O, € T, ahol O, C X Vaq;

2. T-bél vett barmely véges sok részhalmaz metszete is T-ben van, azaz ha O1, Oa, ...,
O, € T, akkor N?_,0; € T;

3. X és 0 is eleme T-nek.

Ekkor azt mondjuk, hogy 7T topolégiat értelmeztiink az X halmazon, és X-nek 7T-ben
szereplO részhalmazait nyilt halmazoknak nevezziik.

Allitds: Barmely X halmaz topolégikus térré teheto. Erre a legegyszeriibb példék:

1. Diszkrét topolégia: amikor 7 = {X Gsszes részhalmazai};

2. Indiszkrét topolégia: amikor 7 = {X, 0}.

Példa: Valés szamok halmaza standard topolégiaval: X = R és T tartalmazza
R 6sszes olyan részhalmazdt, amelyek elééllnak (a,b) nyilt halmazok uniéjaként. Ekkor a nyilt
intervallumok egyuttal nyilt halmazok, ami indokolja, hogy altaldban barmely topolégikus tér
esetén T elemeit nyilt halmazoknak nevezziik.

Példa: Metrikus tér standard topolégiaval: Legyen X tetszéleges metrikus tér és T
az X Osszes olyan részhalmazainak egyiittese, amelyek eloallithatok nyilt gombok unidiként.

Definicié: Indukdlt topoldgia: Legyen (X, T) topoldgikus tér és A C X. Ekkor
az A részhalmaz topoldgikus térré tehet6 azaltal, hogy definidljuk az S indukalt topoldgiat,

ahol § = {A-nak az Gsszes olyan részhalmaza, amely kifejezhet, mint A-nak és T eleme-
inek a metszete}, azaz S = {U|U = AN O,VO € T}.

Definicié: Szorzattopoldgia: Legyenek (Xi,77) és (X2, 7T2) topoldgikus terek.
Ekkor az X1 x X9 = {(z1,x2)|x1 € X1, 9 € X5} topoldgikus térré tehetd, (X1 x X9, 7),
ahol T az X7 x X9 6sszes olyan részhalmazait tartalmazza, amelyek O x O alaki halmazok
unidiként allithatdk eld, ahol O1 € T1 és Oy € Ts.

Példa: A szorzattopoldgia segitségével tudunk az R-n értelmezett standard topolégiabol
R"-en topoldgiat értelmezni. Az utébbi pontosan megegyezik az R"-en értelmezett standard to-
polégiaval, amelyet kozvetleniil is definidlhatunk gy, hogy T az 6sszes olyan részhalmazok egyiitte-
se, amelyek eléallithaték nyilt gombok unidiként.
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A.2. Leképezések

Definicié: Folytonos leképezés: Legyenek (X, T) és (Y,S) topolégikus terek. Az f :
X — Y leképezést folytonosnak nevezziik akkor és csak akkor, ha barmely O C Y nyilt
részhalmaz inverz képe, f~1[0] = {r € X|f(z) € O} nyilt halmaz X-ben, vagyis ha
O € S, akkor f~O] € T.

Ha R-et standard topolégiaval latjuk el és f : R — R, akkor a folytonossag fenti
definiciéja pontosan megegyezik a folytonossag szokasos € — §-s definicidjaval.

Definicié: Az f : X — Y leképezést homeomorfizmusnak nevezziik, akkor és
csak akkor, ha f folytonos, kolcsondsen egyértelmil, ,,-ra torténd” leképezés és f~1 is
folytonos. Ekkor az (X,7T) és az (Y,S) topoldgikus tereket homeomorfaknak nevezziik.
Homeomorf topoldgikus terek topoldgiai tulajdonsigai megegyeznek.

A.3. Zartsag, osszefiiggés, lezaras, hatarok
Definicié: Legyen (X, T) topoldgikus tér. A C' C X részhalmaz zart akkor és csak akkor,
ha a komplementere X \ C' = {z € X|z ¢ C'} nyilt halmaz, vagyis X \ C € T.

Példa: A valds szdmegyenes zdrt [a, b] intervalluma egyuttal R-nek zdrt részhalmaza is.

Ko6vetkezmény:

1. Zart halmazok barmely egyiittesének metszete zart.

2. Véges sok zart halmaz unidja is zart.

Lehetséges olyan részhalmaz, amely se nem zart, se nem nyilt, mint pl. a félig nyilt
[a,b) C R intervallum. El6fordulhat az is, hogy egy részhalmaz egyszerre zart és nyilt is,
mint pl. a diszkrét topolégidban a részhalmazok.

Definicié: Az (X, 7T) topoldgikus tér akkor és csak akkor 6sszefiigg6, ha T elemei
kozott az egyediili olyan részhalmazok, amelyek egyszerre nyiltak és zartak, az X és a ()
iires halmaz.

Példa: R" a standard topoldgidval Gsszefliggo.

Definicié: Részhalmaz lezartja: Legyen (X,7) topoldgikus tér és A € X. A
lezartjan, A-n az A-t tartalmazé Osszes zart halmaz metszetét értjik.

Kovetkezmény: A zart, A C A és A = A akkor és csak akkor, ha A zart.
Definicié: A C X belseje= int(A): az Osszes A-ban taldlhaté nyilt halmaz unidja.

Kovetkezmény: int(A) nyilt, int(A) C A és int(A) = A akkor és csak akkor, ha A
nyilt.

Definicié: A hatdra = A = 9A: mindazon pontok halmaza, amelyek benne vannak
A-ban, de nincsenek benne int(A)-ban.
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Definicié: Az (X, T) topolégikus tér Hausdorff-topolégidji'?? akkor és csak ak-

kor, ha teljestil a kovetkez6 elvalaszthatésagi feltétel: barmely két kiilonbozé p, g € X
p # q pont esetén léteznek olyan O,, O, € T nyilt halmazok, hogy O, N O, = 0.

Példa: R" a standard topologiaval Hausdorff-topologiaju.

A.4. Kompaktsag

Definicié: Nyilt lefedés: Legyen (X,7T) topologikus tér, A C X. Ekkor az X nyilt
halmazainak {O,} egylittesét A nyilt lefedésének nevezziik akkor és csak akkor, ha A C
UaOq.-

Definicié: Allefedés: az A halmaz nyilt {O,} lefedésében szereplé olyan nyilt
halmazok részegyitittese, amelyek szintén lefedik A-t. Az allefedést végesnek nevezziik,
ha véges sok halmazt tartalmaz.

Definicié: Az A C X részhalmaz kompakt akkor és csak akkor, ha barmely nyilt
lefedésének van véges allefedése.

Példa: Barmely topologikus térben egyetlen pont kompakt részhalmasz.

Példa: A (0,1) C R nyilt intervallum nem kompakt, mert pl. az O, = (1/n,1) n =2,3,...
nyilt lefedése a (0,1) intervallumnak, de ez nem tartalmaz véges allefedést.

A zartsag és a kompaktsig kapcsolatardl fontos tételek szdélnak.

A.1. tétel: Heine!?*-Borel'? -tétel: Az [a,b] C R zirt intervallum kompakt az
R-n értelmezett standard topolégiaban.

A.2. tétel: Legyen (X, 7T ) Hausdorff-topolégidju és A C X kompakt, akkor A zart.
A.3. tétel: Legyen (X, T) kompakt és A C X zart, akkor A kompakt.

A.4 tétel: A valds szamok A részhalmaza a standard topoldgidban akkor és csak
akkor kompakt, ha A zart és korlatos.

A folytonos leképezések megérzik a kompaktsagot:

A.5. tétel: Legyenek (X, T) és (Y,S) topoldgikus terek, legyen (X, T) kompakt és
f: X — Y folytonos. Ekkor X képe is kompakt, azaz f[X] ={y € Y|y = f(z)} C Y
kompakt.

A.6. tétel: Topoldgikus téren értelmezett folytonos valds fliggvény korlatos és fel-
veszi a maximalis és a minimalis értékét.

A kompaktsag R-beli, az A.4. Tételben megfogalmazott tulajdonsagai kiterjeszt-
heték R™-re:

A.7. tétel: Tyikhonov'?6-tétel: Legyenek (X1, 71) és (Xa,72) kompakt topolé-

123Felix Hausdorff, német matematikus, 1868-1942.

124Heinrich Eduard Heine, német (porosz) matematikus, 1821-1881
125F¢dlix Edouard Justin Emile Borel, francia matematikus, 1871-1956

126 Andrej Nyikolajevics Tikhonov, orosz és szovjet matematikus, 1906-1993
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gikus terek. Ekkor X7 x X5 is kompakt a szorzattopoldgidara nézve.
A.8. tétel: Az A C R™ akkor és csak akkor kompakt, ha A korlatos és zart.

Példa: Az S™ (az n-dimenziés gombfelillet R"T1-ben) kompakt az indukdlt topolégidra
nézve.

A.5. Konvergencia, megszamlalhatosag és kompaktsag

Definicié: Az (X, T) topolégikus tér pontjainak {z,} sorozata konvergdl az x ponthoz
akkor és csak akkor, ha az x pont minden O nyilt kdrnyezetéhez létezik olyan N egész, hogy
Zn € O minden n > N esetén. Ekkor azt mondjuk, hogy x az {z,} sorozat hatdrértéke.

A valés szémok R halmazdban a standard topoldgidval ez a szokédsos konvergencia-
fogalom.

Definicié: Az y € X torléddsi pontja az {z,} sorozatnak, ha y barmely nyilt
kornyezete a sorozat végtelen sok pontjat tartalmazza.

Ha {z,} konvergal xz-hez, akkor z torlédasi pont. Madsrészt viszont ha y az {z,}
torlédési pontja, akkor el6fordulhat, hogy az {x,} sorozatnak még olyan {y,,} részsorozata
sem létezik, amelyik y-hoz konvergal.

Definicié: Az (X, T) topoldgikus tér elsédlegesen megszamlalhaté akkor és csak
akkor, ha barmely p € X-hez létezik a nyilt halmazok olyan {O,, } megszamlalhaté egyiitte-
se, hogy p barmely O nyilt kornyezete tartalmaz legaldbb egyet az {O,,} egyiittesbol.

Allitas: Ha (X,T) els6dlegesen megszamlalhato, akkor minden olyan {z,} soro-
zatbdl, amelynek y torlédasi pontja, kivdlaszthaté y-hoz konvergéls {y,} részsorozat.

Példa: R™ a standard topolégiaval elsddlegesen megszamlalhatd, de eleget tesz egy erésebb
kritériumnak is: nevezetesen masodlagosan megszamlalhato.

Definicié: (X,7) topolégikus tér masodlagosan megszamldalhatd, ha létezik
nyilt halmazok olyan megszamldlhaté egytittese, hogy barmely nyilt halmaz kifejezhetd
ezen halmazegyiittes valamely tagjainak unidjaként.

Példa: R™ masodlagosan is megszamlalhato és a nyilt halmazok megszamlalhatd egylittesét
azok a nyilt gombok képezik, amelyek kozéppontja raciondlis koordinatakndl van és sugaruk is
raciondlis.

A kompaktsag és a konvergencia kapcsolatat az alabbi tétel fogalmazza meg:

A.9. tétel: Bolzano-Weierstrass-tétel: Legyen (X,7) topoldgikus tér, A C
X. Ha A kompakt, akkor minden {z,} C A sorozatnak van A-ban torlédasi pontja.
Megforditva, ha (X, 7T ) mésodlagosan megszamldlhaté és minden A-beli sorozatnak van
A-ban torlédési pontja, akkor A kompakt. fgy, ha (X, 7) mésodlagosan megszamlalhato,
akkor X-nek az A részhalmaza akkor és csak akkor kompakt, ha minden A-beli sorozatnak
van olyan konvergens részsorozata, amely A-beli ponthoz konvergal.
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A.6. Parakompaktsag és parakompakt sokasagok tulajdonsa-
gai

Definicié: Lefedés finomitédsa: Legyen (X, 7) topoldgikus tér és {O,} az X-nek nyilt
lefedése. A {V} nyilt lefedést az {O, } lefedés finomitasanak nevezziik, ha barmely V3-hoz
létezik olyan O, hogy Vi C O,.

Definicié: A {V3} lefedés lokdlisan véges akkor és csak akkor, ha barmely x € X
pontnak van olyan W nyilt kornyezete, amely csak véges sok Vs-ba metsz bele, azaz
amellyel csak véges sok Vjs-ra teljesiil, hogy W N V3 # 0.

Definicié: Parakompaktsag: az (X, T) topoldgikus tér akkor és csak akkor para-
kompakt, ha X minden {O,} nyilt lefedésének létezik lokalisan véges {V3} finomitasa.

Példa: R" és S™ és szorzataik parakompaktak.

Allitds: Legyen M parakompakt differencidlhaté sokasag (tovabbiakban egyszertien
sokasdg). Ekkor

1. M-en létezik Riemann-metrika;

2. M masodlagosan megszamlalhaté.

Ekkor M lefedhetd olyan (15, 0;) térképek lokélisan véges, megszamlalhat6 csalddjdval,
amelyben minden O; kompakt. Forditva, ha M a sokasiagok minden kovetelményének
eleget tesz, akkor az 1. vagy a 2. tulajdonsig teljesiilése maga utdn vonja, hogy M

parakompakt.

A parakompakt sokasigok egyik fontos tulajdonsdga, hogy létezik rajtuk egységfel-
bontas.

Definicié: Legyen adott az M parakompakt sokasdg lokalisan véges nyilt {O,}
lefedése. Az {O,} lefedéshez tartozé egységfelbontison sima fliggvények olyan {f,}
egylittesét értjiik, amelyek az alabbi tulajdonsaguiak:

1. fo tartéja (azaz azon halmaz lezértja, amelyen f, # 0) O,-nak részhalmaza,
2.0< fa < 1

3. >, fa =1, ahol az Gsszegzés véges sok tagra torténik, mert M minden pontjaban
csak véges sok f, # 0, hiszen a sokasag lokdlisan véges lefedésébdl indultunk ki.

Allitds: M minden olyan lokélisan véges {O4} nyilt lefedéséhez, amelyben min-
den O, kompakt, tartozik egységfelbontds. Ez azt jelenti, hogy minden parakompakt
sokasdgon létezik egységfelbontds.

Az egységfelbontis létezése lehetévé teszi, hogy a parakompakt sokasidgokra vonatkozd
lokalis allitasokat globdlissa tegyiink:

Példa: fgy bizonyithaté az a fentebbi allitds, hogy parakompakt sokasdgon létezik Riemann-
metrika. A bizonyitds az aldbbi 1épésekben torténik: (i) M-t lefedjiik lokalisan véges (1q, Oq)
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koordinatatérképek olyan csalddjaval, amelyben minden O, kompakt; (ii) minden egyes lokalis
kornyezetben definidlunk egy (ga)qs Riemann-metrikdt; (iii) majd képezziik az egész sokasdgra
kiterjesztett gay = Y, fa(9ga)as metrikat, ahol {fo} az {O,} lefedéshez tartozé egységfelbontiés.

Példa: Ugyancsak az egységfelbontas segitségével definidlhatd az integralas parakompakt
sokasdgokon.
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B. Differencial-formak

B.1. p-forma, ékszorzat és kiils6 derivalt

Definicié: Az w teljesen antiszimmetrikus (0, p)-tipusi tenzort differencialis p-formanak
(roviden p-formanak) nevezziik: Way...ap = Way...ap)-

Kovetkezmény: Ha dimM = n és p > n, akkor minden p-forma azonosan zérus.

Megjegyzés: Egy p-forma és egy g-forma kiils6 szorzata, Way ...ap by ...bg (0,p + q)-
tipusu tenzor, de nem (p + ¢)-forma. Két differencidl-formédb6l A-szorzassal, azaz
ékszorzassal képezhetiink (p + ¢)-format.

Definicié: Az w p-forma és a p g-forma ékszorzata az w A p (p+ ¢q)-forma, amelyet

(p+q)!

p'q' w[al'”apubl---bq} (Bll)

(w N :u')al...apbl...bq =

definiél.

Megjegyzés: Az ékszorzat (a) bilinedris, azaz barmely w, a és 3 differencidl-formak
esetén

wA(a+p8) = wha+wApP, (B.1.2.)
tovdbba (b) csavar-kommutativ, azaz barmely a p-forma és 8 g-forma esetén

aNf = (-1)PIBAc. (B.1.3.)

Példa: Legyen w € V és p € V) az n dimenziés sokasdg p € M pontjdban értelmezett
két egy-forma. Legyen V), az M sokasag érintétere a p pontban. Keressiik a w A pu két-forma
hatdsat a (£,m) € V, x V, rendezett vektorpdron. A p pont kdrnyezetében bevezetjik az z/
koordinatarendszert, és a megfelel6 a% és dz" koordinata-bazisokat rendre Vj,-ben és a V, dualis

vektortérben. Ekkor frhatjuk, hogy £ = 5“8%“ n= 77“8%“ w =wydz!, p=p,dx". Az ékszorzat
tehat atirhato koordinata-bazisban
wAp = wypdx Ndx” = 2wy, dxt A dx” (B.1.4.)
alakba, ahonnan (w A ), = 2wy, ). Mésrészt, mivel
dz" ndx”(§,m) = &'n" =&, (B.1.5.)
azért
wApEn) = 2wy (" — ") = wu n” — wun "
= w(@u(n) —wmm). (B.1.6.)

Definicié: Az w p-forma kiils§ derivéltjdnak azt a dw (p + 1)-formét nevezziik,
amelyet

(dw)al...apb = (p+1)v[bwa1...ap} (B17)
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definial. Ezt formalisan irhatjuk dw = V A w alakba is, mintha a derivalas operatora is
1-forma lenne.

Megjegyzés: Fontos tudatositani, hogy a derivalds eredménye nem fiigg attol, hogy
Vi, melyik derivalé operator (akir a kozonséges parcidlis derivalds operdtora is lehet).
Ez azért van igy, mert a kiils6 derivalt komponenseinek valamely koordinata-bazisban
torténd tényleges kiszdmitdsakor a derivéldst a p-forma komponensein, mint a koordintdk
fliggvényein kell elvégezni.

Példa: Legyen w egy-forma, akkor (dw)s = 2Vw,), amelynek komponensei a lokélis
koordindta-bazisban (dw),, = V,w,(z) — V,w, (z) = Oyw, — O,w,,, Ugyhogy - kordbbi jel6léseinket
hasznélva - kapjuk, hogy dw(&,n) = (Oyw, — Ouwy )& n”.

Allitds: Poincaré-lemma: Bérmely w p-forma esetén
Pw = 0. (B.1.8.)

Ez azért van igy, mert a masodik parcidlis derivaltakban felcserélheté a derivaldsok sorrendje,
ligyhogy

(de)bcal___ap = (p+2)(p+1)0p0cwa,...a,) = 0. (B.1.9.)

Allitds: A Poincaré-lemma megforditasa: Legyen o p-forma, amelyre da = 0.
Ekkor lokdlisan mindig létezik olyan 3 (p—1)-forma, amelynek a a derivéltja, azaz amelyre
a = dB3. Ez altalaban globdlisan nem igaz.

B.2. Integralas

Az n-dimenziés M sokasdgon az n-formdk linedris tere 1-dimenzids. Ez azt jelenti, hogy
fliggvény-szorzétol eltekintve egyetlen n-forma létezik.

Definicié: Az M sokasagot irdnyithatonak nevezziik, ha létezik olyan € n-forma,
a sokasag orientacidja, amely folytonos és sehol sem tiinik el M-en: €, 4, AZ € és
az € irdnyitds ekvivalens, ha létezik olyan f > 0 fiiggvény, hogy € = f¢€'.

Minden irdnyithaté sokasdgon két inekvivalens orientacié 1étezik, az egyiket jobbke-
zesnek, a masikat balkezesnek nevezik. Minden egyszeresen Gsszefligg6 sokasdg iranyithato.

Példa: R" és az (m + 1)-dimenziés R™ T 1-be dgyazott m-dimenziés S™ gémbfeliilet iranyit-
hat6 sokasagok.

A tovabbiakban a folytonos a n-formamezd integraljat értelmezziik az n-
dimenzids, iranyithaté M sokasagon. Eloszor értelmezziik az integrilt egy U C
M nyilt halmazon, majd parakompakt sokasdgok esetén az integral lokalis definicidjat
kiterjesztjik az egységfelbontas segitségével az egész sokasagra. Ezt kovetoen pedig az n-
dimenziés M sokasdgon értelmezett p-formak integraljat fogjuk definidlni ,,jé viselkedésii”
p-dimenzids részsokasidgokon.

Legyen € a sokasag orientacidja.
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1. Legyen U C M egyetlen 9 koordinatarendszerrel lefedett nyilt halmaz, és legyen
ebben a koordindtabéazisban
€ = hdz' A... Adx", il g, 4, =nlh(z!,... ,x”)(dajl)[al e (da™) g,
(B.2.1.)
ahol h el nem tiné fliggvény U-n. Megallapodés szerint, aszerint, hogy h > 0, ill.

h < 0 rendre jobb-, ill. balsodrasi koordinatarendszerrdl beszéliink. Barmely
a n-forma kifejthetd a 1 koordinatabdzis szerint,

a = a(zt,.. . ")dz' AL A da™ (B.2.2,)
Ha 1 jobbsodrasd, akkor az a n-forma U C M nyilt halmazon vett in-
tegraljanak definicigja:

Definicio:

/a = / a(zt, ..., z")dzt ... da", (B.2.3.)
U Y[U]

ahol ¥[U] az U C M nyilt halmaz képe R"-ben, és a jobb oldalon &ll6 integral
szokasos Riemann-integral (v. Lebesgue'?"-integral).

Allitas: Az igy értelmezett integral fliggetlen a koordinatarendszer megvélasztasatol.

Megjegyzés: Tegyiik fel, hogy az M sokasdgot 4 = (u',...,u™) paraméterekkel paramet-
rizéltuk, azaz (i) = (x'(@),...,2"(4)), akkor az integral

ozt,... 2"
/ a = / a(f(ﬂ)Mdul o du, (B.2.4.)
U D a(u gee ,Un)
ahol D a v[U] tartoménynak megfelel§ értelmezési tartomény a paraméter-térben.

2. Legyen az M sokasdg parakompakt. Ekkor a sokasagnak 1étezik lokalisan véges {O; }
lefedése, azaz minden pontja lefedhet6 véges sok olyan O; nyilt halmazzal és rajtuk
értelmezett 1); lokdlis térképekkel, hogy minden O;-nek az O; lezartja kompakt.
Ekkor pedig létezik az {O;} lefedéshez tartozé {f;} egységfelbontés.

Definicié: Ha a
Z/ filai|?dz" - dz™ < oo (B.2.5.)
i i[O

integral véges, akkor az a n-format az M parakompakt sokasagon integral-
haténak nevezziik és integraljat az

/M T 22: /Oz free= zz: /i[oi] fuai(@r, .. ,an)dxl -edz” (B.2.6.)

Osszefiiggéssel értelmezziik, ahol a méasodik egyenl6ség az integral nyilt halmazon
torténo lokalis definicigjabdl kovetkezik.

Megjegyzés: Meg lehet mutatni, hogy az igy bevezetett integral-fogalom fiiggetlen
az {O;} lefedéstdl és a hozzérendelt egységfelbontdstol.

127Henri Léon Lebesgue, francia matematikus, 1875-1941.
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3. A fentieket felhasznalhatjuk arra, hogy értelmezziik az n-dimenziés M parakom-
pakt sokasdgon adott p-forma (p < n) integréljat M valamely ,,j6 viselkedésii”
p-dimenzids feliiletén.

Definicié: Legyen S p-dimenziés sokasdg, ahol p < n. Ha létezik olyan ¢ : S — M
C>-tipust, lokalisan kolesondsen egyértelmii leképezés, amelynek a ¢! : ¢[O] — S
inverze is C*°, akkor azt mondjuk, hogy ¢[S]| az M-be siillyesztett részsokasag.
Itt a ¢ leképezés lokalis kolcsonos egyértelmiisége azt jelenti, hogy minden
g € S ponthoz létezik olyan nyilt O C S kornyezet, hogy ¢ az O kornyezeten
kolesonosen egyértelmii. Ha az elébbi feltételek gy teljesiilnek, hogy ¢ globélisan is
kolesonosen egyértelmii, akkor azt mondjuk, hogy a ¢[S]-et az M-be bedgyazott
részsokasdgnak nevezziik. (A ¢ leképezés kolesos egyértelmiiségének globalitasa
biztositja, hogy a ¢[S] képhalmaz ,,nem metsz dnmagaba”.)

A tovabbiakban ,,j6 viselkedésii feliilleten” M-be bedgyazott részsokasigot

értiink. Az n-dimenziés M sokasdgba bedgyazott (n — 1)-dimenzids részsokasagot
hiperfeliiletnek nevezik.

A bedgyazés automatikusan generdl egy természetes sokasdg-szerkezetet ¢[S]-en.
Ezért minden ¢ € ¢[S] pontban létezik ¢[S]-nek a W, érintétere, ami azonosithaté
az M sokasdg ugyanezen g pontban vett V; érint6terének egy p-dimenzids alterével.
Ennek kovetkeztében, az M-en adott barmely 3 p-forma general egy 3 p-format
¢[S]-en azéltal, hogy B értelmezési tartomanyat Vy x ... x Vg-rél W, x ... x Wy-ra

p—szer p—szer

korldtozzuk. Ezt figyelembe véve B integraljat a ¢[S]| bedgyazott sokasdgon gy
értelmezziik, mint 3 integréljat ¢[S]-en:

/qs[s]ﬁ B /WB' (B.2.7.)

Ezzel visszavezettiik az integral-fogalmat a mar elézdleg bevezetett ,,n-forma in-
tegralja n-dimenzids sokasagon” fogalmaéra.

Megjegyzés: Az M n-dimenzids sokasdgon értelmezett 3 p-formét (p < n) koordindta-
bézisban felirhatjuk

B8 = Z Bivyooiy (@t a™)da™ AL A da'r (B.2.8.)
i1 <...<ip
alakban, ahol ;... ; (z',...,2™) valds fiiggvények.

B.3. Integraltételek

B.3.1. Iranyithat6 sokasagok és a Stokes-tétel
A differencidlformék integréljaira vonatkozé tételek megfogalmazasahoz sziikségiink lesz a
hatarral rendelkez6 irdnyithaté sokasag fogalmara.

Definicié: Az n-dimenziés, hatarral rendelkez6 N sokasag simén van Ossze-
varrva olyan lokalis tartomanyokbdl, amelyek olyanok, mint R” , felének”, azaz R™ ! < 0
részének valamely nyilt halmazai.
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A bedgyazott sokasig specidlis esete, amikor a bedgyazandé S sokasag (n — 1)-
dimenziés és a bedgyaz6 leképezés olyan, hogy ¢[S] az N C M zért tartomény (n — 1)-
dimenziés hatéra, ¢[S] = N. Ekkor N belseje, int(N) = N — N egy hatérok nélkiili
n-dimenzids sokasdg. Az N hatér sokasdg-szerkezetét az N lefedéséhez hasznalt lokalis
térképek z! = 0-hoz tartozé részei hatdrozzak meg. Az N hatér egy (n — 1)-dimenzids,
hatarok nélkiili sokaséag.

Ha a hatarral rendelkez6 N sokasag iranyithatd, akkor az irdnyitas indukal egy
irdnyitast az N hatdron is. Az N hatarnak az N sokasag orientacidja altal indukalt
orientaciéjat a kovetkezdképpen kapjuk meg:

1. Tekintsiik az N-on azokat az U; lokalis koordinatarendszereket, amelyeket gy ka-
punk N jobbkezes lokélis koordindtarendszereibdl, hogy elhagyjuk az ' koordinétat.

2. Az N-6n ugy akarunk jobbkezes iranyitast definidlni, hogy az 1. pont szerinti lokélis
térképek jobbkezesek legyenek. Ehhez

(a) belatjuk, hogy barmely két lokdlis koordindtarendszer (az egyik a vesszStlen,
a masik a vessz8s) dtfedési tartomanydban det (0" /dx") > 0;

(b) majd olyan (F},U;) egységfelbontdsokat valasztunk N-én, ahol az U;-k az 1.
pont szerinti koordinatakornyezetek.

3. Az N orientaciéjanak definiciéja ekkor

é = ) Fdrj-- daf, (B.3.9.)

amirdl beldathatd, hogy folytonos és el nem tiind.

B.1. tétel: Stokes-tétel: Legyen N n-dimenzids kompakt, irdnyithat6 és hatdrral
rendelkezé sokasig. Legyen o az M-en értelmezett (n — 1)-forma, ami C'. Ekkor

/ dao = /a, (B.3.10.)
int(N) N

ahol a baloldali integrdlt az N-en értelmezett € iranyitassal, a jobboldali integralt pedig
az € altal az N hataron indukalt € irdnyitassal kell érteni.

B.3.2. Térfogati integral

A tovabbiakban bevezetjiik a térfogatelem fogalmat a sokasagon, majd ennek segitségével
a fiiggvények integraljat értelmezziik. Megmutatjuk, hogy a metrika természetes moédon
indukél egy jobbsodrasu térfogatelemet. Végiil az n-dimenzids sokasdgon értelmezett
(n — 1)-forméra vonatkozé Stokes-tétel specidlis esetét atirjuk a sokasdgon értelmezett
vektormezére vonatkozo Gauss-tétel alakjaba.

Definicié: Az n-dimenziés sokasig € térfogatelemén az egész sokasigon el nem
tliné, folytonos n-format értiink. A térfogatelemet az irdanyitastél csupdn az kiilonbozteti
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meg, hogy a térfogatelem f fliggvénnyel vett szorzata, fe nem egyezik meg az eredeti €
térfogatelemmel.

Definicié: Az f fiiggvénynek az M sokasagon vett integralja

/Mf = /M fe, (B.3.11.)

ahol a jobboldali integrél n-forma integréalja, ahogyan fentebb definidltuk.

Ha csak a sokasag-struktiura adott M-en, akkor nincsen természetes méodja a tér-
fogatelem megvalasztasanak. Ha azonban adott a sokasiagon a g, metrika is, akkor a
térfogatelem természetes médon valaszthato gy, hogy kielégitse az

gtng, = (=1)*nl (B.3.12.)

Osszefliggést, ahol s a metrika szignaturajaban a — eléjelek szama, igy a Riemann- és a
Lorentz-metrika esetén rendre s =0 és s = 1.

Kovetkezmény: Ennek a vélasztasnak az alabbi kévetkezményei vannak:

1. A térfogatelem derivaltja zérus:
Ve€ay.aw = 0. (B.3.13.)
Hattassuk a derivalds operatorat a (B.3.12.) egyenlet midkét oldaldra, akkor
26"V enr a, = 0 (B.3.14.)

adédik, ahonnan a bizonyitani kivant tulajdonsagot kapjuk, mivel €% definicié szerint
sehol sem tlinik el és Viyeq, . o, pedig az aq, ..., a, indexekben teljesen antiszimmetrikus.

Eal...angblmbn — (_1)sn!5[a11)1 .. 5“7;}”. (B315)

Ez az azonossdg abbdl kovetkezik, hogy az (n,n) tipusd, mind a kontravaridns, mind a ko-
varians idexeiben teljesen antiszimmetrikus tenzorok vektortere 1-dimenzids, igyhogy ezért
azoknak az azonossagi leképezés antiszimmetrizalasaval kell el6allniuk.

3. Ha a fenti egyenletben j darab kontra- és kovarians indexre kontrakciot hajtunk
végre, akkor az alabbi azonossag adddik:

Mg = (—1)8(n—j)!j!5[a”gj 5™ (B.3.16.)

+1

4. Jobbsodrasu ortonormalt koordinatabazisban a térfogatelem komponensei

. (B.3.17)

i _ (—=1)P, ha minden p; index kiilonbzé
N 0 egyébként

ahol P =0vagy P =1, ha (u1,...,pu,) az (1,2,...,n) szdmsorozatnak rendre paros
vagy paratlan permuticidja, azaz az n-dimenziés Levi-Civita!?8-szimbélum.

128Tyllio Levi-Civita, olasz matematikus, 1873-1941.
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5. Barmely jobbsodrasi koordinatarendszerben a természetes térfogatelem

e = lgldzt A--- A da™. (B.3.18.)

Koordindtabéazisban

Z g gt e, = (=) (B.3.19.)

H1...VUn

ahol a bal oldal azonban (n!)(12..,,)?det(g"") és det(¢g"*) = 1/det(g,. ), igyhogy

c12.m = [(—=1)*det(gap)]? = Vgl (B.3.20.)

ahol g = det(g,.).

Kovetkezmény: Végiil tehdt irhatjuk, hogy

/ f - / fE:ZfZ/ f(xl’”"xn) |g(ﬂj‘17_‘_,gj‘”)|d$1---dgjn7
int(N) int(NV) »i[0;]

7

(B.3.21.)

ahol {f;} a {(¢:,0;)} lokdlis térképekkel torténé lefedéshez tartozé egységfelbontds az N
parakompakt sokasagon.

B.3.3. A Gauss-tétel

Allitds: Legyen N n-dimenzids, hatarokkal rendelkezo, iranyitott kompakt sokasdg. Le-
gyen adott N-en a g¢q, metrika és a hozzétartozé e térfogatelem. Legyen v® C! tipusi
(folytonosan differencialhaté) vektormez6 N-en. Tegyiik fel tovabbd, hogy N hatara nem
null-feltilet. Ekkor a Stokes-tétel atirhaté a Gauss-tétel alakjaba,

/ Vot = / nqv?, (B.3.22.)
int(N) N

ahol n® az N hatér normalis egységvektora (kifelé mutaté, ha n® térszeri és befelé
mutaté, ha n® idészerii), a baloldali integralt a g,, metrikdhoz tartozé természetes e
térfogatelemmel, a jobboldalit a hataron indukélt € térfogatelemmel kell kiszamolni. Az
indukalt térfogatelem

1 .
;6[11...(177, = n[aleazn_an} (B323)

kapcsolatban all az € természetes térfogatelemmel.

Példa: Legyen n = 3, a metrika euklideszi szignatirdju és a koordinatarendszer jobbsodrast,
ekkor az N 3-dimenzids tartomédny hatdran indukalt € felilletelem komponensei

0 n3 —n?
(&) = —n3 0 n' |, (B.3.24.)
n? —n! 0



ahol n” a 2-dimenzids hatérfelillet normalisa (n, = hy,n” és hy, a hatdron indukélt metrika).
Valoban ekkor irhatjuk, hogy
€prpaps = My €pops T Mo €ugpy - N3€0, 41y - (B.3.25.)
Legyen (p1uaps3) paros permutdcidja az indexeknek, akkor innen
L = LT gﬂzus + nuzgusm + n3€M1H2 (B'3'26')

adédik, ami kielégithetd a €3 = n', €31 = n2, €15 = n? vilasztdssal. Mivel € antiszimmetrikus,
ezaltal az Osszes nem trividlis komponense egyértelmiien meg van hatarozva.

Példa: Legyen n = 4, a metrika Lorentz-szignatiraju és a koordinatarendszer jobbsodrasu,

ekkor a 4-dimenziés tartomany térszer(i vagy idészert hatdran rendre n,n* = +1 vagy n,n* = —1
és akkor az el6z6 példahoz hasonlé megfontoldssal kapjuk, hogy pl.

1 1 . - - -

1= g8 = Z(n06123 + n1€230 + n2éz01 + N3€012), (B.3.27.)

ahonnan az indukalt térfogatelem el nem tiin6 komponensei térszerii vagy idészerti 3-dimenzids
hatarfeliileten

€123 = :I:no, €230 = :I:nl, €301 = :l:TL2, 5012 = :I:n?’ (B328)
rendre + vagy — el6jellel.

Megjegyzés: A Gauss-tételnek létezik olyan altalanositasa, amikor N hatara null-
feliilet.

B.4. Frobenius tétele

Lattuk a vektorokrdl szélo fejezetben, hogy amennyiben az n-dimenzids M sokasdgon
értelmezve van a v® sima, azaz C°° vektormez6, akkor mindig létezik az 1-dimenzids
bedgyazott részsokasagoknak, a v® vektormezo integralgorbéinek S csaladja, hogy min-
den p € S pontban v%|, a p-n dthaladé integralgérbe érint6je, és ez az érintévektor
természetesen kifeszit egy 1-dimenziés W, C V), alteret a p € M pontban vett V), érint6-
térben. Tovabba azt is tudjuk, hogy minden p € M ponton &tmegy pontosan egy ilyen
integralgorbe.

Most feltesziink egy hasonld, de altalanosabb kérdést. Legyen M n-dimenzids so-
kasag. Tegyiik fel, hogy adottak minden x € M pontban a V, érinttér olyan W, C V,
m-~dimenzios alterei, ahol m < n, és amelyet C'°° vektormezdk feszitenek ki, ha = befutja
M-et. Jelolje W ezen lokalis W, alterek egyiittesét. Azt mondhatjuk ekkor, hogy W
olyan W, alterek egyiittese, amelyek siman valtoznak, ha = befutja M-et. Azt
kérdezziik, hogy létezik-e W-hez tartozé integrailis részsokasagok csaladja, azaz
olyan beagyazott m-dimenzids S részsokasagok csaladja, hogy barmely S minden y € S
pontjdban S érintStere éppen W,,.

Ha W 1-dimenzids, akkor a W-hez tartozo integrélis részsokasigok egy sima v® vek-
tormez6 integralgorbéi. Fzek léteznek és ilyenkor a feltett kérdésre igenlé a valasz. Ha
dimW > 1, akkor nem teljesen nyilvanvalé a vélasz; el6fordulhat, hogy W gy ,,megcsava-
rodik”, hogy nem létezik hozzatartozé integrélis részsokasigok csaladja. Frobenius tétele
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annak a sziikséges és elégséges feltételét fogalmazza meg, hogy létezzen a W-hez tartozo
integrélis részsokasagok csalddja.

B.2. tétel: Frobenius-tétele (vektori alakban): Annak a sziikséges és elégsé-
ges feltétele, hogy az x € M pontokban vett érintéterek m-dimenzios altereinek sima W
egyiittese rendelkezzen integrélis részsokasagok csaladjaval, az, hogy barmely két Y¢, Z¢ &
W vektormez6 esetén teljesiiljon az [Y, Z]* € W feltétel.

A tétel azt jelenti, hogy ha adott az n-dimenziés M sokasdgon m darab, a sokasidg minden

x € M pontjaban linedrisan fiiggetlen X7, ..., X% sima vektormezd, akkor az altaluk kifeszitett

m
érinté alterek sima W Osszessége akkor és csak akkor integralhatd, ha teljesiil, hogy [X;, Xi] =
Yoy c%k ()Xy, ahol 5,k =1,...,m és czk(:v) sima fliggvények. Ekkor és csak ekkor 1étezik olyan
m-~dimenziés, M-be dgyazott hiperfeliiletek csalddja, amelyeknek minden p pontjaban az érintétere

az adott pontban vett X¢|,,..., X% |, vektorok altal kifeszitett altér.

A Frobenius-tétel mésik alakban, az ugynevezett dudlis alakban is megfogalmazhatd.
Adott W, C V, m-dimenziés alterek esetén tekinthetjiik azon w € V,* 1-formakat, amelyek
weX* = 0 tulajdonsaggal rendelkeznek barmely X% € W, esetén. KEzek az 1-formak
(n —m)-dimenzids T} alteret feszitenek ki a dudlis térben, T, C V*. Megforditva, azok az
X vektorok, amelyek barmely w, € T); 1-forma esetén kielégitik az w, X = 0 Osszefiiggést,
egy W, C V. m-dimenziés alteret feszitenek ki a V, érintétérben. Ezek szerint az m-
dimenziés W, érinté alterek sima W Osszességéhez egyértelmiien tartozik az (n — m)
dimenzids T dudlis alterek sima 7™ Osszessége. Felteheto tehat a kordbbi kérdésiink ugy
is, hogy mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy az 1-formék (n — m)-dimenzids
tereinek sima 7™ Gsszessége olyan legyen, hogy a hozzatartozo érintéterek W sima 0sszesége
rendelkezzen integralis részsokasagok csalddjaval. A valaszt Frobenius tétele, pontosabban
annak dudlis alakja adja meg.

B.3. tétel: Frobenius tétele (dudlis alakban): Legyen T* az l-formdk (n —
m)-dimenziés altereinek sima Osszessége, és legyen {u®} (o = 1,...,m — m) azon egy-
formamezok, amelyek ezeket az altereket az egyes x € M pontokban kifeszitik. Ekkor a
T* elemeihez tartozé m-dimenziés érintdalterek sima W 0Osszessége akkor és csak akkor
rendelkezik integralis részsokasdggal, ha léteznek alkalmas v“ 1-formak, hogy barmely
w € T* 1-forma derivaltja (ami 2-forma) felbonthaté

n—m
dw = Z pu* AV (B4.1.)
a=1

alakban.

A B.2. tétel: értelmében ntegralos részsokasagok akkor és csak akkor léteznek, ha minden
we € T* és minden Y%, Z® € W esetén, amelyek eleget tesznek az w,Y* = w,Z% = 0 feltételnek,
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teljestl, hogy w,[Y, Z]* = 0. Ennek alapjdn {rhatjuk, hogy

0 = wo(Y'Vy2Z2% — Z°V,Y?)
= wo(Vo(YPZ%) — Z9V,Y?) — wo(Vo(2°Y) — YV, Z%)
= wa(Vp(YPZ%) — wa(Vy(2°Y?)
= V(waZV°) =Y’ ZVyw, — Vi (wa Y Z°) 4+ ZPY *Viwa
= —Y'ZViw, + Z°YViw,
= (Z2°Y* - Y"Z)Vwa
= 22V Vw,). (B.4.2.)

Mivel Z-t és Z-t barmely T*-bdl vett 1-forma annihilldlja, a kapott egyenléség akkor és csak akkor
allhat fenn, ha léteznek alkalmas 7% € T*(M) (a = 1,...,n —m) 1-formak, amelyekkel a V,wq
2-forma

Viwa = Y pfvf) (B.4.3.)
a=1

alakba irhatd.

Egy masik fontos kérdés, ami gyakran el6fordul az alkalmazasokban, a vektormezok
hiperfeliilet-ortogonalitdsdnak a kérdése. Tegyiik fel, hogy értelmezve van a g, metrika az
M sokasdgon. A kérdés az, hogy egy £ vektormez6 ortogonadlis-e a hiperfeliiletek valamely
csalddjara. Ugyanez a kérdés tgy is atfogalmazhatd, hogy a £* vektormezoére ortogonélis
(n—1)-dimenzids alterek W sima sszessége rendelkezik-e integralhaté részsokasdgok, azaz
(n — 1)-dimenziés hiperfeliiletek csaladjaval.

Allitds: Legyen T* a &% vektormez6hoz a metrika altal hozzarendelt &, = gupé° 1-
forma altal kifeszitett 1-dimenzids dudlis terek T™ sima Osszessége. A £ vektormez6 akkor
és csak akkor hiperfeliilet-ortogonalis, ha fennéll a

g[avbéc} =0 (B44)

feltétel.

Frobenius tétele értelmében a £ vektormezShdz hozzarendelt &, = gapc® 1-formdk dudlis
altereinek 7™ sima Osszességéhez tartozoé sima W érintdaltér-osszesség akkor és csak akkor in-
tegrdlhat6, ha V,§) = a1 alaki, ahol v, alkalmas 1-forma, hiszen 1-dimenzids dudlis terek
egyetlen p bazisvektora azonosithaté &,-val. Ekkor

| =

g[avbgc] = ! (gavbgc + gbvcga + é.cvagb - é.cvbga - gbvaé.c - gavcgb)
(EaVp€g + &V eka) + 6V aby)

= 5(&agpra + &8jeva) + Eckfatt)) = 0 (B.4.5.)

| =Wl = w

miatt a szébanforgé hiperfeliilet-sereg 1étének sziikséges és elégséges feltétele valdoban £,V
eltlinése.
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C. A sokasagok leképezései

C.1. Elore- és hatratolasok

Definici6: Legyenek M és N sokasdgok, amelyek lehetnek kiilonb6z6 dimenzidjiak, és
legyen ¢ : M — N egy C leképezés. Ekkor ¢ természetes médon

1. hatratolja az N-en értelmezett f: N — R fliggvényt az
food:M—R (C.1.1)
M-en értelmezett fiiggvénybe;

2. eléretolja a p € M ponthoz tartozé érintétér v € V,, érintévektordt a ¢(p) € N
pontban értelmezett érintétér ¢*v € Vi, vektoraba, amelyet az

(@*0)(f) = wv(fo¢), Vf:N—R (C.1.2.)

Osszefiiggés definidl, ahol f sima fliggvény.

Allitéds: A ¢ : M — N leképezés akkor és csak akkor kolesdnosen egyértelmii a
p € M kornyezetében, ha a ¢ : V), — Vi, leképezés kolesonosen egyértelmi.

Megjegyzés: Legyen {2z} (u=1,...,m) a p pont kornyezetét lefed$ koordinéta-
rendszer, {y”} (v = 1,...,n) pedig a ¢(p) pont kornyezetét lefedé koordinatarendszer.
Ekkor ¢-t az y* = y*(x!,...,2™) koordinatatranszformacéval azonosithatjuk. Fiiggvény
héatratolasa pedig azt jelenti, hogy

(fod)(zl,....,2™) = f@l, .. .2™),... .y, ... .2™)). (C.1.3.)

A ¢* 1 V= Viyp) leképezés linedris, azaz vektorok lindrkombindcidinak el6retoltja a vek-
torok eldretoltjainak ugyanolyan linedrkombindcidja. A V), és Vi) érintéterekben rendre
a megfelel6 0/0x* és 0/0y” koordindtabédzisokat haszndlva a ¢* linedris leképezést matrix
abrazolja,

(¢")" = 0y’/ox", (C.1.4.)

I

ami a ¢-nek megfelel6 koordinatatranszformacié Jacobi-métrixa.

Koordindta-bazisban irhatjuk, hogy

0 af oy
@) = olf o) = v gL (rla@) = v L2 (©15)
ahonnan kiolvashatjuk, hogy
dy” 0 0 oy” oy”
@ 0 =" 5 oy~ O gy @ = g = O @= 5
(C.1.6.)
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Allitas: A ¢ leképezés segitségével hatratolhatjuk a ¢(p) € N ponthoz tartozé

dualis vektortér p, € Vg(p) dualis vektorait a p € M ponthoz tartozé dudlis vektortér
*

(¢spt)a €V, dudlis vektoraiba, amelyeket a ¢, : o) V) leképezéssel az

(upt)av® = pa(e™0)*,  Yo* eV, (C.1.7.)
Osszefiiggés révén kapunk meg.

Hasonléan a ¢(p) € N ponthoz tartozé (0,1)-tenzorokat hatratolhatjuk a p € M
ponthoz tartoz6 ugyanilyen tipusu tenzorokba a

(@sT)ay.a, (V1) (k)" = Tayq (@ 01)" -+ (@7 01)™, (C.1.8)
Osszefiiggés révén, ill. a p € M ponthoz tartozé (k,0)-tenzorokat eléretolhatjuk:
(@) (1), - (o, = TP (Dupt oy - (Dt (C.1.9.)

Megjegyzés: Kevert tenzorokat viszont nem tudunk sem el6re-, sem héatratolni.

Megjegyzés: Legyen M m-dimenziés, N n-dimenzids sokasig rendre az {«"} és {y”} koor-
dindtakkal a p € M és a ¢(p) € N pontok kérnyezetében. Legyen tovdbbd w a Vi, x ... x VJ

k—szor
téren értelmezett k-forma, azaz

w = Z Wiy i dy’t AL A dyYin. (C.1.10.)

i1...<ig

Meg lehet mutatni, hogy ekkor a w k-forma hatratoltja

G = > (Wirg 0 0)dy" AL A dy”
11...<1k
A(y¥in, ..., y") _ ‘
- Z Z (Wiy iy © (b)@(x#h T 7.’,L'#jk)dx# vA LA daPie

i1 <k J1.--<Jk

— = 6(yl’i1 AR yylk) j j
= Y > wia (y(a:))a(x“h Wk)dxun A Adzts. (C.111.)
1. < J1...-<Jk ’ ’

Itt 1 <p; <m, 1 <v; <n minden ¢ és j indexre és értelemszertien m,n > k.

C.2. Diffeomorfizmusok

Definicié: A ¢ : M — N leképezést diffeomorfizmusnak nevezziik, ha C'*°, kélesondsen
egyértelmi és az inverze is C*°.

Ko6vetkezmény: Ekkor dimM = dimN.

Megjegyzés: Ha ¢ diffeomorfizmus, akkor ¢* definicidja kiterjeszheté barmely
(k,1)-tenzorra a ¢! leképezéshez tartozé (¢o—1)* : Vi) = Vp ».eléretolds” (ami valdjaban
héatratolds) segitségével,

(@ T) % o (1) -+ (i, (01) ™ - ()™
Ttk (@i (D)o (07 1) 01)™ -+ (07 1) )™, (C.2.12.)
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Definicié: Legyen ¢ : M — M diffeomorfizmus és T az M sokasdgon értelmezett
tenzormezd. A ¢ diffeomorfizmust a T tenzormezd szimmetridjanak nevezziik, ha a
tenzormezd a ¢ diffeomorfizmus hatasara nem véltozik meg, azaz T = ¢*T.

Definicié: Ha ¢ : M — M olyan diffeomorfizmus, amelynek sordan a metrika
valtozatlan marad, azaz amelyre (¢*g)ay = gap, akkor ¢-t izometridnak nevezziik. Az
izometridak tehat a metrikus tenzor szimmetriai.

A ¢ : M — N diffeomorfizmus létezésének jelentésége az, hogy ekkor az M és
N sokasigok strukturaja azonos. Ha a Természet az M térido-sokasaggal és a rajta
értelmezett T tenzormezdékkel frhaté le, akkor a vele diffeomorf N térid6-sokasdg és
a rajta értelmezett ¢*T(*) tenzormez8k ugyanazt a fizikat irjdk le. Ha viszont nincsen
olyan diffeomorfizmus, amely az (M, T(i)) fizikat leképezné az (N, T’ (i)) fizikaba, akkor
ezek a fizikai modellek inekvivalensek.

A diffeomorfizmusokkal kapcsolatban kétféle szemlélet 1étezik, az aktiv és a passziv
szemlélet. Az aktiv szemlélet értelmében a ¢ diffeomorfizmus leképezi az M sokasdgot
az (M-mel azonos dimenzi6ji) N sokasigra és az M-en értelmezett T' tenzormezdket az
N-en értelmezett ,,0j” ¢*1T tenzormezdkre. A passziv szemlélet szerint a kovetkezdket
mondhatjuk:

e Béarmely p € M pontnak létezik olyan U C M kornyezete, amelyet lefed egy {z*}
koordindtarendszer és a ¢(p) € N pontnak is létezik olyan V' C N kornyezete,
amelyet lefed valamely {y*} koordindtarendszer.

e Ekkor a ¢ diffeomorfizmus segitségével a p € M pont O = ¢~ (V) kérnyezetében
értelmezhetjiik az

#(q) = y"(¢(g), VYqeO (C.2.13.)

4j koordinatékat.

Ezért a ¢ diffeomorfizmusra ugy tekinthetiink, mint altalanos koordinatatranszformaéciora,
ami a sokasdg pontjait és annak pontjaiban a tenzorokat nem véaltoztatja meg, csupan a
pontok koordinatdit és a tenzorok koordindta-komponenseit. A kétféle szemlélet azonban
egyenértékii, mert a ¢* T tenzor komponensei a ¢(p) pontban az {y*} koordinatarendszerben
(aktiv szemlélet) a (C.2.13.) Osszefiiggés értelmében pontosan megegyeznek a T tenzor
komponenseivel a p pontban az {x'"'} koordindtarendszerben (passziv szemlélet).

Az altalanos relativitdsi elv értelmében a fizika torvényei nem fiigghetnek a koor-
dindtarendszer megvalasztasatol, azaz a fizika torvényei az dltaldnos koordindtatranszfor-
mécidkat jelent6 diffeomorfizmusokkal szemben invaridansak. A diffeomorfizmusok a térid6-
sokasdg koordinatazdsdban megjelené mértékszabadsigot jelentik.

C.3. A Lie-derivalt

Legyen adott az M sokasag és a ¢; egy-paraméteres diffeomorfizmus csoport, amelyet egy
v® vektormezo general. Ekkor a v® vektormezo integralgérbéi mentén ugy ,,szallithatjuk”
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a T tenzorokat, hogy azok fizikailag ekvivalensek maradjanak, azaz a
T‘“"'“’“bl___bl — (<;5*_tT)“1“'a’“b1mbl (C.3.14.)

utasitas szerint. A Lie-derivéltat annak jellemzésére vezetjiikk be, hogy tetszéleges vek-
tormezd tetszoleges integralgorbéjének tetszdleges p pontjadban vett T, tenzor mennyire
kiilonbozik az ugyanebben a pontban vett, vele fizikailag ekvivalens azon (¢*T), ten-
zortdl, amelyet gy kaptunk, hogy az integrdlgorbe infinitezimalisan kozeli ¢ pontjdban
vett T, tenzort ,,széllitottuk” az integrdlgérbe mentén a ¢ diffeomorfizmus segitségével a
p pontba.

Definicié: A T tenzormez6 v vektormez6 szerinti Lie-derivaltja:

(¢* T)al...ak _ Tal...ak

. —t

£, %, = lim br-.-by brbi
1---01 t—0 t

(C.3.15.)

Megjegyzés: A definidlé egyenldség bal oldaldn a v vektormez6 integralgérbéjének tet-
sz6leges p pontjdban (az integralgdrbe ¢ = 0 paraméteri pontjaban) vett tenzor &ll, a
jobb oldalon két ugyanezen pontban vett tenzor kiilonsége szerepel a szamlaléban, ahol
(92T, = ¢* Ty, ahol q az integrélgérbe p-hez infinitezimalisan kozeli, ¢ — 0 paraméterti
pontja.

A Lie-derivélt néhdny fontos tulajdonsaga:
1. a sima (k,[)-tenzorokat sima (k,!)-tenzorokba képezi le, és ez a leképezés linedris;
2. tenzorok kiilsé szorzatara alkalmazva eleget tesz a Leibnitz-szabalynak;
3. skalarfliggvény Lie-derivéltja

£,(f) = o(f), Vf:Mw—TR; (C.3.16.)

4. az £, = 0 egyenléség akkor és csak akkor teljestil mindeniitt, ha minden t esetén
¢r a T tenzor szimmetriaja.

Megjegyzés: Valasszunk a v® valamely v integralgérbéjének p € v C M pontjanak
O, kornyezetében olyan koordindtarendszert, hogy xz! =t legyen, ahol t az integrélgorbe

affin paramétere, és t = 0 felel meg a p pontnak, koordinatai (z' = 0,22,...,2"). Ek-
kor az integralgdrbe érintéje a p € v pontban v* = (9/dz')* € V,,. Legyen ¢ € yN O,
a gorbe tetszOleges t paraméterti pontja, amelynek koordindtai (z' = t,22%,...,2") (a
v integralgérbe mentén csak az x! koordinata valtozik, azaz az integralgérbe az x!'-
koordindtavonal). A ¢_; leképezés az integralgérbe (y! = a! ++t,9% = 22,... y" = 2")
koordinataji r € yN O, pontjat képezi le az (x',22,...,2") koordinataji ¢ pontra, ezért a
¢*,; leképezés métrixa (¢ ,)", = dy”/0x* = ¢,,. Ezt felhaszndlva adédik, hogy tetszéleges
tenzor ,,szallitdsanak” eredménye

(qﬁitT)“l"'”’“Vl___Vl (xl, 2, ... ") = T, (3:1 +t,22, ... z™). (C.3.17.)
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Ebbol viszont az kovetkezik, hogy ebben a koordinatarendszerben a tenzormezé Lie-
derivaltja a v® vektormez6 integralgérbéje mentén futé koordindta szerinti kézonséges
parcialis derivalt,
0
Ly THy 1 (zh, 2%, . 2") = ——Trm (', 2%,...2"). (C.3.18.)

vi...r; 81;1 vi.../;

Kovetkezmény: A v* vektormezo6 integralgorbéi dltal generdlt egy-paraméteres ¢, diffeo-
morfizmus-csoport akkor és csak akkor szimmetridja a T tenzormezonek, ha T kompo-
nensei fiiggetlenek az ' koordinatétél abban a koordinatarendszerben, amelynek z'-
koordinatavonala a v® vektormezé integralgorbéje.

Vektormezék, 1-formak (duélis vektormezdk) és altaldban tetszéleges tenzormezd
Lie-derivéltjanak megadhaté a koordinata-rendszertdl fliggetlen kifejezése.

Allitas: A w® vektormezd v* vektormezd szerinti Lie-derivaltja:

Lyw® = [v,w]?. (C.3.19.)

Vélasszunk megint olyan koordindtarendszert, amelynek z'-koordin4tavonala az v® integral-
gorbéje. Ekkor egyrészt irhatjuk a fentiek alapjan, hogy

At
(Low) = %. (C.3.20.)
Masrészt viszont felhasznalhatjuk, hogy
" 8 a " n 8 a
v® = (%> , vt =6, wt = Zw“<@) , (C.3.21.)

pn=1
és irhatjuk a kommutdtorra tetszéleges sima f : M — R fiiggvény esetén:
[o,w](f) = v(wf) —wf)=vWVef) = w(®"Vsf)
= vava(wbvbf) - wava(vbvbf)
v (Vauw?) Vi f + 02wV, Vi f — w* (V0" )Vif — w0V, Vi f
[V (Vw?) — w(Vau?)|Vy f. (C.3.22)

Mivel ez az azonossadg tetszéleges f fliggvény esetén fenndll, ezért a kommutdtor koordinata-
komponensei

” ow* ov#
b= Ve —w’"— C.3.23.
[v, w] ;(v e w 81:”)’ ( )
ahonnan v” = §7 miatt
"
[v,w]* = —gl;jl (C.3.24.)

adédik, ami ugyanaz, mint (£,w)*, vagyis (£,w) és [v,w] komponensei megegyeznek, tgyhogy
ezek a tenzorok azonosak.

Allitas: TetszOleges o 1-formamezd (azaz duélis vektormezd) v® vektormezd sze-
rinti Lie-derivaltja,

(Lott)a = WV ta + 11 Va®. (C.3.25.)
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Ezt az azonossdgot annak alapjan lathatjuk be, hogy £,(f) = v(f) tetszbleges f sima
fliggvény esetén és, hogy érvényes a Lie-derivaldsra a Leibnitz-szabaly. Tekintsiik a u, w® skalarfiigg-
vény Lie-derivaltjat. Egyrészt irhatjuk, hogy

£o(pav®) = v(pew®) = 00V (paw®). (C.3.26.)
Masrészt pedig a Leibnitz-szabdalyt alkalmazva adodik, hogy
Lo(av®) = W (Lop)a + pa(£50)" = W (£op)a + palv, w]". (C3.27)
A fenti két alakot egyenl6vé tessziik:
w*(£y1)a + ua(vbvbwa — wbvbva) = wWVipa + e Vyw®. (C.3.28.)
Ekkor a baloldali és a jobboldali masodik tag kiejti egymast. A visszamaradd
w(Lop)a = WV pta + paw’Vpv® = w0 Voue + pw®Vao® (C.3.29.)
azonossag tetszoleges w® vektormezore fennall, igyhogy
(Lof)a = V°Vipta + upVar® (C.3.30.)
adddik, amit be akartunk latni.

Allft4s: Hasonléan lathatjuk be, hogy tetszéleges (k,1)-tenzor Lie-derivaltja:

aj...a aj...a
(£,T)" % = vV I kbl---bl

1...by

Példa: A g, metrikus tenzornak a v* vektormezé szerinti Lie-derivaltja:

£ogay = Vaup + Vpu,. (C.3.32.)

Az azonossag belatdsdhoz induljunk ki egy altaldnos tenzor Lie-derivéltjara vonatkozé for-
mulankbol és haszndljuk ki, hogy a metrika altal generalt kovaridns gradiens operdtor hatasa a
metrikara zérust ad:

£'ugab = Ucvcgab + gbcvavc + gaCVb'Uc = Van + Vb’Ua. (0333)

Megjegyzés: Az M térid6-sokasag diffeomorfizmusai jelentik a mértékszabadsagot.
Ez a metrika kis perturbaciéi esetén azt jelenti, hogy a metrika nem minden perturbacidja
jelent geometriailag kiilonb6zo téridot.

Allités: Csak azok a perturbécick jelentenek kiilonboz6 térido-geometriat, amelyek
nem kaphaték meg egymasbdl az eredeti perturbalatlan metrika egy vektormezo szerinti
Lie-derivaltjanak hozzdadaséval. Mésképpen, a téridé-metrika azon v, és 7., perturbaciéi
egyenértékiiek (a linearizalt Einstein-egyenletek szempontjabdl), amelyek

Yab = Yab = VaUb — Via (C.3.34.)
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transzformacioval kaphaték meg egymasbdl, ahol v* tetszoleges vektormezd.

Legyen ¢ : M — M egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoport. Legyen (M, gap())) a téridék
egy egy-paraméteres csalddja. Ekkor a téridék diffeomorfizmus indukdlta (M, ¢*g.p(N)) csaladja
azonos az eredeti térid6-csaldddal. Ebbdl az is kovetkezik, hogy ha a gup|n=o koriili kis per-
turbécidkat vesszik, amelyeket a5 = dgap(A)/dA|a=0 jellemez, akkor azok fizikailag azonosak a
Yo = d(6* gan(X))/dA|x=0-vel jellemzett perturbéciokkal. Masrészt viszont ekkor

Yoo = Yab — £uGab, (C.3.35.)

ahol gup = gan(N)|a=0 és v* a @) egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoportot generdlé vektormezo.
A ~y,p perturbdciékban tehdt a mértékszabadsdgot £,gaqb jelenti. A gup|r=o metrika Lie-derivéltja
viszont

£ogab = Vaup + Vg, (C.3.36.)

ahol V, most a gqp|n=0 metrika &ltal indukélt kovaridns gradiens operdtor. Ez tehdt azt jelenti,
hogy a linearizalt Einstein-egyenletek esetében a metrika ~,;, perturbacidja és

Yab = Yab — Vot — Vg (C.3.37.)

perturbacidja ugyanazt a térid6t jelenti. Ez analdog a klasszikus elektrodinamikdban ismert
mértékszabadsdggal, ahol az A, vektorpotencidl és az A, = A, — V,x (ahol x tetsz6leges skaldr-
fiiggvény) vektorpotencidl fizikailag egyenértékii.

C.4. A Killing-vektormez6

Definicié: Ha a £ vektormez6 altal generdlt ¢; egy-paraméteres diffeomorfimus-csoport
izometria-csoport, azaz ¢fgap = gap, akkor £%-t Killing-vektormezonek nevezziik.

Allitds: Annak a szitkséges és elégséges feltétele, hogy a £ vektormezé Killing-
vektormezo legyen az, hogy

Legay = Vabp+ Ve =0 (C.4.38.)

legyen, ahol V, a g, metrikdhoz tartozé gradiens-operator.

Itt £¢gqr = 0 annak a sziikséges és elégséges feltétele, hogy a &% vektormezo altal generdlt
egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoport izometria-csoport legyen.

Allités: Legyen £ Killing-vektormezé és u® valamely v geodetikus érintovektora.
Ekkor £,u® allandé a v geodetikus mentén.

A & u skaldr a v geodetikus mentén akkor és csak akkor allandd, ha allandé marad a
gorbementi parhuzamos eltolas soran, azaz ha

uVy(&u®) = uPuVes, + Laul Vyu (C.4.39.)
eltiinik. Az elsé tag,
b,a 1 b, a 1 b a 1 b a
wutVpla = QU (Vbéa + Va&p) + Suu (Voéa — Va&s) = Juu (Vpéa + Va&sy) =0,
(C.4.40.)
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a (C.4.38.) Killing-egyenlet miatt t{inik el, a masodik tag pedig a geodetikus definicidja miatt zérus.

Megjegyzés: Induljunk ki abbdl, hogy minden részecske idGszerii geodetikuson esik
szabadon, a fénysugar vilagvonala pedig fényszerti geodetikus. A fenti allitas azt jelen-
ti, hogy barmely egy-paraméteres izometria csoport léte, amelyet a £ Killing-
vektor generdl, jelent egy &,u”, a részecske vagy a fénysugar mozgasara jel-
lemz6 mennyiséget, amely rendre a szabadon es6 részecske vilagvonala vagy
a fénysugdar vildgvonala mentén megmaradé. (Ez a newtoni mechanika Noether!?%-
tételének megfelelGje az dltaldnos relativitdselméletben.) Ez a megmaradé mennyiség
felhasznalhaté a gravitaciés voroseltoléddas meghatarozasara, és nagy segitséget jelent a
geodetikus egyenletének integraldsdban, ha vannak a téridonek izometridi.

Megjegyzés: A Killing-vektormez$ masodik derivaltja a Riemann-féle gorbiileti
tenzorral kapcsolatos,

VaVpée = —Ry.a (C.4.41.)

Alkalmazzuk a Riemann-tenzort definidlé Gsszefliggést a Killing-vektormezére,

VaVeée = VoVaée = Ry %, (C.4.42))
ahonnan —V,V &, = V, V., felhasznaldsaval
VaVile + ViVela = Ryléa (C.4.43.)

adddik. Az (abe) indexhdrmast (bea)-ra cserélve kapjuk innen a

ViVeba +VeVa&s = Ryo,'la (C.4.44.)
egyenldséget, valamint tovabbi ciklikus permutédciéval, (bca) — (cab) a

VeVals +VaVise = Re'éa (C.4.45.)

egyenldséget. Adjuk Ossze ezutdn a (C.4.43.) és (C.4.44.) egyenl8ségek megfelelé oldalait, majd
vonjuk ki az {gy kapott egyenléség egyes oldalaibdl a (C.4.45.) egyenléség megfelelé oldalait. Azt
kapjuk eredményiil, hogy

2ViVeba = (Rl + Ryt — R0 )éa (C.4.46.)

Hasznéljuk fel a Riemann-tenzor 2. tulajdonsigat, amelynek segitségével a jobboldali kerekzaréjeles
kifejezés elsd két tagjanak dsszege — R, 0-vel egyenld. Ekkor a bizonyitani kivant azonossagot kap-
juk eredménytil.

Kovetkezmény: A Killing-vektormezo és a Riemann-tenzor k6zotti kapcsolat kovet-
kezménye, hogy a £ Killing-vektormezét és V&, kovarians derivaltjat a sokasag tetszoleges
g € M pontjaban (ismert gorbiileti tenzor esetében) egyértelmiien meghatarozza a Killing-
vektormezonek a £%|, és kovaridns derivéltjanak az Lgp|p, = V& értéke a sokasig va-
lamely p € M pontjaban. Tekintslink egy a p € M pontot a ¢ € M ponttal 6sszekcto
gbrbét, amelynek érintévektora legyen v*. A Killing-vektormezot és kovarians derivaltjat
a ¢ € M pontban meghatarozza, ha a

Uavafb = UaLaba
VIVolpe = —Ryteq® (C.4.47.)

129 Amalie Emmy Noether, német matematikus, 1882-1935.
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kozonséges differencidl-egyenletrendszernek megkeressiik a gérbe mentén az adott kezdofel-
tételekhez tartozd, egyértelmiien meghatarozott megoldasat.

Ko6vetkezmény: Ha a Killing-vektor és kovarians derivaltja eltlinik a sokasdg va-
lamely p € M pontjaban, akkor a Killing-vektor mindentitt zérus.

Kovetkezmény: Az n-dimenzids sokasigon a Killing-vektormezok (ill. az egy-
paraméteres izometria-csoportok) maximalis szama:

n+ %n(n -1) = %n(n +1), (C.4.48))

mert ennyi a fiiggetlen (£%|,, Lap|p) kezdeti adatok szdma.

Példa: Minkowski-téridében a Killing-vektorok a
0y + 0,8, = 0 (C.4.49.)
egyenletet elégitik ki. Ennek az egyenletnek az dltalanos megoldésa
o = apt+Apa”, (C.4.50.)

ahol a, és A,, allanddk és A,, = —A,,. Ez meghataroz 10 darab fiiggetlen Killing-vektort,
amelyek az a, eltoldsoknak, a A;; elforgatasoknak és a Ao; Lorentz-1okéseknek felelnek meg.

Megjegyzés: Erdemes megjegyezni, hogy a £ Killing-vektormezd vakuum-térido-
ben ugyanolyan hulldimegyenletnek és Lorentz-feltételnek tesz eleget, mint a forrasmentes
elektromdgneses mez6 vektorpotencidlja. Ezt fel lehet arra haszndlni, hogy fizikailag
érdekes megoldasokat keressiink.

Kontrahéljuk a (C.4.41.) egyenldség mindkét oldaldt az a és b indexekben,
VaV% = —R, (C.4.51.)

majd hasznéljuk fel, hogy vakuumban a Ricci-tenzor zérus, R.% = 0. Ekkor azt kapjuk, hogy &2
olyan

V.V = 0 (C.4.52.)

hullamegyenletet elégit ki, mint az elektromagneses mez6 vektorpotencidlja forrdsmentes esetben
a Lorentz-mértékben. Masrészt a Killing-egyenletbdl kontrakciéval adédik, hogy

Vol = 0, (C.4.53.)

azaz a Killing-vektormez6 vakuumban a Lorentz-feltételt is kielégiti.

Allités: Legyen £ nem fényszerti Killing-vektormez, £,£% = 0, amely hiperfeliilet-
ortogondlis, vagyis olyan, amelyhez létezik a £* vektormezére mindeniitt ortogondlis hi-
perfeliilet-sereg. Ekkor fenndll, hogy

Vil = —f[avb] In [£°€,.|. (C.4.54.)

A Killing-egyenletbdl kovetkezik, hogy V., = V[,&). Frobenius tételének dudlis megfogal-
mazésa értelmében a kovetkezéket mondhatjuk. Legyen T* a &, = g.p&? egy-forma 4ltal kifeszitett
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egy-dimenziés dudlis alterek sima Osszessége. A tétel értelmében £ akkor és csak akkor hiper-
feliilet-ortogondlis, ha létezik olyan v, € T™ egy-formamezd, hogy V(& = {qvp). Ha £ nem
nullvektormez6, akkor valaszthatjuk v®-t £®-ra ortogondlisnak, {%v, = 0. Ekkor fennall, hogy

1
€avy) = E'Viaby =€ Vaby = 5Va(€'6), (C.4.55.)
azaz
1 1., 1 b
ggb(gavb - gbva) = _55 gbva = gva(ﬁ &)), (0456)
ahonnan
Vo) = —(£°6)va. (C.4.57.)
Innen azt kapjuk, hogy
Uy = —%;&7) = —V,In|%,|, mert £°, #0. (C.4.58.)
b

Ezt visszahelyettesitjiik, ugyhogy végiil
Vagb = f[avb] = —gavb] ln|§C§C| (0459)
adddik, amit be akartunk latni.

Végiil megemlitjiik a Killing-vektormezo fogalménak kétféle altalanositasat: a Killing-
tenzormezét és a konform Killing-vektormezét.

Definicié: A Ky, ..a,, = K(a,...a,,) teljesen szimmetrikus (1, 0)-tenzormezét Killing-
tenzormezonek nevezzik, ha teljesiti a

v(aKal...am) =0 (0460)

azonossagot.

Megjegyzés: A Killing-tenzormezok — ellentétben a Killing-vektormezokkel — nem
szarmaztathatdk természetes moédon az M sokasag diffeomorfizmus-csoportjai révén.

Megjegyzés: A Killing-tenzormezok létezése is megmaradé mennyiségek 1étezését
vonja maga utan. Legyen ~ geodetikus, amelynek érint6vektora u®, és legyen K,
Killing-tenzormezé. Ekkor

1..-Gm

Ka,. a,u™---u = const. 7y mentén. (C.4.61.)

Példaul a Kerr-metrika rendelkezik nem trividlis K, Killing-tenzorral is, ami a metri-
ka Killing-vektoraval egytitt lehetové teszi az Osszes geodetikus explicit médon torténo
meghatarozasat.

Definicié: A ¢ : M — M leképezést konform izometrianak nevezziik, ha ¢ dif-
feomorfizmus, és létezik olyan Q : M ~ R fiiggvény , amellyel ¢*g.p = 22gqp. (A konform
izometria tehdt a metrikat csak egy konform-transzformacié erejéig hagyja invaridnsan.)

Megjegyzés: Mivel a ¢ konform izometria diffeomorfizmus, azért az Q fiiggvény
nem tiinik el sehol. Az ) = 1 konstans fiiggvény esetén ¢ kozdnséges izometria.
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Definicié: Az egy-paraméteres konform izometria-csoportot generdld ¢ vektor-
mez6t konform Killing-vektormezdnek nevezziik, ha a metrikdnak a * vektormezd
szerinti Lie-derivaltja aranyos a metrikaval, azaz

Lypgab X Gab- (C.4.62.)
Ez azt jelenti, hogy létezik olyan « : M +— R fliggvény, hogy
Vap + Ve = agab- (C.4.63.)

Itt az o fliggvényt meghatarozhatjuk a (C.4.63.) egyenlet mindkét oldaldnak spurjat
képezve,

2V, = an, n=dimM (C.4.64.)
ahonnan

2
a = Ev%ﬁa (0465)

adédik. Ekkor a konform Killing-egyenlet

Vtﬂpb + waa = = %(vcwc)gab (C'4'66')

alakot Olt.

Allitds: Ha a gap metrikdju M sokasdgon létezik ¥ konform Killing-vektormezo,
akkor a 7 null-geodetikus mentén létezik megmaradé mennyiség, ¥,u®, ahol u® a v null-
geodetikus érintévektora.

Tetszoleges geodetikus esetén elismételve a 1,u® allandésdgara vonatkozo azon bizonyitas
els6 1épéseit, amelyet kozonséges Killing-vektormezd esetén végeztiink, a

UV (hau®) = %(vcwc)ubub (C.4.67.)

egyenléséget kapjuk. Ha ~ null-geodetikus, azaz u®u, = 0, akkor az egyenlOség jobb oldala zérus,
és ekkor ©¥%u, allandé a v fényszerii geodetikus mentén.
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D. A konform transzformaciok

D.1. A sokasag kauzalis szerkezetének transzformacidja

Legyen M n-dimenzids sokasag, amelyen a tetszéleges szignatiurdju g, metrika értelmezve
van.

Definicio: Legyen 2 az M sokasdgon értelmezett sima, szigorian pozitiv fiiggvény.
Ekkor a metrika gop — Gap = 2%gap transzforméciéjat konform transzforméciénak
nevezziik.

Megjegyzés: A konform transzformécionak altaldban nem kell kétddnie valamely
¥ : M — M diffeomorfizmushoz. Ha azonban a konform transzformaécié egy diffeomor-
fizmushoz kotddik, akkor ¢*gap = Q%gay = Jap , ami a konform izometria esete (1d. a C.
fiiggelék végén a konform izometria definici6jét).

Allitds: Legyen a g,, metrika Lorentz-szignatiraji. Ekkor egy v® vektor akkor
és csak akkor idészerli, null- vagy térszerti vektor a g,; metrika szerint, ha ugyanilyen
tulajdonsagu a §,p, konform-transzformalt metrika szerint. A konform transzformacié soran
tehat nem véaltozik meg az érintétérben a vektorok osztilyozasa. Ennek kovetkeztében az
(M, gap) és az (M, ggp) téridék kauzélis szerkezete azonos. Megforditva, ha a téridé egy
p € M pontjéban a gu és a g, metrika szerinti fénykipok megegyeznek, akkor fenn kell
allnia a o = Q%g4p kapcesolatnak ezen két metrika kozott.

Az eredeti irdnyban az llitas trividlis, mert barmely v® vektor esetén §apv®0? = Q2gapv®o?

negativ, nulla vagy pozitiv aszerint rendre, hogy ga,v®v® negativ, nulla vagy pozitiv. Ha tehat az
(M, gap) és az (M, Gap) téridék kauzdlis szerkezete megegyezik, akkor a gqp és a gqp metrika kozott
konform transzformacié szerinti kapcsolatnak kell fennéllnia.

A forditott irdnyt allitdst a kovetkezéképpen lathatjuk be. Legyen %, x¢, ..., x%_, orton-
ormalt bazis g szerint az M sokasdg érintoterében. Ekkor t* + x¢ null-vektorok g, szerint, de
akkor g, szerint is. Ekkor viszont

0 = Gap(t® £ 20)(t’ £ 2b) = ot £ 2Gapt®a? + Gaprla?, (D.1.1.)

barmely ¢ = 1,2,...,n — 1 esetén, ahonnan gabt“tb = —gabxfxﬁ? és gabt“a@ﬁ? = 0. Ennek kovet-
keztében t¢ + %(xf + :v‘;), ha i # j, null-vektor, azaz

_ 1 1
0 = dab t¢ + E(I? + I?):| |:tb + E(CE? + ZC?)
= Jabtia}, (D.1.2))
ahonnan zf és x§ ¢ # j esetén ortogondlisak. A fentiekbdl kovetkezik, hogy ¢, zf, ..., zj_; a

Jap metrika szerint is ortogondlis bazis, és a vektorok normanégyezete pozitiv szdmszorosa a gqup
metrika szerinti normanégyzetnek.

Megjegyzés: A konform transzformdéciéval kapcsolatos megfontoldsokban kétféle
metrika szerepel, gu.p €S Gap. Ezért az indexek fel- és lehtzasa soran gondosan ki kell
irjuk, hogy melyik metrika szerint torténik az indexek fel- és lehuzdsa. A gup, ill. G
metrika inverzét rendre g®-vel, ill. §%-vel jeldljiik, azaz ¢*gp. = §*Gpe = 6%. Innen
nyilvanvaléan §% = Q~2¢% adédik. Arra azonban tigyeljiink, hogy §% # g% ¢"?§eq, hiszen

az utébbi eredménye Q2¢.
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Térjiink most ra a kovaridns gradiens-operator transzformaciéjara. Jelolje rendre V,
és Vg, a ggp €és a gy metrikdhoz tartozé gradiens operatort. A kétféle gradiens-operator
kozott a kapcsolat

Vawy = Vawp — Cpwe, (D.1.3.)
ahol

Co = 25V InQ — gapg®Van Q. (D.1.4.)

a

A 3. fejezetben V-t vélasztottuk _kozonséges parcidlis derivdlasnak, Vo-t a gqp metrika
4ltal 1ndukalt gradlens-operatornak és a Vawp = Vawp + C© - pWe Osszefliggéssel definidlt C° b T€ A
e, =5 Lge (Vagbd + ngad — Vdgab) Christoffel-szimbdélum adédott. Most felcseréljik V, és Va
szerepét, ugyhogy a (D.1.3.) Gsszefiiggést kapjuk. A C¢, tenzorra ekkor a

1._. . - 5
Car = 59 UV adbd + Vodad — Vagas) (D.1.5.)

kifejezést kapjuk. Tudjuk azonban, hogy V,gu. = 0, ezért fenndll, hogy
Vadbd = Va(Q2g6a) = 2Q96aVa, (D.1.6.)
amit felhasznalva azt kapjuk, hogy

Ch = Q026U gpaVaQ + 9ad Ve — gap Vaf)
20, Vi) InQ — gapg“*VaIn Q, (D.1.7.)

amit bizonyitani akartunk.

Allftds: Altaldban az idészert és a térszertt geodetikusok nem konform-invariansak,
azaz ha egy gorbe idOszer(i vagy térszerl geodetikus a g, metrika szerint, akkor nem geo-
detikus a g, konform-transzformélt metrika szerint. A null-geodetikusok viszont konform-
invariansak, azaz ha egy gorbe g4, szerint null-geodetikus, akkor null-geodetikus a konform-
transzformalt §,, metrika szerint is. A V,-hoz tartozé A\ affin paraméter és a V,-hoz
tartozé affin A paraméter kozti kapcsolat d)\/ d\ = ¢Q?, ahol ¢ allandé.

Legyen v a V, kovarians gradienshez tartozo, affin parametrizalt geodetikus, amelynek
érint6-vektormezeje v®. Ekkor a geodetikus egyenlete:

v*Va0? = 0. (D.1.8.)
Ugyanerre a y gorbére vonatkozéan
VIV = v Vb 4000, ¢ = v CY,
v6(25b(av0) InQ — gaeg®Vyln Q)= 20°0°V,.In Q) — (gacvavc)gbdvd In Q).
(D.1.9.)

Itt felhasznaltuk hogy a 3. fejezetben beldtott Vb = Vqtb + C? t¢ Gsszefiiggésben V-t és V-t
felcserélve V0¥ = Vb + CP v°¢ adédik (Id. az elézé llitds bizonyitésa sordn mondottakat). A
kapott egyenlet mutatja, hogy a v gérbe a V, konform-transzformalt gradiens-operétor, ill. a neki
megfelel6 parhuzamos eltolds szerint altalaban nem geodetikus.
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Kivételt képez azonban, ha v null-geodetikus. Utébbi esetben g,.v*v® = 0, és az egyenlet
v2V0" = 20%°V,.InQ (D.1.10.)

alakot 0lt. Ez az egyenlet a geodetikus nem affin paraméteres, 09V ,0b = aw® alaki egyenlete, ahol
a =20V, InQ. A null-geodetikusok tehat konform-invaridnsak.

A gorbiileti tenzor, a Ricci-tenzor és az invaridns gorbiilet bonyolult médon transz-
formalédik konform-transzformacié sordn (1d. a D. fliggeléket [1]-ben). A skalargorbiilet
transzformacidja:

R = Q7 <R —2(n —1)g®V,V,InQ — (n — 2)(n — 1)¢®*(V4In Q)(V, In Q)).

(D.1.11.)

A Weyl-tenzor azonban nem transzformélédik, éabcd = Cabcd. Itt azonban fontos az

index-pozicid, mert C' és C indexeit mds-mds metrikdval kell fel- és lehtizni; pl. Cypeq =
gdeCabce = ngdec €= Q2C’abcd-

abc

D.2. Téregyenletek transzformacisja

Ertelmezziik fizikai mezk egyenleteinek konform invarianciajat.

Definicié: A ¥ fizikai mezdére vonatkozd, g, metrikdval felirt téregyenletet akkor
nevezziilk konform invaridansnak, ha létezik olyan s € R, hogy ¥ akkor és csak ak-
kor megoldésa a téregyenletnek g,, metrikdval, ha ¥ = Q50 megolddsa a ju, = Q2gap
metrikdval felirt téregyenletnek. Itt s a ¥ térmennyiség konform siilya.

Allitas: A
9V, Vyp = 0 (D.2.12.)

egyenlet nem konform-invaridns, ha a téridé dimenziéja dimM # 2.

Skalarfiiggvényre valé hatdsaban minden kovaridns derivalt azonos a kozonséges parcialis

340



derivalttal, igy

3VVed = §VL[VH(Q°0)]
Q726 (V,V,(2°¢) — C, V(0 0))
_ qrzge [va (saﬁm—lvbﬂ + st) - Czbvcmwﬂ

= Q Zg [stavb¢ + 25071V Q) (Vo)
+5(s — 1)gQ 2V Q)(VpQ) + 5¢Q° 1V, V,Q

- <25C(avb) InQ — gpg°“Vyln Q> <sQSl¢VCQ + stcqﬁ)]

= Q7 [ng‘”’vavwﬁ + 2507 g (Va ) (Vi9) + 5(s — 1)902° " *g™* (VaQ)(V12)
+5¢Q° 1"V, V,Q
— (gcbﬂ—lvbg + g0V, 0 — nQCdQ_lde) (sﬂs_quVcQ + stcaﬁﬂ

= Q7 [ngabvavb¢ + 2505 g (Va) (Vi9) + 5(s — 1)902° " *g** (VaQ) (V1 12)
+59Q° 1V, V,Q
+(n —2)g*Q"1V,Q (SQSl(ban + stagb)]

- Q2 [ng“bvavbsb +25Q° 1 g" (Vo) (Vi) + s(s — 1)9Q°2g* (VaQ) (V)
+5¢Q° "1V, V,Q
+5(n —2)g"¢Q (Vo Q)(VQ) + (n — 2)9“”95‘1(%9)(%@}

= D 7%g"VaVio + (25 + 1 — 2)g*" 0 (Va) (Vig) + 5¢2° 2 g* Vo V2
+5(n 45— 3)g™ Q1 (V. Q)(VpQ). (D.2.13.)

Ha n = 2, akkor valaszthatjuk s = 0-t, és ekkor gab@a@bé = 0 akkor és csak akkor, ha ¢**V, V¢ =
0. Ha azonban n # 2, akkor nem tudunk olyan s-et vélasztani, hogy g“b@“@bé = 0 legyen, ha
9"V, V¢ = 0. Ekkor tehat a (D.2.12.) egyenlet nem konform-invarians.

Megjegyzés: Az egyenlet Riemann-metrikdji téridében a Laplace-egyenlet altald-
nositasa, Lorentz-metrikaja téridében pedig a Klein-Gordon-egyenlet altaldnositésa.

Allitds: Ha n > 1, akkor a (D.2.12.) egyenlet konform-invaridnssa teheté:

n—2
gabvavb¢ - A

e 1)R¢ = 0, (D.2.14.)

ahol ¢ konform silya s = (2 — n)/2 (ami éppen ¢ természetes dimenzidjanak a minusz
egyszerese). A kapott egyenlet a lapos térben felirt Laplace-, ill. Klein-Gordon-egyenlet
konform-invarians altaldnositasa gorbiilt téridére. Vegyiik észre, hogy n = 2 esetén nem
modosul az eredeti (D.2.12.) egyenlet, és visszakapjuk a skaldrmez6 s = 0 konform sulyét.

Az s = 1 — (n/2) vélasztdssal élve a (D.2.13.) egyenlGség jobb oldaldn eltiintetheté az a
tag, amelyik (V,Q)(Vy¢)-t tartalmazza. Ha g?®V,Vi¢-hez hozzdadjuk az aR¢ tagot, akkor a
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skaldrgorbiilet (D.1.11.) transzformaécidjat is felhaszndlva meg lehet mutatni, hogy ki lehet ejteni a
(D.2.13.) jobb oldalén szerepld ¢g®®V,V,Q és ¢pg®(V.Q)(VQ) kifejezéseket tartalmazé tagokat,
ha n # 1 és a-t agy valasztjuk, hogy

n—2
a = —m (D.2.15.)

legyen. Ekkor a (D.2.14.) egyenlet konform-invaridns, mert

_ab & n—2 - 1—(n/2) — o-1-(/2) [ ab n—2
- ——2 k) (@ - 0 A
(0795 - g ) (a4 OGS =k
(D.2.16.)

teljesiil.
Allitas: A
gaCVCFab = 0,
ViaEpg =0 (D.2.17.)

Maxwell-egyenletek n = 4 dimenziéban konform-invaridnsak, és F,;, konform silya s = 0.
Més, n # 4 dimenziéban a (D.2.17.) egyenletek nem invaridnsak a konform-transzformécié
soran.

Felhasznalva V, hatésat dudlis vektorokra (alsé indexekre), kapjuk, hogy

GOV F,) = Q2% <Vc(QsFab) —Ct O Fy — CdchSFad>
= QO 2g%V . Fuy + (n — 4+ 8)Q° 3¢ Fp, V.0, (D.2.18.)

ahol felhasznaltuk C,, explicit alakjat. Mésrészt pedig

Ve F) = —Va(QFy) — C 2 Flap) — C 0 Fua
= V[G(QSFbC])
= V[ Fpq + sV, Q) Fhq. (D.2.19.)

Innen latjuk, hogy n = 4 esetén s = 0O-val az egyenletek konform-invaridnsak. Ugyanakkor n # 4
esetén nem tudjuk s-et igy megvalasztani, hogy a konform-invariancia ne sériiljon.

Allités: A szimmetrikus 7% = T energiaimpulzus-tenzorra vonatkozé
VI = 0 (D.2.20.)

megmaraddsi térvény akkor és csak akkor konform-invarians, ha T' = T% = g,,T% = 0; és
ekkor T és V,T% konform silya s = —n — 2.
Az energiaimpulzus-tenzor divergenciajanak konform-transzformaltja
G T = T (T
— YV (Q°TY) + 00 QT 4 O, QFTae
QV,T% + (s +n+2)Q° ' TPV, Q — Q5 1TV, Q, (D.2.21.)
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a

ahol felhasznaltuk V, hatését vektorokra (felsé indexekre) és C% . explicit alakjdt. Létjuk, hogy
altaldban V,T% nem konform-invarians, ha azonban T' = 0, akkor s = —n — 2 konform stllyal
fennéll a konform-invariancia.

Allitds: Megforditva, ha egy konform-invarians fizikai mezé energiaimpulzus-tenzora
konform-invaridns'?, azaz 1étezik olyan w € R, hogy T® —s T% = QWT% akkor T = 0 és
w = —n — 2 kell legyen'3!. Ha tehdt egy konform-invarians fizikai mez6 energiaimpulzus-
tenzora is konform-invaridns, akkor az energiaimpulzus-tenzor spurjanak zérusnak kell
lennie.

Az §llitas feltételei értelmében a (D.2.20.) megmaraddsi torvénynek fenn kell dllnia mind az
eredeti, mind a konform-transzformalt elméletben. Ekkor viszont a (D.2.21.) egyenldség alapjin
T =0és w=—n—2 kell legyen.

130Ez a helyzet, ha az energiaimpulzus-tenzort konform-invaridns hatasbél nyerjitk a metrika
szerinti funkcional-derivaldssal.

131 Ay energiaimpulzus-tenzor w konform silya kiilonbézhet a konform-invaridns mezd s konform
suly&tol.
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E. Perturbaciok

E.1. A linearizalasrodl

Bizonyos esetekben felmeriil az Einstein-egyenletek kozelité megoldasanak sziikségessége.
Az egyik eset, ha a kozmoldgiai pertubdcidk fejlédését akarjuk vizsgalni a Vildgegyetem
torténete soran. Ilyenkor feltessziik, hogy a Vildgegyetemben az anyag eloszldsa nem
tokéletesen homogén és izotrop, és ezért a metrika kicsit eltér a FLRW-metrikatél. Egy
masik eset, amikor egy kozel gémbszimmetrikus égitest viselkedésére vagyunk kivancsiak,
amelyik gyengén kibillent az egyensilyi allapotabdl, vagyis amikor a metrika a Schwarz-
schild-metrikatdl csak kicsit kiilonbozik. Ugyancsak érdekes eset, amikor a gravitacios
hullamok viselkedését és terjedését vizsgaljuk vakuumban, ahol a metrika kicsit kiillonbozik
a Minkowski-metrikatoél. Ilyen esetekben reményiink sincsen, hogy egzaktul megoldjuk az
Einstein-egyenleteket. Ha azonban a megoldés az Einstein-egyenletek valamely ismert © g,
egzakt megolddsatdl csak kicsit kiilonbozik, akkor a g, metrikat felbonthatjuk az egzakt
megoldds és a v, perturbacié osszegére, gap = "gap + Yab, és linearizélhatjuk az Einstein-
egyenleteket a v, perturbaciéban. A linearizalt egyenletek megoldésa révén megkaphatjuk
az Einstein-egyenletek kozelité megoldasat.

El6szor ismerkedjiink meg altaldnossagban az egyenletek linearizaldsanak modsze-
rével. Legyen a linearizdlasra vard egyenlet

E(g) = 0, (E.1.1.)

ahol g a keresett fiiggvény. (Itt g jelolheti fiiggvények, vagy tenzormezok Osszességét.)
Esetiinkben £ az Einstein-egyenlet, g pedig a metrika és az anyagot leiré térvaltozok
Osszessége. Tegyiik fel, hogy ismert az egyenlet g egzakt megoldasa, és a vizsgilt, azaz
perturbalt koriilmények kozott a megoldas csak kicsit kiilonbozik az egzakt megoldastol.
Ilyenkor a megolddsok olyan egy-paraméteres (esetleg tobb-paraméteres) g(\) csaladjét
keressiik, amelyre

E(g(N) = 0, (B.1.2.)

ahol g(A) differencidlhatéan fiigg A-t6l, és g(0) = g. Ttt A ,,méri” az egzakt megoldastol
az eltérést, g = °g + \v, és ha meghatarozzuk g()\)-t kis \ értékekre, akkor megkapjuk
egzaktul a keresett megoldast. Az egyenletet ebben az alakjaban azonban nehéz egzaktul
megoldani. Egyszerlibb egyenletet kapunk, ha derivaljuk A szerint az eredeti egyenletet,
majd A = 0 vélasztéssal éliink:

d

—E(gV) - (E.1.3.)

Ez az egyenlet linedris a v = dg(\)/dA|y=¢ perturbaciéban, igyhogy
L) = 0 (E.1.4.)

alakba frhaté at, ahol £ linedris operdtor. Ez az eredeti £(g) = 0 egyenlet ’g egzakt
megoldas koriili linearizaltja.

344



A linearizaldssal kapcsolatban fontos figyelemmel lenni két koriilményre. Az egyik
az, hogy nehéz megbecsiilni, mennyire kicsi legyen A ahhoz, hogy a %g + Ay alaki meg-
oldas az egzakt perturbélt g(\) megoldasnak jé kozelitése legyen. A maésik az, hogy az
(E.1.4.) egyenlet megolddsai kozott lehetnek hamis megolddsok, amelyek nem megoldasai
az eredeti (E.1.2.) egyenletnek. Mindig meg kell ezért vizsgalni, hogy a linearizalt egyen-
let megoldasahoz tartozik-e az eredeti egyenletnek valamely egzakt g(\) megoldésa, ez az
ugynevezett linearizalasi stabilitas kérdése.

E.2. A vakuumbeli Einstein-egyenlet linearizalasa

Tekintsiik vakuumban az R,, = 0 Einstein-egyenletet. Legyen g, ennek valamely eg-
zakt megolddsa, és keressiik az egyenlet gap(\) = %gup + MYap alakii megoldasat, ahol Ay
kis perturbécié. A linearizalt egyenletet gy kapjuk meg, hogy meghatarozzuk az Ra,(\)
Ricci-tenzornak a %gqp ,hattér metrikdval” kifejezett alakjat, majd ennek A szerinti de-
rivéaltjat tessziik zérussa a A = 0 helyen.

Jelolje AV, és OV, rendre a gab(A) és a 0gap metrikdhoz tartozé gradiens-operatort.
A koztiik levé kapcsolatot olyan C°,(\) tenzormezé hatarozza meg, amelyre a (3.3.17.)
Osszefiiggés értelmében

Cou) = 3000 (*TaguiN) + Vigua )~ Va3 ). (B25)

A kovetkezd 1épés, hogy kifejezziik a g.p(N\) metrikdhoz tartozd Rabcd(/\) Riemann-tenzort
az ORabcd gorbiileti tenzorral és a C°,(\) tenzorral. Induljunk ki a gorbiileti tenzort
definialé (3.4.4.) Osszefiiggésbol,

MVa A Viwe = *Rytwa, (E.2.6.)

ahol w, tetszGleges egy-forma, és helyettesitsiik ebben *V, helyére a megfelel$ kifejezést
0V ,-val és C ; (A)-vel. Ezutdn a (3.6.33.) dsszefiiggés levezetésekor alkalmazotthoz hasonlé
1épésekkel kaphatjuk, hogy

Rabc d()‘) = 0Rglbc -2 Ov[acdb]c()‘) + ZCec[a()‘)Odb}e(/\)‘ (E27)

Innen a g4 () metrikdhoz tartozé Ricci-tenzor:

Roc(A) = —2°V,0%.(A) +20%,(NC%, (), (E-2.8.)

cla
ahol felhasznaltuk, hogy Ry, = 0, mert g, a vdkuumbeli Einstein-egyenletek megoldésa.
A Ricci-tenzornak ez az alakja kedvezd, mert konnyen képezhetjiik az

dRap(N)
2% N BN

Rae (E.2.9.)

derivaltat. A C°,()) tenzor definiciéjabdl értelemszertien kovetkezik, hogy C<,(0) = 0,
(hiszen ekkor eltiinik a kiilonbség )‘Vq és OV, kozott,) tigyhogy Rac(A)-nak a C€,,()\)-ban
méasodrendi tagja nem ad jarulékot R,.-hoz,

Roe = =2V, (%, (E.2.10.)
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ahol C? = dC% (\)/d\|x=0. Az (E.2.5.) kifejezést derivélva

: 1
Cw = B} 0ge <0Vﬂbd + "Vt Yad — Ovd%b> (E.2.11.)

adédik, ahol ., = dgap(N)/dA|a=o és felhasznéltuk, hogy az inverz-metrika derivalasabol
nem kapunk jarulékot, mert °V,%gy,. = 0. Az (E.2.11.) kifejezést behelyettesitjiik az
(E.2.10.) kifejezésbe. Ekkor a vdkuumban az

. 1 1
0 = Ra= _5 Ode Ovaovc’}’bd - 5 Ogbd Ovbovd’}/ac + Ogbd Ovbov(cf}/a)d
(E.2.12.)

linearizalt egyenlet addédik a 74, perturbéciéra. Itt a keresett v, perturbaciot leszamitva,
csak a hattér-metrika és a hozza tartozd gradiens-operator szerepel. FEzért elhagyhatjuk
a hattérre utald bal felsé null-indexet, és a tovdbbiakban az indexek fel- és lehizdsdt a
hattér-metrikdval és az inverzével végezziik. Az 0j jelolésben a megoldasra vard egyenlet:

1 1
0 = —§vavc'7 - §vab’7ac + va(c.ga)bv (E'2'13')

ahol v = 7%, = g™va. Ha specidlisan a hattér a Minkowski-téridS, akkor g, = 74 6
Vi = Oq, Ugyhogy visszakapjuk a gyenge gravitacids hullamok leirdséra korabban hasznélt
egyenletet.

Allitds: A vdkuumban érvényes linearizélt Einstein-egyenlet az egyszertibb
VOV Yae — 2R . g = 0 (E.2.14.)
alakra hozhato, ha az tgynevezett transzverzalis, spurtalan mértéket valasztjuk:
V% =0, ~v=0. (E.2.15.)

(Az (E.2.14.) egyenlet szerkezetében hasonlit az elektromégneses vektorpotencidlra gorbiilt
téridében érvényes (4.3.20.) Maxwell-egyenlethez.)

Azt hasznaljuk ki, hogy a diffeomorfizmus-invariancia miatt azok a perturbaciok fizikailag
egyenértékiiek, amelyek Voo — Y, = Yab + 2V (4 0p) transzformdciéval kaphaték meg egymadsbol,
ahol v* tetszéleges vektormezd (1d. a C.3. fliggelék erre vonatkozé &llitasit). Hasonléan jarunk
el, mint amikor a Minkowski-hattéren linearizalt egyenletek esetében rogzitettiink mértéket az 5.
fejezetben. Megoldjuk a

VOVive + Rlvy = =V, (E.2.16.)

egyenletet, ahol 7y, = Vap — %gaw. (A 10.1.2. tétel értelmében létezik az egyenlet megoldésa.)
Majd a megoldasul kapott v® vektormez6t és a mértéktranszforméciét felhasznélva elérjiik, hogy

V%, = 0 (E.2.17.)
legyen. Ebben a mértékben az (E.2.13.) egyenlet mindkét oldaldnak spurjat képezve kapjuk, hogy

ViVaey = 0. (E.2.18.)
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Hasonléan, ahogyan az 5.3.1. fejezet elején lattuk a Minkowski-héttéren linearizélt Einstein-
egyenlet esetén, most is marad egy tovabbi, korlatozott mértékszabadsig:

Yab  —  Yab T 2V (qWp), (E.2.19.)
ahol w® olyan vektormezo, amely kielégiti a
VVyws + Rlwy, = 0 (E.2.20.)

egyenletet. Ez a szabadsdg felhasznalhaté arra, hogy az (5.3.18.) és az (5.3.20.) feltételek analo-
gonjait kielégitsiik, és elérjiik, hogy a 10.1.2. tétel alapjan v = 0 legyen a teljes téridoben.
Ezzel tehat megmutattuk, hogy tetszbleges g,, vikuum-megoldas tetszbleges 7,
perturbacidja esetén valaszthatjuk a transzverzalis, spurtalan mértéket, amelyben
V%% =0, ~v=0 (E.2.21.)
a teljes térid6ben. Ugyanakkor, tetszOleges gorbiilt hattéren altaldban nem lehetséges bevezetni
a Minkowski-héttéren megengedett o, = 0, ha p = 1,2, 3 sugdrzasi mértéket.

A v = 0 feltétel miatt az (E.2.13.) egyenlet jobb oldaldnak els6 tagja azonosan eltlinik. A
harmadik tagot pedig azonosan atalakithatjuk. Ehhez hasznaljuk fel, hogy a Leibnitz-szabaly és a
Riemann-tenzor definicigja alapjan

Vo, Vi](wewa) = VaVi(wewq) — VyVa(wewa)
= Vo(Viwe - wi + weVpwa) — Vp(Vawe - wa + weVowa)
(Va, Vblwe)wd + we[Va, Volwa
Roplwewd + Ropf Wewe, (E.2.22.)

ahonnan
[Va: Volved = Rape Ved + Rapd Ve (E.2.23.)
Ennek segitségével azt kapjuk, hogy
V'V = VeV + By vas + Rlepp “Vaya- (E.2.24.)

Itt az els6 tag a transzverzélis mérték miatt eltiinik; az utolsé tag is eltiinik, mert Rbcbd = Rcd =0,
hiszen g.p a vakuum-megoldas. Maésrészt, mivel vq, = Ypq azért Rbca deb szimmetrikus az a, ¢
indexekben, tgyhogy

VViAap = Rl “vab (E.2.25.)

Ekkor viszont az (E.2.13.) egyenletbdl a transzverzalis, spirtalan mértékben megkapjuk a keresett
(E.2.14.) egyenletet.

Béar az (E.2.14.) egyenlet elég egyszer(i alakinak latszik, val6jdban az egyszerii alak
nagyon bonyolult csatolt differencidl-egyenletrendszert takar, amelynek alapjan a per-
turbécids analizis csak akkor sikeres, ha a héattér-metrika nagyfoki szimmetridval vagy
egyéb ,,egyszeriisité” tulajdonsagokkal rendelkezik.

Megjegyzés: Végezetiil ki kell térni az tgynevezett linearizalasi stabilitas kérdé-
sére, vagyis arra, hogy a linearizdlt Einstein-egyenletek megoldasdhoz tartozik-e az egzakt
egyenlet megoldasainak valamely egy-paraméteres csaladja. Ezt a kérdést a vakuumra vo-
natkozé Einstein-egyenlet esetén alaposan tanulmdanyozték (1d. [4]). Ha az (M, gup) hattér-
térid6 rendelkezik kompakt, térszeri Cauchy-feliilettel, akkor az Finstein-egyenlet akkor

347



és csak akkor mutat linearizaldsi stabilitast, ha a hattér-téridé nem rendelkezik Killing-
vektormezovel. Ha a hattér-térido rendelkezik Killing-vektormezdvel, akkor az Einstein-
egyenlet linearizalasi stabilitdsanak sziikséges feltétele az, hogy a v, perturbacio elegitsen
ki egy a Killing-vektormezot is tartalmazd, méasodrendil integral-feltételt. Masrészrol az
a vélelem, hogy az aszimptotikusan lapos perturbéacidk tetszoleges aszimptotikusan lapos
héttéren linearizalasi stabilitdst mutatnak, még akkor is, ha a hattér rendelkezik Killing-
vektorral. Ezt azonban csak lapos hattér-térid6 esetében mutattak meg.
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F. Az altalanos relativitaselmélet Lagrange- és
Hamilton-féle targyalasa

F.1. Altaldnos megjegyzések

Az dltaldnos relativitaselmélet, mint klasszikus elmélet dinamikai tartalmardl az Einstein-
egyenletek teljes képet adnak. Ennek dacara sok szempontbdl elényos lehet az elméletnek
akér a Lagrange-féle, akar a Hamilton'32-féle megfogalmazésa. Példaul az Einstein-egyen-
letek a Lagrange-fliggvénybdl levezethetSk, ami az altalanos relativitdselmélet ,,szépségét”
mutatja. A hamiltoni targyaldsméd abban segit, hogy mélyebben megértsiik az altaldnos
relativitaselmélet dinamikai tartalméat, nevezetesen, hogy azt ugy foghassuk fel, mint egy
hep térmetrika valamilyen idé-paraméter szerinti valtozasat. A hamiltoni targyalasmaéd
misik hozadéka, hogy tudjuk definidlni a teljes energiat, ha a térbeli végtelenben a téridé
aszimptotikusan lapos.

Még fontosabb szerepet jatszik mindkét targyaldsmoéd, ha tovabb akarunk lépni
a gravitdcié kvantumelmélete irdnydban. A klasszikus elmélet Lagrange-féle megfogal-
mazdasa a Feynman-féle palyaintegralos kvantdlas kiindulépontja, mig a kanonikus kvanté-
las kiindulépontja a klasszikus elmélet hamiltoni megfogalmazasa.

F.2. A Lagrange-féle megfogalmazas
F.2.1. A Lagrange-formalizmus

Tekintsiik el6szor at, hogy hogyan torténik a klasszikus térelmélet Lagrange-féle targyalasa.
Tekintsiink olyan elméletet, ahol a fizikai mezOket az M sokasdgon értelmezett tenzor-
mez6(k) irja (irjdk) le. Az egyszeriiség kedvéért hagyjuk el a tenzorindexeket, és jeloljiik a
térmennyiség(ek)et 1-vel. Legyen S[¢)] funkciondl, amely az M-en értelmezett v térkonfi-
guracidkat képezi le szamokra.

Definicié: Ertelmezziik a funkcional-derivaltat. Legyen ) a térkonfiguraciok
valamely v térkonfiguraciébdl siméan megkaphaté egy-paraméteres csaladja, amely eleget
tesz valamilyen rogzitett hatarfeltételeknek. Vezessiik be a dip = diy /d\|y=o jelolést, és
tegytik fel, hogy dS/d\|x=¢ 1étezik a 1)p-bdl ,,indulé” minden egy-paraméteres csalddra.
Tegyiik fel tovabba, hogy létezik olyan y sima tenzormez6, hogy minden ilyen egy-para-
méteres csalad esetén

as
X

= / X6 (F.2.1.)
A=0 M

irhaté, ahol az integrandusban kontrakcié torténik valamennyi tenzorindexre. (A x ten-
zormezé 1p-nek dudlisa, azaz ha ¢ (k,l)—tenzor, akkor x (I, k)-tenzor.) Ekkor azt mond-
juk, hogy az S funkciondl a konfiguraciés tér 1y helyén funkcionalisan derivalhatd, és
X = 65/, az S[y] funkcional-derivaltja.

132Gir William Rowan Hamilton, fr matematikus, 1805-1865.
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Definicié: A térelmélet Lagrange-féle megfogalmazasa. Tekintsiik az S[¢] =
J a L[] funkciondlt, ahol az £ a 1 térmennyiségnek és véges sok derivaltjanak lokalis
fliggvénye,
Ly = L(Y(),V(a),... V(). (F.2.2.)
Tegyiik fel, hogy S funkciondalisan derivalhatd, és azok a i térkonfiguraciok, amelyek S-et
szélséértékké teszik, azaz amelyekre
08
ol
pontosan azok, amelyek kielégitik a téregyenleteket. Ekkor S-et a hatasnak, L-et a

Lagrange-siirtiségnek nevezziik, £ fenticknek megfelelé megvilasztasit pedig az elmélet
Lagrange-féle megfogalmazasanak.

= 0, (F.2.3.)

A pont-mechanikdban a hatdselv alapjdn megfogalmazott varidciés feladatot a ré-
szecske (vagy részecskék) palydjanak (palydinak) rogzitett végpontjai mellett kell megolda-
ni. Hasonl6an, fizikai mez8k esetén az (F.2.3.) varidcids feladatot ugy tessziik egyértelmiivé,
hogy a térkonfiguracidkat egy U C M kompakt tartomanyon vizsgaljuk, és a 1, térkon-
figuraciok azon egy-paraméteres csaladjaira szoritkozunk, amelyek v értékét a tartomany
U hatérén valtozatlanul hagyjak.

F.2.2. A Klein-Gordon-mez6 esete

Allitas: A ¢ Klein-Gordon-mez6 esetén Minkowski-téridében a Lagrange-siirtiség
1
Lre = —5l(0a0)(0"0) +m*¢’] (F.2.4.)
alakid, ami a jél ismert Klein-Gordon-egyenletre vezet.

Az (F.2.4.) Lagrange-siiriiség felhasznaldsaval

d‘ff;G N / [(Dap0)0*(69) + m*do(0¢)] = / [0%8apo — m2o)(60)  (F.2.5.)

adédik, ahol az integralt a Minkowski-téridon értelmezett természetes térfogatelemmel kell elvégez-
ni, a felileti tag pedig nem ad jarulékot a ¢x-ra kirdtt hatdrfeltétel miatt, amelybol o =0
kovetkezik az U hataron. Ezért S funkciondl-derivalhaté és
0Ska
0¢
Az (F.2.4.) Lagrange-siirliség esetén tehat az (F.2.3.) varidcids feladat megolddsa valéban a Klein-
Gordon-egyenletre vezet.

= 0%, — m2op. (F.2.6.)

F.2.3. Az elektromagneses mez6
Konnyen belathaté, hogy az A, vektorpotencialra vonatkozé Maxwell-egyenletek megkap-
hatok az
1
Lpy = —ZF“bFab = — (9 Ay) (012 A% (F.2.7.)
Lagrange-stirtiséghdl.
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F.2.4. Az altalanos relativitaselmeélet

1. Az FEinstein-egyenletek vdkuumban

Az altaldnos relativitdselméletben a térvaltozé az M 4-dimenzids téridé-sokasdgon
értelmezett g, metrika. Az f y integrdlt a g, metrikatol fiiggd eqpeq természetes
térfogatelemmel kell szamolni. Ez kényelmetlenség, mert a hatas funkcionél-derivalt-
janak képzésekor azt is figyelembe kell venni, hogy a térfogatelem filigg a térvaltozétol.
Ezt a bonyodalmat elkeriilhetjiik, ha bevezetiink egy a metrikatdl fiiggetlen egpeq =
€labed) térfogatelemet és minden J ) integralt ezzel fejeziink ki. Ez gy torténhet,
hogy valasztunk egy koordinatarendszert, és nevezziik az ehhez tartozé koordinata-
térfogatelemet eqpeq-nek. Azonban barmely két térfogatelem csak egy f skalar-
tényez6ben kiillonbozhet, tgyhogy €sped = feapea kell, hogy fennélljon. Barmely
olyan koordindtabdzisban, amelyben egpq elemei csak £1 (és 0), f = /=g, ahol
g a metrika ezen bazisban vett g,, komponenseibdl képezett métrix determindnsa,
tigyhogy € = y/—ge. Ha adott egpeq, akkor T%-° .. q tenzorsiiriiségeket defi-
nidlunk: ha 79 .. q @ tenzor, amelynek értéke nem fiigg eqp.q megvalasztasatol,
akkor a megfelel6 tenzorsilriiség

T 4 = VogT™ 4 (F.2.8.)

Ahhoz, hogy a hatds ne fliggjon az egpeq térfogatelem (azaz a koordinadtarendszer)
megvalasztasatol, L-nek skalarstirtiségnek kell lennie, és ahhoz, hogy dS/dA is fligget-
len legyen egpeq-t6l, S funkciondl-derivéltjainak tenzor-stiriiségeknek kell lennitik.

Allitds: Vakuumban az Einstein-egyenleteknek megfelel Lagrange-siiriiség az

Lo = +—gR (F.2.9.)

skalar-stiriiség, és a megfelel6 hatas az
Slg®™ = /ﬁge (F.2.10.)

Hilbert!?3-hatss.

Megjegyzés: Itt a térfogatelemet a differencidl-formak szokdsos médjan jeloltiik.
Masrészt, kényelmi okokbdl az inverz-metrikat hasznaltuk dinamikai valtozoként.
Egy-paraméteres varidciok esetén a 6g% = dg™/d\ és 8gay = dgay/d) jeldléseket
haszndljuk, dgyhogy ¢%gs = 0% miatt d6ge, = Gacgpad9°®. Elvben az i) M 89
modon értelmezett x funkciondl-derivéltakhoz tetszbleges antiszimmetrikus tenzort
hozzédadhatunk, mert g% és ennek kovetkeztében 6g® szimmetrikus. A funkciondl-
derivaltakat ugy egyértelmiisitjik, hogy legyenek szimmetrikusak.

Tekintsiik az inverz-metrikdknak a ¢%°-r6l indulé tetszéleges egy-paraméteres csaladjat, ek-
kor

dLq

- = V=9(6Rap) g + /—gRar6g** + R6(v/—9). (F.2.11.)

133David Hilbert, német matematikus, 1862-1943.
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A perturbdcidkra vonatkozé (E.2.12.) 6sszefiiggésb6l kiindulva {rhatjuk, hogy
1 1 1 1
9°6Ree = g*° <—§gdeaVc59bd — 59" VsVadgac + 59" VsV edgaa + EgdebVaégcd)

= % (vdvaagda + VIVgae — V(9" Vedgba) — vd(gacvdzsgac)
= V*V’ga — V(g°'V46gea), (F.2.12.)
vagyis irhatjuk, hogy
G6Ryy, = V%, Uq= Vb(égab) — ngVa(égcd). (F.2.13.)

Hasznaljuk még fel, hogy

1 u 1 "
V=g = 5V=99""09a = =5V =99u0g"" (F.2.14.)
Ezeknek az Osszefliiggéseknek a segitségével kapjuk, hogy

dsS dLl 1
d—/\G = /—Ge=/(V“va)\/—ge+/(Rab—§Rgab)59“b —ge. (F.2.15.)

A jobb oldalon az elsé tag egy divergencia integralja az € = \/—ge természetes térfogatelem
szerint, amely a Stokes-tétel értelmében csak feliileti tagot eredményez. Ezt most elhagyjuk
az egyszerliség kedvéért, de megjegyezziik, hogy altalaban nem tiinik el, ha olyan variacidékat
tekintiink, amikor g% rogzitett a hatdron, csak akkor valik nulldva, ha g elsé derivéltjait
is rogzitett értéken tartjuk a hataron. A fejezet végén meghatdrozzuk ezt a feliileti tagot,
és megmutatjuk, hogyan kell médositani Sg-t ahhoz, hogy kiejtsiik.

Ha tehat eltekintiink a feliileti tagtél, akkor

0Sa 1

—— = Rg— =Ry, F.2.16.
5gab b 2 Jab ( )
adédik, igyhogy 6S¢ /69" = 0 valéban az Einstein-egyenleteket adja vissza vakuumban.

Megjegyzés: Erdemes megemliteni azt a lehetdséget, amit Palatini'** mddsze-

re akndz ki. Ha a gradiens-operatort (avagy a konnexiét) nem azonositjuk eleve
a metrika dltal indukalt gradiens-operatorral (vagy konnexiéval), akkor a Hilbert-
hatas

Salg™ Vi = /\/—gRabg“be (F.2.17.)

alakjaban Rg-t kizardlag a V, fliggvényének tekinthetjiik, az igy értelmezett hatas
a Palatini-hatas.

Allft4s: A Palatini-hatdsra alkalmazott hatds-elv a vakuumbeli Gy, = 0 Einstein-
egyenleteket és a metrika és a konnexié kompatibilitdsat jelentd Vg% = 0 feltételt
szolgaltatja.

Ahhoz, hogy V.-t varidljuk, abbdl indulunk ki, hogy két tetszdleges gradiens-operdtor, V,
és V, kozti eltérést a C°,, matrix hatdrozza meg. Rogzitsiik ezért V,-t gy, hogy legyen

134 Attilio Palatini, olasz matematikus, 1889-1949.
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kapjuk meg. Hasznéljuk fel az (E.2.10.) dsszefiiggést, ahonnan
6Ray = —2V[,6C%, (F.2.18.)
adédik. Ekkor a hatéds variacidja:

dSa

1
N = —2/9“1’(V[a50°@b)\/—ge+/(Rab - §Rgab>6g“bx/—ge-

(F.2.19.)

A=0

Masrészt viszont a tenzormezok V, és @a szerinti derivaltjai kozti kapcsolat miatt
~ 1
V[a(SCcc]b = V[a(SCcc]b + 5 [2Cdcb500ad - Cdab(SCccd - Cccd(scdabL (F220)

amit behelyettesitiink. (A tenzormezdk (3.2.17.) derivaldsi szabdlyat alkalmaztuk a 6C°,
tenzorra, majd antiszimmetrizaltunk az a, d indexekben, majd a ¢, d indexekben kontrakciot
hajtottunk végre.) Kihasznéljuk tovabba, hogy a

—2/9“(@[(150%]1,)\/—96 (F.2.21.)

integral egy teljes divergencidnak az e természetes térfogatelem szerinti integralja, mert V,
a metrikdval kompatibilis gradiens-operator. Ez a tag elting feliileti integralt eredményez,
ha C¢,, rogzitett a hataron. Igy a kovetkezo kifejezést kapjuk:

dSa
dX

A=0

/gab[cdabécccd + Cccdécdab — 2Cdcb600ad] /—ge + /(Rab — %Rgab) 6gab /_ge

1
— / [Ct,6% + 0, g% — 2C° 16C¢, v/ —ge + / (Rab - 5Rgab> 5g°t\/—ge. (F.2.22.)

A 68/6C°, = 0 egyenlBség a jobboldali els6 integrél integrandusdban szerepld szogletes
zaréjel szimmetrizaltjdnak eltlinését jelenti, ahonnan C°,, = 0, azaz V, = V, kiévetkezik.
A hatds g% szerinti varidldsa pedig ismét az Einstein-egyenleteket eredményezi.

. Az FEinstein-egyenletek anyagmezok jelenlétében

Anyagmezdk jelenlétében a teljes S hatdst az anyagtérre vonatkozé Sy hatdsbdl
és az Sg Hilbert-hatasbdl Osszeaddssal kapjuk, a megfelel6 Lagrange-siiriiség igy
L = Lg+ apy Ly, ahol aps alkalmasan valasztott allandé. Az anyagtér Lagrange-
stirliségét gorbiilt téridében tgy kell megvalasztani, hogy beldle a hatas-elv segitsé-
gével az adott fizikai mez6 mozgasegyenletét kapjuk gorbiilt téridoben. Példaul a
skalarmezo6 esetén az

1
Lre = —5\/—g[g“b(va¢)(vb¢) +m?¢?] (F.2.23.)
Lagrange-stirtiség adja vissza a

9""VaVep —m?p = 0 (F.2.24.)
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Klein-Gordon-egyenletet (azaz a (4.3.10.) egyenletet, ami a (4.3.13.) egyenlettel azo-
nos az a = 0 esetben). Az elektromégneses mez6

VeF, = 0 (F.2.25.)

Maxwell-egyenleteit pedig az

1
Len = —V=09"g" FarFea = —V/=99"g" (Vi Ay)(VicAg)
(F.2.26.)

Lagrange-stirtiségbdl kiindulva kaphatjuk meg.
Mivel a Hilbert-hatds nem fiigg az anyagmezSktdl, S anyagmezdk szerinti varid-
ciéja szolgaltatja a fizikai mezék mozgdsegyenleteit. A teljes hatdsnak ¢* szerinti
variacidja pedig az

1

Rab_ggabR = 8l (F.2.27.)

Einstein-egyenleteket kell visszaadja, ahol

T, — oM 1 05u (F.2.28.)

87 /—g dgab

Az aga = 167 valasztéds esetén a Klein-Gordon-mezd energiaimpulzus-tenzorara

1
T = (Vad)(Ved) = 50a[(Ved)(Ved) +m?¢%]  (F.2.29)
adddik, az elektromégneses mezd energiaimpulzus-tenzorara pedig az apy = 4
valasztas esetén
1 1
TaEbM = i <Fachc - ZgadeeFde> (F.2.30.)

adodik.

Altaléban, ha az elmélet kiindulépontjanak nem a mozgédsegyenleteket, hanem a
hatast tekintjiik, akkor az (F.2.28.) Gsszefiiggés tekintheté az anyagmez6 energiaim-
pulzus-tenzora definiciéjanak.

Megjegyzés: Ha az anyagmezék Lagrange-siiriisége nem fiigg a gradiens-opera-
tor megvalasztasatol, akkor az Einstein-egyenleteknek és anyagmezdk egyenleteinek
csatolt rendszere a Palatini-hatas felhasznalasaval is megkaphato.

Allités: Az anyagmezOk hatdsfunkciondljanak diffeomorfizmus-invariancijabdl ko-
vetkezik, hogy az anyag energiaimpulzus-tenzora (az anyagmezdékre vonatkozé moz-
gasegyenletek alapjan) lokalisan megmarad, VT, = 0. Ez megerdsiti az (F.2.28.)
Osszefiiggéssel definidlt T, p-nek az anyagmezd energiaimpulzus-tenzoraként torténé
interpretaciéjat.

A v anyagterek Sy, hatasfunkcionalja diffeomorfizmus-invarians kell legyen. Legyen f) :
M — M egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoport, akkor Sas[g?, ¥] = S[f5g®, fi]. Innen

adédik, hogy
dSM 581\/[ b /5SM
— M a —— ). F.2.31.
0 - /Wbag + [ 550 (F.2.31.)
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Ismeretes, hogy 6g* = £,9%° = 2V(@w" | ahol w® a diffeomorfizmus-csoportot generalé vek-
tormezd. Hasznéljuk ki, hogy 1) eleget tesz az anyag téregyenleteinek, azaz hogy 6Sn; /¢ =
0. Ekkor azt kapjuk, hogy

- /‘;SAZ 2v () \/“ge, (F.2.32.)
ga

ahonnan az energiaimpulzus-tenzor definiciéja értelmében
0 = /Tab(V“wb)e: —/(V“Tab)wbe. (F.2.33.)

Mivel ennek tetszéleges egy-paraméteres diffeomorfizmus-csoport, azaz tetszéleges w® vek-
tormez6 esetén fenn kell allnia tetszdleges térido-tartoméanyra torténd integralas esetén, azért
innen kovetkezik, hogy

VT = 0. (F.2.34.)

Allftds: A VG, = 0 kontrahdlt Bianchi-azonossdg a Hilbert-hatds diffeomor-
fizmus-invarianciaja kévetkezményének is tekintheto.

Ha az el6z6 allitds bizonyitasanak a gondolatmenetét az Sg hatdsra alkalmazzuk, akkor a
VeGap = 0 azonossagot kapjuk. Ez mutatja, hogy a Lagrange-féle targyaldasmédban a Bian-

chi azonossag kontrahaltja gy tekinthetd, mint az Sg hatas diffeomorfizmus-invariancidja-
nak a kovetkezménye.

Megjegyzés: Erdemes felidézni, hogy az (R*, 7,) Minkowski-téridén értelmezett
anyagmezOk kanonikus O, energiaimpulzus-tenzorat a téridoben torténd globalis
eltolasokkal szembeni szimmetria kovetkeztében taldljuk megmaradénak, mint a
Noether-tétel egyik kovetkezményét, azaz 0°0O4, = 0. A O,y tenzor azonban altaldban
nem egyezik meg az (F.2.28.) definiciéval kapott T, tenzorral, és dltaldban nem
is szimmetrikus. Klein-Gordon-mez6 esetén a kanonikus @(ﬁG energiaimpulzus-
tenzor és az (F.2.28.) definicié alapjén kapott T, aIgG energiaimpulzus-tenzor meg-
egyezik, @ﬁG = Ta[gG. Magasabb spinli anyagmezdk esetén &ltaldban nincsen
egyezés. Példaul az elektromdgneses mez6 energiaimpulzus-tenzoranak kanonikus
alakja nem egyezik meg az (F.2.28.) definiciébdl kapott TaEbM kifejezéssel és nem
is mértékszimmetrikus. Masrészt ismeretes, hogy az energiaimpulzus-tenzor ka-
nonikus alakja szimmetrizalhaté Minkowski-téridoben anélkiil, hogy a megmaradé
négyes-impulzus megvaltozna. Ugyanakkor a kanonikus energiaimpulzus-tenzornak
nem létezik olyan, természetes altalanositiasa gorbiilt téridé esetére, amely meg-
maradé lenne. Mindezeket figyelembe véve, az (F.2.28.) definiciét tekintjik az
energiaimpulzus-tenzor fizikailag megalapozott definiciéjanak, minthogy ez je-
lenik meg természetes modon az Einstein-egyenletekben.

. A feliileti tagok kiejtése

Allitas: Ha az U hatdron rogzitett g% metrika szerint képezziik az Sg hatds
varidcijat, akkor a nem kivanatos feliileti tag kiejtheté a hatds S¢ — S; =
Sg +2 ff] K moédositdasaval, ahol K a hatarfeliilet kiilsé gorbiilete.

Térjiink vissza az

/U(V“va)\/—_ge = /U(V“va)e (F.2.35.)
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integral kiszdmitdsara, ahol v, = V?(0gap)—g°(Vagea). A Stokes-tételt felhasznalva kapjuk,
hogy

/U(V“va)e = /f]van“, (F.2.36.)

ahol a jobb oldalon az U hatér nem null-feliilet, n* a hataron a kiilsé normalis, és az in-
tegrél a hatarfeliilet természetes térfogatelemével van értelmezve, amit kiilon nem jeloltiink.
Felhasznalva v, explicit alakjat, a hatéarfeliileten

van® = n*V’(0gas) — 19" (Vagse) = ng"[Ve(0gab) — Vagse]
n*hP[V e(6gab) — Vagocl, (F.2.37.)

ahol hap = gap + Nanp 8z U hatéron indukalt metrika. Mivel 6gap = 0 az U hataron, ezért
ott h**V.(dgap) = 0, tigyhogy

vana|f] = _nahbcvagbc- (F238)

Most megmutatjuk, hogy az (F.2.38.) kifejezés a hatarfeliilet kiils§ gorbiilete

K = K% =h%V.n" (F.2.39.)

......

6K = h%(60)°,.n¢
1
= §nchabgbd[va (6gcd) + vc(égad) - vd(égac)]
= %nch‘ldvc(égad) = —%vanahﬂ]. (F.2.40.)

Ez azt jelenti, hogy ha Sg-t azzal a megszoritassal varidljuk, hogy dg.» = 0 az U tartomdny
U hataran, akkor a nem kivdnatos feliileti tag eltavolithatd, ha a hatast modositjuk:

SL = Sg+2/DK. (F.2.41.)
U

F.3. A Hamilton-féle megfogalmazas
F.3.1. A Hamilton-formalizmus

A hamiltoni targyaldsmdéd lényegileg kiilonbozik a Lagrange-féle targyaldasmodtdl abban,
hogy amig az utébbi ,téridé-kovarians”, addig a hamiltoni targyalasmdédban meg kell
kiilonboztetniink a teret és az id6t. Lattuk, hogy a Lagrange-féle leiras soran a térmennyi-
ségeket az M téridé-sokasdgon értelmezziik, és a hatds is a téridé-sokasdgon értelmezett
integral, amelynek varidcidja szolgiltatja a téregyenleteket. A hamiltoni targyalds els6
lépése, hogy a téridoén egy t idofliggvényt és egy t* vektormezét értelmeziink gy, hogy
a t =all. X, hiperfeliiletek térszeri Cauchy-feliiletek legyenek és t*V,t = 1 legyen. (Ha
a térido idoiranyithatd és globdlisan hiperbolikus, akkor ezt megtehetjiik a 8.1.1. lem-
ma és a 8.3.14. tétel értelmében.) A t* vektormezét gy tekinthetjiik, mint amelyik
meghatarozza, hogy , hogyan telik az id6” a téridoben. Segitségével a 3, hiperfeliileteket
azonosithatjuk a kezdeti ¥ hiperfeliilettel. A Minkowski-téridében ¢ és t* megvalasztasa
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globdlis inerciarendszer vélasztasa révén torténik. A gorbiilt téridében azonban altaldban
nincsen ilyen kitlintetett valasztési lehetoségilink.

Megjegyzés: Legyenek t* integralgorbéi a C(\) : A € R — C € M gorbék a valés A-val
parametrizélva, és jelolje (dtmenetileg) f: M — R az idéfiggvényt. Ekkor

1Vaf = H7)= A (foC) = S fO), (F3.1)

ahol t(f) a C(X) gorbék t* érintévektordnak hatdsa az f idé-fliggvényre. A t*V,f = 1 feltétel
tehdt azt jelenti, hogy az integrélgérbék mentén df /d\ = 1, azaz f = X vélaszthatd. Visszatérve
eredeti jelolésiinkre, a t*V,t = 1 feltétel azt jelenti, hogy a t* vektormezd integralgorbéi mentén t
a paraméter. Ha tehat t* integralgérbéo mentén megytink a 3, hiperfeliiletrol a szomszédos 3¢ g¢
hiperfeliiletre, akkor a gérbeparaméter ¢-rél ¢t + dt-re valtozik.

Az M-en értelmezett fiiggvények integraljait kézenfekvé lenne a természetes €gpeq
térfogatelemmel, a ¥, Cauchy-feliileteken értelmezett fliiggvények integraljait pedig az
efj’))c = egapen? térfogatelemmel értelmezni, ahol n® a ¥; Cauchy-feliilet normalis egységvek-
tora. Ezek a térfogatelemek azonban altalaban ,,id6fiiggéek” abban az értelemben, hogy
£1€apeq # 0 és "Etet(j))c # 0. Ilyen id6fiiggé térfogatelem hasznalata nem célszerii akkor, ami-
kor Y-t 3g-val akarjuk azonositani és a dinamikat, mint >g-n értelmezett térmennyiségek
idobeli valtozasat akarjuk leirni. Ezért inkdbb M-en egy ,,id6t6l fliggetlen” egpeq térfogat-
elemet vezetiink be, amelyre £:e,.4 = 0. Erre lokélisan az egyik lehetoség, hogy a t koor-
dindta mellett Yo-n tovdbbi 2!, x2, 2 koordinitakat vezetiink be gy, hogy t* = (0/0t)*
és e = dt A daxt A da? A dx® a megfelelé koordindta-térfogatelem. Ezutdn Y;-n az in-
tegralokat az efi)c = egapen® térfogatelemmel fejezziik ki. Ezért a Lagrange-stirtiségnek
M-en értelmezett skalarstiriiségnek, a térmennyiséghez kanonikusan konjugalt m impul-

zusnak pedig ¥;-n értelmezett tenzorsiiriiségnek kell lennie.

A hamiltoni lefras kdvetkezd 1épése, hogy definidljuk a konfigurdciés teret, az-
az eldontjiik, milyen ¢ tenzormezd irja le a ¢ fizikai mezd pillanatnyi allapotat -n.
A fizikai mez6 lehetséges 7 ,,impulzusainak” terét nevezziik a konfigurdciés térhez tar-
tozé V° , kotangens-térnek”. Ez egy végtelen-dimenzids tér. A ¢ konfigurdciok infini-
tezimdlis dq varidciéinak terét tekintjik ,érint6térnek”, dg-kat ¥;-n értelmezett (k,1)-
tenzorok abrézoljak. A nekik megfeleltetett 7 konjugdlt impulzusokat pedig 3;-n értel-
mezett (I, k)-tenzoroknak tekintjik ugy, hogy 7 : dg — fEt mdq € R, ahol a tenzor-
indexekre kontrahalunk az integrandusban. Ezutdn meg kell adni egy el6irast, ami meg-
hatarozza m és a ¢ fizikai mez6 kapcsolatat 3;-n. Végil pedig keresniink kell egy olyan
Y1 értelmezett H|q, 7] Hamilton-fliggvényt, amely

7= [ #u (F.3.2)
pI

alaku, ahol a H Hamilton-siiriiség a ¢-nak és m-nek valamint ezek térkoordinatak szerinti
véges rendii derivaltjainak lokalis fliggvénye, és amelyrol megkoveteljiik, hogy a

0H
i = £y on’
. 0H
™ = £t7'(' = —E (F33)



egyenletrendszer legyen ekvivalens a 1)-re vonatkozo téregyenlettel.

A részecske-rendszerek klasszikus mechanikdjaban szokdsoshoz hasonlé eljarassal tu-
dunk a Lagrange-sliriiség ismeretében olyan Hamilton-sliriséget, ill. Hamilton-fliggvényt
szerkeszteni, ami a hatds-elvvel egyenértékii Hamilton-egyenletekre vezet. A ¢ konfi-
guraciét a Xy-n értelmezett 1 fizikai mezével azonositjuk, és az £ Lagrange-siiriiséghdl,
mint a ¢, annak id6 szerinti és térkoordindtak szerinti derivaltjainak fiiggvényébdl indu-
lunk ki. Feltessziik, hogy £ az elsénél magasabb rendii id6 szerinti derivaltaktdl nem fiigg,
és akkor a ¢ konfiguracidhoz kanonikusan konjugalt impulzust

oL
T = D6 (F.34.)
Osszefiiggéssel definidljuk. Ha ez az Osszefiiggés felodhaté ¢-ra, mint ¢ = ¢(q, ), akkor a
Hamilton-striiséget

H(g,m) = gn—L (F.3.5.)

alakban értelmezziik, ahol ¢ helyére annak ¢(q, ) alakjat irjuk.

Allftds: A Hamilton-stirtiség fenti vdlasztésa esetén az (F.3.3.) egyenletek egyenér-
tékiiek a hatas-elvbél szarmaztatott (F.2.3.) Euler-Lagrange-egyenletekkel.

to to to
J = Hdt:/ dt | H= —S+/ dt/ 7 (F.3.6.)
t1 tl Et tl Et

funkcionalt. Képezziik J-nek a megvaltozasat ¢ sima, egy-paraméteres §v variacioja esetén, amely
eleget tesz a dy = 0 feltételnek t =t és t = t5 esetén,

Vezessiik be a

d
o / dt/ (734 + ¢om) = ——+/ dt/ (=7dq + ¢om),  (F.3.7.)
dA I Xt

ahol a masodik egyenléségben parcidlisan integréltunk. Mésrészt

/tQ /E (—5 +—5 > (F.3.8.)
/tz/ ( 5‘”_5”) = _§+/: dt/zt(—fr&ﬁqéw) (F.3.9.)

adddik. Innen 14tjuk, hogy 4.5/ akkor és csak akkor zérus, ha kielégiilnek az (F.3.3.) egyenletek.

tgyhogy

Az aldbbiakban a fenti eljarast alkalmazzuk a Klein-Gordon-mezore és az elekt-
romagneses mezore Minkowski-téridében, és végiil az altaldnos relativitaselmélet esetére.

F.3.2. A Klein-Gordon-mez6 esete

A Minkowski-téridében globalis inercidlis koordindtarendszert valasztunk, hogy értelmez-
zuk t-t és t%-t; az egpeq térfogatelemet az €,p.q természetes térfogatelemmel azonosithatjuk,
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mert most £i€gpeg = 0. A Xi-n értelmezett ¢ Klein-Gordon-mezét tekintjiik a Xy-n
értelmezett g konfigurdcionak, és az (F.2.4.) Lagrange-stiriiséget atirjuk

Lxa = %(& —V¢-Vo—m?e?) (F.3.10.)

alakba. (Itt ¥4-n a 3-dimenzids vektorok szokdsos jelolését hasznaljuk.) A fenti definiciok
alapjan:

0Lka
= — = F.3.11.
™ 2% ¢, ( )
Hrxe = 7o —Lixg= %(w2 + V-V + m2¢?) (F.3.12.)

és Hixq = fEt Hrg- Innen az adédik, hogy

. OHgg

(b - aﬂ_ - 7T7

. 8HKG o 2

o= 96 (A —m*)e, (F.3.13.)

ahol A a 3-dimenzidés Laplace-operdtor. Ha az els6 egyenl6ség alapjan m-t behelyettesitjiik
a masodik egyenlet bal oldalaba, akkor a Klein-Gordon-egyenletet kapjuk vissza. A Hgiq
Hamilton-funkcionél szamértéke a Klein-Gordon-mez6 energidjaval azonos. (Meg lehet
mutatni, hogy Hg g szamértéke azonos fEt T értékével.)

F.3.3. Az elektromagneses mezo

Az még Minkowski-téridében sem teljesen magatol értet6dd, hogy hogyan alkalmazhatd
a Hamilton-féle targyalasmod az elektromagneses mezore. Kezdeti prébalkozasként g¢-t a
Y-n értelmezett A, vektorpotencidllal azonositjuk, majd felbontjuk a Cauchy-feliilethez
képest ortogonalis és tangencidlis komponensekre,

V=—Am®, AP =nlAa,, (F.3.14.)

ahol n® a X, hiperfeliilet egység-normalisa, hgp = Map + nanp pedig a 3p-n indukalt met-
rika. Ekkor A, = —Vn, + AP és a térerdsség tenzor el nem ting (id6-tér)- és (tér-tér)-
komponensei rendre

Fio =AY + 0.V,  Fap = 0,AY — 9540, (F.3.15.)
ugyhogy az (F.2.7.) Lagrange-siiriiség

(AL VV) (A+VV)— 2(V x A)? (F.3.16.)

N —
N —

Lev =
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alakot Olt, ahol A jeloli az Aﬁf’) vektort y-n. Innen az A-hoz és V-hez kanonikusan
konjugalt impulzussiirtiségek rendre

7= M- A+VV=-E,
0A
OLEM
= — = 0. F.3.17.
v v ( )

Azt kaptuk tehat, hogy a 3-dimenziés vektorpotencidlhoz kanonikusan konjugdlt impulzus
az elektromos térerGsség vektoranak minusz egyszerese. A skalarpotencidl id6 szerinti
derivaltja viszont nem szerepel a Lagrange-stirliségben, igy V' nem dinamikai valtozo,
amit az mutat, hogy a V-hez konjugalt impulzus azonosan eltiinik, és ezért a (V, ff) nem
fejezhet6 ki (my, 7)-vel.

Hogy ezt a koriilményt athidaljuk, a ¢ dinamikai valtozét A-val azonositjuk. Ekkor
a Hamilton-stirliségre az eljardsunk a

HEM = 7? A—ﬁEM
=d 1 1 hd -, — —,
= T (F-VV) =57 T+ 5 (Vx A) - (V x 4)
= %ﬁ-ﬁ+%(ﬁx[f)-(ﬁx 1) —7-VV
1 1 = -, = -, — —
= ST At (VXA (VxA)+VV 7=V (V7) (F.3.18.)

kifejezést szolgaltatja, ahol B=VxAa mégneses indukcié. A kifejezés utolsé tagja teljes
divergencia Ys-n, igy csak feliileti taggal jarul hozza a teljes Hgpy = fEt H gy energidhoz.
A végtelenben ez altalaban el is tlinik, dgyhogy a tovabbiakban elhagyjuk a Hamilton-
fliggvény feliileti tagjat.

A V skalarpotencidl Lagrange-multiplikdtor szerepét jatssza, mikoézben H az Aés 7
fliggvénye, ugyhogy az elektroméagneses mez6 allapotdanak idobeli valtozdsat az

i o= MM Gy o oWV,
o7
. 2, oH o o o - -
7= —E=—"EM_ Ix(VxA)=-VxB (F.3.19.)
0A
Hamilton-egyenletek és a
‘Hepy o - - =
— . = — . E F. .2 .
0 G V-7 \Y (F.3.20.)

elektromos Gauss-torvény, mint kényszerfeltétel irjak le. Ezek az egyenletek a Maxwell-
egyenletekkel egyenértékiiek, és mutatjak, hogy melyek a dinamikai egyenletek és mi a
kényszerfeltétel. A hamiltoni targyaldasmédnak olyan &ltaldnositdsiat kaptuk, amikor a
dinamikai egyenletek mellett kényszerek is vannak. Ekkor a Hamilton-stiriiség a dina-
mikai valtozok mellett Lagrange-multiplikdtor szerepét jatszé mennyiséget is tartalmaz.
Altaldban, ha egy elméletben a térvaltozék csak mértéktranszformdcié erejéig vannak
egyértelmiien meghatirozva, akkor a kényszeres hamiltoni targyalasmdédot tudjuk
csak alkalmazni.
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51. abra. A térido rétegezésének szemléltetése. A 3, Cauchy-feliilet P pontjabol hi-
perfeliilet-ortogondlis gérbe mentén a ;.4 hiperfeliillet @' pontjdba jutunk, mig
a t* vektormezé integralgérbéi mentén a P’ € Y¥;,4 pontba. Az eltoldsvektor

meghatarozza a t® vektor hiperfeliilettel parhuzamos komponensét. Szemléletesen:
Q'P' < N*dt.

F.3.4. Az altalanos relativitaselmélet

1. A kényszeres hamiltoni tdargyaldsmdd

Megint azzal kezdjiik a hamiltoni targyaldsmoéd alkalmazaséat, hogy bevezetiink egy ¢
idofliggvényt és egy t* idOszerii vektormezét ugy, hogy t*V,t = 1 legyen. Utdbbival
meghatarozzuk, hogy hogyan telik az id6. A bevezetett t-nek és t®-nak azonban
nem tudunk ordkra alapozott mérési utasitassal fizikai tartalmat tulajdonitani, mert
nem ismerjik a g, metrikdt. A t® vektormez6t azonban az M téridé-sokasdg min-
den pontjaban fel tudjuk bontani az allandé ¢-hez tartozé ¥; Cauchy-feliiletekre
merdleges és azokkal parhuzamos komponensekre:

ta = Gapt’ = (hap — namp)t’ = hapt® — ngnyt®
= N, +naN, (F.3.21.)

ahol hgp = gap + ngnp a 2¢-n indukalt metrika,
N =—npt’ és N, = hgt’ (F.3.22.)

rendre az ugynevezett id6tartam-fiiggvény (lapse function) és eltolédas-vektor
(shift vector). Itt N azt méri, hogy a ¢ idéfiiggvényhez képest hogyan telik a 7
sajatid6, ha a X; hiperfeliiletre merélegesen mozdulunk el; N pedig azt méri, hogy
a t* vektormezének mekkora a Y;-hez képest érintéirdanyd komponense (1d. a 51.
abrat).

Megjegyzés: Célszeri olyan koordindtarendszert hasznalni, amikor a ¥y Cauchy-feliilleten

bevezetiink x!, 22 és 3 térkoordindtakat, amjd ezeket a t* vektormez6 integralgorbéi mentén
atemeljilk a szomszédos ¥, hiperfelilletekre, mikdzben negyedik koordinatdnak 20 = t-t
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vélasztjuk. Ekkor a 51. dbran pl. a P és a P’ pontok tér-koordindtdi megegyeznek. Az
N id6tartam-fliggvény ekkor azt hatdrozza meg, mennyit kell menni ¥;-re ortogondlisan,
hogy elérjitk a X;1 4 Cauchy-feliiletet a Q" pontban: dr = Ndt. Az N® eltolds-vektor azt
hatdrozza meg, hogy Q’-b8l hogyan kell a ¥, 4:-vel pdrhuzamosan elmozdulni, hogy a P-vel
egyez6 tér-koordinataji P’ pontba jussunk: N9dt.

A Lagrange-féle targyaldsméd soran hasznalt ¢?° inverz metrika helyett a hamilto-
ni targyaldsban célszeriibb a hyp, térmetrikat, az N idOtartam-fiiggvényt és az N,
eltolédas-vektort hasznélni térvaltozokként.

Allftds: A térids szerkezetének (hap, N, N, ) térvaltozokkal torténd jellemzése egyen-
értékii a g% inverz-metrikdval torténé jellemzéssel.

Egyrészt az (F.3.21.) Osszefiiggésbél

na = (ta—Na) (F.3.23.)

adédik, dgyhogy az inverz-metrikat atirhatjuk

g = h® —nnb =h" - —(t* = N)(t* — NY) (F.3.24.)

wel
alakba.

Mésrészt a hgp térmetrika ismeretében meghatdrozhatjuk annak h inverzét felhasznélva,
hogy hh., az egység-leképezés a ¥; hiperfeliilet érintéterén, és hogy h®Vyt = 0 (a t
id6fuggvénynek a 3; mentén a megvaltozdsa zérus), majd ennek ismeretében meghatéroz-
hatjuk N = h®N,-t. Léatjuk tehat az (F.3.24.) 6sszefiiggésbdl, hogy (hap, N, N,) ismerete

egyértelmiien meghatarozza g®’-t.

Most is a koordinata-idotol fiiggetlen egpq térfogatelemet hasznaljuk a természetes
€abed térfogatelem helyett, amelyre tehat £ieqp.q = 0, olyan koordindta-térfogatele-
met valasztva e-nek, amelynek el nem t{iné komponensei +1. Ekkor € = /—ge, ahol
g a metrika ebben a béazisban vett g, komponenseinek a determindnsa. A ¥;-n a

megfelel6 indukalt térfogatelem efj’))c = egapet?, ami a természetes indukalt metrikdval

Et(j))c = \/Eegz)c kapcsolatban van, ahol h a térmetrika azon koordinatarendszerben
3)

ape €l nem tiné kom-

vett h,,, komponensei métrixdnak determindnsa, amelyben e
ponensei £1 értékiliek; ekkor

V=g = NvVh. (F.3.25.)

Allitds: A vdkuumban érvényes Einstein-egyenleteket szolgdltaté Lagrange-siirii-
ségnek a (hqp, N, N,) térvaltozokkal kifejezett alakja:

Lo = NVHR® 4+ KuK® - K?), (F.3.26.)
ahol R®) a ¥;-n indukalt gorbiilet, K = K @ és 3 kiils6 gorbiilete

1 .
577 (hab = DaNy = Dy No), (F.3.27.)

ahol D, a hg altal indukélt gradiens-operator Xy;-n. (A hgp, térmetrika generilja
egyértelmiien a Dyhy. = 0 tulajdonsédgi gradiens-operdtort ¥-n, a [Dy, Dp] kom-

mutétor pedig az Rg’))cd gorbiileti tenzort, amelybdl a szokasos médon képezhetd >y

Kab
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skalargorbiilete.) Ez az Lg Lagrange-siliriiség Arnowitt-Misner-Deser-féle
alakja, az ADM-Lagrange-siiriiség.

Kifejezziik az S hatdst a (hap, N, Ng) térvéltozdk funkcionaljaként. Induljunk ki az Sg =
[ Lce = [ \/—gRe Hilbert-hatdsbol. Az aldbb kovetkezd szdmitdsi 1épésekben elhanyagol-
juk a feliileti tagokat. (Ezekre majd kés6bb visszatériink.) Fejezziik ki a skaldrgorbiiletet

R = 2(Gunn® — Rypyn®nb) (F.3.28.)

alakban. —/ Gapn®n® = Rgpn®n® — %Rgabnanb = Gun®n® = Rgpyn®n® — %R, ahonnan
rendezéssel kapjuk a keresett dsszefiiggést.[-Egyrészt a G. fliggelékben megmutatjuk, hogy

1
Gapn'n® = 5(R<3> — Ko K® + K?), (F.3.29.)

ahol K, a 3; Cauchy-feliiletnek a kiilsé gorbiilete és K = K¢, . Masrészt a gorbiileti tenzor
definiciéja alapjan

Ran®n® = R, nn® = —nV,,V.n® =nV.V,n® —nV,V.n°
= (Van®)(Ven©) — (Ven®)(Van®) + Ve (n®Von®) — Vo (n®Ven),
(F.3.30.)

ahonnan a kiilsé gorbiilet Ky, = h,°V.n; definiciéjdnak (Id. a G. fejezetet) felhaszndldsdval
Rapn®n® = K? — Koo K% + V.(n*Van®) — Vo (n®Vn) (F.3.31.)

addédik. Ttt a két utolséd tag teljes divergencia, igyhogy ezeket elhagyjuk. Az (F.3.29.) és
(F.3.31.) kifejezéseket behelyettesitjiik R kifejezésébe:

R = R® 4+ K, K- K2 (F.3.32.)

Ezutan még ki kell fejezziik a Kgp kiilsé gorbiiletet az 4 valtozokkal. Induljunk ki abbdl,
hogy Kap = 2 £nhap (1d. a G fejezetet). Ekkor irhatjuk, hogy

1 1
Ko = Evgnhab = 5 <nCVChab =+ hacvbnc =+ hcbvanc>
1
= oN (Nncvchab + NhgeVpn® + thbvanc)
1
= oN (Nncvchab + hae V(NN 4+ hep Vo (NRS) — heen°Vy N — hcbchaN) ,
(F.3.33.)
ahonnan
haenVN + hepnVoN = 0 (F.3.34.)
miatt
1
Ko = oN ((tc — NVchah + hac Ve (t® — N + hep Vo (8¢ — Nc)) (F.3.35.)
adodik. Ha ezutan felhaszndljuk, hogy
£Nhab = chchab + hcbva(Nc) + hacvb(Nc)u
Lihay = tVehay + hey Vat® + hae Vit (F.3.36.)
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akkor a K kiils6 gorbiilet és a térmetrika ,,id6 szerinti derivaltja”, hab = £ihgp k0z0tt az
alabbi kapcsolatot talaljuk:

1
Ko = W<£thab_£Nhab>
1 /.
= — | hap — Dy Ny — DyN, |. F.3.37.
2N( b b b ) ( )

Itt az utolsd egyenldség felirdsakor a metrika Lie-derivaltjara vonatkozd £,94 = Veup +
Vv, azonossagot alkalmaztuk a ¥;-n értelmezett N® vektormezo és a hgyp, térmetrika esetén,

Enhay = DoNy+ DyNy, (F.3.38.)

ahol D, a hgp, térmetrikdhoz tartozé gradiens-operator ¥;-n. A kiils§ gorbiilet (F.3.37.)
kifejezését behelyettesitve a skaldrgorbiilet (F.3.32.) kifejezésébe, majd ezt beifrva az Lg
Lagrange-stirtiségbe, megkapjuk a keresett ADM-féle alakot.

Az L Lagrange-stirliség ADM-féle alakja csak hgp-nek tartalmazza az idé-koordinéta
szerinti derivaltjat, az N idOtartam-fiiggvényét és az N® eltolédds-vektormeziét
nem. FEzért utébbiak Lagrange-multiplikdtor szerepét jatsszdk hasonléan, mint
az elektrodinamikdban a V skaldrpotencial. A dinamikai térvaltozé tehat a Xg-n
értelmezett térmetrika, hyp; a konfiguraciés tér pedig a hy, Riemann-metrikak tere.
A hgp-hez kanonikusan konjugélt impulzus

oL
= 229 = VR(K®™ — KR, (F.3.39.)
hab
Ha felhasznaljuk, hogy
8I(cd o 1 a b
8ilab - ﬁa c6 d»
c cd
8K _ 8Kc _ 8(h . ch) _ Lhcdaacisb _ Lhab, (F340)
ah/ab 8hab 8hab 2N 2N
akkor azt kapjuk, hogy
7T_ab _ M_G
ahab

1 1
= NVh(2K“—§°6" — 2K-—h" ) = Vh(K® — Kh® F.3.41.
ami éppen a keresett kifejezés.
A Hamilton-siirliség definiciéja:
He = 7%hgy —La

1 1
= —VhNR® 4 Nﬁ (ﬂ%ab - —w2> +27% D, N,

2
= x/ﬁ[N(—R@) + Loy b — iﬁ) — NyD <lw“b>
o " 2h “\Vh
2
+D,( —= “W)]. F.3.42.
<\/E7T b (F.3.42.)
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A Hamilton-stiriiség explicit alakjanak meghatérozasihoz kifejezziik hap-t m-vel. Képezzitk
ehhez elszor a m = 7%, = hapm® spiirt,

7 = Vh(haK® — Khayh®) = —2KVh, (F.3.43.)

amit visszahelyettesitve 7 kifejezésébe, azt kapjuk, hogy

1
7 = VhK® + gwh“b, (F.3.44.)
ahonnan
Kb = L <7rab - lwh“b). (F.3.45.)
Vh 2

Ezt és az (F.3.37.) Osszefiiggést felhasznalva kapjuk, hogy

hay = 2NKq+ DNy + DyN,
= A (e _ L) L poN, £ DN, (F.3.46.)
N/ ™ 57 Ny b Ng.- .3.46.
A fenti Gsszefliggések segitségével a Hamilton-stirliségre az aldbbiak adédnak:
[2N 1
He = 7Tab ﬁ (Wab - §7Thab> + Dy Ny + DbNa:|
) 1 1 1 2
. (3) - ab _ = __pab _ - _
N\/E[R +h(7r 27rh )(mb 27Thab) 4h}
_ [ 2 ab m? (3) 1 ab ™ ™ ab m?
- \/E_N<h” e A T T )
27r“bDaNb]
+7
Vh
1 1 27ab 27ab
= Vh|N[-R® 4+ —n%r — —72 ) + Do ==DuNy | — NyD, | — ) |.
\/—|: ( +hﬂ' Tab 2h7r + \/E b b \/E
(F.3.47.)

(Felhasznéltuk, hogy h.ph®® = (362 = 3.) Tehat megkaptuk a keresett (F.3.42.) kifejezést.

Az (F.3.42.) utolsé tagja a Hg = fEt Hee® integralhoz feliileti taggal jarul hozz,
amit elhanyagolunk. A Hg Hamilton-funkciondl N és N, szerinti funkcionél-deri-
valtjai az alabbi kényszerekre vezetnek:

1 1
~ n(3) = _ab -2
R 5T Ty = o 0, (F.3.48.)
2
D, —wab> = 0. F.3.49.
(\/ﬁ ( )

Ezek a kényszerek a G. filiggelékben targyalt, a kezdeti feltételekre vonatkozd
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kényszerek. Ugyanakkor az aldbbi Hamilton-egyenletek a dinamikai egyenletek [3]:

. SHe 2N 1
0H,
~ab G _ ab _ ~ p(3)padb
= =—-N
i 6hab \/_< i 2R " >

N 1
+——hab <7Tc med — —7T2>
2\/* d 9
2N <7T T, b_ 17T7Tab>
VI 2
+Vh(D*DN — h® DD.N)

c,ab
+VhD, (N\/E >—27rc(“Dch). (F.3.51.)

Ezek ekvivalensek az R, = 0 vakuumbeli Einstein-egyenletekkel, utébbiaknak a
kényszeres hamiltoni megfogalmazdasat jelentik.

2. A kényszerek elimindlhatdsdagdral.

(a) Az elektrodinamika esete

Az elektrodinamika (a Minkowski-téridében) és az dltalanos relativitaselmélet
hamiltoni targyaldsmodja hasonlésdgot mutat abban, hogy a fizikailag inekvi-
valens térkonfiguraciok megvalasztiasaban rejlé mértékszabadsagbol kényszer
szarmazik. Ez eltavolithat6, ha a konfiguracids tér elemeit a térkonfiguraciok
ekvivalencia-osztalyaival azonositjuk. Ugyanakkor az altalanos relativitasel-
méletben abban is van bizonyos mértékszabadsag, hogy hogyan valasztjuk meg
a térid6 rétegezését, amellyel kijeloljiik az ido-koordinatat és a X; térszeri
Cauchy-feliileteket. Az ebbdl szarmazé kényszer nem tavolithatd el a kon-
figuracios tér tigyes valasztdsa révén. Ez jelentGs kiilonbség a Minkowski-
téridoben vizsgalt elektrodinamika esetéhez képest.

A kényszerek jelenléte azt jelenti, hogy hidba tavolitottuk el a dinamikai val-
tozdk koziil az elektrodinamika esetében a V' skalarpotencialt vagy az Einstein-
egyenletek esetén az N és N, mezOket, még mlndlg ,,tul b6” konfiguracios
térrel dolgozunk. Pl. az elektrodinamikaban Aés A+ Vx fizikailag ekviva-
lens, egymastol csak mértéktranszformaciéban kiillonb6z6 konfiguracidk, ha y
tetszéleges fliggvény.

Megjegyzés: Ha az elektrodinamikdban a konfiguréciés teret az A vektor-
potencialok A mértékekvivalencia-osztélyainak halmazaval azonositjuk, akkor
kényszer nélkiili hamiltoni targyalasmédot kapunk.

Tekintsiik azon vektorpotencialok A ekvivalencia-osztalyait, amelyek egymastol csak
mértéktranszformdaciéban kiilonboznek. Ezen ekvivalencia-osztalyok halmazéat azo-

nositjuk a konfiguracidos térrel. Az A konfiguracional a , kotangens-tér” a §A va-
riaciék azon linearis fiiggvényeinek tere, amelyek csak az ekvivalencia-osztalytol fiigg-
nek, vagyis a 7 konjugélt impulzus eleget kell tegyen a

-

/ﬁ-[m—ﬁ(sx)] _ /7?-6/1 (F.3.52.)
I P
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azonossdgnak. Ez az azonossdg akkor és csak akkor &ll fenn tetszOleges 0y mérték-
fliggvény esetén, ha

V-7 = 0. (F.3.53.)

A konfigurédcids tér ,,uj” vélasztdsa esetén a kotangens-tér a ¥;-n értelmezett diver-
genciamentes konjugdlt impulzusok tere. (Ekkor a (F.3.20.) kényszer automatikusan

teljestil.) Ezért Hpn kifejezésébdl elhagyhatjuk a VvV -7 tagot, és frhatjuk, hogy
- 1 L
Heymy = 5(7? -7+ B-B), (F.3.54.)

ahola B =V x A =V x A csak az ekvivalencia-osztalytdl fiigg. Kovetkezésképpen a
Hamilton-egyenletek

L 0Hpum
= =T (F.3.55.)
. i L
Foo 9 EM _ _VxB (F.3.56.)
5A

alakot oOltenek. Ha a konjugalt impulzust az elektromos térerdsségmezo negativjaval
azonositjuk, 7@ = —E, akkor az (F.3.55.) és (F.3.56.) egyenletek ekvivalensek az E-re
és B-re vonatkoz6 Maxwell-egyenletekkel. A V-E=-V-7#=065V-B=0 egyenletek
a.utomatikusan teljesiilnek, az (F.3.55.) egyenlet mindkét oldalzir}ak rotaciojat véve a
B = —V x E Faraday-térvényt, az (F.3.56.) egyenlet pedig a E = V x B Ampére-
torvényt szolgaltatja.

Az dltaldnos relativitdselmélet esete

Az altalanos relativitdaselméletben a h,p konfiguraciék megvalasztasaban szin-
tén van mértékszabadsagunk. Nevezetesen, ha v : ¥y — 3, tetszbleges diffeo-
morfizmus 3;-n, akkor hgyy, és 1*hgyp fizikailag ekvivalens Riemann-metrikédk. Ez
azt sugallja, hogy konfigurdciés térnek a Riemann-metrikdk hqp, ekvivalencia-
osztalyainak halmazat tekintsiik, amikoris azokat a metrikdkat soroljuk egy
ekvivalencia-osztalyba, amelyek atviheték valamilyen diffeomorfizmussal egy-
méasba. Az igy értelmezett konfiguracids teret Wheeler-féle szupertérnek
nevezzik. A konjugdlt impulzusoknak ekkor azonos mddon kell hatniuk a
Riemann-metrika olyan dh,, varidcidin, amelyek csak diffeomorfizmusban kii-
lonboznek egymastél. Ez a kiilonbség a >y-n értelmezett tetszoleges w® vek-
tormezd dltal generdlt diffeomorfizmus esetén D, wy) alaki. Ezért a konjugdlt
impulzusoknak ki kell elégitenie az

/W“b(éhab—l—D(awb)) = /ﬂabCShab (F.3.57.)
¢ 2y

azonossagot a X;-n értelmezett tetszoleges w® vektormezo esetén. Ez akkor és
csak akkor lehetséges, ha

D, (%) = 0 (F.3.58.)
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teljesiil. Az szupertér elemeihez konjugalt impulzusok tehat automatikusan ki-
elégitik az (F.3.49.) kényszert. Ha tehdt a konfigurdcids térnek a térmetrikak
ekvivalencia-osztalyainak terét vélasztjuk, akkor az (F.3.49.) kényszer auto-
matikusan kielégiil.

Az (F.3.48.) kényszer azonban megmarad. Ezt a kényszert nem tudjuk fel-
oldani, ami azzal kapcsolatos, hogy ez a kényszer a konjugdalt impulzusban
kvadratikus. Az altaldnos relativitaselmélet 1ényegi sajdtsiga, hogy a hamil-
toni megfogalmazdsa kényszeres, és ez komoly nehézséget jelent az elmélet
kvantalasa soran.

3. A hamiltoni tdrgyaldsmaodban fellépd felileti tagok kérdésével kapcsolatban az érdek-
16d6 Olvasét a [1] tankonyv E fliggelékének utolsé bekezdéseire utaljuk.
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G. A kezdetiérték-feladat

G.1. A kezdetiérték-feladat meghatarozottsaga

Egy klasszikus fizikai elméletben a kezdetiérték-feladatrol (initial value problem) ak-
kor beszéliink, ha bizonyos kezdeti (mérési) adatok (initial data) és a dinamikai térvények
birtokdaban egyértelmiien meghatarozhaté a fizikai rendszer tovabbi idébeli fejlédése. A
kezdetiérték-feladatot jol meghatarozottnak nevezziik, ha az alabbi elvarasok tel-
jestilnek vele szemben:

1. A kezdeti adatok kicsiny megvéaltozasa kicsiny véltozast okoz a (téridé barmely
rogzitett kompakt tartomanya folott értelmezett) megolddsban. Mivel a kezdeti
feltételek csak véges pontossdggal ismerheték (és dltaldban csak a térid6 egy véges
tartomanyaban), ezért ez a fizikai torténések elérejelezhetésége szempintjabdl fontos
elvaras.

2. A kezdeti feltételek megvaltoztatasa tetszoleges S tartomanyon kiviil, nem okozhat
véltozast a megolddsban S kauzélis jovSjében, azaz JT(S)-ben. Ellenkezd esetben
volndnak olyan fizikai hatdsok, amelyek a vdkuumbeli fénysebességnél gyorsabban
terjednének.

Megjegyzés: A determinisztikusan kaotikus mechanikai rendszerek az 1. elvarasnak a deter-
minisztikus kdosz lényegi tulajdonsdganal fogva nem tesznek eleget. A kezdeti feltételek kicsiny
megvaltozasa idovel exponencidlisan novekvo eltérést okoz a megoldasokban. Noha a Vildgegyetem
kb. 14 millidard éves fejlodését tekintve ugy latszik, hogy ez a fejlédéstorténet determinisztikus
volt, nem zarhatjuk ki, hogy a Vilagegyetem kaotikus lenne egy a 14 millidrd évnél jéoval nagyobb
idoskalan. Az Einstein-egyenletek nem linedrisak és végtelen szabadsagi foku rendszert irnak le.
Felteheto ezért az a kérdés, hogy vannak-e az Einstein-egyenleteknek és a mez6k hozzajuk csatolt
egyenleteinek kaotikus megoldasai, és ha igen, akkor van azoknak fizikai jelentsége? Ezek nyitott
kérdések, az ugynevezett relativisztikus kaosz kérdéskorét képezik, amelyekre kb. az 1990-es
évek kozepe Gta kezdték el keresni a fizikusok a vélaszt. (Sajdt megjegyzés.)

G.2. A klasszikus, newtoni mechanika kezdetiérték-feladata

Az n szabadséagi foku klasszikus mechanikai rendszer Newton-féle mozgasegyenletei,

d?q; dqy da .
— Fq,... g, L) G.2.1.
a2 (ql BT dt ! " ( )

n darab kozonséges, masodrendii, csatolt differencidlegyenletet tartalmazd egyenletrend-
szert alkotnak. Ha adottak a ¢t = ty idOpillanatban rendre az altalanos koordinatak és az
altaldnos sebességek qio, ..., qno, (dq1/dt)o, ..., (dg,/dt) kezdeti értékei, akkor egyértel-
miien létezik a differencidlegyenletrendszer megoldasa a tg koriili barmely véges interval-
lumban. Tovadbbé, a rogzitett ¢ # to idépillanathoz tartozé qi(t),..., gn(t) megoldés
folytonos fiiggvénye a kezdeti adatoknak. A kezdeti adatok megvaltozasanak kauzilis ter-
jedése ugyanakkor nem targya a nem relativisztikus klasszikus mechanikdnak. Mindezek
fényében a newtoni mechanika kezdetiérték-feladata jol meghatarozott.
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G.3. Klasszikus, relativisztikus fizikai mezok kezdetiérték-
feladata

A Kklasszikus relativisztikus fizikai mez6 példdjaként vizsgaljuk a klasszikus Klein-Gordon-
egyenletet,
2 2 2 2

8_25 _ ¢ + o’¢ + o _ m2e, (G.3.1.)

ot oxr?  0y? 022
Minkowski-téridoben. Ez az id0 szerinti derivaltakban maéasodrendl parcidlis differen-
cidlegyenlet a ¢ skaldrmezére. Annyi hasonlésdgot mutat a (G.2.1.) mozgdsegyenletekkel,
hogy az egyenlet jobb oldala most is lehet&vé teszi, hogy ¢ és ¢ /0t kezdeti, t = t( pillanat-
beli értékeinek ismeretében kiszdmolhatjuk 9%¢/0t? kezdeti értékét. Ez nem véletlen, mert
a Klein-Gordon-egyenlet gy is interpretalhaté, mint N darab, egymaéssal els6-szomszéd
kolcsonhatasban levo oszcillator rendszerének N — oo hataresete. Ez a matematikai és
fizikai hasonlésig a (G.2.1.) és a (G.3.1.) egyenletek kozott sejtetni engedi, hogy igaz a
kovetkezé allitas.

Allitas: Ha adottak a ¢ = to idépillanatban a ¢ és 0¢ /0t fiiggvények valamely
térszerli X hiperfeliileten, és ezek analitikusak, akkor létezik a (G.3.1.) egyenletnek ezen
kezdofeltételekhez tartozé egyértelmii megoldasa.

A bizonyitds az aldbbi 1épésekbdl &ll:

1. Ha ¢ és 0¢/0t a t =ty pillanatban a Xy térszer(i hiperfeliileten a térkoordindtdk analitikus
fiiggvényei, akkor kiszdmolhatjuk ¢ és 0¢/0t Gsszes térderiviltjait a Yo hiperfeliileten.

2. Ezutdn a (G.3.1.) egyenlet alapjan meghatérozhatjuk 9%¢/9t?-et Yo-n.

3. Uténa képezziik a (G.3.1.) egyenlet mindkét oldaldnak ¢ szerinti parciélis derivaltjit, és az
el6zé pontok eredményei ismeretében meghatarozzuk 93¢ /0t3-t Yo-n; majd képezziik ennek
Osszes, térkoordinatak szerinti parcidlis derivaltjait, stb.

4. Az eljarast végtelenségig folytatjuk, mig végiil ¢ Osszes derivéltja eléall a ¢ = tp-ban.

5. A t pillanathoz tartozé ¢ megoldas a t = ty koriil formdlis Taylor-sorba fejthetd, amelyrél
meg lehet mutatni, hogy véges a konvergenciasugara.
Ezen az tton az alabbi tételt lehet beldtni.

10.1.1. tétel: (Cauchy-Kowalewski'3’-tétel) Legyenek ¢, x', ..., 2™ ! koor-
dindtdak R™-ben. Tekintsiik az R™-en értelmezett ¢1, ..., ¢, fliggvények n darab parcialis
differencidlegyenletbdl allé

8¢
ot?

= Fi(t,x%; ¢;; 0b;/0t; Dp; |0z 0% ¢ /OtOx™; 02 ¢; /0x“dxP)  (G.3.2.)

rendszerét, ahol Fj-k a valtozéiknak analitikus fliggvényei. Legyenek tovabba f;(z®) és
gi(x®) (i = 1,...,n) analitikus fiiggvények. Ekkor létezik a t = tq hiperfeliiletnek (%)
olyan O C M nyilt koérnyezete, amelyben a (G.3.2.) egyenletnek egyértelmiien létezik

135Waldemar Hermann Gerhard Kowalewski, német matematikus, 1876-1950.
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olyan megoldasa, amely eleget tesz a ¢;(tg, %) = fi(z®), (0¢;/0t)(to, ) = g;(x®) kezdeti
feltételeknek.

Megjegyzés: A 10.1.1. tétel értelmében tehat a Klein-Gordon-egyenletnek létezik
kezdetiérték-feladata, legalabbis analitikus kezdeti feltételek esetén. Ugyanakkor a tétel
nem mond semmit arrdl, hogy a kezdetiérték-feladat jol meghatarozott vagy sem.

1. Ha definidlunk a ¢ = tp-nak megfelel6 ¥y hiperfeliileten értelmezett analitikus fiiggvények
terén valamilyen topologiat és a t id6pillanathoz tartozod, azaz a X; hiperfeliileten értelmezett
megoldasok terén is egy topoldgiat, akkor nem biztos, hogy a kezdeti f;, g; fliggvények
folytonos megvaltoztatdsa az analitikus megoldés folytonos megvaltozasat jelenti.

2. A tétel a kauzilis terjedés vizsgdlatara sem alkalmas. Egy analitikus fliggvényt egyértelmiien
meghatdroz egy adott pontban felvett értéke és Osszes derivaltjainak ott felvett értéke,
vagyis az értéke egy pont tetszoleges nyilt kornyezetében. Ezért, ha az analitikus kezde-
ti feltételeket megvaltoztatjuk a Xy valamely kicsiny U C ¥ nyilt tartomanyaban, akkor
azzal megvaltoztatjuk Oket Yo-n mindeniitt. A kauzdlis terjedés vizsgalatdhoz ezért nem
analitikus kezdeti feltételekre van sziikség. A 10.1.1. tétel pedig ilyen esetre nem vonat-
kozik.

A Klein-Gordon-egyenlet esetében tehat a Cauchy-Kowalewski-médszer nem alkal-
mazhatdé annak eldontésére, hogy rendelkezik-e az egyenlet jol meghatarozott kezdetiérték-
feladattal. A (G.3.1.) egyenlet hiperbolikus jellegét, azaz hulldmegyenlet jellegét és line-
aritasat felhaszndlva azonban meg lehet mutatni a kezdeti feltételek analitikussaganak
megkovetelése nélkiil, hogy a (G.3.1.) egyenlet kezdetiérték-feladata jol meghatarozott.

1. Ha Sy tetsz6leges gombfeliilet Yg-ban, akkor a (G.3.1.) egyenletnek legfeljebb 1 megolddsa
létezik D(Sp)-ban. Itt D(Sy) az Sy gombfeliilet teljes fliggbségi tartoménya (1d. a 8. feje-
zetet).

2. Ha Sp-n kiviil megvaltoztatjuk a kezdeti feltételeket, akkor a megoldds D(Sp)-on nem
valtozik meg.

3. A megoldas folytonosan fligg a kezdeti feltételektol.

4. Ha a kezdeti feltételek sima fiiggvények ¥g-n, akkor a (G.3.1.) egyenletnek létezik sima
megolddsa D(Sp)-on, ahol Sy tetszdleges, vagyis a megoldds az egész R*-en (azaz D(3)-on)
létezik.

Megjegyzés: Amig a hiperbolikus egyenletnek létezik jol definidlt kezdetiérték-feladata,
addig a Laplace-egyenletnek nem létezik.

Az az éllitas, hogy a (G.3.1.) egyenlet kezdetiérték-feladata jol meghatérozott, 1é-
nyegesen altalanosithato.

Allités: Legyen (M, gqp) globélisan hiperbolikus térid6, ahol g, tetszéleges sima
Lorentz-metrika. Legyen V, az M sokasdgon értelmezett barmely gradiens-operator, A®
tetszoleges sima vektormezo, B, C tetszéleges sima skalarmezok. Ekkor a hiperbolikus

gV, Vyp + ANod+ Bd+C = 0 (G.3.3.)

masodrendii, linearis parcialis differencialegyenletnek jol meghatarozott a kez-
detiérték feladata, ha egy sima, térszerii X Cauchy-feliileten adottak a (¢, n*V,¢)
kezdeti feltételek, ahol n® a ¥ egység-normalisa.
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Tovabbi altalanositasok ismeretesek linearis, masodrendii, hiperbolikus parciélis dif-
ferencidlegyenletek rendszerére. Erre egy példa az alabbi tétel.

10.1.2. tétel: Legyen (M,gq) globdlisan hiperbolikus téridé (vagy tetszéleges
térid6 globélisan hiperbolikus tartomanya). Legyen V, barmely gradiens-operétor, tovab-
ba 3 sima, térszerti Cauchy-feliilet, amelynek egység-normalisa n®. Tekintsiik az n darab

o1, ..., ¢n ismeretlen fiiggvényre vonatkozd, n darab linedris egyenletbdl all6 alabbi
egyenletrendszert,
gabVQVbQSi + Z(Aij)avaqbi + Z Bijqu +C; = 0, (G34)
J J

amelyet linedaris, diagonalisan masodrendii, hiperbolikus parcialis differencial-
egyenlet-rendszernek neveznek. A (G.3.4.) egyenletrendszernek a ¥ Cauchy-feliileten
megfogalmazott kezdetiérték-feladata jol meghatdrozott az aldbbi értelemben. A X-n
tetszolegesen adott sima (¢;, n*V,¢;) kezdeti feltételekhez a (G.3.4.) egyenletrendszernek
egyértelmiien létezik M-en mindeniitt értelmezett megolddsa. Ez a megoldéds folytono-
san fiigg a kezdeti feltételektol. Tovabba a kezdeti feltételeknek tetszOleges S C X zart
részhalmazon kiviil torténé megvaltoztatdsa nem véltoztatja meg a megoldéast D(S)-ben.

A fenti tétel tovdbb &ltalanosithaté specidlis médon nem linedris hiperbolikus par-
cidlis differenciadlegyenletek rendszerére.

Definicié: Az M sokasagon értelmezett
9 (265 Ve0;) VoVt = Fi(a;65;Ve0;), i=1,....n (G.3.5.)

parcidlis differencidlegyenletek rendszerét kvazilinearis, diagonalisan masodrendii,
hiperbolikus parcialis differenciilegyenlet-rendszernek nevezik, ahol ¢? sima
Lorentz-metrika, V, tetszoleges gradiens-operator, és az F; fiiggvények valamennyi valto-
z6juk sima fiiggvényei.

Megjegyzés: A (G.3.5.) egyenletrendszer abban kiilonbozik a (G.3.4.) egyenlet-
rendszertdl, hogy a metrika fligghet a keresett fliggvényektdl és els6 derivaltjaiktdl is, az
F; fiiggvények pedig tartalmazhatnak nem linedris fiiggést is a keresett fiiggvényektol és
els6 derivaltjaiktél. Ugyanakkor a (G.3.5.) is linedris a keresett fiiggvények legmagasabb
rendi, azaz masodik derivaltjaiban; innen a ,kvézilinearis” elnevezés.

10.1.3. tétel: Legyen (¢)1, ---, (¢0)n a (G.3.5.) egyenletrendszer megoldasa az
M sokasdgon és legyen (go)® = g (w;(¢0);; Veldo)j). Tegyiik fel, hogy az (M, (go)as)
térid6 globélisan hiperbolikus (vagy, hogy az (M, (go)ap) téridének globélisan hiperbolikus
tartoményat tekintjiik). Legyen X sima, térszerti Cauchy-feliilet az (M, (go)ap) téridében.
Ekkor a ¥-n megfogalmazott kezdetiérték-feladat jol meghatarozott.

Ezen a kovetkezdket kell érteni:
o Tetszbleges, a X-n adott, a (¢o)1, ..., (o), megoldashoz kozeli kezdeti feltételek esetén

létezik Y-nak olyan O nyilt kornyezete, amelyben a (G.3.5.) egyenletrendszernek létezik
®1, ..., ¢n megolddsa és (O, gay(z; ¢;; Vepj)) globdlisan hiperbolikus.

e A megoldds O-n egyértelmi, és kauzélisan propagél abban az értelemben, hogy ha a ¢/, ...,
¢!, megolddshoz tartozé kezdeti feltételek X valamely S C ¥ részhalmazdn megegyeznek a
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¢1, ..., ¢n megolddshoz tartoz6 kezdeti feltételekkel, akkor a ¢, ..., ¢, ésa @}, ..., ¢,
megolddsok megegyeznek O N DT (S)-en.

e A megoldés folytonosan fligg a kezdeti feltételektol.

G.4. Kezdetiérték-feladat az altalanos relativitaselméletben

Az altalanos relativitdselméletben az Einstein-egyenletek kezdetiérték-feladataval szem-
bestliink. Latni fogjuk, hogy megfogalmazhatd jol meghatdrozott médon a kezdetiérték-
feladat. Ez azonban nagyobb koriiltekintést igényel, mint a Klein-Gordon-egyenlet eseté-
ben. Nevezetesen azt igényli, hogy a kezdeti feltételekre kényszerfeltételt kell kironunk.
Ehhez nagyon hasonlé helyzet all el az A® vektorpotencidlra vonatkozé Maxwell-egyenle-
tek kezdetiérték-feladataval kapcsolatban, ahol szintén kényszereket kell kirénunk a kezdeti
feltételekre és ezzel egylitt mértéket kell valasztanunk. Elészor ezért a Maxwell-egyenletek
kezdetiérték-feladataval foglalkozunk, és csak utana tériink majd ra az Einstein-egyenletek
kezdetiérték-feladatanak targyalasara.

G.4.1. A Maxwell-egyenletek kezdetiérték-feladata

Minkowski-téridében (Minkowski-koordinatédkat hasznélva) vizsgéljuk az A* vektorpoten-
cidlra vonatkozé

0%(0,4p — BpAy) = 0 (G.4.1.)

Maxwell-egyenleteket vdkuumban (azaz kiils6 forrdsok hidnydban). Legyen g a t = tg
térszerl hiperfeliilet, és legyen n® a Yy normalis egységvektora.

Allitas: A (G.4.1.) Maxwell-egyenletek alulhatdrozott egyenletrendszert jelentenek
az A, vektorpotencidl 4 komponensére: 3 egyenletet (a vektorpotencial térszertit A, (u =
1,2,3) komponenseire) és egy, a kezdeti feltételekre vonatkoz6 kényszert (aminek a fizikai
jelentése a Gauss-torvény). Ezért a (G.4.1.) egyenletrendszernek nem létezik a szokésos
matematikai értelemben jol meghatarozott kezdetiérték-feladata.

Létszolag (G.4.1.) 4 darab egyenletet tartalmaz a vektorpotencidl 4 komponensére. A
(G.4.1.) egyenletrendszer azonban nem (G.3.4.) alaki. Valdjadban az Ag-ra vonatkozé Maxwell-
egyenlet nem tartalmazza a 902 Ag/0t? id6 szerinti masodik derivéltat, és atfrhaté az E = VAg —
(0A/0t) elektromos térerésség segitségével a

. 0A .

0 = V24—V -—=V-E
0 ot

© (G.4.2.)
Gauss-torvény alakjdba. Indexjeldlésben E, = Fyn® = nP(0, Ay — OpAs) és ¢ = 0, F%° = 0. A
(G.4.2.) egyenlet kényszert jelent a kezdeti feltételekre, azaz A, és 0A, /0t kezdeti értékeire Xo-n.

A (G.4.1.) rendszer mésik 3 egyenlete ugyan tartalmazza a 9*4,,/0t* (u = 1,2, 3) id§ szerinti
masodik derivaltakat,

A, =5 o (04 = =
o = VAM+@(W—V-A), (G.4.3)
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azonban szintén nem (G.3.4.) alakd, amelynek létezik j6l meghatérozott kezdetiérték-feladata.
Masrészrol ezen 3 egyenlet rendszerére alkalmazhaté a 10.1.1. tétel, és a Cauchy-Kowalewski-
médszer értelmében meghatarozhaté 02A4,,/0t? (n = 1,2,3) a Xp-n, majd a magasabb derivéltak
is. Gondolhatndnk, hogy a (G.4.2.) egyenlet mindkét oldalét ¢ szerint derivélva olyan egyenletre
juthatunk, amelybSl 92A,/0t? meghatdrozhaté lenne a kezdeti feltételekb6l Yo-n. Ez azonban
nincsen igy. A 9°0°F,, = 0%0°(0, Ay — OpAs) = 0 azonossagbdl ugyanis kovetkezik, hogy

s A 92,
O —_— &v * E - &v AO7 (G.4.4.)
ahonnan
9 (= - 9A\ 0

tehdt a ¢ kényszer nem fiigg az id6t6l, vagyis ha a (G.4.2.) kényszer fenndll a t = ¢y pillanatban,
akkor minden id6pillanatban fennall. Masrészt akkor nem tudtunk egyenletet kapni 92 Ag/0t%-re,
amelybol annak kezdeti értékét meg tudnank hatarozni.

A 10.1.1. tétel értelmében beldthatd, hogy analitikus kezdeti feltételek és az egész téridén
tetszélegesen vélasztott Ay esetén a (G.4.1.) egyenletrendszer A, (1 = 1,2, 3)-ra vonatkozé egyenle-
teinek (analitikus esetben) létezik megolddsa. Ez azonban nem fogja kielégiteni a Gauss-torvényt,
ugyhogy a vektorpotencidlra vonatkozé Maxwell-egyenleteknek nincsen a szokésos matematikai
értelemben jél definidlt megoldasa.

A fenti probléma azonban nem fizikai természetii. Ez abbdl adddik, hogy az olyan
vektorpotencidlok, amelyek csak tetszOleges x skalarfiiggvény 9,x gradiensében kiilon-
boznek, fizikailag egyenértékiiek, mert azonos elektromégneses mezot irnak le. A fizikailag
ekvivalens vektorpotencialokat 6sszekotd transzformacio a jol ismert mértéktranszforma-
cié, ugyhogy arrél van sz, hogy az egymaésbol mértéktranszformaciéval megkaphaté vek-
torpotencialok fizikailag ekvivalensek. Ezért nem varhatjuk, hogy az A, vektorpotencidlra
vonatkozé Maxwell-egyenleteknek jol meghatdrozott kezdetiérték-feladata lenne. Be fog-
juk azonban latni az alabbi allitést.

Allitas: A (G.4.1.) Maxwell-egyenleteknek a térszerti ¥o hiperfeliileten adott A,
és 0A, /0t kezdeti feltételek esetén létezik a mértéktranszformacié erejéig egyértelmtien
meghatarozott megoldédsa, és a (G.4.1.) Maxwell-egyenletek fizikailag jél meghatarozott
kezdetiérték-feladattal rendelkeznek.

Rogzitsiink Lorentz-mértéket,
0"A, = 0, (G4.6.)
amelyben a (G.4.1.) egyenletek a
00,4 = 0 (G4.7)

alakra egyszeriisodnek. A (G.4.6.) és a (G.4.7.) egyenletrendszer fizikailag ekvivalens a (G.4.1.)
egyenletrendszerrel abban az értelemben, hogy (G.4.1.) megoldasai a (G.4.6.) és (G.4.7.) meg-
oldasaitél csak mértéktranszforméciéban kiilonb6zhetnek.

Legyenek adottak az A, és 0A,, /0t kezdeti feltételek Xo-n. Hajtsunk végre alkalmas mérték-
transzforméciét Xo-n, hogy Xo-n 94, = 0 legyen. Ekkor a (G.4.7.) egyenlet fennallasa a teljes M
téridében biztositja, hogy

%0, (0°Ay) = 0°(0%0,Ap) =0 (G.4.8.)
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M-n mindeniitt. Alkalmazzuk a 9%0,(0°A,) = 0 egyenletre a 10.1.2. tételt. Ennek értelmében, ha
00, A, = 0 az M-n, akkor a 9® A, = 0 mértékfeltétel M-en akkor és csak akkor teljesiil mindeniitt,
ha 9% A, = 0 és 9;(0°Ay,) = 0 teljesiil a X hiperfeliileten. Azt, hogy d°A, = 0 a $¢-n, mar elértiik,
amikor a Yo-n megadott kezdeti feltételeken elvégeztiik a megfelelé mértéktranszformaciot. A

(0P Ap)/ot| = 0 feltétel pedig éppen a (G.4.2.) kényszer megkivetelése a kezdeti feltételektdl.
3o
Valéban,
d .\ 0[0A = o\ 04 = 94
gt ) = E(W‘V'A)_ az Y
= e d 6E = d 6E = —
_ 2 V.- =V. —— ) =V-E=
= V4 -V 5 \Y% (VAO 8t) V-E =g, (G.4.9.)

ahol felhaszndltuk a (G.4.7.) egyenletek koziil az Ag-ra vonatkozét. Ez tehdt azt jelenti, hogy
a Xo-n a Lorentz-feltételt kielégité kezdeti feltételek esetén a Lorentz-feltétel mindenhol teljesiil
M-en, ha a (G.4.7.) egyenletek mindenhol teljesiilnek M-en. Ezért csak a (G.4.7.) egyenleteket
kell megoldanunk a Lorentz-feltételt kielégitd kezdeti feltételekkel.

A (G.4.7.) egyenletek azonban (G.3.4.) alakdak, tigyhogy a 10.1.2. tétel értelmében 1étezik
adott, a Lorentz-feltételt kielégité kezdeti feltételekhez tartozé mgolddsuk, tovabba a megoldés a
kezdeti feltételektél folytonosan fligg, és rendelkezik a kauzalis terjedés tulajdonsdgédval.

Végiil az eredeti kezdeti feltételekhez tartozo megoldéast igy kapjuk, hogy a Lorentz-feltételt
kielégit6 megoldast annak a mértéktranszformacionak az inverzével transzformaljuk, amellyel az
eredeti kezdeti feltételeket a Lorentz-feltételnek eleget tevo kezdeti feltételekbe transzformaltuk
Yo-n. Az eredeti (G.4.1.) egyenletek azonos kezdeti feltételekhez tartozé két megolddsa mérték-
transzformdciéval a (G.4.7.) egyenletek azonos kezdéfeltételekhez tartozé megolddsaiba transz-
formdlhat6. A (G.4.7.) egyenletek adott kezdéfeltételekhez tartozé megolddsa azonban egyértelmi,
s ezért az eredeti (G.4.1.) egyenletek azonos kezdeti feltételekhez tartozé két megolddsa csak
mértéktranszformaciéban kiillonbézhet egymastol, vagyis fizikailag egyenértékii.

Ezzel belattuk, hogy a (G.4.1.) egyenletek fizikailag j6l meghatarozott kezdetiérték-feladattal
rendelkeznek.

A fenti allitast ,,fizikaibb nyelvre” is atfogalmazhatjuk:

Allitas: Legyenek E és B sima vektormez8k az M Minkowski-téridé (inercidlis id6-
koordindta szerinti) ¢ = ¢ty id6pillanathoz tartozé ¥y hiperfelilletén, amelyekre teljesiil
Yo-n, hogy V-E=V-B =0. Ekkor a 0%F,, = 0 Maxwell-egyenleteknek 1étezik a
fenti kezdeti feltételekhez tartozé egyertelmuen meghatarozott Fy;, megoldasa; tovabba az
F,, megoldas folytonosan fligg az E és B vektormezék Yo-n adott kezdeti értékeitol, és
az Fy, megoldds a X kauzdlis jovOjének tetszbleges p € JT () pontjaban csak a kezdeti
feltételeknek a J~ (p) NXy tartomédnyon felvett értékétdl fuigg. (Itt J* (o) és J~ (p) rendre
a X hiperfeliilet kauzélis jovije és a p pont kauzélis miltja (1d. a 8. fejezetet).)

G.4.2. A vakuumra vonatkozo Einstein-egyenletek kezdetiérték-feladata

1. A kezdeti adatok meguvdlasztdsa

Térjiink most rd a vakuumra vonatkozd G, = 0 Einstein-egyenletek kezdetiérték-
feladatanak a vizsgdlatara. Amig a klasszikus fizika mas fejezeteiben a mozgédsegyen-
letek megoldasat adott térido-hattéren keressiik a térmennyiségnek és derivaltjainak
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52. abra. Az idGszeri t® vektormezd ortogonalis felbontdsanak szemléltetése
globalisan hiperbolikus téridében, ¥; és ;. a; szomszédos Cauchy-feliilletek, n® a
Y egység-normalisa, N az idOtartam-fliggvény, N¢ az eltolodasi vektor.

adott kezdeti értékei mellett, addig az altalanos relativitaselméletben magat a térid6t
is meg kell hataroznunk. Nem magatol értetodd tehat, hogy melyek egyaltalan azok
a kezdeti adatok, amelyek ismeretében a feladat megoldhatd, azaz a térid6 geomet-
riai szerkezete meghatarozhato.

A kérdés megvalaszolasa érdekében az dltalanos relativitdselméletre olyan szemmel
kell nézniink, mint valamilyen mennyiség idébeli valtozasat leird elméletre. Fzzel
kapcsolatban mar az is kérdés, hogy mi a szobanforgd mennyiség és mi az id6. Le-
gyen (M, gqp) globdlisan hiperbolikus térid6. (Ha a téridé nem lenne globélisan
hiperbolikus, akkor maga a kezdetiérték-feladat sem lenne megfogalmazhaté.) Az
ilyen téridét a 8.3.14. tétel értelmében >, Cauchy-feliiletekkel rétegezhetjiik, ame-
lyeket a t globdlis idofiiggvény parametrizal. Legyen n® olyan egységvektor-mezo,
amely mindeniitt a ¥; hiperfeliiletek normalisa. A g, téridé-metrika barmely X,
hiperfeliileten indukal egy térmetrikat, a hyp 3-dimenziés Riemann-metrikat,

hay = Gab + NgNyp. (G410)

Az F.3.4. fejezetben ismertetett médon bevezethetjiik az M-en értelmezett t* vek-
tormezot a t*V,t = 1 tulajdonsaggal, ami azt fejezi ki, hogy t* integrdlgorbéi mentén
egységnyi affin-tavolsagot haladva a t ,,id6” egységnyit valtozik. A t* iddszeru
vektormez6t felbontva az (F.3.21.) egyenldség szerint Y4-re ortogonédlis és Yy-vel
parhuzamos Osszetevékre bevezethetjiik az N = —n,t* idotartam-fliggvényt és az
Ny = hopt? eltolédas-mezét (1d. (F.3.22.)).

Az ,id6 ugy telik”, hogy a t = 0-hoz tartozé X feliiletrol a 3, hiperfeliiletig ,,mozdu-
lunk el”. Feleltessiik meg ¥; és Yy pontjait egymdasnak a t® vektormezo altal generalt
egy-paraméteres diffeomorfizmussal. Ekkor ugy tekinthetjiik az ,,id6 mulasat”, mint
a térmetrika megvaltozdsat hqp(0)-rol hgp(t)-re. Az (M, gqp) globdlisan hiperbolikus
téridére tehat ugy tekinthetiink, mint a hyp 3-dimenziés Riemann-metrika idébeli
valtozasara egy adott X; 3-dimenzids sokasagon. Ez azt sugallja, hogy a 3-dimenzids
Riemann-féle térmetrikat kell dinamikai véltozénak tekinteni az altaldnos relati-
vitdselméletben. Fzt erGsiti meg az is, hogy az F.3.4. fejezetben targyalt hamiltoni
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lefrdsban is a térmetrika jatssza a dinamikai valtozé szerepét. Az N idOtartam-
fliggvény és az N® eltoldédési-vektormezd csak azt mondjik meg, hogyan kell ,a t
idében elére haladni”. Az elmondottak értelmében azt varjuk, hogy a megfelelo
kezdeti adatok a kovetkezdk lehetnek: a h, Riemann-metrikdanak és id6 szerinti
derivéltjanak az értéke egy ¥ 3-dimenzids sokasdgon.

A 9.4.3. fejezetben a K, kiilsé gorbiiletet hasznaltuk annak jellemzésére, hogy
milyen a téridébe bedgyazott X hiperfeliileten értelmezett térmetrika ,,idé szerin-
ti derivaltja” (1d. Ky 4. tulajdonsdgat). Ekkor hiperfeliilet-ortogonalis idészerti
geodetikusokbdl és a hozzajuk tartozéd £% érintévektormezébdl indultunk ki: K,y =
Va&y = h, V&, felhasznalva, hogy K is térszeri. Most n® egy masik, a ¥ hiper-
feltiletre ortogonalis idGszeri egységvektor. Ezért a gradiensének Y-hoz tangencialis
komponense meg kell egyezzen £ gradiensének >-hoz tangencialis komponensével,

Kab = hacvcfb:hacvcnb. (G.4.11.)

Megmutatjuk, hogy
1
Kab = hacvcnb = §£nhab- (G.4.12.)

Mivel £,n, = 0, ezért

1 1
§£nhab = £n(gab + nanb) = §(vanb + vbna + nb£nna + nafnnb)

(Vany + Vbna). (G.4.13.)

N — N —

Az n® érintévektord, hiperfeliilet-ortogondlis idészerli gorbék kongruencidjanak elcsava-
rodésa wqp = %(Vbna — Vanp) = 0, ahonnan V,n, = Vpng, tgyhogy %.ﬁnhab = V.np.
Miésrészt n®*Veny = n*Vyng = %Vb(nana) = 0 miatt Vgn, térszerii, igyhogy

1
§£nhab = Vanb:hacvcnb. (G414)

Ezt akartuk bizonyitani.

A (G.4.12.) Osszefliggéssel a kiilsé gorbiiletet dltalanositottuk a téridének nem geo-
detikus, id6észerii gorbékre ortogonalis hiperfeliiletekkel torténd rétegezésére. A
térmetrika hgy = £1hap ,,id6 szerinti” derivaltja és a ¥ hiperfeliiletek K, = %,E nPab
kiilsé gorbiilete kozotti osszefiiggést az (F.3.27.) egyenlet hatdrozza meg. Geometri-
ailag K, azaltal jellemzi, hogy a X hiperfeliilet mennyire gorbiil, hogy a hiperfeliilet
kiilonb6z6 szomszédos pontokban vett érintévektorai mennyire nem parhuzamos el-
toltjai egymésnak. Ez kozvetleniil adédik V.n, geometriai jelentésébol és abbdl,
hogy K, kifejezésében ennek térszerii vetiiletét képezziikk. A geometriai viszonyo-
kat a 53. abra illusztralja.

Eddigi megfontolasaink alapjan az sejthetd, hogy az &ltaldnos relativitaselmélet-
ben megfelel§ kezdeti adatokként a (X, hgy, Kgap) adathirmas szolgédl, ahol X
egy 3-dimenziés sokasdg, hg, a X-n értelmezett Riemann-metrika, K,, pedig a
Y-n értelmezett szimmetrikus tenzormezd. Aldbb majd azt fogjuk megmutatni,

377



53. dbra. A Tlgng vektor az ng € V, vektor parhuzamos eltoltja ¢ € 3-bdl a szom-
szédos p € ¥-ba a ¢-t p-vel 6sszekotd C' geodetikus mentén. Definiciéjabol adoddan
Kay = h,V.np méri, hogy n, € V, és Heng € V, vektorok mennyire kiilonboznek
egymastol, és ezzel jellemzi, hogy mennyire gorbiil .

hogy ha a fenti adatharmas bizonyos kényszerfeltételeknek eleget tesz, akkor eh-
hez az adathdrmashoz, mint kezdeti feltételhez tartozik a vakuumbeli Einstein-
egyenleteknek olyan globélisan hiperbolikus (M, g,p) téridé-megoldédsa, amely Y-val
diffeomorf Cauchy-feliiletekkel rétegezhetd, és ahol hyp, a X-n indukalt metrika, K
pedig a ¥-n indukalt kils6 gorbiilet. Azt is meg fogjuk mutatni, hogy ez a kezde-
tiérték-feladat jol meghatarozott.

2. Kapcsolat a téridé és a tériddbe bedgyazott hiperfelilet geometriai jellemzdi kozott

A tovébbiak szempontjabdl hasznos, ha Osszefiiggéseket keresiink az (M, gqp) tér-
idén értelmezett metrika, gradiens-operator és gorbiileti tenzor és azon hasonld
mennyiségek kozott, amelyeket ezek indukalnak az M téridobe bedgyazott 3-dimen-
zi6s térszerii ¥ hiperfelilleten. A g, metrika a ¥ hiperfeliileten a (G.4.10.) &ssze-
fliggés szerinti h,, Riemann-metrikat indukalja. A 3.1.1. tétel értelmében a hy
térmetrika egyértelmiien meghataroz viszont ¥-n egy D, gradiens-operatort, amely-
re Dyhy. = 0. A D, gradiens-operdtor segitségével pedig definidlhatjuk a (3)Rabcd
gorbiileti tenzort X-n.

Legyen v® € V), tetszdleges vektor a p € ¥ C M pontban. Ez a vektor egyértelmiien
felbonthatd egy »-ra merdleges v = v n® és egy azzal padrhuzamos vﬁ komponensre,

a

v* = vl +of =vin® + o, (G.4.15.)

ahol n® a ¥ hiperfeliilet egység-normalisa és vin, = 0. Ha v; = 0, akkor v® = ’Uﬁ, és ekkor
a v?® vektor ugy tekinthet6, mint a X hiperfelillet p pontban vett érintéterének vektora. A
v = 0 feltétel azonos a

it = o (G.4.16.)
feltétellel, ahol h% = g*hep és hap-t a (G.4.10.) Gsszefiiggés definidlja. Ennek dltalanosita-

saként fogalmazhaté meg a kovetkezo allités:

Allités: Barmely a p € ¥ C M pontban értelmezett T by téridSbeli ten-
zort a ¥ 3-dimenziés hiperfeliilet p pontban vett érintéterén (és annak dudlisan)
értelmezett tenzornak tekinthetjiik, ha

T = hacll...haéckhbldl...hbllecl"'ck dydy (G.4.17.)

1.
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Forditva, a X feliilet p pontjaban (X érint&terén) definidlt tenzor egyértelmiien meg-
hatéroz egy (G.4.17.) tulajdonségq, a térid6 p pontbeli érintSterén értelmezett ten-
zort. (A h% tenzor a projektor szerepét jatssza, amely az M téridé p pontban vett
V, érintSterét vetiti a 3 hiperfeliilet p pontban vett érintGterére.)

Ertelmezziik most a ¥ 3-dimenziés sokasagon a hg, metrikahoz tartozd, egyértel-
miien meghatdrozott D, gradiens-operatort.

Legyen T %k by..n, & 2 sokasdgon értelmezett tenzormezd, és tekintsiikk ezt, mint az
M téridének (G. 4. 17) tulajdonsagu tenzorat. Ennek a tenzornak nem tudjuk képezni a
VT, derivéltjét, mert ahhoz 1smernunk kellene 7, -t a ¥ hiperfeliilet
kornyezetében is, nem csak ¥-n. A h V. T by..p, TENNYISEG azonban jol definidlt, mert
nem igényli 3-bdl kifelé mutaté irdnyokban derlvaltak képzését. Ez a mennyiség azonban
még altaldban nem a (G.4.17.) tulajdonsdgu tenzor. Ha azonban a komponenseit vetitjitk
he, segitségével, akkor a Y-n értelmezett (G.4.17.) tulajdonsdgi tenzormezét kapunk. Igy
jutunk a kovetkez6 lemmahoz.

10.2.1 lemma: Legyen (M, gqp) a térid6 és X térszer(i hiperfeliilet M-ben. Legyen

hay a (G.4.10.) Osszefiiggéssel meghatérozott indukalt metrika ¥-n, és jelolje D, a

3.1.1. tétel értelmében a hg-hez tartozd, egyértelmiien meghatarozott gradiens-

operdtort (azaz amelyre D.hy, = 0). Legyen tovdbba T by & 2 sokasdgon

értelmezett tenzormezd, és tekintsiik ezt, mint az M téridének (G.4.17.) tulaj-
donsagu tenzorat. Ekkor a D, gradiens-operatort a

D T % = A% ...p% p, €.h, COh S T

by..b dy dy' by b e VS

1...07

(G.4.18.)

ej...e

Osszefluggés hatdrozza meg, ahol V, a g4 téridé-metrikdhoz tartozé gradiens-opera-
tor.

Elészor megmutatjuk, hogy a (G.4.18.) Osszefliggés jobb oldaldval értelmezett operdtor
eleget tesz a gradiens-operatortdl elvart, a 3.2. fejezetben megfogalmazott 1.-4. kove-
telményeknek. A linearitds, a Leibnitz-szabdly és a kontrakciéval torténé felcserélhetOség
automatikusan kovetkezik abbol, hogy V, ezeknek eleget tesz.

A 4. kovetelmény belatdsahoz tekintsiink egy ¥-n értelmezett ¢ sima fiiggvényt. Vegyiik
tovabbé a ¥ hiperfeliilet U, érintSterét a p € ¥ pontban és abban a t* € U, érintévektort.
Ekkor t-t M-en értelmezett (G.4.17.) tulajdonsdgi vektornak tekintve,

t(p) = t"Vep=1t"hVid =t"Dyg (G.4.19.)

adédik, ami igazolja a 4. kévetelményt.

Igazoljuk most, hogy a (G.4.18.) Gsszefiiggés jobb oldaldval értelmezett D, operdtor a hqp-
hez tartozé gradiens-operdtor, azaz hogy D.hg, = 0. A (G.4.18.) szabdlyt felhasznélva
kapjuk, hogy

Dchay = De(gap +namp) = b0y BV 4(ges 4+ neny) = 0, (G.4.20.)

mert V.gqap = 0 és habna = 0 definicié szerint.

Végiil felhasznélva, hogy D hq, = 0, tetszéleges, a 3-n értelmezett ¢ sima fliggvény esetén
irhatjuk, hogy

DoDyp = Da(hyVed) = hyh'VaVed
hyh, V. Vap = DyDyg (G.4.21.)
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ahol felhasznéltuk, hogy V, torziémentes.

Ezzel beldttuk, hogy a (G.4.18.) &sszefiiggés jobb oldaldval értelmezett D, teljesiti a gradiens-
operatortdl elvart 1.-5. kovetelményeket, és, hogy ez a hgyp, térmetrikdhoz tartozé gradiens-
operator. Akkor viszont ez a gradiens-operdtor Y -n, mert a 3.1.1. tétel értelmében a
hap-hez tartozé gradiens-operator egyértelmiien meghatarozott.

Allftds: A Y térszert hiperfeliileten a D, gradiens-operator révén definialt gorbiileti
tenzor

ORpt = hIBIRSDGR, ] — KooKy + KoK, (G.4.22))

abc

ahol Rabcd a térid6 gorbiileti tenzora, K, pedig ¥ kiils6 gorbiilete.

Legyen w, a ¥-n értelmezett dudlis vektormez6 (egy-forma). Ekkor a 3 hiperfeliilet gorbiileti
tenzorat az alabbi Osszefliggés definialja:

ORlwg = DyDywe — DyDowe. (G.4.23))
A (G.4.18.) szabédly felhasznéldsdval frhatjuk, hogy
DuDyw, = Du(hyhfVawe)
= hghbghckvf(hgdhkevdwe)
= W h SV Vawe + hIhIhF IV (b h)](Vawe)
= hih SV Vawe + hIhIh S (Vb D) (Vawe) + hL b h S (V s hyf ) (Vawe).

(G.4.24.)
Felhasznalva, hogy habnb =0, Kop = h,Venp és h Koy = Kge, azt kapjuk, hogy
habhcd(vbhde) = habhcdvb(gd8 + ndne) = habhcd(vbnd)ne + habhcdnd(vbne)
hlh A (Vyng)n® = b Kaan® = Kaen®. (G.4.25.)

Helyettesitsiik ezt vissza a (G.4.24.) utolsé egyenl8sége jobboldali kifejezésébe, ekkor
DoDywe = hinh oV iVawe + hKapn®(Vawe) + hy Kaen(Vawe) (G.4.26.)
adodik. Ttt

hbdne(vdwe) = hbd[Vd(newe)] — hbd(Vdne)we = —hbd(Vdne)we = — K, we,
(G.4.27.)

ugyhogy azt talaljuk, hogy
DoDywe = hihh oV iVawe +hKapn®(Vawe) — KooK fwe.  (G.4.28))

Képezziik most a kapott egyenl6ség mindkét oldaldnak antiszimmetrizaltjat az a és b indek-
szekben, és hasznaljuk fel, hogy h * K (ab)nd(vdwe) = 0, akkor az aldbbi azonossagot nyerjiik,

loR w0 = n

1 1
5 Rane l P BV Ve — 5 Kae Ky we + 5 KK fwe

1 1
= hin'h SV (VY gwe — 5KMK;% + iKch;we
1 e 1 e 1 e
— ihghbdhc Ryydwy — 5 Kae Ky we + 5 KooK fwe
= Yprnanir, on Cle — 1KMK e + leCK “we, (G.4.29.)
9'ta b e flfdj 'hg 2 b 2 a ’
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ahonnan
@Ry = B hIhyf R, — KooK, + Ky K, (G.4.30.)

adodik. Ez a bizonyitani kivant 0sszefiiggés.

Allités: A X kiilss gorbiiletének gradiensei és a téridé Ricci-tenzora kozott fennall

a

DK% — DyK® = Ren’h%, (G.4.31.)
azonossag. A (G.4.22.) és a (G.4.31.) azonossidgokat Gauss-Codacci '*5-féle rela-
ciéknak!3" nevezik.

3. A vdkuumbeli Finstein-egyenletek kezdetiérték-feladatdnak lokdlis megolddsa

Térjiink most ra a vadkuumban érvényes Einstein-egyenletek kezdetiérték-felada-
tanak vizsgalatara. Kezdeti adatokként a h,, Riemann-metrikdt és a szimmetri-
kus K, tenzormezét adjuk meg egy 3-dimenzidés ¥ sokasdgon. Megprobalunk az
Einstein-egyenletek megoldasaként olyan (M, g,,) globdlisan hiperbolikus térid6t
keresni, amelyben X olyan Cauchy-felillet, hogy rajta hg., és Ky, rendre az in-
dukalt metrika és a kiils6 gorbiilet. A kovetkezOképpen fogunk eljarni. Olyan
lokélis {y*} koordindtarendszerben irjuk fel az Einstein-egyenleteket a metrika g,
komponenseire, amelyben az idé-koordindta y° = t és a t = 0 feliilet felel meg
Y-nak (ill. ¥ azon részének, amely a vélasztott koordinatarendszerrel lefedhetd).
Az Einstein-egyenletet ezutan olyan alakra hozzuk, amelyrol explicit médon latszik,
hogy kvézilinearis, diagonélis mésodrendi, hiperbolikus egyenlet, azaz (G.3.5.) alak.
Ekkor a 10.1.3. tétel alapjan belathatjuk, hogy létezik az egyenletnek lokélisan a
kivant tulajdonsidgi megoldasa. Végil vazoljuk, hogy hogyan ,,globalizalhato” a
kapott eredmény, amivel belatjuk, hogy a kezdetiérték-feladat az egész téridoére ki-
terjedGen létezik. fgy tudjuk majd megfogalmazni a 10.2.2. tételt.

(a) A kezdeti adatokra vonatkozd kényszerfeltételek

Kezdjik tehat azzal, hogy felirjuk a vidkuumbeli Einstein-egyenletet a valasz-
tott koordindtarendszerben explicit alakban. Hasznaljuk fel a Ricci-tenzor
komponenseinek (3.6.34.) alakjét, ahol a Christoffel-szimb6lumokat a (3.3.11.)
kifejezéssel helyettesitjiik. Ekkor a Ricci-tenzor komponenseinek a metrikéval
és annak derivaltjaival kifejezett explicit alakjara

1
Ry = =5 9" [-2080091a + 00089 + 0udygas] + F(g,09)
op
(G.4.32.)

136Delfino Codazzi, olasz matematikus, 1824-1873.
137 A differencidlgeometridban jél ismert Gauss-Codazzi-Mainardi azonossigokrél van szé. Gas-
pare Mainardi, olasz matematikus, 1800-1879.
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addédik, ahol F' a metrikanak és els6 derivaltjainak nem linearis kifejezése,
ahonnan

R = ¢"R,
1 _
= _5 Z gpagaﬁ[_2aﬁa(agp)a + 8aaﬁgpa + apaagaﬁ] + F(g, ag)
a,fB,p,0
= - Z gpagaﬁ[_aﬁapgaa + aoeaﬁgpa] + F(g, ag), (G433)
a,fB,p,0

ahol F és I a metrikdnak és elsé derivaltjainak nem linedris kifejezései. A
(G.4.32.) és a (G.4.33.) kifejezések segitségével kapjuk meg az Einstein-tenzor
komponenseit:

1
G = R;w_gRGW

1
— _5 Z gaﬁ [_2868(1’9/»‘)0‘ + 8aaﬁgp,u + 8ual/gaﬁ]
a,B

1 o ~
+§gmuu Z gp gaﬁ[_aﬁapgoa + aaaﬁgpo] + F,uu(gy 89))
a7/37p70—
(G.4.34.)

ahol FW(g,(‘)g) ismét a metrikdnak és els§ derivaltjainak nem linedris kife-
jezései.

Az Einstein-tenzor komponenseinek (G.4.34.) kifejezései azonban nem olyan
alakidak, mint a (G.3.5.) egyenlet bal oldala. Legyen n® a t = 0 hiper-
felillet egység-normadlisa, ekkor be lehet latni, hogy az Einstein-tenzornak a
t = 0 hiperfeliiletre ortogonalisG,, n” komponensei nem tartalmazzak a metri-
ka komponenseinek idé szerinti masodik derivaltjat. Ezért a G4, = 0 Einstein-
egyenleteknek ezek a

> Gun’ = 0 (G.4.35.)

komponensei a ¢ = 0 pillanatban csak a kezdeti adatoktdl fiiggenek. Ezek az
egyenletek nem dinamikai egyenletek, hanem a kezdeti feltételekre kirétt
kényszerfeltételek. (Ezek az analogonjai az elektrodinamikaban a kezdeti
skalar- és 3-asvektorpotencidlra kirétt Gauss-torvénynek, mint kényszernek.)
A (G.4.22.) és a (G.4.31.) Gauss-Codacci-azonossagok segitségével a kény-
szerek koordindta-invaridns alakjat is megtalalhatjuk. A (G.4.31.) azonossig
segitségével irhatjuk, hogy

1 1
0 = h®Gyn®=n°, <Rbc =) gbcR> n® = h®, Ryn® — §hbanb = b, Ryen®

= DyK® — D, K", (G.4.36.)

382



Ez a kezdeti adatokra vonatkozé egyik kényszerfeltétel. Ehhez azonban
még egy tovabbi kényszer is tarsul. Induljunk ki abbdl, hogy

Rabcdhachbd — Rabcd(gac + nanC) (gbd + nbnd)

= R+ 2Ruen®n® + Rypean®n®nn

= R+ 2R;nn® = 2G4.n"n°, (G.4.37.)

ahol felhasznaltuk, hogy Rupcq a két utolsé indexében antiszimmetrikus. A
(G.4.22.) azonossagot hasznalva azonban azt kapjuk, hogy

(3)R — hachbd(3)R d

abc
= BRI IR SRR, — WO K KT+ BORE K K

— hafhbghakhbijg]g o (Kaa)2 + KabKab
k j a\2 ab

= W*RR, T — (K%)? + KoK

= WIFPRII Ry — (K%)? + KK, (G.4.38.)

aminek segitségével az Finstein-egyenletekbdl a tovabbi

1
0 = Gunnb= §Rabcdh“hbd
= % <<3>R + (K%)? — KabK“b> (G.4.39.)

kényszer addédik a kezdeti adatokra.

Az elektrodinamikdban a 9%9°(0, A, — OyAq) = 0 azonossag biztositja, hogy
ha a Gauss-torvény, mint kényszer fenndll a ¢ = 0 pillanatbeli adatokra,
és érvényesek a 4-esvektorpotencidl tér-komponenseire vonatkozé Maxwell-
egyenletek, akkor minden ¢ pillanatban teljesiil a Gauss-torvény. Megmu-
tattdk, hogy az édltaldnos relativitdselméletben hasonlé a helyzet [1]: a

ViGa = 0 (G.4.40.)

Bianchi-azonossag kovetkeztében, ha a (G.4.36.) és a (G.4.39.) kényszerek
fennéallnak a kezdeti pillanatban, és érvényben vannak mindeniitt az Einstein-
egyenletek (tér-tér)-komponensei, akkor a kényszerek is minden pillanatban
fennéllnak.

Az Finstein-egyenletek harmonikus koordindtdkban

Az elmondottak értelmében a Gy = 0 Einstein-egyenletek alulhatarozott
egyenletrendszert jelentenek a metrika g,, komponenseire. Csak a (tér-tér)-
komponensekre vonatkozé 6 darab egyenlet dinamikai egyenlet, ugyanakkor
a metrika g,,, komponensei 10 darab ismeretlen fiiggvényt jelentenek. Ez az
alulhatarozottsdg azonban ugyaniugy nem fizikai, mint a 4-esvektorpotencialra
vonatkozé Maxwell-egyenletek esetében. Az alulhatdrozottsiag oka az, hogy a
téridé geometridjat a metrika g,,, komponensei redundéns médon irjak le. A
C. figgelékben ramutattunk, hogy ha ¢ : M — M diffeomorfizmus, akkor
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(M, gap) és (M, p*gap) ugyanazt a fizikai téridét jelentik. A gqp és a ¢*gqp met-
rikdk koordindta-komponenseit a ¢ diffeomorfizmushoz tartozé (2.3.15.) koor-
dinatatranszformacié kapcsolja Gssze. Ezért ha az Einstein-egyenleteknek két
olyan g, és g:w megoldésat tekintjiik, amelyek a (2.3.15.) transzforméciéval
kaphaték meg egymdsbol, akkor ezek ugyanazt a fizikai megoldédst jelentik.
Mivel a tenzorok koordindta-komponenseinek (2.3.15.) transzformécids szabé-
lydban 4 darab tetszdleges fiiggvény van jelen, azért a metrika 10 darab g,,
komponense kozott ,,durvan szolva” csak 6 darab ,,nem mértékszabadsaggal
kapcsolatos” fiiggvény szerepelhet. Ebbdl lathatd, hogy az Einstein-egyenletek
pontosan a megfelel6 szamu, azaz 6 darab dinamikai egyenletet tartalmazzak,
és sejteni lehet, hogy jol definialt médon megfogalmazhatd az altaldanos rela-
tivitaselmélet kezdetiérték-feladata. Annak érdekében, hogy megmutassuk a
jol definidlt kezdetiérték-feladat 1étezését, alkalmas mértékvélasztassal fogunk
élni, ugyanigy, mint ahogy ezt tettiik az elektrodinamika esetében. Olyan
mértéket, azaz olyan koordindtarendszert valasztunk, amelyben az Einstein-
egyenletek (G.3.5.) alakot Oltenek.

Ugynevezett {z#} harmonikus koordinatdkat vezetiink be, amelyekre
Ht = V, V%! =0. (G.4.41.)

Adott (M, gqp) téridében az {x*} harmonikus koordinédtédkat a kovetkezOkép-
pen vezethetjiik be ¥ azon részének kornyzezetében, amelyet lefedtiink az {y*}
koordinatarendszerrel. Az {y*} (u =0,1,2,3) koordinatak és normaélis irdnyu
derivaltjaik Y-n felvett értékeit kezdeti adatoknak tekintjiik a harmonikus ko-
ordindtakat meghatérozé (G.4.41.) egyenlethez. Ez az egyenlet (G.3.4.) alaku,
ezért létezik jol meghatdrozott kezdetiérték-feladata. Mivel a {V,y*} dudlis
vektorok linedrisan fiiggetlenek ¥-n, azért a (G.4.41.) egyenlet fenti kezde-
tiérték-feladatdnak {x#} megolddsaibdl képezett {V,zF} dudlis vektorok is
linedrisan fiiggetlenek Y-nak M-beli kornyezetében. Ezért {z#} lokélis koor-
dindtarendszer. Tehat az altalanossag csorbitasa nélkiil feltehetjiik, hogy X
kornyezetében 1étezik lokdalis harmonikus koordinatarendszer.

Kezdjiik azzal, hogy a kovaridns divergencia koordinata-bazisban torténd kép-
zési szabdlya szerint felirjuk explicit alakban a harmonikus koordinatakat meg-
hatarozoé feltételi egyenletet:

0 = HF=V,(¢?Vyzt) = Z (v —99*? gt

Z\/— (V=99

(0% 1 (0% lo}
= Z(Z?ag B+ 39 ”ng 8agpa>, (G.4.42.)

«a po
ahol felhasznaltuk, hogy

Oprt = Ox /0’ = (G.4.43.)
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1 1
dv/=g = —5(=9)0ag = 5(~9)"*(~9) D 9" 0agpo
po

1
= 5\/—_92 9" DoGpo- (G.4.44.)
po

A vékuumbeli R, = 0 Einstein-egyenletek harmonikus koordinatdkban

0 = RE =R+ gauon)H" (G.4.45.)

alakba is frhaték. A Ricci-tenzor barmely koordindtarendszerben érvényes
(G.4.33.) alakja és a harmonikus koordindtdkra vonatkozé (G.4.42.) feltétel
segitségével megkapjuk a Ricci-tenzor harmonikus koordinatakban felirt Rﬁ{/
alakjat, igyhogy az Einstein-egyenletek harmonikus koordinatakban

1 .
0 = Rj =52 670039 + Fu(9,09) (G.4.46.)
a?ﬁ

alakot Oltenek, ahol Fuy(g,ﬁg) a metrika komponenseinek és azok elsd de-
rivdltjainak nem linedris kifejezése. Az Einstein-egyenletek tehat egyenér-
tékiiek a (G.4.46.) egyenletekbdl és a harmonikus koordindtdkra vonatkozo
(G.4.41.) feltételbél all6 egyenletek rendszerével. A (G.4.46.) egyenletet re-
dukalt Einstein-egyenletnek nevezik. A harmonikus koordinatdk beve-
zetésének koszonhetden elértiik, hogy a kapott redukélt Einstein-egyenlet ugyan-
olyan alakd, mint a (G.3.5.) egyenlet, amelyre a 10.1.3. tétel mér alkalmaz-
haté.

A kezdetiérték-feladat lokdlis megolddsa

Most kertiltiink abba a helyzetbe, hogy beldssuk, hogy a vakuumra vonat-
kozé Einstein-egyenleteknek létezik lokalis megoldasa olyan kezdeti feltételek
esetén, amelyek ,.elegendéen kozeliek a lapos téridéhoz”. A koévetkezo 1épésben
a kezdeti adatokra vonatkozé ,,elegendden kozeliek a lapos téridéhoz” meg-
szoritastol meg fogunk szabadulni azt felhasznélva, hogy minden gorbiilt térid6
,elegenden kis skdlan vizsgalva” lapos téridovel kozelithetd. Végiil be fog-
juk latni, hogy a kényszereket kielégitd tetszOleges kezdeti feltételek esetén
egyértelmi az Einstein-egyenletek lokalis megoldésa.
i. lépés
Legyen hy, Riemann-metrika és K, szimmetrikus tenzormezo a 3-dimenzios X

sokasdgon, és teljesiiljenek a (G.4.36.) és a (G.4.39.) kényszerek. Fedjik le X-t
(ill. annak egy darabjit) koordindtarendszerrel és jelolje h,, és K. a hqp és
K4 tenzorok koordinata-komponenseit. frjunk el6 X-n olyan kezdeti feltételeket
Guv-re és 0gu,/0t-re, hogy (a) gu = hu (v = 1,2,3) legyen, és (b) hogy a
kezdeti adatokbdl (G.4.12.) alapjan szdmolt kiilsé gérbiilet K, legyen. Erre egy
kiilondsen egyszerti lehetéség az a valasztds, hogy goo = —1, gop =0 (1 =1,2,3)
és 09, /0t = K, (p = 1,2,3) legyen. Mivel igy a Jgo,/0t (1 = 0,1,2,3)
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ii.

derivaltak még nincsenek rogzitve, ezeket megvalaszthatjuk dgy, hogy H* = 0
(u = 0,1,2,3) (azaz a (G.4.42.) feltétel) is teljesiiljon X-n. Tekintsiik most
ezekkel a kezdeti feltételekkel a (G.4.46.) redukdlt Einstein-egyenletet. Tudjuk,
hogy ennek a lapos térid6 (a Minkowski-téridé) megolddsa. Ha a kezdeti feltételek
,,elég kozel vannak” a lapos téridonek megfelel6 kezdeti feltételekhez, akkor a
10.1.3. tétel értelmében a (G.4.46.) egyenlet megoldhat6 X azon darabjdnak O
kornyezetében, amelyet az eredetileg valasztott koordinatarendszerrel lefedtiink.
Ez a megoldas pedig olyan globalisan hiperbolikus térid6, amelyben a Y-nak a
szébanforgd ¥ N O darabja Cauchy-feliilet.

A (G.4.46.) egyenletnek ez a megolddsa az Einstein-egyenlet megolddsa O-ban,
ha H" = 0 (azaz a (G.4.42.) egyenl6ség) is mindentitt teljesil O-ban. Ezt a
kovetkez6képpen lehet belatni. A tetszoleges koordinatakban kifejezett G, ki-
fejezheté a harmonikus koordinatakban felirt Rfy Ricci-tenzor segitségével (1d.
(G.4.45.)), mint

Guw = RI - %RHQW — Z<ga(#a,,>Ha — %aaﬂa). (G.4.47.)

[e3

Ha a (G.4.46.) egyenlet teljesiil ¥-n, akkor ¥-n

el 1 fe4
GMV|Z = _;<ga(uau)H - §ao¢H )E. (G448)

Innen adédik, hogy OH" /0t = 0 ¥-n, mivel > G,n"|s = 0 és H'|x = 0.
Mésrészt viszont, ha (G.4.46.) teljesiil O-ban, akkor ugyanebben a kornyezetben

1
0 = ZWGW =— Z 9"V, <ga(#a,,>Ha — 5aaHa)
I

TN

1
= - Z §gm,gp“8p8“H°‘ + {alacsonyabb rend{i, H-ban linedris tagok}.
Potts

(G.4.49.)

Szorozzuk ezt az egyenletet g*’-vel és Osszegezziink v-re, ekkor (G.3.4.) alaki
egyenletet kapunk O-ban. Utébbinak a 10.1.2. tétel értelmében egyértelmiien
létezik a H" megolddsa. Mivel azonban a kezdeti feltételek H*|s;, = OH" /0t|s, =
0 azonosan eltiinnek, azért a megoldas H* = 0 O-ban mindeniitt.

Ezzel belattuk, hogy vakuumban az Einstein-egyenleteknek létezik lokalis meg-
oldasa olyan kezdeti feltételek esetén, amelyek elég kozel vannak a lapos téridé-
megoldas kezdeti feltételeihez. A 10.1.3. tétel értelmében ez a megoldas a kez-
deti adatoktdl folytonosan fligg és rendelkezik a kauzalis terjedés tulajdonsigaval.
lépés

Most megmutatjuk, hogy a lokélis megoldds akkor is 1étezik, ha a (g, 09, /0t)s
kezdeti feltételek nincsenek kozel a sik térido-megoldés kezdeti feltételeihez. Le-
gyen p € X, akkor alkalmas koordinatatranszformaciéval elérhetjiik, hogy ebben
a pontban g,, = diag(—1,+1,+1,+1) és 2 = 0 legyen. Legyen tovdbba X € R.
Skéalazzuk &t a kezdeti feltételeket:

(g,uuvag;w/at)E — ()\_29#1,,)\_239#1,/802, (G450)

majd pedig hajtsuk végre az z# — 2/ * = X\~1z# koordinatatranszformaciét.

386



Ezek utan a tenzorkomponensek (2.3.15.) transzformdciés szabalya értelmében

Gu(@') = A2g* (")t Opr” = g (M),
99, (") g, (A)
T —_— AT (G.4.51.)

adédik. Innen latszik, hogy ha A — 0, akkor a kezdeti feltételek tetszélegesen
kozel kertilnek a lapos térido-megoldéas kezddfeltételeihez. Ezért létezik olyan
elegend8en kicsiny Ao, amely mellett mér van gf,(z') megolddsa az Einstein-
egyenleteknek az ij A = A\g-hoz tartozo kezdeti feltételek mellett a p pont kornye-
zetében. Ekkor a gﬁy()\a '2) az Einstein-egyenleteknek az eredeti kezdeti feltéte-
lekhez tartozé megoldasa.
iii. lépés

Végiil annak bizonyitdsa maradt hétra, hogy a (hap, Kap) kezdeti feltételekhez
tartozé lokalis megoldds egyértelmii. Legyen (O, g2} az Einstein-egyenleteknek
a (gfl,, 09/}, /0t)s kezdeti feltételekhez tartozéan harmonikus koordinatdkban
a fentebb leirt mdédon taldlt térid-megolddsa. Legyen (O, gqp) az Einstein-
egyenleteknek egy mdsik (nem feltétleniil harmonikus koordindtdkban taldlt)
megoldésa, amely Y-nak ugyanazt a darabjét fedi le, mint (OH, g} és amely
ugyanazokat a kezdeti (hqp, Kap) feltételeket indukélja ¥-n. Meg akarjuk mutat-
ni, hogy létezik olyan ¢ diffeomorfizmus, amelyik ¥-nak egy ¢ C O kornyezetét
leképezi Y-nak egy U C OF kérnyezetére vigy, hogy gap-t gﬁj—ba képezi le,
azaz amelyre 9*gq, = gh. Mivel gqp és g2l ugyanazokat a kezdeti adatokat in-
dukaljak Y-n, ezért létezik olyan ¢, hogy ¢*g., koordinatakomponenseinek és
azok id§ szerinti derivéltjainak ¥-n vett értékei megegyeznek a (g[}:j7 895‘:, /0t)s
kezdeti feltételekkel. (Végtelen sok ilyen diffeomorfizmus 1étezik, mert ¢ tet-
sz6leges lehet azokban a pontokban, amelyek nem pontjai ¥-nak.) Ezutén fel-
hasznélhatjuk a ¢! inverz leképezést, hogy OF koordinitait O koordindtaiba
transzformdljuk. Az igy kapott koordinatdk és ido szerinti derivéltjaik kezdeti
értékeit kezdeti feltételekként haszndljuk, hogy megoldjuk a (G.4.41.) egyenletet
O-n annak érdekében, hogy harmonikus koordinatdkat kapjunk O-n. Ezeket a
harmonikus koordinatakat, mint cimkéket hasznaljuk: legyen ¢ az a leképezés,
amelyik O valamely pontjdt O azon pontjdba képezi le, amelynek ugyanazok
a harmonikus koordinatai. (Altaléban 1 a Y-nak csak valamely O-beli kornye-
zetében lesz értelmezve, és csak Y-nak valamely O -beli kérnyezetére képez le.)
Ekkor 9* gq, harmonikus koordinatédkban vett komponensei a megfelelé O -beli
kornyezetben kielégitik a (G.4.46.) redukélt Einstein-egyenleteket és ugyanazon
kezdeti adatokhoz tartoznak, mint gﬂj. Ekkor viszont a 10.1.3 tétel értelmében
¥*gay = g kell fenndlljon ¥ megfeleld O -beli kornyezetében, ami akkor azt
jelenti, hogy a lokalis megoldas egyértelmii.

(d) A globdlis megoldas
A kezdetiérték-feladat lokélis megoldasanak egzisztencidjara és unicitasara vo-
natkozé eredmények ,,globélissé tehet6k”, ennek vazlatos leirasat 1d. [1]-ben.

A fentiek eredménye az alabbi tételben foglalhaté Gssze.

10.2.2. tétel: Legyen ¥ 3-dimenzids C™ sokasag, h,, sima Riemann-metrika
Y-n és K, sima, szimmetrikus tenzormezé Y-n. Tegyiik fel, hogy h,, és
K, kielégitik a (G.4.36.) és a (G.4.39.) kényszereket. Ekkor egyértelmiien
létezik az (M, g,,) C™ térids, amelyet a (3, hyy, Kup) kezdeti adatok maximdlis
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Cauchy-fejlesztésének (maximal Cauchy development) neveziink, az alabbi tu-
lajdonsagokkal:

1. (M, gy ) az Einstein-egyenletek megoldésa.
2. (M, g.) globalisan hiperbolikus és benne ¥ Cauchy-feliilet.
3. A Y-n indukalt metrika és kiils6 gorbiilet rendre h,, és K.

4. Barmely mas 1.-3. tulajdonsagi téridé izometrikusan leképezhetd az
(M, gqp) térid6 egy részhalmaziba.

Tovabba az (M, g,) téridd a fliggbségi tartomanyra vonatkozé elvarast az aldbbi
értelemben teljesiti. Tegyiik fel, hogy a (X, he, Kq) és a (X', k), K/,) kezdeti
feltételekhez rendre az (M, gq,) és (M',g/,) maximdlis Cauchy-fejlesztések tar-
toznak. Tegyiik fel tovabb4, hogy létezik olyan ¢ : S C ¥ — S’ C Y/ diffeo-
morfizmus, amely (hg, Kq)|s-t atviszi (R, K!,)|sv-be. Ekkor D(S) az (M, gau)
térid6ben izometrikus D(S’)-vel az (M’',g/,) téridében. Végiil a g,, megoldas

M-ben folytonosan fiigg a (h., K|y kezdeti feltételektol.

Megjegyzés: Ha egy elméletben létezik kezdetiérték-feladat, akkor érdekes kérdés
annak legaldbb a ,,durva” becslése, hogy hany szabadsagi fok szerepel az elméletben,
azaz az elmélet dinamikai egyenleteinek hany fiiggetlen megoldasa van. Vegytlink sorra
néhany fontos esetet.

1. A klasszikus pontmechanikdban n darab kezdeti koordindta és n darab kezdeti se-
besség megaddasa sziikséges a kezdeti feltételek megadasahoz, és ehhez a 2n darab
adathoz a mechanikai rendszer n-dimenziés konfiguracids tere tartozik: a szabadsigi
fokok szdma a kezdeti adatok szamanak fele.

2. A klasszikus Klein-Gordon-mezd esetében a megfelel6 kezdeti adatok eldirdsa a ska-
larmezének és id6 szerinti derivaltjanak, azaz 2 darab fliggvénynek a megaddsat
jelentik valamely ¥ Cauchy-feliileten. A klasszikus mechanikai analégidnak megfe-
leléen mondhatjuk, hogy a Klein-Gordon-mezonek a tér minden pontjaban 2 : 2 =1
darab szabadséagi foka van.

3. FElemezziik most a graviticios mezd szabadsdgi fokainak szamdt az dltaldnos relati-
vitdselméletben. Az Einstein-egyenletekhez tartozé megfeleld kezdeti feltételek meg-
addsa a ¥ 3-dimenzids sokasidgon 12 darab fliggvény megvalasztdsat jelenti: hg
6 darab fliggetlen komponenséét és K., 6 darab fiiggetlen komponenséét. Fzek
az adatok azonban ki kell, hogy elégitsék a (G.4.36.) és a (G.4.39.) kényszereket,
azaz 4 darab kényszert, ugyhogy a X-n fliggetleniill megadhaté fliggvények szama
12—4 = 8. A latszdlag fliggetleniil megadhaté 8 darab fliggvénynek megfelel6 térid6-
megoldasok kozott azonban vannak fizikailag egyenértékiiek. Nevezetesen barmely
¢ : 3 — 3 diffeomorfizmus esetén a (¢*hap, ¢* Kqp) kezdeti adatokhoz ugyanaz a
fizikai térid6-megoldds tartozik, mint a (hgp, Kqp) kezdeti adatokhoz. A 3-dimenziés
>’ sokasagon értelmezett diffeomorfizmusnak megfelel6 koordinatatranszformaciét 3
darab szabadon vélaszthaté fiiggvény hatdarozza meg. FEzért a 8 darab latszolag
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fliggetlen fiiggvény koziil 3 az ilyen ¢ diffeomorfizmusoknak felel meg, ugyhogy
8 — 3 = 5 fliggvény marad, amelyeket a 3 sokasdgon ,,szabadon” vélaszthatunk
meg, hogy elkeriiljiik a mértékekvivalens negolddsokat. Azonban azok a kezdeti
adatok, amelyek nem kaphaték meg egymasbdl valamely ¢ diffeomorfizmus révén,
még mindig adhatnak fizikailag ekvivalens térid6-megoldasokat, amelyek csak abban
kiilonboznek, hogy masképpen helyezkedik el benniik a 3 Cauchy-feliillet. Durvan
sz6lva ahhoz azonban, hogy a Cauchy-feliilet helyzetét meghatarozzuk a téridében
egy tovabbi fliggvény megaddsa sziikséges (pl. az id6-fiiggény megaddsa). fgy a fizi-
kailag inekvivalens térid6-megolddsokat eredményezé kezdeti feltételek megaddsiaban
csak 8 — 3 — 1 = 4 darab fliggvény valaszthaté meg fliggetleniil. Ez azt jelenti, hogy
a tér (azaz ¥) minden pontjidban a gravitdciés mezének 4 : 2 = 2 szabadsigi foka
van. Ez pontosan annyi, mint a lapos téridében propagdal6 zérus tomegl, linedris,
2-es spinii mez6 szabadsagi fokainak a szama. Jegyezziilk azonban meg, hogy a
fliggvényeknek ez a leszamlaldsa semmilyen informéciot nem ad arra nézve, hogy
mely fliggvények vélaszthatok meg valéban szabadon, mely fliiggvényeket hataroznak
meg a kényszerek, és mely fiiggvények felelnek meg mértéktranszforméacioknak. A
gravitacié kvantalasanak f6 nehézsége éppen abban rejlik, hogy nem tudjuk meg-
jelolni, hogy pontosan melyek a valéban fizikai szabadsédgi fokok.

G.4.3. Az Einstein-egyenletek kezdetiérték-feladata anyag jelenlétében

Anyag jelenlétében az Einstein-egyenletek: G, = 87T,,. Ekkor a (G.4.36.) és a (G.4.39.)
kényszerek is médosulnak:

Gpan® = D (Kap — hat K¢.) = —8mJp,
1
Gapnn® = 5 <<3>R + (K9)? — KabK“b> = 8mp, (G.4.52.)
ahol J, = —hfTeun® és p = Tn®n® rendre az anyag energia-dramsfirisége és ener-

giaslriisége Y-n.

Az, hogy anyag jelenlétében a csatolt Einstein-egyenletek és az anyagra vonatkozé
allapotegyenlet, ill. téregyenletek rendszerének kezdetiérték-feladata jél meghatarozott-e,
attol fligg alapvetéen, hogy milyen az allapotegyenlet, ill. a téregyenletek alakja, tovabba
hogy milyen alaki az anyag energiaimpulzus-tenzora.

e Ha az anyagnak a téridé-metrikaval kifejezett téregyenletei (G.3.5.) alakuiak, és Ty,
csak a térmennyiségtol, a metrikatdl és ezeknek els6 derivaltjaitdl fligg, akkor harmo-
nikus koordindtdkban az Einstein- és téregyenletek rendszere (G.3.5.) alakd egyen-
letrendszer, és 1étezik j6l meghatdarozott kezdetiérték-feladata. Erre példa (a) az
Einstein-Klein-Gordon-egyenletek és (b) az Einstein-Maxwell-egyenletek.

e Olyan esetekben is létezhet jol meghatdrozott kezdetiérték-feladat, amikor az Ein-
stein-egyenletek és az anyagra vonatkozé egyenletek rendszere nem (G.3.5.) alaki.
Példdul, ha az anyag idealis folyadék, akkor is lehet jol definialt a kezdetiérték-
feladat, ha a folyadék P = P(p) allapotegyenlete megfelel$ alaki.
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Megjegyzés: Az, hogy a kezdetiérték-feladat j6l meghatdrozott, nem tiinteti ki az Einstein-
féle elméletet a gravitacié masféle elméletei koziil. Pl. a Jordan'33-Brans'3%-Dicke'*%-elméletnek, és
néhany magasabb derivaltakat tartalmazé gravitdacids elméletnek is 1étezik jol definialt kezdetiérték-
feladata.

Megjegyzés: A j6l definidlt kezdetiérték-feladat létezése dltaldban nem magédtdl értetédd
vondsa az elméleteknek. Példdul a magasabb spinii linedris téregyenletek gorbiilt téridé esetére
torténd természetes altalanositasa altalaban nem rendelkezik jél meghatarozott kezdetiérték-feladat-
tal.

138Frnst Pascual Jordan, német fizikus, 1902-1980.
139Car]l Henry Brans, ameriaki fizikus, 1935-
140Robert Henry Dicke, amerikai fizikus, 1916-1997.
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