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1

1.1

FIZIKAI ALAPOK

Csillagaszati megfigyelésekbol levont legfontosabb kovet-
keztetések

A csillagaszati megfigyelések néhany fontos kovetkeztetést tamasztanak ald a Vildgegyetem
geometrial tulajdonsigaira, a Vildgegyetem Osszetételére és a Vildgegyetemben az ener-
giastriség fluktudcidira vonatkozoan. Ezek a megfigyeléseken alapulé eredmények annyira
jol aldtamasztottak, hogy gy kezelhetjiik 6ket, mint a Vildgegyetemre vonatkozé ,,mérési
eredményeket”. Ezek alapjan az alabbi allitdsokat olyan tényekként kezelhetjiik, amelyeket
a Vildgegyetem barmely elméleti modelljének meg kell tudnia magyarazni.

A Vilagegyetem geometriai tulajdonsagaira vonatkozé megfigyeléseket az aldbbiakban

Osszegezhetjiik:

e A jelenlegi allapotdban a megfigyelheté Vilagegyetem a kb. 100 Mpc tavolsdgnél

nagyobb méretskalakon homogén és izotrép, mikozben a kisebb méretskalakon hata-
rozottan inhomogén szerkezetet mutat. A csillagok galaxisokba, azok galaxisklaszte-
rekbe tomorodnek, az utébbiak pedig gdmbszerti buborékbdl (,,bubbles”), falakbdl
(,,walls”) és szalakbdl (,,filaments”) &ll6 kozmikus szovedéket (,,web”-et) alkotnak,
amelyekben nagy iiregek (,,voids”) taldlhaték. Mindennek ellenére a legnagyobb
méretskdlakon a galaxisok eloszldsa a megfigyelések szerint homogén és izotréop. Ezt
a radiéforrdsok eloszldsa és a rontgen- és gamma-héttérsugdrzas is megerodsiti. A ho-
mogenitasnak és az izotropianak a legmeggy6zOobb bizonyitékat azonban a kozmikus
mikrohullamu hattérsugarzas felfedezése szolgaltatta.

A Vilagegyetem a Hubble-t6rvénynek megfeleléen tagul, azaz barmely két pontja-
nak v relativ sebessége aranyos a két pont R tavolsagaval, v = HR, ahol H a
Hubble-paraméter. (H a térben allandd, jelenlegi értéke Hy ~ 70 (km/s)/Mpc.)

A Vildgegyetem jelenlegi anyagosszetételére vonatkozdan az aldbbiakat mondhatjuk:

A Vilagegyetemben T = 2,73 K homérsékleti kozmikus mikrohulldmi hattér-
sugarzas (,,Cosmic Microwave Background Radiation”, CMB) van jelen.
A kozmikus mikrohulldmu hattérsugdrzast a jelenleg ismert termikus sugarzdsokkal
Osszevetve azt allapithatjuk meg, hogy a CMB az, amelynek a spektralis eloszlasa
koveti a legnagyobb pontossdggal a Planck-torvényt.

A Vildgegyetemben van jelen barionikus anyag, kb. 1 barion jut 10° fotonra,
ugyanakkor jelentés a barion-aszimmetria, mert nincsen jelen szamottevo antibar-
ion.

Kémiai Osszetételét tekintve a barionanyagnak kb. 75 %-a hidrogén, kb. 25 %-a
hélium és kevés nehezebb elem is el6fordul nyomokban.

Az elektromdgneses sugarzds (a CMB) jelenleg a Vilidgegyetem energiastirtiségének
kb. 0,05 %-4t teszi ki. A barionanyag a Vildgegyetem teljes energiasiiriiségének
csak toredékét, kb. 5 %-at adja, a tobbi jarulék ,,sotét” (elektromagnesesen nem
kolesonhatd, nem vilagitd) osszetevktél szarmazik. Utébbiakat kb. 25 %-ban hideg,
elhanyagolhaté nyomdsi vgynevezett hideg sotét anyag és kb. 70 %-ban negativ
nyomasu sétét energia teszi ki.

Végezetiil a kozmikus mikrohulldmu hattérsugarzdasban észlelt fluktuaciokbol tudunk

az energiasiriség fluktuacioira kovetkeztetni.



e Amikor a Vildgegyetem még kb. 1000-szer kisebb méret volt, mint jelenleg, akkor
az energiastirtiségben kicsiny, kb. 10~° nagysagrendii relativ fluktudciék voltak jelen.

Mint mondottuk, egy kozmoldgiai modellnek meg kell tudnia magyardznia min-
dezeket a megfigyeléseket és az azokhoz kapcsolédd szamos tovabbi részletet. Ebben a

tekintetben az Osrobbanas standard modellje (,,standard Big Bang modell”)
mutatkozott sokaig sikeresnek. Ennek lényege, meglehetOsen leegyszerisitve, hogy a meg-

figyelt Vilagegyetem torténete az Osrobbanassal kezd6dott kb. 15 milliard évvel ezelott,
amikoris a Vildgegyetem egy rendkiviil nagy energiasiirtiségii és hémérsékletli pontszeri
objektum volt, amely azéta folyamatosan tagul és hiil. A fentebb felsorolt, az utébbi
évtizedekbdl szarmazo szamos megfigyelési eredmény értelmezése azonban kikényszeritette

a standard Osrobbanés modelljének médositasat. Pontosabban mondva, a modellt kiegészi-
tették azzal a feltevéssel, hogy a Vildgegyetem kezdeti torténetében (fejlddésében, evoli-
cigjaban) volt egy rovid iddszak, az ugynevezett felfivédas (,,cosmic inflation”) kor-
szaka. Ez valamikor akkor kovetkezhetett be, amikor a Vilagegyetem mérete mar megha-
ladta a Planck-hossz skaldjat, de még valésziniileg nem érte el azt a méretskalat, amikor
a Nagy Egyesitett Elmélet (,,Grand Unified Theory”) kolcsénhatésai kezdtek domindlni.
A felfivédas soran a Vildgegyetem mérete mintegy 10%° — 101%-szoroséra nétt. A stan-
dard kozmolégiai modell a felfiuvodé Vilagegyetem (,,inflationary universe”) modelljével
kiegészitve, tovabbra is megmagyarazza mindazokat a tapasztalatokat, amelyeket a stan-

dard Osrobbands modellje meg tudott magyarazni, de ezen tilmenden magyarazatit adja a
jelenleg lathaté Vilagegyetem nagy méretskalakon mutatott homogenitdsanak és izotropia-
janak, a kozmikus mikrohullamd hattérsugdrzasban megfigyelt nagysdgrendii fluktudci-
oknak, tovabba teret ad az energiastirliség domindns s6tét Osszetevoinek. Jelenleg a

felfavédést is magaba 6tvozo Osrobbands-modell a legsikeresebb a megfigyelések értelmezé-
sében. Ezért a felfuvodassal kiegészitett standard kozmoldgiai modellel fogunk részleteseb-

ben foglalkozni. Erdemes azonban megemliteni, hogy parhuzamosan létezik a Ciklikus
Konform Kozmolégiai modell (,,Cyclic Conform Cosmology”, CCC), amely
szintén alkalmasnak latszik az 1jabb, CMB-n alapulé megfigyelések értelmezésére és nem
tételezi fel a Vildgegyetem felfuvidéd szakaszat [2].

1.2 Hubble-torvény

Elsésorban Edwin Hubble meggy6z6 megfigyeléseinek koszonhetd (1929), hogy alapvetéen
megvaltozott a Vilagegyetemrol korabban alkotott képilink, nevezetesen az a felfogas, hogy
a Vilagegyetem 0roktdl fogva adott, sztatikus objektum. A Hubble-torvény felfedezésének
koszonhetden egyértelmiivé valt, hogy Vilagegyetemiink tagul, és ennek kovetkeztében
fejlédésének egy szingularidsbol kellett indulnia, amikor az energiasiriiség végtelen nagy
volt. A taguld Vildgegyetem gondolata azonban mar kordbban, Vesto Slipher észlelései
alapjan is felmeriilt (1917). Hubble megfigyelései nagyon meggyézden igazoltdk, hogy a
tavoli galaxisok lényegében a téliink mért tavolsdgukkal ardanyos sebességgel tavolodnak.
Ha ezt a multba extrapolaljuk, akkor arra a koévetkeztetésre kell jussunk, hogy minden
anyagnak nagyjabdl egy idOben egyiitt kellett tartézkodnia. Ekkor valami ,,eszméletlen
nagy” robbandsnak kellett bekovetkeznie, amivel minden anyag létezése kezdetét vette és

a Vilagegyetem tagulni kezdett. Ezt az extrapoldlt eseményt nevezziik ma Osrobbandsnak
(,,Big Bang”). Az altalanos relativitdselmélet arra tanit, hogy az Osrobbands nemcsak az

anyag létének, hanem a tér 1étének is a kezdete volt. Mondhatjuk, hogy az Osrobbanas
mindennek a kezdete. Ma nagyjabdl egyetértés van abban, hogy ez a kezdet kb. 13,7
millidrd évvel ezel6ttre teheté. Hubble felfedezését, amit ma Hubble-torvényként em-
legetiink az irdnta valé tiszteletbdl, az azédta eltelt kb. egy évszdzad soran szamos tovabbi



megfigyelés erGsitette meg. A Hubble-torvény jelentéségét mér az meghatirozza, hogy

belble az Osrobbandsra lehet kivetkeztetni. Van azonban még egy fontos ismeret is el-
rejtve benne, nevezetesen az, hogy ez egy, sot az egyetlen elképzelhetd olyan tagulasi
torvény, amely szerint a Viligegyetemben nincsen kitiintetett pont és irany, vagyis amely
Osszhangban van azzal, hogy a Vilagegyetem a legnagyobb méretskalakon homogénnak és
izotrépnak tekintheto.

A Vilagegyetem tégulasardl ugy szerezhetlink tudomaést, hogy mérjiik tdvoli objek-
tumok hozzank képesti tavolodasi sebességét az objektum spektrumvonalainak Doppler-
eltoléddsa, a voroseltoldddas alapjan. Az az alapfeltevésiink, hogy a sajat nyugalmi rend-
szerében barmely atom mindig ugyanazokkal a stacionarius allapotokkal rendelkezik és
ezért gerjesztett allapotaibdl lebomolva ugyanazokkal a spektrumvonalakkal rendelkez6
elektroméagneses sugarzast bocsat ki. Ha az atom, mint az elektromégneses sugéarzds
forrdsa azonban a megfigyel6hoz képest tavolodik (pl. a f6ldi megfigyeléhoz képest tavolodo
galaxisbdl érkezik a fény), akkor a Doppler-effektus miatt az atom &ltal kibocsatott fény
frekvencidja csokken. Ez az altaldnos relativitaselmélet keretében is szigorian bizonyithato,
nem csak az euklideszi térben terjedé hullamok esetén. Fontos, hogy olyan objektum
(galaxis) hozzank képesti relativ sebességét mérjiik, amelynek sebessége csak a Vildgegye-
tem tagulasabdl szarmazik, azaz amelynek elhanyagolhato a taguld Vilagegyetemhez képes-
ti sebessége. Mivel a galaxisok tobbsége egymaéssal nagyon gyengén hat kolcson, ezért
azok ilyen objektumoknak tekinthetOk. A relativ sebesség meghatdrozasakor azonban ko-
rrekciéba kell venni a foldi megfigyelonek a Tejutrendszer témegkozéppontjahoz képesti
sebességét.

Az altalanos relativitdselmélet szerint a téridé nagyon altalanos feltételek mellett
rétegezhetd (,,foliation”), azaz egymést nem metszé térszerti hiperfeliiletek sokasdgaként
allithaté el6. A Vildgegyetem térbeli homogenitdsa azt jelenti, hogy a térszerti hiper-
feliiletek minden pontja egyenértékii. A térbeli izotropia pedig azt jelenti, hogy a térszerii
hiperfeliiletek minden pontjaban talalhaté olyan megfigyeld, aki a teret izotrépnak taldlja.
Ezen ,izotrop megfigyelok” vildgvonalai mindeniitt merdlegesek a térszerti hiperfeliiletekre.
A galaxisok (j6 kozelitéssel) ilyen megfigyel6knek tekintheték. Az egyes térszerti hiper-
feliileteket megjelolhetjiik valamelyik izotrép megfigyeld éréjan mért sajatidovel. Ha egy
kivalasztott térszerti hiperfeliileten az izotrép megfigyelk érait szinkronizaltuk, akkor a
térszert hiperfeliiletek fenti parametrizacidja ellentmondasmentes, barmely izotrép meg-
figyel6 vildgvonala egy tetszOleges mésik térszerti hiperfeliiletet akkor metsz, amikor az
egyes izotrop megfigyel6k érai ugyanazt a sajatidé-értéket mutatjdk.

A Hubble-torvény és a Hubble-paraméter jelenlegi Hy értékének meghatirozasahoz
meg kell még mérniink a tdvolodd objektum téliink mért tavolsagat. Erre az ugynevezett
standard gyertydk (,,standard candles”), ill. az igynevezett csillagdszati stan-
dard vonalzék (,,standard rulers”) hasznilhaték. Olyan objektum-csaldd tagjait
nevezziik standard gyertyaknak, amelyek kb. azonos L luminozitasiak. Egy-egy ilyen
égitest-csaldd minden tagja szamos hasonlé mérhetd jellemzoével rendelkezik, amelyek
alapjan be lehet azonositani az adott csaldadhoz tartozd standard gyertydkat. Ezutan
a csaldd Foldiinkhoz (sajat galaxisunkhoz) legkdzelebbi tagjainak tédvolsagat parallaxis-
méréssel meghatarozzuk. Ha ezutdn az ismert R4 tavolsagra levé A objektumbdl és az
ismeretlen Rp tavolsagra levé B objektumbdl tavesoviink egységfeliiletére idGegység alatt
beérkez6 energiat, rendre az Fy, ill. Fp latszélagos fényességet megmérjiik, akkor az
energiamegmaradas alapjan fennall6

La=4nR4Fs = 47R4Fp = Lp (1.2.1)

Osszefiiggésbol az ismeretlen tavolsdgot meg tudjuk hatdrozni:

F
Rp = RA‘/F_Z (1.2.2)
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Ilyen csaldadot alkotnak a Cefeiddkhoz tartozé valtozd csillagok, ill. a nagyon fényes TA
tipust szupernévak, amelyek jellegzetes spektrumu felrobband csillagok. A Cefeiddkhoz
tartozo valtozd csillagokat kb. egy évszazadon at tanulmanyoztak, és nagyon jo standard
gyertyaknak bizonyulnak (mert kicsi a csalad egyes tagjai luminozitdsdnak eltérése). Az IA
tipusi szuperndvak szintén igéretesek, mert ezek sokkal nagyobb tavolsagokon figyelheték
meg, mint a Cefeida valtozé csillagok.

A standard csillagdszati vonalzdk olyan objektum-csaladhoz tartoznak, amelynek
tagjai azonos d méretiiek (atméréjiiek). Az egy csalddhoz tartozé objektumokat ez esetben
is més jellemzd&k hasonldsaga alapjan azonositjuk. A legkozelebbiek R tdvolsagat az ismert
d atméré és annak mért 0 szogatmérdje alapjan az

d d
R = —~-
0

~ 1.2.
7 (1.2.3)

Osszefiiggésbol kapjuk meg, ha 6 < 1.

A fenti médszerekkel nagy szamu objektum esetében hatdroztdk meg az objektum
hozzénk képesti v sebességét és téliink mért 7 tavolsdgat. Ezen mérések kozos tapasztalata,
hogy a tavolodasi sebességre mindig érvényes a Hubble-torvény,

7= HyF, (1.2.4)

fliggetleniil attdl, hogy az objektum milyen iranyban helyezkedik el téliink. A mérések
alapjan a Hubble-paraméter jelenlegi értéke Hy ~ 65 — 80 (km/s)/Mpc.

A Hubble-torvény Newton-i gravitdaciét feltételezve is értelmezhet6 homogén és izot-
rop rendszerben. Legyen A, B és C' a tér 3 tetszOleges pontja, ezek relativ sebességei és
tavolsdgai rendre (Uap, 7aB), (Upc, 7BC) és (Vac, Fac) (értelemszerti indexeléssel). Ekkor,
ha a homogenitds és az izotrépia kovetelményének megfeleléen fenndll, hogy

Uap = Horap, Upc = HoTsc, (1.2.5)
akkor ez maga utan vonja, hogy
Tac = Horac (1.2.6)

isigaz. Ez azt jelenti, hogy a Hubble-torvény a tér barmely két pontjanak relativ sebességé-
re érvényes. Barhol is alljunk tehat a térben, mindig azt tapasztaljuk, hogy a tér tobbi
pontja hozzank képest ugyanazon torvény szerint tavolodik. A Vildgegyetem tdguldsa
tehat nem rendelkezik centrummal. Meg lehet azt is mutatni, hogy a Hubble-térvény
az egyetlen olyan tagulasi torvény, amelynek soran mindvégig fennmarad a Vilagegyetem
homogenitasa és izotropidja.

A centrum nélkiili homogén és izotrép tagulast 2-dimenzids analégidval érzékeltethet-
jik. Tekintsiik egy léggdmb felszinét, és nézziik, hogy mit figyel meg az a megfigyels, aki
a gombfeliilet adott pontjaban all, amikor a léggombot felfijjuk és ezért a léggomb sugara
az id6 adott fliggvénye, a(t) szerint né. A 3-dimenzids térben, a léggémb kozéppontjiban
allé megfigyel6 természetesen azt mondja, hogy a gdombfelszin tetszdleges A és B pontja
kozotti rap(t) tavolsdg (az A és B pontokon atmend fokor ivének hossza)

rap(t) = a(t)aas, (1.2.7)

ahol aap a széban forgd f6kor AB ivének a gomb kozéppontjabdl mért latdszoge. A két
pontnak a gomb felszinén 4llé6 megfigyeld szamara is mérhetd relativ sebessége

vap(t) = d(t)OzAB:@TAB(t). (1.2.8)

a(t)
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Ez éppen azt jelenti, hogy a gomb felszinén nyugvé megfigyel6 azt latja, a gomb felszinén
végzett mérések alapjan, hogy a felszin barmely két pontja a
a(t)
vap(t) = H)rap(t), H({)= ) (1.2.9)
Hubble-torvény szerint tavolodik egymastdl, anélkiil, hogy a gémb felszinén ez a tagulas
kitiintetne valamilyen centrumot, vagy valamilyen irdnyt.

Természetesen a léggémb felszinén ,,616” megfigyel$ nem tud (definicié szerint) arrdl,
hogy a feliilet, amin méréseit végzi, be van dgyazva a 3-dimenziés térbe. Az egyenletesen
taguld léggomb felszine a homogén és izotréop moédon taguld 3-dimenzids Vildgegyetem
2-dimenziés analogonja. Az azonban fontos kiilonbség, hogy jelenlegi ismereteink szerint
a Vildgegyetem nincsen bedgyazva egy magasabb dimenzids térbe. Ezért, mint megfi-
gyel6knek, a helyzetiink hasonlé annak a léggdmb felszinén tevékenykedd megfigyelonek a
helyzetéhez, akinek a felszin geometridjara vonatkozé minden ismeretet az ezen a felszinen
elvégezheté mérések alapjan, mint a feliilet bels6 tulajdonséigait kell felderitenie. Mi sem
,Jéphetiink ki’ a Vilagegyetemiinkb6l, hogy egy magasabb dimenzids bedgyazo térben
allva végezziink el méréseket, merthogy ilyen bedgyazd tér nincs is.

Vegyiik észre az analdgia alapjan, hogy a Hubble-paraméter térben allandé, de az
idének fiiggvénye. Tegyiik fel, hogy a Vildgegyetem taguldsa sordn a homogenitas és az
izotrépia kovetelményének egyediil eleget tevé Hubble-torvény mindvégig fennéllt. Becslés
céljabol tegyiik fel, hogy a Hubble-paraméter értéke mindvégig a jelenlegi Hy volt. Ekkor a
Hubble-torvénybél az is kovetkezik, hogy barmely 2 pont tavolsdga, ami ma r, tg = r/v =
Hy 1 {d8vel ezel8tt nulla volt, ahol a v a széban forgé pontok jelenlegi tavolodési sebessége.
Tehat tg ~ Hy '~ 14 millidrd évvel ezelétt a Viligegyetem pontszer(i kellett legyen,

torténete az Osrobbandssal kezd6dott. Mindjart itt meg kell azonban emliteni, hogy a
Hubble-torvénynek és a klasszikus fizikdnak az extrapolaciéja egészen a t =~ 0 idOkre nem
helytalld, mert amikor a Vildgegyetem mérete az ¢p; Planck-hossz vagy anndl kisebb volt,
akkor a klasszikus fizika torvényei valészintlileg nem voltak érvényesek. Ekkor a kvantum-
effektusok és a gravitaciés effektusok 0sszemérhet6 nagysagrendiiek lehettek. Pontosabban
tehdt inkdbb azt lehet mondani, hogy a klasszikus fizika (ebbe beleértve mindazt a kvan-
tumelméletet, ami a Planck-hosszndl nagyobb méretekben érvényes fizikai torvényeket
értelmezi) alapjan a Vildgegyetem torténetét fel tudjuk gongyoliteni kb. 14 millidrd évig
visszamenodleg. Ha ezen torténet ,kezdetén”, azaz a Viladgegyetem kb. 14 milliard évvel
ezel6tti dllapotdban is a (fenti értelemben vett) klasszikus fizika lett volna érvényben,
akkor azt kellene gondolnunk, hogy a Vildgegyetem a ,,semmib6l” egy pontszerii, végtelen
energiasiirtiségli szingularitassal keletkezett.

A homogén és izotrop, taguld Vilagegyetemben két tetszoleges A és B izotrép meg-
figyel6 relativ tavolsaga tehat

Fap = H()Fap (1.2.10)
egyenletnek tesz eleget, amelynek megolddsa
Fap(t) = a(t)XaB (1.2.11)
ahol
¢
alt) = exp( dt’H(t’)). (1.2.12)
t*

Az a(t) skdlaparaméternek a 2-dimenziés analégidban a léggémb sugara felel meg. A
tagulas litemét a

H(t) = a(t)/a(t) (1.2.13)
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Hubble-paraméter hatarozza meg. A X ap integracids allandénak a 2-dimenziés analégiaban
a 04 p kozépponti szog feleltethetd meg; Y ap| a két megfigyeld tédvolsdga valamely adott ¢,
id6pillanatban. Ha A-t egy koordindtarendszer origéjanak tekintjiik, akkor X445 a B meg-
figyel6 Lagrange-féle vagy egyiitt mozgd koordindtaja. Az egyiitt mozgd koordindtakat
az altaldnos relativitas elmélet szerint a kovetkezoképpen jelolhetjiik ki. Valamelyik ¢,
paraméterti térszerti hiperfeliiletet tetszélegesen bekoordindtazzuk, ¥ = (x!, x2, x*). Majd
az egyes pontokban elhelyezkedd izotrép megfigyelok vilagvonalait tekintjiik, és azok-
nak barmely masik térszert hiperfeliilettel képezett metszéspontjait ugyanezekkel a ko-
ordinatakkal jeloljik meg.

Ahol a Vildgegyetemben az anyags(iriség kicsi, ott az objektumok egymaéssal valé
gravitacios kolesonhatdsa kicsi, ugyhogy az objektumok izotrép megfigyel6knek tekinthe-
t6k, amelyek helyzetiikkel jelolik ki az egytitt mozgd koordinatakat. Az izotrép megfigyel6k
egylitt mozgod koordinatai tehat definicid szerint dllanddak. Ahol azonban strtin helyezked-
nek el az objektumok, ott a sebességiik eltérhet a Hubble-torvény alapjan elvarttél az
objektumok kozotti erésebb gravitacios kolcsonhatds miatt. Ezeken a helyeken lokélisan
sériil a homogenitas és az izotrépia.
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2 HOMOGEN ES IZOTROP VILAGEGYETEM

2.1 Newton-i kozmoldgia

A tagulé Vildgegyetemre vonatkozé legfontosabb egyenletek méar a Newton-i kozmolégia
keretében megértheték. Newton-i kozmolégian a kévetkez6 modellt értjiik. Szemeljiink
ki egy tetszOleges pontot a térben, és vizsgdljuk az azt koriilvevd R(t) = a(t)y sugard
tartoményt. Tegytik fel, hogy ezt por (,,dust”) tolti ki, azaz olyan anyag, amelynek
pozitiv az energiasiiriisége, ¢ > 0, de zérus a nyomasa, p = 0. (Nagy méretskilin a
Vilagegyetemben talalhaté galaxisok halmaza jo kozelitéssel ilyen pornak tekinthet6, mert
a galaxisok atlagosan elég tavol vannak egymastdl, és ezért elhanyagolhaté a gravitéciés
kolesonhatasuk.) Legyen az energiastirtiség elég kicsi, azaz a gravitdcids vonzas elég gyenge
és a gomb is elég kicsi ahhoz, hogy a porrészecskék sebessége mindentitt sokkal kisebb
legyen, mint a ¢ = 1 fénysebesség. Ekkor a rendszer dinamikéja jo kozelitéssel a gravitacid
Newton-féle torvénye alapjan targyalhaté. A Newton-i kozmoldgidban implicit médon
fel kell haszndlni, hogy a gombon kiviili anyagnak a gombon beliili barmely részecskére
gyakorolt gravitaciés hatdsa zérus, amit az altalanos relativitas elméletében Birkhoff tétele
biztosit. Feltessziik tovabbd, hogy a kiszemelt (tdguld) térfogatban talalhaté anyag M
tehetetlen tomege a tagulds soran megmarad. Ebben a modellben alabb levezetjiik az
energiasiiriiségre és a tagulas skdlaparaméterére vonatkozo egyenleteket. Azok egzaktul
megegyeznek azokkal az egyenletekkel, amelyek az altalanos relativitaselmélet keretében
allnak fenn ugyanezen mennyiségekre, ha a Vilagegyetemet por tolti ki. Ez nem véletlen,
mert elegendben kicsiny R(t) sugard, homogén, porszerii anyagot tartalmazé térfogatban
a gravitaciés mezd gyenge, a sebességek kicsik, ugyhogy a Newton-i gravitacié feltételei
teljesiilnek, a relativisztikus korrekcidk elhanyagolhatéak.

Az anyagmegmaradas lokalis torvényét az energiasiirtiségre vonatkozé kon-
tinuitdsi egyenlet fejezi ki. Az energiastiriiség széhaszndalat a Newton-i kozmologiaban
valdjaban a tehetetlen tomeg stirtiségét jelenti, de az altalanos relativitas elméletén ala-
pulé kozmolégidhoz valé erés hasonlésag nyilvanvalébba tétele érdekében maradunk az
energiasiiriiség széhasznélatndl. Az energiasliriiség

M
(4m/3)a? (t)x*
Tegytik fel, hogy a jelenlegi ¢y id6pillanatban a skélaparaméter értéke ag = a(ty) és az e-

nergiastirliség értéke €y = €(tp). Az utébbiakkal kifejezhetjiik az energiastiriiség tetszéleges
t idopillanatban felvett értékét:

e(t) (2.1.1)

e(t) = eo(%)g. (2.1.2)

Az energiamegmaradds ezen torvényét id6 szerint derivalva atirhatjuk azt differencidlis
alakba:

ap \3a
(t) = —360(Wg)) a(t) = —3e(t)H(t). (2.1.3)

Itt hallgatélagosan nemcsak azt tettik fel, hogy az energia azonos a tomeggel, hanem azt
is, hogy a tagulés soran ez az energia megmarad, ami csak akkor jé kozelités, ha a nyomaés
zérus, azaz sokkal kisebb, mint az energiastiriiség, ugyhogy a térfogatvaltozas soran végzett
munka elhanyagolhaté. Utébbi feltétel akkor teljesiil, ha a Vilagegyetemet, ill. a vizsgalt
térfogatot por tolti ki.
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Errdl az egyenletrdl konnyt(i felismerni, hogy a nem relativisztikus anyag konti-
nuitasi egyenlete. Homogén kozegben €(7,t) = €(t), ahol 7 a térben bevezetett Euler-féle
helyzetvektor, és homogén izotrép tagulas esetén v = HT, ezeket beirva a kontinuitasi
egyenletbe,

0 = ) +ﬁ(e(t)H(t)f> —(t) + 3 () H (2) (2.1.4)

adédik, ami éppen a kordbban levezetett egyenlet. Mésrészrél, ha homogén €(7, tg) = €(to)
kezdeti feltételt tételeziink fel, és megoldjuk ezzel a

e+ V(et) = 0 (2.1.5)

kontinuitasi egyenletet, akkor a sebességmezére a Hubble-torvény adodik. Valdban, ha
t = to-ban az energiasiiriiség homogén, akkor

V(7 tg) = — 2.1.
V(7 to) (to) (2.1.6)
adédik, ahonnan #(7,ty) = Hor alakd, ahol Hy = —;E(Etfo)). Ekkor viszont a tg + dt
idopillanatban az energiastiriiség,
E(to + dt) = E(to) - 3H06(t0) (2.1.7)

—

ismét homogén, ami viszont az elébbi érvelést ismételve megint U(7, tg + dt) = H (tg + dt)7
alaku sebességmez6t eredményez. A gondolatmenetet egymaést kovetd infinitezimdlis dt
id6lépésekben a végtelenségig folytathatjuk, igy tudjuk belatni, hogy a Hubble-torvény
az egyetlen olyan sebességmez6, amelynek sordn az energiasiirliség homogén marad. A
Hubble-torvény szerinti sebességmez6 pedig nem tiintet ki semmilyen irdnyt a térben.

A skdalaparaméter idofiiggésére vonatkozé egyenletet gy kapjuk meg, hogy
felirjuk Newton II. torvényét egy m tomegl, az R(t) sugari gémb felszinén elhelyezkedd,
a felszinnel egyltt mozgd prébarészecskére:

mR(t) = —%. (2.1.8)

Itt felhasznaltuk, hogy a probarészecskére haté erét csak a géombon beliili anyaggal vald
gravitacios kolcsonhatas hatarozza meg, az pedig kozombdos, hogy milyen anyag helyezkedik
el a gombon kivill. (Ez az, amit az dltalanos relativitds elmélete keretében a Birkhoff-

torvény allit.) frjuk at az egyenletet az aldbbi alakba:
3} 4
Rit) = —?”Ge(t)}z(t), (2.1.9)

majd hasznéljuk fel, hogy a fizikai tavolsag és az egylitt mozgé tavolsdg kozt R(t) = a(t)x
relacié all fenn, igyhogy egyenletiinkbdl

a(t) = —%”Ge(t)a(t) (2.1.10)

addédik. Ez a skalaparaméter keresett egyenlete.

A energiastirtiségre vonatkozé (2.1.3) és a skalaparaméterre vonatkozé (2.1.10) egyen-
letek csatoltak, adott kezdéfeltételek esetén megoldhatok az €(t) energiastiriiség és az a(t)
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skdlaparaméter id6fiiggésére nézve. Helyettesitsiik be az energiastirtiség (2.1.2) kifejezését
a (2.1.10) egyenletbe. Ekkor csak az a(t) skdlaparamétert tartalmazé differencidlegyenletet
kapunk:

.. 4 Geoag
t) = —— . 2.1.11
i) = 3 (21.11)
Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalat a-tal,
d /1.4 d 4w Geoag
— | =a*(t = —— 2.1.12
dt(2a ( )) dt 3 a(t) ( )
ahonnan
1 4rGeoal
s+ Vi) = B, V()= —% (2.1.13)

adédik, ahol F integracids dllandé. Ez az egyenlet formélisan analég a V' (a) potencidlmezében
mozgo egységnyi tOmegl, F energidju részecskére vonatkozo energia-megmaradasi torvénnyel.
Ilyen alaki megmaradési torvény vonatkozik pl. a Foldrdl kilétt E energidji rakétara. Ha

FE < 0, akkor a rakéta visszatér a Foldre; ha E > 0, akkor a rakéta a végtelenbe tavozik;
az E = 0 eset pedig éppen a kiszokés hatdresete. Ez azt jelenti, hogy E < 0 esetén a
Vildgegyetem tégul, a(t) n6, majd egy maximalis értéket elérve csokkenni kezd, és végiil

a Vilagegyetem Osszezuhan. Ugyanakkor F > 0 esetén a Vildgegyetem mindvégig tagul.
Fizikailag tehat csupan az jelent mindségi kiilonbséget, hogy mi az E integriciés allandé
elojele.

Miel6tt belemennénk a megoldasok jellegének részletezésébe, jegyezziik meg, hogy a
Newton-i kozmoldgia érvényét veszti, ha a vizsgalt tartomany sugara tiul naggyd valik és
ezért a tavoli részecskék sebessége nem lesz kicsi a fénysebességhez képest. Mivel azonban
az altalanos relativitas elméletében, a homogén, porral kitoltott Vildgegyetemre ugyanezen
egyenletek vonatkoznak, érdemes a megoldasok tulajdonsagait részletesen megvizsgalni.
Ehhez osszuk el a (2.1.13) egyenlet mindkét oldaldt a>-tel, és atrendezés utan frjuk azt

2F
H> - = = %e

- ; (2.1.14)

alakba. Innen latszik, hogy az E integracios allandé el6jelét a Hubble-paraméter értékének
és az energiaslriség értékének a viszonya hatdrozza meg. Bevezethetjik azt a kritikus
energiasiiriiséget, amely mellett az F integracios allandé értéke nulla:

3H?
€hp = —.
k &G

A kritikus energiasiiriiség tehat az az energiastriiség, amikor a rendszer gravi-
tacios potencidlis energidja éppen egyenlé nagysagu, de ellentétes elGjeli a
rendszer tagulasbdl szarmazé kinetikus energidjaval. Mivel a Hubble-paraméter
értéke valtozik az id6 fuggvényében, azért a kritikus energiasiirliség is fligg az id6tol.
(Sokszor azonban, ha kritikus energiastirtiségrél beszélnek a szakirodalomban, akkor annak
a Vildgegyetem jelenlegi dllapotdban felvett értékére gondolnak.)

(2.1.15)

Az E integraciés dllandét kifejezhetjiik az id6t6l fiiggd e(t) energiastirtiséggel és az
idotol fiiged Hubble-paraméterrel,

2 4 4
E = %Hz — 7TTGaze = 7TTGCLz(ezw —€), (2.1.16)
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majd itt bevezethetjiik az

o = <0 (2.1.17)

Ekr(t)

kozmoldégiai paramétert, amelynek segitségével

E = ?a exr[l — Q). (2.1.18)

A kozmoldgiai paraméter értéke tehat meghatarozza, hogy az E integracids dllandénak
milyen az elGjele. Réaadasul ez az el6jel eldontheté akkor, ha meghatarozzuk a koz-
moldgiai paraméter jelenlegi Qy = Q(tg) = eo/exr(to) értékét. Ha Qy = 1, akkor
E = 0, az 6rokké taguldé Vilagegyetem hataresete valésul meg, ha Qp < 1,
akkor a Vilagegyetemiink kezdetben tagul majd Osszehuzdédik, és ha €y > 1,
akkor a Vilagegyetem orokké tagulni fog. Mivel a por részecskéi gravitaciésan
vonzzak egymast, ezért a gravitaciés vonzas az uralkoddan port tartalmazé Vildgegyetem,
a por uralta Vilagegyetem (,,dust dominated universe”) tdguldsit mindig lassitja
(@ < 0). Azt is vegyiik azonban észre, hogy barmelyik megoldés valésul is meg, a modell
szerint a Vilagegyetem valamikor egy Szmgularls kezdetbol kellett, hogy 1ndulJon amikor
a skalaparaméter értéke zérushoz kozelitett, és amikor az energiasiirliség és az a tagulasi
sebesség végtelenhez tartott. Az altalanos relativitdselmélet ehhez a képhez azt teszi
hozza, hogy Qg 1-hez képest felvett értékétdl fliggben mas a tér gorbiilete. Ha Qp = 1
(E =0), akkor a tér lapos (,,flat”), a tér gorbiilete zérus (a Vildgegyetem ekkor
parabolikusan tagul, £ = 0); ha Q) <1 (E > 0), akkor a tér gorbiilete negativ (a
Vildgegyetem hiperbolikusan tagul, k = —1); és végiil, ha Qy > 1 (F < 0), akkor
a tér gorbiilete pozitiv (a Vildgegyetem el6bb tagul majd 6sszezuhan, k = +1).

Végiil keressiik meg a skalaparaméter explicit id6fiiggését a lapos (kK = 0, E = 0),
por uralta Vildgegyetemben. Ekkor a (2.1.13) egyenletb6l

d 2 8rGepal
a® = 3 (dt ) 3 (2.1.19)

d 3/2

ado6dik, ahonnan a”/“ =4ll., azaz a®/? x t, vagyis

alt) o 23, (2.1.20)
Ekkor a Hubble-paraméter idofiiggésére azt kapjuk, hogy

H(t) — % (2.1.21)

Innen, a Hubble-paraméter jelenlegi Hy értékét felhasznalva, a Vildgegyetem korédra tg =
2/(3Hy) adédik, ami alig kiilonbozik a kordbbi, durva becslés ty ~ 1/H( eredményétol.
Az energiastiriiségre azt talaljuk, hogy

3 1

e(t) = e 2(t):m:e,w(t), (2.1.22)

ugyhogy €(t) = 1 ebben a specidlis esetben, ahogy azt E = 0 miatt varjuk is.
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2.2 Relativisztikus kozmolégia

2.2.1 Elvi alapok és az Einstein-egyenletek

Ahhoz, hogy a Vilagyegyetem dinamikdjardl hitelesebb képet kaphassunk, til kell 1épjiink
a Newton-i kozmoldgian. Az altaldnos relativitdselmélet keretében tudjuk csak targyalni
azokat az eseteket, amikor a vizsgdlt térfogat olyan nagy, hogy a tévoli objektumok
sebessége megkozeliti a fénysebességet és/vagy amikor az anyag nyomésa nem nulla, azaz

nem por. Mai ismereteink szerint a Vildgegyetem Osszetételében kezdetben (az Osrobbands
utan els6 kb. 100000 évben) a sugdrzas volt uralkodd, jelenleg pedig az energiastiriiségnek
kb. 70 %-a negativ nyomédst, tigynevezett sotét energiatdl szarmazik. Az dltaldnos re-
lativitaselmélet szerint a Vildgegyetem anyaga és annak fizikai allapota hatdrozza meg
a téridé geometridjat; ezen belll azt is, hogy egy egyutt mozgd megfigyelé6 milyennek
latja a teret, annak geometriai tulajdonsagait. Az Albert Einstein altal 1915-ben kidolgo-
zott altalanos relativitaselméletet a megfigyelések messzemenden igazoltdk azdta. Ide kell
sorolni a Merkur perihéliummozgdsanak magyarazatat, a fénygorbiilés és a voroseltolodas
kisérleti igazolasat, de az Einstein-i elmélet helytallésagat igazolja a foldi globdlis hely-
meghatdrozé rendszer, a GPS (,,Global Positioning System”) sikere is.

Az altaldnos relativitds elmélete szerint az anyag gravitdciés hatasanél fogva hatéroz-
za meg a téridé geometriai szerkezetét. A tapasztalat szerint minden anyag minden
része, minden részecske, s6t a fizikai mez6k (pl. a fény) ald van vetve a gravitdcids
kolcsonhatasnak és maga is gravitacios hatast fejt ki az anyag mas részeire. Ezt a részecskék
sulyos tomegiiknél fogva teszik. E6tvos Lorand azonban kisérleteivel bizonyitotta, hogy a
sulyos és a tehetetlen tomeg ardnya univerzalis allandé, igyhogy a kétféle tomeg egyenlének
veheté. Ennek az az egyik legfontosabb kovetkezménye, hogy a gravitacidos mezében sza-
badon es6, nem forgd, kicsiny méretl ,,szekrényke”, azaz lokalis vonatkoztatdsi rendszer
inercidlis vonatkoztatasi rendszer. Ez az ekvivalencia elv az altalanos relativitaselmélet
egyik alappillére. A szabadon es6 kicsiny prébatestek vildgvonalai, ill. a szabadon terjedd
fénysugarak vildgvonalai, azaz (az id8szerti, ill. fényszer(i) geodetikusok a téridé ,,egye-
nesei”. A lokalis inerciarendszerekben azonban érvényesnek kell lennie a specidlis rela-
tivitaselmélet Osszefiiggéseinek. A vakuumbeli fénysebesség minden lokdlis inerciarend-
szerben minden irdnyban azonos, c. A térid6ét az altalanos relativitaselméletben is elemi
események altal kijelolt pontsokasagnak tekintjiik, ahol lokalisan barmely elemi esemény
kicsiny kornyezetében a szabadon es6 megfigyeld a téridét Minkowski-metrikajunak észleli.
Lokalisan kijelolhet6 a multbeli és a jovébeli fénykip, és barmely adott elemi esemény
kornyezetében taldlhaté események az adott eseményhez képest idOszerili, fényszerd és
térszerli eseményekre osztalyozhaték. Arrdl mar emlitést tettiink, hogy a térid6é valamely
id6paraméterrel megjelolt térszeri hiperfeliiletek folytonos sorozataként képzelheté el. Ez
az idOparaméter az izotrép megfigyelok altal mért sajatido, ha a tér izotrép. Meg lehet
mutatni, hogy az izotrépia maga utdn vonja a tér homogenitasat, viszont a homogén tér
még lehet anizotrép.

Az altaldnos relativitaselmélet masik alappillére a Mach-elv, pontosabban annak
részleges elfogaddsa. Az elv értelmében minden anyagdarab tehetetlenségi mozgdsat a
Vilagegyetem tobbi anyaganak mozgédsa, allapota hatdrozza meg. Ez hatdrozza meg
azt is, hogy mi tekinthet6 lokélisan inerciarendszernek. Einstein az elvet ugy vette fi-
gyelembe az altalanos relativitaselméletben, hogy minden anyag a gravitaciés hatdsanal
fogva moédositja a téridé geometridgjat. A térid0 geometridjanak alapveté belsé tulaj-
donsiga az R invarians gorbiilet, mint azt Gauss tetszéleges dimenzidja gorbiilt feliilet
esetén bebizonyitotta. Arrdl, hogy a téridé R gorbiilete nem nulla, onnan szerezhetiink tu-
domast, hogy az egymds kozelében halad6 prébatestek egymdsra drapaly-er6t fejtenek ki,
s ennek kovetkeztében egymashoz képest relativ gyorsuldsuk lesz. A térid6 gorbiiltségét
geometriailag az fejezi ki, hogy ha egy (négyes-)vektort énmagaval parhuzamosan elto-
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lunk egy infinitezimalis zart gérbe mentén, akkor nem kapjuk vissza az eredeti vektort. A
térido ezen tulajdonsagat az R, 35" gorbiileti tenzor fejezi ki. Ha a V? vektort toljuk
el parhuzamosan, olyan infinitezimdlis paralelogramma mentén, amelynek éleit az A7,
B infinitezimalis vektorok képezik, akkor a kiinduldsi pontba torténd visszaérkezéskor
az eltérés AV = RVB(;O‘V‘;AVB@ A gorbiileti tenzorbdl kontrakcidéval képezhetd az
Ry; = R, 5% = Rsy Ricci-tenzor, amely szimmetrikus, majd beldle tjabb kontrakcidval
atéridd R = R skaldrgorbiilete. Az ekvivalencia-elv alapjan az anyag gravitalo tomege
ekvivalens a tehetetlen tomegével. Az utébbi azonban a relativisztikus effektusok miatt
nem a nyugalmi, hanem az anyag mozgasat is figyelembe vevl mozgasi tomeg. Masrészt
ez a teljes tomeg az anyag energidjaval ekvivalens, E = mc?. Arrél, hogy az anyag
térfogategységenként mekkora energiat hordoz, az energiaimpulzus-tenzoranak 7 kom-
ponense ad felvildgositast, T = e. Einstein ezért azt feltételezte, hogy téridé gorbiiletét
meghataroz6 dinamikai egyenlet jobb oldalan az anyag energiaimpulzus-tenzora all vala-
milyen, a gravitaciés allandét tartalmazd tényezovel szorozva. Az egyenlet bal oldalan
pedig az Rwéo‘ gorbiileti tenzorbdl képezett szimmetrikus tenzor, a

1
Gap = Rap — 5R9ap (2.2.1)
Einstein-tenzor all, amelynek sptrja
1
G, = R- 51%53; = —R. (2.2.2)

Az anyag tehét a
Gog = 81GT,p (2.2.3)

Einstein-egyenlet dltal meghatérozott médon alakitja a téridé gorbiiletét. (Ha SI rend-
szerben dolgozunk, akkor a jobboldali egyiitthaté 87G/ct.) Az Einstein-egyenlet spiirja,

~R = 8xGT (2.2.4)

kozvetlen kapcsolatot teremt a téridé gorbiilete és az energiaimpulzus-tenzor spurja, T =
T kozott.

Az altalanos relativitds elméletének tovébbi elve az altaldnos kovariancia. A
Természet, a fizika torvényei tenzoregyenletek alakjaban irhaték fel, nem fiiggenek attdl,
hogy hogyan vélasztunk koordindtarendszert a téridében. Az egyik, a téridé koordinata-
rendszertdl fliggetlen szerkezetét jellemz6é mennyiség, az invarians ivelem négyzete,
amely a térido infinitezimalis tdvolsdg-fogalma, meghatarozza a infinitezimélisan kozeli el-
emi események tavolsdgat a téridében. Ha az egyik esemény téridé-koordinatai (x0, z!, 22,

23) = 2%, a masiké x® + dz®, akkor az invaridns fvelem négyzete
ds* = gap(x)dz®dz®, (2.2.5)

ahol gag(2) = gpa(x) az igynevezett metrikus tenzor. A metrikus tenzor mésodrendd,
szimmetrikus tenzormezd, a gorbilt téridében altaldban helyrél helyre valtozik. A téridé
minden pontjaban elképzelhetd egy lokalis inerciarendszer, a lokalisan szabadon esé vonat-
koztatdsi rendszer, amelyben a térid6 a specialis relativitaselméletnek megfelel6 Minkowski-
tér. Ezért mindig talalhaté olyan folytonos koordindtatranszformacio, amellyel az adott
pont kicsiny kornyezetében Minkowski-koordinatakra térhetiink at, és amelyben a metrikus
tenzor a Minkowski-féle. Ennek (4,—,—,—) Lorentz-szignatirdja van, tugyhogy az
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altalanos relativitdselméletben is a metrikus tenzor Lorentz-szignatirdji. (A folytonos ko-
ordinatatranszformdciék nem tudjak megvéltoztatni a szignatirat.) Az invaridns ivelem
négyzetének eléjele hatarozza meg, hogy adott z¢ koordlnataju elemi eseményhez kelzaest
az infinitezimalisan kozeli mas események idészertien (ds? > 0), fényszertien (

0), avagy térszertien (ds®> < 0) elvalasztottak. A metrikus tenzor meghatdrozza adott
téridépontban értelmezett barmely két u® és v® vektornak a skaldrszorzatat, gas(z)u®vP.
Ezzel meghatarozodik az adott téridépontban értelmezett vektoroknak a hossza és egymas-
sal bezart szogeik. Ezutdan mar értelmet nyer a vektorok parhuzamos eltolasa, amely-
re a gorbiilet jellemzéséhez van sziikség. Az infinitezimélis parhuzamos eltolds az x®
téridopontban értelmezett vektorok terének olyan leképezése az x® 4 dx® pontban értel-
mezett vektorok terére, amelynek soran a linedris vektortérben értelmezett miveleti tu-
lajdonsagok mellett a vektorok skalarszorzata is megorzédik. A gorbe menti parhuzamos
eltolas igy pl. szemléletesen azt jelenti, hogy a vektor hossza az eltolas sordn valtozatlan
marad és ugyancsak az marad a vektornak a gorbe, altaldban pontrél pontra mas érintéjével
bezart szoge. A parhuzamos eltolds birtokaban lehetoség van vektormezdk olyan de-
rivaltjainak értelmezésére, amikor a definiciéhoz sziikséges differenciahdanyados szamlalé-
jaban nem egyszeriien az x pontban értelmezett v*(x) vektort és a kozeli x + dx pontban
értelmezett v*(z + dx) vektort hasonlitjuk Gssze, hanem ehelyett a v®(x + dx) vektort
elszor parhuzamosan eltoljuk az = pontba, s az igy kapott vektorbdl vonjuk ki v®(x)-et.
Az eredmény egy olyan derivélds értelmezése, amit kovarians derivaltnak neveziink.
A ko6zonséges a”B = v%4 parcidlis derivalt nem viselkedik tenzormezdként folytonos ko-

ordlnatatranszformacmk soran, mig a
V(@) = v%5(x) + T%, ()07 (z) (2.2.6)

kovaridns derivalt maga is tenzorként transzformalddik. A koézonséges parcidlis derivaltat
moédosité masodik tag a jobb oldalon a parhuzamos eltolds eredménye, Faﬁﬁ/(az) a parhuza-

mos eltolast jellemzé affin konnexié. A kovaridns derivalds altaldnosithaté tetszdleges
tenzormezdre, pl. skalarmez6 kovaridans derivaltja azonos a parcidlis derivaltjaval,

¢;a = ¢,a§ (2.2.7)

masodrendii tenzor kovarians derivaltja,

1 0
T8, = T +1%1% + 17 T, (2:2.8)

stb. A parhuzamos eltolds egyértelmiisitése érdekében meg szokas kovetelni, hogy a
metrikus tenzor kovarians derivaltja tiinjon el,

g*’, = 0. (2.2.9)

Ebben az esetben a kovaridans derivaltban fellépé affin konnexiét Christoffel-szimbdlu-
moknak nevezziik, ezek a metrikus tenzorral és annak els6 derivéltjaival az aldbbi médon
fejezhetok ki:

1
P%,(2) = 59°(9268 + 9807 — Iov): (2.2.10)

Az Einstein-egyenletekben szerepl6 Ricci-tenzor ezek utan kifejezhet6 a Christoffel-szimbd-
lumokkal és azok elsé derivaltjaival:

Ry = g""(I%55 — T 55+ T 50%, —T7:I,). (2.2.11)
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2.2.2 Térgeometria és koordinatarendszerek homogén, izotrép Vilag-
egyetemben

Az Einstein-egyenletek tényleges megolddsahoz, ill. a beldliik a Vildgegyetem fejlédésére
vonatkozoan levezetett egyenletek megoldasdhoz koordindtarendszert kell bevezessiink.
Homogén és izotrép Vildgegyetem esetében mar beszéltiink arrdl, hogy ¢t idékoordinataként
az izotrép megfigyel6k (szinkronizélt) sajatidejét haszndljuk. A 3-dimenzids térben is
célszerli azonban olyan koordinatarendszert bevezetni, amely maximalisan idomul a tér
nagyfoku szimmetridjahoz, a térbeli eltoldsokkal és elforgatasokkal szembeni szimmetridhoz.
A homogenitds és az izotrépia nagyon erés megszoritdst jelent a tér geometridjara nézve:
a 3-dimenzids tér K gorbiilete dllandé. Az éllandé gorbiileti 3-dimenzids (euklideszi
szignatirdji) térnek csak héromféle geometridja lehetséges: a 3-dimenziés tér lapos ge-
ometridji (a tér gorbiilete nulla, K = 0), a pozitiv gorbiiletti 3-dimenziés gombfeliilet
(K > 0), és a negativ gorbiileti 3-dimenziés hiperbolikus tér (K < 0). Az éllandé K
gorbiiletli 3-dimenziés térben a térbeli ivhossz négyzete

dr? = a2< + r%(df? + sin® 9dg02)> (2.2.12)

1—kr2
alakba frhaté, ahol r € [0, 00) radidlis koordinata, 6 € [0,7] és ¢ € [0, 2n] gombi szogek,
és a® > 0 valés pozitiv paraméter. A k = 0, k = +1 és k = —1 értékek felelnek meg
rendre a lapos (K = 0), a pozitiv gorbiiletii (K > 0) és a negativ gorbiiletti (K < 0) tér
esetének. Az (r, 0, ¢) koordinaték tehat a gombi polarkoordinatak dltaldnositasai dllandé
gorbiiletii tér esetére.

Ha bevezetjiik az atskalazott r radialis koordinatat az

;
= — 2.2.13
1+ Lki2 ( )

definiciéval, akkor a 3-dimenzids ivelem négyzete atirhato

o dT? + dy?* + dz?

e =
(1+ Jki2)2

(2.2.14)

alakba, ahol

7sin 6 cos p,

7sin @ sin ¢,

7 cos . (2.2.15)

N QR
Il

Sokszor kényelmes egy masik koordindtarendszert hasznélni, amikor a radialis ko-
ordinata helyett a

arshr, ha k=-1,
X = T, ha k=0, (2.2.16)
arcsinr, ha k=+1

koordinatéat hasznédljuk. Lapos és hiperbolikus térben x € [0, 00), pozitiv gorbiiletii térben
pedig x € [0, 7] és az utébbi esetben minden r értéknek két kiillonbozo y érték felel meg. A
x koordindta haszndlata tehat egyértelmiivé teszi a koordinatazast. A 3-dimenzids térben
az elemi ivhossz négyzete

di? = a?ldy® + ®2(x)dQ?], (2.2.17)
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ahol

sh?y, ha k=—1,
d2(y) = { x2, ha k=0, (2.2.18)
siny, ha k=+1

és d? = df? +sin® Odp?. A térid6 invaridns fvhossznégyzete tehat homogén és izotrép tér
esetén

ds®* = dt* — di*
dt? — a®(t)[dx? + ®%(x)d2?). (2.2.19)

Az ivhosszelem négyzete ezen alakjanak megfelel6 metrikat Robertson-Walker-féle met-
rikdnak nevezziik. A 3-dimenzids térbeli d/ fizikai tdvolsag ardnyos az a(t) skdlaparaméter-
rel, amely altalanos esetben fligghet az egymadst kovet6 térszeril hiperfeliileteket parametri-
zalo t id6tol. Ez a legédltalanosabb metrika, amivel a homogén és izotrép Vilagegyetem
rendelkezhet. A Vildgegyetem anyaganak energiaimpulzus-tenzora az Finstein-egyenletek
alapjan hatdrozza meg, hogy az a(t) skalaparaméter hogyan véltozik az id6 fiiggvényében.

Lapos (K =0, k = 0) tér esetén az (z =z, § =y, z = z) koordindtdk 3-dimenziés
euklideszi koordinatak, (7 = r, 6, ¢) pedig a 3-dimenziés euklideszi térben bevezetett
szokdsos gombi poldrkoordinatdk. A tér taguldsat (0sszehuzodasat) az a(t) skdlaparaméter
idofiiggése irja le. Ez abban nyilvanul meg, hogy két, a térben infinitezimdlisan kozeli,
(dz, dy, dz) (egyiitt mozgd) koordinatakiilonbséggel elhelyezked6 pont fizikai tdvolsdga

dt = a(t)\/da? + dy? + dz2, (2.2.20)

barhol is helyezkedjenek el a térben. Mivel az a(t) skdlaparaméter csak az idétél fiigg,
a tdgulds (6sszehuzodés) nem tiintet ki helyet és irdanyt, nincsen centruma sem. A két
egylitt mozgd (azaz rogzitett tér-koordinataji) pont relativ sebessége

at
dt

= a(t)\/dx2 +dy? +dz? = %d@ = H(t)dl, (2.2.21)

ami éppen Hubble torvényének infinitezimalisan kozeli pontokra vonatkozoé alakja.

Pozitiv gorbiiletii (K > 0, k = +1) tér ivelemnégyzetének kifejezését a 3-dimenzids
euklideszi térbe dgyazott 2-dimenzids gombfeliilet példajaval tehetjiik kézenfekvévé. Az a
sugari gombfeliilet egyenlete 22 + 4% + 22 = a2, ahonnan zdz = —xdz — ydy. Vezessiik be
a p = y/x? + y? radidlis koordindtét (0 < p < a) és a p € [0,27] poldrszoget, x = pcos p,
y = psing. Ekkor pdp = xdx + ydy, tgyhogy a gombfeliilet két szomszédos pontjanak
tavolsagara

d dy)?
d€2 = d$2+dy2+d22:dx2+dy2+%
a® —x° =Y

2d 2 d 2
= dp?+ P+ B = P9 2 2.2.22
R i s B ey ey L ( )
adédik. Az a — oo hataresetben visszakapjuk a 2-dimenzids sik ivhosszelemének definicié-

jat sikbeli polarkoordindtdkban. Bevezethetjiik ezutan az r = p/va? dtskéldzott radidlis
koordindtat, amelynek segitségével a 2-dimenzids feliileten az elemi ivhossz négyzete

2 9
e = a(l—kr2

- rzdgoZ) (2.2.23)
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alakot olt, ahol k = +1 a pozitiv gorbiiletii gombfeliilet, a k = 0 valasztas a zérus gorbiileti
sik esetének felel meg. A (2.2.23) 2-dimenzids ivhossznégyzet nyilvanvalé dltaldnositésa
a 3-dimenzids ivhossznégyzet (2.2.17) alakja. A konstans pozitiv gorbiiletii 2-dimenzids
feliiletnek nincsen hatéra, mégis véges a ,térfogata”, a gdmb felszine, 4a’w. Hasonléan
a 3-dimenzids dllandé pozitiv gorbiiletli tér térfogata is véges, V = 212a3. A geometria
sajatossiga, hogy a haromszog szogeinek Osszege nagyobb, mint 180°.

A negativ gorbiileti (K < 0, k = —1) 3-dimenziés térnek (a hiperbolikus vagy
mas néven Bolyai-Lobacsevszkij-féle térnek) nem taldljuk 2-dimenziés analogonjat a 3-
dimenziés euklideszi térbe dgyazott feliiletek kozott. Formalisan azonban a (2.2.23) kife-
jezésbdl a’-nek negativ értéket adva, azaz a k = —1 valasztassal kaphatjuk meg a konstans
negativ gorbiileti 2-dimenzids feliilet metrikdjat. Meg lehet mutatni, hogy a 2-dimenzids
hiperbolikus tér a 3-dimenziés Lorentz-szignatiraji térbe agyazott z2 + y? — 22 = —a?
hiperboloidként szemléltethets. A hiperbolikus tér térfogata végtelen (akarcsak a lapos
téré), és benne a haromszog szogeinek Gsszege kisebb, mint 180°.

2.2.3 Az anyag energiaimpulzus-tenzora

Az Einstein-egyenletek meghatarozzak, hogy az anyag gravitacids tulajdonsdgainal fogva
hogyan alakitja a téridé geometriai szerkezetét, gorbiiletét. Az anyag energiaimpulzus-
tenzoranak valtozdsa azonban az anyag mozgasegyenleteinek megoldasa alapjan hatéroz-
haté meg. Az anyag mozgdsegyenleteiben viszont szerepel a metrikus tenzor. Az dltaldnos
kovariancia elve ugyanis azt koveteli meg, hogy ezeknek a mozgasegyenletek az alakja
is invaridns legyen az altaldnos (folytonos) koordindtatranszformdciokkal szemben. A
mozgasegyenleteknek tehat tenzoregyenleteknek kell lennitik, s ezért kovarians derivaltakat
kell tartalmazniuk, amelyekben szerepel a metrikus tenzor. Az Einstein-egyenletek és
az energiaimpulzus-tenzor OsszeegyeztethetOségének feltétele, hogy az energiaimpulzus-

tenzor kovarians divergenciaja tlinjon el, T g=0 Eza konzisztencia-feltétel azért
sziikséges, mert az Einstein-tenzor kovarians divergenciaja az Einstein-tenzor definicigjabdl
kovetkezden eltlinik, G? 5 =0.

Az anyag a legnagyobb méretskalakon jé kozelitéssel idedlis folyadéknak (,,per-
fect fluid”) tekinthets, amelyet az € energiasiiriséggel, a p nyomdssal és az dramlds u®
négyes-sebességével jellemezhetiink. Az idedlis folyadék energiaimpulzus-tenzora:

T3 = (e+p)u“ug — pdg. (2.2.24)

Ha a tagulé Vildgegyetemmel egylitt mozgé idedlis folyadékot tételeziink fel, akkor a
,,folyadékrészecskék” vilagvonalai az izotrép megfigyel6k vildgvonalai, tigyhogy az idedlis
folyadék négyes-sebessége u® =1, v* = 0. Ett6l inhomogenitasok kozelében van lokélisan
eltérés, ahol u’ az anyagsliriisodések miatti drapaly-er6k kovetkeztében nem nulla. A
legnagyobb kozmoldgiai méretskaldkon azonban atlagosan homogén az energiasiiriség,
dgyhogy a Vilagegyetem egészének fejlodése szempontjabol élhetiink a négyes-sebességre
vonatkozé fenti feltevéssel. Az energiaimpulzus-tenzor kifejezésében a nyomdést az anyag
p = p(e) allapotegyenlete hatdrozza meg. Az idedlis folyadék dllapotegyenlete &ltala-
ban p = we alaki. Az ultrarelativisztikus gdz (sugdrzds) allapotegyenlete p = €/3,
azaz w = 1/3. A kozmikus por nyomdsa p = 0, azaz w = 0. Az allandé pozitiv
A > 0 kozmoldgiai allandé esete ekvivalens a p = —e édllapotegyenletii idedlis folyadék
esetével, amikor w = —1. Utébbi abbdl kévetkezik, hogy a kozmoldgiai taggal kiegészitett
Einstein-egyenletek alakja

GQB—AQQB = 87TGTOCB. (2.2.25)
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Ha azonban feltessziik, hogy az anyag allapotegyenlete p = —e¢, akkor T3 = —pgas =
€9aB, ami azt jelenti, hogy az ilyen anyag jelenléte éppen A = 8mGe kozmoldgiai allandé
jelenlétével egyenértékii. (Ha c-t is kifrjuk, akkor A = (87G/c*)e. Az egyenértékiiséget gy
latjuk be, hogy a kozmoldgiai tagot dtrendezziik a jobb oldalra, és észrevessziik, hogy ekkor
a jobb oldalon a széban forgd p = —e allapotegyenletli idedlis folyadék energiaimpulzus-
tenzora all 87 G egyiitthatéval szorozva.)

Célszerii a kés6bbiek szamara meghatdrozni az idealis folyadék energiaimpulzus-
tenzoranak komponenseit Robertson-Walker-metrikaju téridé esetémn. Mivel
nincsenek a térben kitiintetett irdnyok, azért T¢ = 0 és T]’ = T**é;-. A homogén és izotrép
Vilagegyetemmel egyiitt mozgé idedlis folyadék energiaimpulzus-tenzoranak el nem tiin6
komponensei:

Ty = (e+p)-p=¢
T = —p=—we (2.2.26)

és az energiaimpulzus-tenzor spirja T = T3 + 3T = (1 — 3w)e. Innen az adédik, hogy
sugdrzds esetén T; = —g, por esetén T} = 0, A > 0 kozmoldgiai allandé, ill. az azzal
egyenértékii p = —e allapotegyenletii idedlis folyadék esetén T = +e€. (Késébb belatjuk,
hogy ekkor e =4ll. és A = 8rGe =4ll., igyhogy T** = —ﬁg.

Mint kés6bb latni fogjuk, a s6tét energia értelmezése szempontjabdl fontos lehet
az olyan anyag, amelynek negativ a nyomdsa. FErre példa a homogén skalarmezs6
klasszikus kondenzatumadval leirhat6 anyag. A V(p) potenciéllal jellemzett klasszikus
skalarmez6 energiaimpulzus-tenzora

(07 « 1 (0%
(Ta) = ¢%pp— (590’790,7 — V(gp))%. (2.2.27)
A klasszikus skaldrmezd mozgasegyenlete:
vatVip) = 0. (2.2.28)

Ha a skaldrmez6 Lagrange-stirtiségének , kinetikus” tagja pozitiv, ¢“¢ , > 0, akkor az
energiaimpulzus-tenzort az idedlis folyadék energiaimpulzus-tenzoranak alakjara hozhatjuk,
ha bevezetjiik az

1

1
€= chpﬁ +V(p), p= Qw%,w - V(p),

ye%
w=—2__ (2.2.29)

N

mennyiségeket. Homogén Vildgegyetemben csak a térben allandé ¢ =dll. térkonfigurécié
johet széba, ami homogén kondenzatumot jelent. Ekkor dp/0z' =0 (i = 1,2,3) és

1 1

=38 +V(p), p=58 V() (22:30)
A homogén skaldrmez6 kielégiti a p + ¢ > 0, tgynevezett gyenge energiafeltételt,
tovdbbd a w = p/e hényados id6fiiggd és alulrdl korldtos, w > —1, tetszbleges pozitiv
V(p) > 0 potencidl esetén. Ugyanakkor az € + 3p > 0 feltétel, az tgynevezett erds
energiafeltétel megsériilhet. Ez pl. bekovetkezik akkor, ha a potencial lokalis minimum-
mal rendelkezik a ¢y pontban, ekkor a ¢(t) = ¢o homogén térkonfiguracié megolddsa a
mozgasegyenletnek és a nyomdasra a

p = —e=—V(py) <0 (2.2.31)
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negativ érték addédik. A skaldrmezd energiaimpulzus-tenzora ebben az esetben
(Tsk) = V(po)dg. (2.2.32)

ennek megfeleléen az Einstein-egyenlet jobb oldaldn megjelenik a 87TGV(<,00)5§ tag. Ha
feltessziik, hogy més anyag (pl. sugdrzas és/vagy por) is jelen van a Vilidgegyetemben, és
az nem hat (vagy csak elhanyagolhaté mértékben hat) kolcson a klasszikus skaldrmezdvel,
akkor az Einstein-egyenlet jobb oldala 87G[V (0)d5 + 1], ahol T§ a skaldrmezd mellett
jelenlev6 tobbi anyag energiaimpulzus-tenzora. Rendezziik at a skalarmezd jarulékat az
Einstein-egyenlet bal oldalara, ekkor az egyenlet

(6% 1 (6% (6% (6%

alakot olt, ahol
A = 817GV (po). (2.2.34)

A kondenzalt skaldrmezo tehdt ugyanolyan szerepet jatszik az Einstein-egyenletben, mint a
A > 0 kozmolégiai allando jelenléte a Vilagegyetemben. A kozmoldgiai tagot eredetileg
mar Einstein feltételezte, amikor az Einstein-egyenletek sztatikus Vildgegyetemet leird
megoldédsat kereste. Akkor még nem volt ismert a Vildgegyetem taguldsat jelenté Hubble-
torvény. Most latjuk, hogy a homogén skaldrmezd alapéllapota, azaz a vakuum V (pq)
energiasiiriisége magyarazatat adhatja a kozmoldgiai tagnak.

2.3 Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-kozmoloégia

A homogén és izotrép esetben az Einstein-egyenletek megolddsa a Friedmann-Lemaitre-
Robertson-Walker kozmolégia. Ennek egyenleteit tigy kapjuk meg, hogy az Einstein-
egyenletekbe beirjuk a homogén és izotrop tér esetének megfelelé6 Robertson-Walker metri-
kabdl szamolt Einstein-tenzort és az anyag energiaimpulzus-tenzorat. A kozmoldgia szem-
pontjabdl érdekes esetekben az utébbit az idedlis folyadék

T = (e +puu’ — pg*® (2.3.1)

energiaimpulzus-tenzoranak alakjaban vessziikk fel. Ha ezutdn felhasznaljuk az anyag
p = p(e) édllapotegyenletét is, akkor 2 fiiggetlen egyenletet kapunk, amelyekbdl az a(t)
skdlaparaméter és az €(t) energiastirtiség id6fiiggése meghatarozhaté. Az Einstein-tenzor és
az anyag energiaimpulzus-tenzora szimmetrikus masodrend tenzorok, ezért 10 fiiggetlen
komponensiik van. A fliggetlen egyenletek szamanak 10-rél 2-re torténd csokkenése a
tér nagyfoku szimmetridjdnak a kovetkezménye. A Gaﬁuﬁ (ill. TO‘BUB ) négyesvektor
térirdnyi komponensei el kell tlinjenek, Giﬁuﬁ = 0, mert egyébként lenne kitiintetett
irdny a térben. Egytlitt mozgd folyadék esetén a folyadékrészecskék maguk az izotrép meg-
figyeldk, amelyek vildgvonalai iddirdnytak, azaz a folyadék négyes-sebességének tériranyu
u’ = 0 komponensei eltiinnek, ekkor viszont u® = 1 és G} = 0 kell legyen. A térbeli
izotropia tovabbi kovetkezménye, hogy a G; tér-térkomponensek matrixdnak nincsen kitiin-

tetett sajatvektora a 3-dimenzids térben, azaz G; a Kronecker-deltdval aranyos, vagyis
minden G, diagondlis tér-térkomponens azonos, a nem-diagonalis tér-térkomponensek
pedig eltlinnek. Igy Osszesen 2 fiiggetlen Einstein-egyenlet adddik,

GY = 8nGe,
G; = -—-8nGp. (2.3.2)
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Egyszeriiség kedvéért vegyiik a sikgeometria (lapos tér, k = 0) esetét. A Robertson-
Walker-metrika,

ds? = dt* — a®(t)(da? + dy* + d2?), (2.3.3)
AZaZ
1 0 0 0
[0 —a?@®) 0 0
Juv = 0 0 —a2(t) 0 (2.3.4)
0 0 0 —a(t)

alapjan most mar kiszamolhatjuk a Christoffel-szimbélumokat, az el nem tiinéek

', = <—%906911 5) = —%gu,o = —%d(—aZ)/dt = aa
=T9 =T,
Loy = %glégmo = %gllgll,o = %(—a_z)d(—cﬂ)/dt =a/a
=Tig =gy = T3 = T3 = ' (2.3.5)
A Ricci-tenzor fiiggetlen komponensei
Ry = ¢"(To5 — s + Lol — IGsT0,)

— T~ S0 =~ 0/e) 33/ = 3L,

i

RI = g7 (F'y* 5 Pﬁ/ 8,% + F5 Péo PUJF )
= g* (P** . P*& « T Fi*réo - F F5 )
= ( —2 PS* 0 + Z P * P*OF )

— 1 d 0 _ 1 .2 . .a
= (dt(aa)—i-F** %0 ) = (a +aa+aaa)

2a2 a
= —— ——. 2.3.6
a? a ( )
A térid6 invaridns gorbiilete sik térgeometria esetén
R = R0+3R*:—6<§+d—2) (2.3.7)
0 * a a2 e
és az Einstein-tenzor fiiggetlen komponensei
. . 2 2
0o a . a
Gy = Ry—-R=-3 —|—3< ¥> 3§,
1 2a® G a2 a a?
G; = R——R————— 3 — | =2-+—. 2.3.8
* 2 a? * ( 2> a * a? ( )
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fgy a fliggetlen Einstein-egyenletek az aldbbi alakot oOltik:

d2

3? = 8nGe, (2.3.9)
. -2
2g+% — —87Gp. (2.3.10)

(Ha SI egységrendszerben dolgoznank, akkor az egyenletek jobb oldaldn 877G /c* szerepelne

és a mennyiségek feletti pont jelentése d/d(ct) lenne.) Fejezziik ki az els§ egyenletb6l g—i—et
és helyettesitsiik be a masodik egyenletbe:

a 47
- = ——G 3p). 2.3.11
" 5 Gle+3p) ( )
Az Einstein-tenzor spirja G = —R, ugyhogy az Einstein-egyenletek spurjara
. . 2
a a drG
-—+—= = -3 2.3.12
D = Te-) (2312

adodik.

Hasonl6 egyenleteket kapunk pozitiv gorbiiletii (k = +1) és hiperbolikus (k = —1)
tér esetén is. A térgeometridk megkiilonboztetésére korabban bevezetett k paraméter
segitségével altaldnosan az aldbbi alakba irhatjuk a homogén és izotrop Vilagegyetem
fejlédését leiré Einstein-egyenleteket:

k 81
HM) + -~ = — 2.3.1
1)+ 3 © (2.3.13)
a 47
Z = - . 2.3.14
. 5 Gle+3p) (2.3.14)

Itt H(t) = a(t)/a(t) a kordbban bevezetett Hubble-paraméter. Az invaridns gorbiilet a
kiilonb6z6 térgeometridk esetén pedig:

. .2
a a k
R = —6|l-4+=+—=5]. 2.3.15
(a + a? + a2> ( )
Az Einstein-egyenletek spurja altalanos esetben
. .2
a a k dnG
S = 7 (e—3p). 2.3.1
et 3(E 3P) (2.3.16)

A (2.3.13) és (2.3.14) egyenletek az tgynevezett Friedmann-egyenletek, ame-
lyeket Alexander Friedmann javasolt az 1920-as évek elején. Koziilik a (2.3.13) egyenlet
alakilag pontosan megegyezik azzal, amit a Hubble-paraméterre a Newton-i kozmoldgia
keretében kapunk, ha —2F = k jelolést haszndlunk; igaz, most a p = p(e) éllapotegyenlet
és a tér geometridja is barmilyen lehet. Ezért az altalanos relativitdas elméletében is
érvényes, hogy az () = ¢/¢;, kozmoldgiai paraméter értéke meghatarozza az dllandéd
gorbiiletii Viladgegyetem geometridjat: ha Q =1 (k = 0), akkor sikgeometria valésul meg,
azaz a tér lapos; ha Q > 1 (k = +1), akkor a tér pozitiv gorbiiletii és zart; ha Q < 1
(k = —1), akkor a tér negativ gorbiilet(l, azaz hiperbolikus geometrigji. A lapos és a
hiperbolikus tér nyilt. Az (2.3.14) egyenletbdl kiolvashatjuk, hogy amennyiben az anyag
eleget tesz az € + 3p > 0 er0s energiafeltételnek, akkor a Vildgegyetem mindig lassulva
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tagul, azaz @ < 0. A kozonséges idedlis folyadékok, amelyekre w > —1/3, eleget tesznek
ennek a feltételnek. Ilyen idedlis folyadék a sugdrzds és a por. Ha azonban az anyag
megsérti az erGs energiafeltételt, azaz olyan az allapotegyenlete, hogy € + 3p < 0, akkor
a Vildgegyetem taguldsa gyorsuld, d@ > 0. Ilyen idedlis folyadék az, amelyre w < —1/3.
Jelenlegi ismereteink szerint a sotét anyag megsérti az erés energiafeltételt. A homogén
skalarmez6 kondenzdatuma is megsérti az erds energiafeltételt, ez olyan idedlis folyadék,

amelynek az &llapotegyenletében w = —1. Az elézdéekben megmutattuk, hogy a A > 0
kozmoldgiai allandé jelenléte is egyenértékii egy p = —e allapotegyenletii idealis folyadék
jelenlétével.

Az Einstein-egyenletek konzisztenciajat a
0 = 14, =1 +1° 7%+ 17 ;17 (2.3.17)
feltételek biztositjak:

0 — TQO;Q — Ta(]’a + Pa Q5T50 + PO aéTa(g
_ T0070 4 Z i 7% + Z o .7
A A

— ¢43%c 4300l = ¢+ 35 (e +p), (2.3.18)
a a a

0 = Tai;a — Taiﬂ + re a5T5i + Fz aaTa5
= 7% ot Z I T 4T ;T = 0. (2:3.19)
7

Az egyenleteket sik térgeometria esetén (k = 0) hatdroztuk meg, de altalanos érvénytiek
homogén és izotrép téridében. A maésodik konzisztencia-egyenlet azonossagként teljesiil,
az els6 pedig atirhato

¢ = —3H(e+p) (2.3.20)

alakba. Errdl be lehet ldtni, hogy a termodinamika I. f6tételének alkalmazésa az
adiabatikus tagulé és idedlis folyadékkal homogén mddon kitoltott Vilagegye-
temre. Tekintsiik a Vildgegyetem tetszileges V' térfogatat, ennek (belsé)energidja E =
eV + TS, ahol T és S rendre a V térfogatban taldlhaté anyag hémérséklete és entropidja.
A (belsé)energia megvéltozdsa dV térfogatvaltozas és adiabatikus tagulds, azaz dS = 0
entropiavaltozés esetén dEF = —pdV , vagyis a tagulasi munka. A tdgulds miatti térfogatval-
tozds dV o 3a%a és mésrészrél dE o éa” + €3a’a, ugyhogy végiil

¢ = —=3(e+p)aja (2.3.21)

adédik. Ez az egyenlet pedig éppen megegyezik a konziszencia-feltételbél kapott (2.3.20)
egyenlettel.

A termodinamika I. fétételének az adiabatikusan tdgulé idealis folyadékra torténé
alkalmazasabdl, azaz a (2.3.20) egyenletbdl meghatarozhatjuk, hogy hogyan valtozik az
idealis folyadék energiastiriisége a skalaparaméter fliggvényében, ha felhasznaljuk az idedlis

folyadék allapotegyenletét. frjuk a (2.3.20) egyenletet
0 = de+3(e+p)dlna (2.3.22)
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3

alakba. Az o ea” energia megvaltozasa

d(ea®) = ade + 3a’eda = a®(de + 3edIn a)
—3a3pdIn a. (2.3.23)

Innen p = we allapotegyenletii idedlis folyadék esetén
d(ea®) = —3wea’dlna, (2.3.24)
azaz

ea’ o a3 (2.3.25)

adédik. Por esetén (p = 0 miatt w = 0) ea® =4ll., azaz ¢ o a3

; sugarzas esetén (p = €/3
miatt w = 1/3) ea® x a™!, azaz € oc a™?; s6tét energia (p = —e miatt w = —1) esetén
ea® x a®, azaz € =4ll. skaldzast kapunk. Ezeket a skélatorvényeket fel tudjuk hasznélni,
amikor a Friedmann-egyenletek megoldasainak explicit alakjat keressiik.

Jegyezziik meg, hogy a Newton-i kozmoldgia csak korlatozott érvényti. Helyessége
kicsiny méretskdldkon, porszerti anyag jelenlétében igaz, amikor a tdagulasbdl szarmazo
sebességek sokkal kisebbek, mint a vakuumbeli fénysebesség. Ez tulajdonképpen az altala-
nos relativitds elméletének ismeretében utélag igazolhatéd. Réadéasul a Newton-i koz-
moldgidban a tér mindig lapos, azaz sikgeometrigju (nulla gorbiiletii). Az dltaldnos rela-
tivitas elmélete keretében kapott Friedmann-egyenletek altalanos érvénytiek: tetszéleges
allapotegyenletii relativisztikus anyag jelenlétében lehet6vé teszik a Vilagegyetem fejlodé-
sének (id6beli véltozasanak) szelf-konzisztens lefrasat. Az anyag éllapota meghatdrozza a
tér geometrigjat. A k = +1 esetekben az a(t) skalaparaméter a (3-dimenzids) tér gorbiileti
sugaranak jelentésével bir.

A standard Friedmann-kozmolégia a kozmoldgiai allandé eltiinését feltételezi, A = 0.
A kapott egyenletek azonban az el nem t{in6 kozmoldgiai dllandé jelenlétének megfeleld,
p = —e allapotegyenletli anyag altal uralt Vildgegyetem fejlodésére is alkalmazhatdak.
Ilyen eset az, amikor a Vildgegyetemet sotét energia, vagy A > 0 kozmoldgiai allandd,
vagy egy skaldrmezé homogén kondenzatuma uralja. Jelenleg nem tudjuk, hogy ezek az
anyag hdarom kiilonboz6 alakban torténé megjelenését jelentik, vagy pedig annak kiilonb6z6
alakjai.

A fejezet cimében szerepl6 elnevezésrol még annyit, hogy Georges Lamaitre 1927-ben
publikélta a taguld Vildgegyetemre vonatkozé modelljét, amelyet lényegében Friedmann
munkdassagaval parhuzamosan dolgozott ki. A tagulé Vilagegyetem modelljét Einstein
akkor még nem fogadta el, csak késobb: azutdan, hogy 1929-ben Hubble mérései igazoltak
a tagulést.

2.4 A Friedmann-egyenletek megoldasai

2.4.1 Konform id6évaltozé

Lattuk korabban, hogy a homogén és izotrép Vilagegyetemben az invarians ivelemnégyzet
mindig

ds? = dt* —de* = dt* — a®(t)[dx® + D% (x)d0?| (2.4.1)
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alakba frhaté, ahol y az egyiitt mozgé koordinatarendszer radidlis koordinatdja, dQ2? =
df?% +sin? 0dp?. A Friedmann-egyenletek megolddsa sok esetben konnyebb, ha az tigyneve-
zett n konform id6t vezetjiik be, amelynek segitségével a Robertson-Walker-metrika

ds*> = a*(n)[dn® — dx® — ®*(x)dQ? (2.4.2)

alakot olt. Ez azt jelenti, hogy a konform id6 és a t , fizikai” id6 kozotti kapcsolat

dt
n o= / pat (2.4.3)

amelynek segitségével

dt = a(n)dn,
4o da _d
a(ndn  a’
i (@
“= adna a\ a a2 )’
i a* k  d"+ka
-+ =4+ ==—. 2.4.4
a * a? + a? a3 ( )
Ekkor a (2.3.13) Friedmann-egyenlet és az Einstein-egyenlet (2.3.16) spurja rendre
(d')? + ka®> = %ea4 (2.4.5)
és
4
' +ka = ZG (e — 3p)a® (2.4.6)

alakot 6lt. Sokszor az utébbi egyenletet érdemesebb hasznalni a (2.3.14) Friedmann-
egyenlet helyett, mert megkonnyiti az analitikus megoldas megkeresését, ha van ilyen.

2.4.2 Sugarzas uralta Vilagegyetem

Vizsgéljuk el6szor azt az esetet, amikor p = €/3 allapotegyenletii sugdrzas (ultrarela-
tivisztikus gdz) uralja a Vildgegyetemet. Ekkor a (2.4.6) egyenlet

a"+ka = 0 (2.4.7)

alakira egyszeriisodik. Ennek keressiik a megolddsét a(n = 0) = 0 kezdéfeltétellel. A
kezdofeltételnek eleget tevé megoldés:

n, ha k=0, (2.4.8)
sinn, ha k=+1

shn, ha k=-1
a(n) = ar{

ahol a, integréciés alland6. Ezt felhasznélva, a fizikai id6 t = [/ a(n’)dn’ és a konform id6
kapcsolata:

n*/2, ha k=0 |, (2.4.9)

chn—1, ha k=-1
1—cosn, ha k=+1
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ahol lapos és hiperbolikus geometria esetén 0 < 1 < oo, pozitiv gorbiiletii (zdrt) tér esetén
0 < n < m. Utébbi esetben a fels6 hatart az jelenti, hogy a Vilagegyetem ismét Gsszezuhan,
a(n=m) =0 lesz. A téridé gorbiilete

52

a a k a’" + ka
R — IR I . 2.4.1
6(a+a2+a2) 6 al ( 0)

Felhasznalva a skalaparaméter n-fliggését a téridé gorbiiletére mindharom esetben zérus
adodik:
0, 0<n<oo (0<t<oo) ha k=-1
R = {0, 0<n<oo (0<t<oo) ha k=0 . (2.4.11)
0, 0<np<wm (0<t<2a) ha k=1

A Ricci-tenzor komponensei azonban nem tiinnek el, és szingularisakka valnak, amikor
lapos, ill. hiperbolikus térgeometria esetén n = 0 (t = 0), ill. amikor zart tér esetén n =0
és m (t =0 és 2a,).

Sikgeometridju (lapos, k = 0) térben a skalaparaméter

a x not/? (2.4.12)
a Hubble-paraméter
a 1 1
a2  a;m? 2t ( )

A sugdrzas energiastiriisége lapos térben a (2.3.13) egyenletb6l

3 9 3 _4
e = 50 xa (2.4.14)

€ =

azaz a skdlaparaméter ¢ % hatvanyéval ardnyos. Ezt vartuk az Einstein-egyenletek konzisz-
tencidja, azaz a termodinamika I. f6tétele alapjan.

2.4.3 Por uralta Vilagegyetem

Ha a Vildgegyetemet p = 0 nyomadsu por uralja, akkor a (2.4.6) egyenlet
a'"+ka = C (2.4.15)

alakot 0lt, ahol %ea?’ = C =4ll., mert adiabatikus tédgulds sordn ea® =4ll. A homogén
egyenlet altalanos megoldasa

Ashn + Bchnp, ha k=-1
ap(n) = { An+ B, ha k=0 , (2.4.16)
Asinn + Bcosn, ha k=+1

és az inhomogén egyenlet partikularis megoldasa

—C, ha k=-1
ap(n) = { $Cn?, ha k=0 . (2.4.17)
C, ha k=+1
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Ezek ismeretében az altalanos megoldas

Ashn + Bchn—C, ha k=-1
a(n) = { SCn?+An+B, ha k=0 . (2.4.18)
Asinn+ Bcosn+C, ha k=+1

Az a(n = 0) = 0 kezdéfeltétel a k = F1 esetben a B = +C megszoritast, a k = 0
esetben pedig a B = 0 megszoritést jelenti, igyhogy az a(0) = 0 kezdeti feltételt kielégits
megoldas:

Ashn+ C(chn—1), ha k=-1
a(n) = { Cn? + An, ha k=0 . (2.4.19)
Asinn—C(cosp—1), ha k=+1

Most van azonban egy tovabbi kezdeti feltételiink is. Nevezetesen a (2.4.5) egyenletbdl
n — 0 esetben ea® —4ll. és a — 0 felhasznaldsaval a’(n = 0) = 0 kovetkezik, ami k
értékétol fiiggetleniil azt vonja maga utdn, hogy A = 0. A porszerti anyag altal uralt
homogén és izotrop Vilagegyetemben tehat

(chn —1), ha k=-1
a(n) = am{ 2, ha k=0 , (2.4.20)
(1 —cosn), ha k=+1

ahol a,, = C integracios alland6. Por altal uralt Viligegyetemben ismét 0 < n < oo, ha
k=0, —1, viszont zart Vildgegyetem (k = +1) esetén 0 < n < 27, mert 7 = 27 esetén a
Vildgegyetem Gsszezuhan, a(n = 27) = 0. A térid6 gorbiiletére

T, 0<n<oo, ha k=-1
R - { ;ﬂ? 0<n<oo, ha k=0 .4

0<n<2m, ha k=+1

a2, (1—cosn)3’

addédik. Mindharom térgeometria esetén n = 0 szingularitas, a téridé gorbiilete R — —oo,
zart tér esetén 1 = 27 is szingularitas.

Por uralta, sikgeometridju Vildgegyetemben a fizikai és a konform id6 kapcsolata
t=[Ta(n)dy = amn?®/6, azaz n = (6t/ay,)"/?, a skilafaktor

a o 7o t?3 (2.4.22)

a Hubble-paraméter
H = w=——=— (2.4.23)
és az energiasuriiségre

= H* = x a (2.4.24)

adodik.
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2.4.4 Sugarzas és por keverékét tartalmazd Vilagegyetem

Vizsgaljuk most meg azt az esetet, amikor a Vildgegyetemben sugarzis és por
keveréke van jelen. A sugirzds energiastiriisége a skalaparaméterrel a=* szerint, a
(porszerii) anyagé pedig a2 szerint valtozik. Ezért léteznie kell egy pillanatnak, amikor
€r = €m = €cq/2, azaz a sugarzds és az anyag energidja megegyezik, legyen ekkor a
skdlaparamater értéke a.q. A teljes energiasiirliség - a sugarzas és a por skalazdsat fi-
gyelembe véve - az alabbi alakba irhato:

€ = €& ten= % (C;—% + C;—%I) (2.4.25)
Ekkor a (2.4.6) egyenlet jobb oldaldn
€eq 0o
e=3p = & —3(,/3)] +€m = ?"a—; (2.4.26)

szerepel, mint szorzotényezo, ugyhogy lapos Vilagegyetemben az Einstein-egyenlet sptrja

2rG
a’ = —5 eeqa‘zq. (2.4.27)
Ennek az a(n = 0) = 0 kezd6feltételhez tartozé megoldasa
G
a(ﬂ) = ﬂ-_eeqaz’qn2 + Bn, (2.4.28)

3

ahol B integraciés alland6. A B éllandét a (2.4.5) egyenletbdl hatdrozzuk meg. Helyettesit-
siik be ide az energiasiiriiség (2.4.25) skélazasat és a skalaparaméter (2.4.28) n-fiiggését,

A7 G a4 a3
@ = ()
e

= Teeqa‘zq(aeq +a)

4rG G
— Teeqaiq (aeq + Teeqwzqn? + Bn>, (2.4.29)

ahonnan 7 = 0 esetén

GeeqaZ, \'?  2a,
B=(d)n=0) = 2aeq<7ﬂ Fea q) = Zeg (2.4.30)
3 Nx
adodik, ahol 7, = (WGeeqagq /3)"1/2. A skélaparaméter 1-fiiggése tehét
2
n-o, 2
(1(77) = Qe¢q (& + E) (2431)

alakba irhaté. Jelolje 7., azt a konform iddt, amikor bekdvetkezik, hogy a sugdrzas és a
por energiastiriisége megegyezik, a(1eq) = aeq; €bbl az egyenl6ségbél kapjuk, hogy

Tleq
e = ————. 2.4.32
g \/5 -1 ( )
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Ha 0 <7 < 14, akkor a Viladgegyetemben a sugarzds domindl és a oc n; ha 1 > 1,4, akkor
pedig a por domindl és a o n?.

Sik térgeometriji, sugarzds és por homogén keveréke éltal uralt Vilagegyetemben
a térid6 gorbiilete

6 " 12 4
R = -2 _ (2.4.33)
a ag,(n? + 2m.m)

és ennek n — 0 esetén szingularitasa van, az n — oo hatéresetben pedig a térid6 gorbiilete
zérushoz tart. Természetesen ebben az esetben a tér gorbiilete mindvégig K = 0 az
evolucié soran.

2.4.5 Sugarzas, por és sotét energia keverékét tartalmazé Vilagegyetem

Az eddigi példaink nem voltak realisztikus modelljei a Vildgegyetemiinknek. Realisztiku-
sabb, de még mindig nagyon leegyszerusitett az a homogén, izotrép modell, amelyben
azt feltételezziik, hogy a Vildgegyetemben sugarzds, por (barionikus és sotét anyag) és
sotét energia kolcson nem hatéd keveréke van jelen. Ekkor az e teljes energiasiiriiség a
keverék egyes X komponensei ex energiasiiriiségeinek az Osszege, € = Y y €x, a teljes
p nyomds pedig az egyes px parcidlis nyomasok Osszege, p = >y px. A keverék egyes
komponensei px = wxex allapotegyenletii idedlis folyadékok, amelyek energiasiiriisége az
id6ben valtozo6 a(t) skélafaktorral

ex(t) ~ [a(t)]30Fwx) (2.4.34)
szerint valtozik. A (2.3.13) Friedmann-egyenlet most
8rG  8nG

H? = %e: WT ex (2.4.35)

alakot 6lt. Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat a kritikus energiastiriiség jelenlegi ey, (o)
értékével,

H? _ &G Z EX(t) EX(tO) (2 4 36)
e (f0) 3 = ex(to) el(to)’ -
ahonnan
8rGey, (to) €X (t)
3 ; X0ex(to) ( )

adddik, ahol bevezettiik a keverék egyes komponenseihez tartozé €2 x o kozmolégiai paramétereket.
Felhasznélva az energiasiiriiségek (2.4.34) skéldzasat, irhatjuk, hogy

EX(t) B @ —3(14+wx)
- (%) , (2.4.38)

ahol ap = alty). Hasméljuk fel tovébbd, hogy ¢=lol — F2 anol Hy a Hubble-
paraméter jelenlegi értéke. Mivel H = a/a,
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Vezessiik be a t id6 helyett a 7 valtozot, Hoa~'dt = dn relaciéval. Ekkor a (2.4.37) egyenlet

)

X a0

alakot olt. Legyen ag = 1, hasznéljuk fel, hogy w, = 1/3 a sugérzas és w,, = 0 a por
esetén, tovabba tegyiik fel, hogy a sotét energiat wy = —1 paraméteri idealis folyadéknak
tekintjiik. Szorozzuk a (2.4.40) egyenlet mindkét oldaldt a*-nel. Ekkor azt kapjuk, hogy

da\? 4
d_f] = Qno + Qmpa + QA7()CL R (2.4.41)
ahol Q2,9 ~ 0,0005 az elektromagneses sugarzas, {1, o = 0,27 a barionikus és a s6tét anyag
és Qp ~ 0,73 a sotét energia hanyada a jelenlegi kritikus energiasiiriiségben. Talan még
tobbet mond, ha a Vildgegyetem jelenlegi koraban mérjiik a fizikai id6t, 7 = t/H L= Hyt,
da\? 1 1
(_CL> = QT70_2 + Qm,O_ + QA70(12. (2442)
dr a a
Ez az egyenlet alkalmas ré, hogy a(0) = 0 kezdofeltétellel keressiik a megoldés %h:o >0
agat. A megoldas harom jellemz6 szakaszt tartalmaz, a sugarzas, a por és a sotet energia
uralta szakaszokat. Lathatjuk, hogy a ~ 0 esetén kozelitdleg
da 1
— &~ Qr0—, 2.4.43
dr ) ( )

ahonnan a o 71/2 adédik, ami a sugdrzas uralta Vildgegyetem jellemzéje. Ha a aszimp-

totikusan nagy, akkor kozelitéleg
da
O~ /Qh pa, (2.4.44)

ahonnan a oc eV¥ao07 adddik, azaz amikor a Vilagegyetemet mar a sotét energia fogja
uralni, akkor a Vildgegyetem exponencidlisan fog tagulni.

2.5 A de Sitter-térido

Az Einstein-egyenletek, ill. a Friedmann-egyenletek legnagyobb foki szimmetridval ren-
delkez6 megoldasai azok, amelyek homogén és izotrép téridét irnak le. Ezek nemcsak
a térbeli eltolasokkal és forgatasokkal szemben, hanem a téridébeli eltoldsokkal és elfor-
gatasokkal szemben is invaridns Vilagegyetemet irnak le. Ilyenkor a téridé R invaridns
gorbiilete dllandé. A Minkowski-téridé is ilyen megoldds, amely iires tér (és zérus koz-
moldgiai dllandd) esetén adddik, amikor T§ = 0, és igy nyilvanvaloan az invaridns gorbiilet
zérus, R = 0. A térid6 legnyilvanvalobb koordinatdzasa, amikor a rétegzéshez hasznalt
térszert, ugyancsak zérus gorbiiletii hiperfeliileteken (x, y, z) Descartes-koordinéatékat veze-
tiink be:

ds? = dt* — (da® + dy? + d2?). (2.5.1)

Természetesen, a 3-dimenzids térben haszndlhatunk (r, 6, p) gombi polarkoordinatakat is,
z =rcosf, x = rsinfcosp, y = rsinfsin g definiciéval. Ilyen koordinatazas esetén a
metrika

ds® = dt? — [dr? + r?(d6? + sin® 0dp?)] = dt? — (dr? + r2dQ?) (2.5.2)
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alakot o6lt, ahol a radidlis koordindta 0 < r < 00, 0 < 8 < wés 0 < ¢ < 2m. (Az
r = 0 és sinf = 0 koordindta-szingularitdsok. A Minkowski-téridét nem lehet egyetlen
ilyen koordinatarendszerrel lefedni, legalabb 2 ilyen koordinatakornyezet sziikséges a teljes
lefedéshez.) Egy masik lehet6ség, hogy retardalt és avanzsalt nullkoordindtédkat hasznélunk,
ezek rendre v =t + 1 és w =t —r. Ekkor a v =4ll. és a w =4ll. hiperfeliiletek , képe”
a (t,r) félsikon +45%-0s meredekségii egyenesek, amelyek minden pontja 2-dimenzids, r
sugaru gombfeliiletnek felel meg. Ezek rendre az origéba radidlisan befelé (v =4ll.),
ill. az origébdl radidlisan kifelé futé (w =all.) gdémbhullimok fénysebességgel mozgd
fazisfeliiletei. A nullkoordinatdk segitségével a metrika

ds* = dvdw— i(v — w)2dQ>. (2.5.3)

A Minkowski-téridé fontos jellemzéje, hogy geodetikusan teljes, azaz barmely 2 pontjahoz
egyértelmiien létezik olyan geodetikus, amely Osszekoti ezt a 2 pontot.

A de Sitter-téridé allandé, R < 0 negativ go6rbiiletii térids, amely fontos
szerepet jatszik a felfuvédd Vilagegyetem modelljének értelmezése sordan: a felfuvodasi
szakaszban a téridd jo kozelitéssel de Sitter-téridonek tekinthetd. Masrészt a téridé aszimp-
totikusan szintén a de Sitter-téridohoz fog kozeliteni, ha a Vilagegyetemet az a sotét
energia fogja uralni, ami ma a Vildgegyetem anyaganak donté tobbségét, kb. 70 %-at teszi
ki. A kozmoldgia szempontjabdl nem érdektelen tehat a de Sitter-térid6 tanulméanyozasa.
A de Sitter-téridé maximalis szimmetridgju, R < 0 invaridns gorbiiletii téridd, a téridd
homogén és izotrép, azaz rendelkezik az R = 0 invaridns gorbiileti Minkowski-téridé 10
szimmetridjaval. Ennek a magasfoki szimmetrianak az a kévetkezménye, hogy a téridé
tobbféleképpen is rétegezhetd térszerti hiperfeliilletekkel. A rétegzéshez vélasztott térszeril
hiperfeliiletek lehetnek zérus, pozitiv, ill. negativ gorbiiletii hiperfeliiletek. A kiilénboz6
valasztdsok a térid6 kiilonbozé koordindtazasanak felelnek meg. Minden ilyen rétegzés és
koordindtazas azonban egyuttal egy dontés is, hogy mely megfigyelket tekintiink egytitt
mozg6 megfigyel6knek, és hogy milyen idéparamétert haszndlunk, mint ezen megfigyelok
sajatidejét. Ezért az egyes rétegzések kiilonbozo Vildgegyetem-modelleknek felelnek meg.

A 4-dimenziés de Sitter-téridé nem képzelhetd el, mint az 5-dimenzids euklideszi
térbe bedgyazott feliilet. Ebben hasonlit a Bolyai-Lobacsevszkij-féle hiperbolikus térhez.
Ugyanakkor a de Sitter-téridé bedgyazhatd az eggyel magasabb dimenziés Minkowski-

térbe. ﬁgy képzelheto el, mint a
v +wr+ iyt + 22 = o (2.5.4)
egyenletli hiperboloid feliilete, amely a
ds* = dv? — dw?® — dz? — dy? — d2? (2.5.5)

Minkowski-metrikéji 5-dimenziés R® térbe van bedgyazva. A hiperboloidon bevezethetjiik
a (t, x,0,¢) koordinatakat a

v =ash(a™1t), w=ach(a"'t)cos¥,
z = ach(a ) siny cosf, y=ach(a 't)siny sinf cos,

z = ach(a ) sin y sinf sing (2.5.6)
osszefuggésekkel. Ekkor a metrika a

ds®> = dt* — a?ch?(a ) (dx? + sin? x dQ?) (2.5.7)
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alakot Olti. A metrika koordinata-szingularitast mutat a x = 0és x = m, ill. a 8 =0 és
6 = 7 pontokban. Ezeket a pontokat leszdmitva a (—oo <t < oo, 0 < x <7, 0<60 <
7, 0 < ¢ < 27) poldarkoordinatarendszer lefedi a teljes térid6t. A ¢ =4all. metszetek dllandéd
pozitiv gérbileti gombfeliletek. Ebben a koordinatarendszerben a térid6 rétegzése ezekkel
a gombfeliiletekkel torténik.

A helyzetet a 2-dimenzids de Sitter-térnek 3-dimenziés Minkowski-térbe torténé beagyazasa
szemlélteti. Ekkor a 2-dimenziés de Sitter-tér egy a fénykipon kiviil es6, a 3-dimenziés Minkowski-
tér ,,idotengelye”, mint szimmetriatengely koriil elhelyezked6 ,,hiperboloid”. Pozitiv gorbiilet
hipersikokkal tortén6 rétegzésnek az felel meg, hogy a Minkowski-tér ,,idétengelyére” merdleges
sikokkal elmetssziik a hiperboloidot, a metszésvonalak korok, vagyis pozitiv gorbiiletii ,,terek”. A
Minkowski-tér idStengelyét tartalmazé (e tengely koriili elforgatdssal egymésbdl nyerhetd) sfkoknak
és a hiperboloidnak a metszésvonalai pedig a 2-dimenziés de Sitter-térben az izotrép megfigyelok
végtelenbol végtelenbe futé vilagvonalai, adott térkoordinataji vonalak. Megjegyezziik 6sszehasonli-
tasként, hogy a 2-dimenzids hiperbolikus teret a 3-dimenziés Minkowski-térbe agyazott olyan
(,,id6tengely” koriili) forgdshiperboloid szemlélteti, amely viszont teljes egészében a (pl. jovébeli)
fénykupon belil helyezkedik el.

A hiperboloidon bevezethetiink masik koordinatarendszert is (més az idéparaméter
definiciéja és mésak a rdjuk ortogonélis rétegzé hiperfeliiletek):

f:alnv+w, Z=aln— ,
« V4w
y=aln i , Z=ualn S (2.5.8)
v+ w v+ w
Ezekben a koordindtakban a de Sitter-téridé metrikaja
ds® = di2 — e D (dz? + di? + dF?). (2.5.9)

Ezek a koordinatdk nincsenek értelmezve v + w < 0 esetén, ezért ezzel a koordinata-
kornyezettel nem fedheto le az egész de Sitter-téridd, hanem annak csak a v4+w > 0 ,,fele”.
A rétegz6 hiperfeliiletek most az allandé (z, g, Z) koordinataju t-koordindtavonalakra me-
réleges, zérus gorbiiletii, 3-dimenzids, térszerii hiperfeliiletek. Hasonléan, negativ gorbiile-
t1 térszerti feliiletekkel is lehetséges a de Sitter-tér rétegezése. A kiilonbozé koordindtéza-
sok kozti megfeleltetések természetesen megtaldlhatdk az atfed6 értelmezési tartomanyo-
kon.

Most belatjuk, hogy a de Sitter-téridét kapjuk a Friedmann-egyenletek megoldasa-
ként, ha pozitiv A > 0 kozmoldgiai allandéji, méds anyagtél mentes Vildgegyetemet
képzeliink el, vagy - ami ezzel ekvivalens - azt tessziik fel, hogy a Vilagegyetemet olyan
idedlis folyadék tolti ki, amelynek az dllapotegyenlete p = —e (azaz w = —1). Ekkor, mint

korabban belattuk, az energiastirtiség ¢ =all. Mivel ekkor € + 3p = —2¢ és bevezethetjik a
8rG
H? = 773 >0 (2.5.10)

alland6t (H3 < A/3), a (2.3.14) Friedmann-egyenlet
i = Hia (2.5.11)
alakot 6lt. Ennek dltaldnos megoldasai

a(t) = Aefat  Be=Hat (2.5.12)
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alakidak. A (2.3.13) Friedmann-egyenletet atirhatjuk
a> = Hiad®>—k (2.5.13)
alakba. Innen, ha behelyettesitjik az altalanos megoldas alakjat, a
AH3AB = k (2.5.14)

feltételt kapjuk az A és B integréciés allanddkra. Ha a rétegezés lapos geometridja
(k = 0) térszeril hiperfeliiletek seregével torténik, akkor az A és B éllanddk egyike zérus
kell legyen. Az A # 0, B = 0 valasztas taguld Vilagegyetemet ir le. Az A paraméter
értékének megvalasztasa a t = 0 idOpillanat megvélasztasanak felel meg. Ekkor

a(t) = Hytelr! (2.5.15)

ahol az A = Hxl véalasztassal éltiink. (Megjegyzem, hogy a forditott A = 0, B # 0
valasztds Osszehizod6 Vildgegyetem modellje lehetne.) A k = £1 esetekben, amikor a

rétegzés pozitiv, ill. negativ gorbiiletli térszert hiperfeliiletekkel torténik, valaszthatjuk
ugy a t = 0 idépillanatot, hogy |A| = |B] teljestiljon. Ekkor A = +B = 1/(2H}p) és

ch(At), ha k=+1

sh(At), ha k=-1 (2.5.16)

1
a(t) — ﬁ(eHAt j:e—HAt) — HXl{

addédik. A de Sitter-téridoben az invarians ivelemnégyzet tehat

sh?(Hjt) sh?x k=-1
ds? = dt* —Hy*| e2Hnt [dXZ + 1 x? dfz?], ha [ k=0 | (2.5.17)
ch?(Ht) ch?y k=+1

alakokban irhaté fel. Latjuk, hogy a fentebbi o paraméter szerepét Hp jatssza. Azzal
ellentétben, amikor a Vilagegyetemben pozitiv nyomasu anyag az uralkodd, itt most a
k = 0,41 esetek csupan a koordinatarendszer kiillonb6z6 megvalasztasat jelentik, nem
pedig kiilonboz6 fizikai tartalmat. Az egyes esetekben a (x,t) koordindték a

0<x<oo, 0<t< o0, ha k=-1
0<x<o0o, —0o<t<oo, hak=0 (2.5.18)
0<x<m, —-oo<t<oo, hak=+1

intervallumokat futjdk be. A skélaparaméter a(t) a k = 0 és a k = —1 esetekben

szigordan monoton névekszik, mig a k = +1 esetben elobb szigorian monoton csckken,
majd - elérve egy minimélis értéket - szigorian monoton novekvové vélik. A ¢ — oo

hataresetben mindegyik koordinatazas aszimptotikusan az a(t) ~ effA* exponencidlisan
novekvo skalaparamétert adja.
A térid6 gorbiiletére az egyes esetekben ugyanaz az érték adodik:
ch?(Hpt)—1 _ - _
1+W_2 (0§t<00), ha k=-1
R = —GHX{ 2 (~o<t<+o0), ha k=0 }:—12H,2\.
sh?(Hat)+1 o
(2.5.19)

A téridének nincsen valddi evolucidja, a gorbiilete mindvégig allandé.
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A de Sitter-téridében nincsen igazi, koordindtarendszertél fiiggetlen fejlodés. A ko-
ordinatarendszert jellemzi inkdbb, hogy hogyan valtozik a skalaparaméter, ill. hogy mi-
lyen jelentés adhaté a 3-dimenzids térnek és az idének. A Minkowski-térrel ellentétben
a de Sitter-térben nem létezik sztatikus koordinatarendszer. Ezért a kozmoldgiai meg-
fontolasokban az az eset jatszik szerepet, amikor a de Sitter-téridé iddeltoldsi szimmetriaja
kicsit sériil az anyagterek és a metrika fluktudciéi miatt. Ezek a de Sitter-térhez képesti
perturbaciék vezethetnek ahhoz, hogy a Viladgegyetem kikeriiljon a de Sitter-allapotbdl.

Kezdetben a kozmoldgiai modellek kapcsan az az elgondolds fogalmazddott meg,
hogy a Vildgegyetem &llandd, amit az anyag (energia) idében &llandé stirtisége kell, hogy
kifejezzen a modellekben. Albert Einstein eredetileg az Einstein-egyenletek sztatikus
megoldasat kereste. Friedmann munkaja kapcsan azonban kideriilt, hogy nincsen ilyen
megoldas. Annak érdekében, hogy legyen, Einstein feltételezte, hogy a Vilagegyetemben
jelen van egy alland6, homogén energiasiriség, s ezért az Einstein-egyenleteket kiegészitet-
te a kozmoldgiai taggal. Feltette, hogy a kozmoldgiai dllandé értéke nagyon kicsi. A
Hubble-torvény felfedezése (1929) utan nyilvanvaléva vélt, hogy a sztatikus Vildgegyetem
modellje tovdabb nem tarthat6, a Vildgegyetem tdgul. Az éllandé slirliség biztositasa
érdekében Einstein egy 1931-bdl szarmazoé kézirataban felvetette az allanddésult Vilag-
egyetem modelljének (,,steady state model”) gondolatat, de — kortarsait jéval megelézve
— el is vetette azt; vélhetGen azért, mert fel kellett benne tételezni, hogy &llanddéan
keletkezik ,,a semmibél Uj anyag” a Viladgegyetemben. Hasonlé modell-feltevésekbdl ki-
indulva, késébb Thomas Gold és Hermann Bondi (1948), majd Fred Hoyle kidolgozték az
allandésult Vildgegyetem modelljét. Ennek térideje a de Sitter-téridé v + w > 0 ,,fele”.
Ekkor a k = 0 esetnek megfelel koordindtdzas ¢ idéparamétere jatssza a fizikai id6 sze-
repét, az egyiitt mozgd anyag vildgvonalai a sikgeometriaji ¢ hiperfelilletekre merdleges
iddszer(i geodetikusok (-vonalak). Bdr ezek a geodetikusok a teljes de Sitter-tériddben
teljesek, végtelenbdl végtelenbe futnak, a de Sitter-téridé v + w > 0 tartomanydban nem
teljesek, azaz a ,,multban” a t id6 véges értékénél elérik a Vildgegyetem hatarat. Az
allandé energiastiriiség csak tgy biztosithaté a modellben, ha a tdgulassal parhuzamosan
pontosan annyi Uj anyag keletkezik allanddan, hogy az kompenzdlja a tdgulds miatti
stirtiségesokkenést. A modell szerint ennek az anyagnak 1 protonbdl és 1 elektronbdl
allé hidrogén atomok alakjaban kell jelen lennie. Az egyes atomokat alkoté protonok-
nak és elektronoknak a vakuumbdl kellene keltodniiik rendkiviil kicsi rataval: kb. 1
atom/m3/10%év lenne a keletkezési sebesség. Ez a modell nem feltételezi, hogy a Vilag-

egyetem Osrobbandsban keletkezett, mégis levezethetd beldle a Vildgegyetem szdmos meg-
figyelt tulajdonsdga. Az allandésult Vilagegyetem modellje nagyon meggy6zonek és filozé-
fiai szempontbdl is vonzonak tiint, amig a modellnek ellentmonddé megfigyelési eredmények
nem szilettek. A tavoli galaxisoknak a Mullard Rédidobszervatériumban Sir Martin
Ryle altal végzett részletes leszdmlaldsa szolgédltatta az elsd, a modellnek hatarozottan
ellentmondé eredményt. A dontd bizonyitékot azonban az allandésult Vilagegyetem mo-
dellje ellen az szolgéltatta, amikor Arno Penzias és Robert W. Wilson 1964-ben megfi-
gyelte a Vilagegyetembdl minden irdanybdl érkez6 mikrohulldmu elektroméagneses sugarzast.
Voltaképpen George Gamow és Robert Dicke az 1940-es évek végén megjésoltak egy
ilyen sugarzast az altaluk Osrobbanas elméletének (,,Big-Bang theory”) nevezett modell
keretében. Szerintiik az Osrobbanast egy kb. 4000 K hémérsékletti fényfelvillanas kisérte,
és ez a homérsékleti sugarzas aztan a Vildgegyetem taguldsa soran a mai napra lehtilt az
abszolut zérushoz kozeli homérsékletre a tagulast kisér6é rendkiviil nagy voroseltolédas
miatt. Amikor Penziasnak és Wilsonnak a kb. 2,725 K hémérsékletii mikrohullamui
kozmikus hattérsugarzasra vonatkozé megfigyelései cafolhatatlan ténynek bizonyultak,
Dicke rajott, hogy ez a sugarzas éppen az, amit 6 és Gamow az Osrobbanas elmélete
keretében megjosoltak. 1978-ban Penzias és Wilson felfedezésiikért Nobel-dijat kaptak.
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2.6 Fényterjedés és horizontok

2.6.1 Fényszerii geodetikusok

A legtobb informéciénk a Vildgegyetembdl érkezé fény megfigyelésébdl szarmazik, amit az
utébbi évszazadban jelentésen kiegészitettek a Rontgen- (X-ray), a radiéfrekvencias és az
infravoros spektrumtartoményban végzett megfigyelések. Ezért alapvet6 fontossagi annak
megértése, hogy hogyan terjed a fény a Vilagegyetemben. Az altaldnos relativitdselmélet
szerint a fénysugarak fényszeri geodetikusok a téridében. A fényszeri geodetikusok
mentén 2 infinitezimalisan kozeli pont invaridns tavolsaganak négyzete

ds> = 0. (2.6.1)

Ez igaz a specidlis relativitaselméletben, s igy az dltalanos relativitdselméletben is igaznak
kell lennie minden lokalis inerciarendszerben, de akkor minden vonatkoztatéasi rendszerben
igaz, mert ds? invaridns a folytonos koordinatatranszformaciokkal (diffeomorfizmusokkal)
szemben. Homogén és izotrép Vilagegyetemben a térbeli koordinatarendszer origdjat
barhol valaszthatjuk, és a radidlis fénysugarakat érdemes vizsgdlni. Szimmetriaokokndl
fogva a 6, =all. gorbék geodetikusok a téridoben. A radidlis fénysugarak egyenlete
kiilonGsen egyszert, ha attériink tgynevezett konform idékoordinatara,

n(t) = / %. (2.6.2)
Ekkor a metrika
ds> = a®(t)[dn? — dx* — ®*(x)d2?] (2.6.3)

alakot 6lt, ahol x az egyiitt mozgd koordinédta. (Emlékezziink, ez azt jelenti, hogy Ax ko-
ordindtakiilonbségnek a(n)Ay fizikai tavolsag felel meg a térben radidlis irdnyban.) Ezért a
radialis fényszer(i geodetikusok esetében (8, ¢ =4ll., dQ? = 0) az invarians fvelem négyzete

ds?> = a*(t)(dn* —dx*) = 0. (2.6.4)
Innen megkapjuk a fényszerii geodetikus egyenletét:
n = =£x+ const. (2.6.5)

A tetsz6legesen rogzitett 0, ¢ =all. szogekhez tartozé (x,n) sikon tehdt a fénysugaraknak
45°-0s egyenesek felelnek meg.

2.6.2 Részecske-horizont

Egy masik alapveté kérdés, hogy ,,hova lathatunk el” a Viligegyetemben, azaz
hogy mekkora az észlelt Vildgegyetem. Mivel semmilyen fizikai hatds (részecske,
hulldm) sem tud a vdkuumbeli fénysebességnél gyorsabban terjedni, ezért léteznek hori-
zontok, amelyek korldtot szabnak annak, hogy mekkora az egész Vilagegyetem megfigyelt
része.

Az egyik ilyen horizont-fogalom a részecske-horizont. A Vildgegyetem koranak
t pillanatdban adott egylitt mozgd megfigyeld szaméra a részecske-horizont annak a tar-
tomanynak a hatara, amelyen beliili pontokban torténé eseményeket tudott csak a megfi-
gyel6 a Nagy Bumm és a ¢ pillanat kozott kibocsatott jelekkel befolyasolni. Mindazokra
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az eseményekre, amelyek a részecske-horizonton kiviil torténnek a t pillanatban, a megfi-
gyelének nem lehetett fizikai befolyasa. Legyen konform idében a Vilagegyetem kezdete 7;,
és keressiik a részecske-horizontot az n idépillanatban. Az egyiitt mozgd koordinatakban
a maximalis tavolsag, amit a fény meg tudott tenni az n — n; idétartam alatt,

Xp(n) = n—mz/:%:), (2.6.6)

ahol t; és t a kezdeti és a jelen idOpillanat idékoordindtaja az izotrép megfigyel6k orajan.
A tér tetszéleges pontjdban 4ll6 (a taguld térrel egylitt mozgd) megfigyelének x,(n) sugard
kornyezetében vannak azok a jelenbeli események, amelyekre a Nagy Bumm 6ta a megfi-
gyelonek fizikai rahatasa lehetett.

A részecske-horizontnak van egy masik (az el6zével egyenértékii) értelmezése. A
Xp(n) tavolsig egyittal az a tavolsdg, amelynél kisebb tévolsagokrdl eljuthatott a megfi-
gyel6hoz fényjel a Nagy Bumm és az 7 pillanat kozott. A részecske-horizont tehat annak
a tartomanynak a hatara, ameddig ,.ellat” a Viligegyetemben a megfigyeld.

Ha a megfigyelési pont koordindtai (n,x = 0), akkor mindaz, ami a x = x,(n)
részecske-horizonton tul torténik, nem allhat a megfigyel6vel kauzalis kapcsolatban. Ha a
Vilagegyetemnek a vizsgalt kozmoldgiai modellben van kezdete, akkor célszerii t; =n; =0
valasztassal élni. Ha ilyen nincsen, mint pl. a de Sitter-téridé esetén, akkor jogos ¢; és n;
nullatél kiilonbozo valasztdsa. A részecske-horizont fizikai tavolsdgat a skalaparaméterrel
torténo szorzassal kapjuk meg:

dt) = alt) /tt ;Z:). (2.6.7)

Por uralta stkgeometridju Vildgegyetemben a(t) oc t2/3 a részecske-horizont pedig
dy(t) = t3/3 7 dt'(¢')~2/3 = 3t. Meg lehet mutatni, hogy por &ltal uralt Vildgegyetemben
a térbeli tavolsag négyzetének (2.2.17) képletében szerepld ®(x) a részecske-horizonton a

2

@ - -
) agHo

(2.6.8)

alakban fejezhetd ki a skdlafaktor, a Hubble-paraméter és a kozmoldgiai paraméter jelenlegi
értékével.

/Sugérzés uralta Vildgegyetemben a(t) o t'/2 és a részecske-horizont d,,(t) = t'/2 fg dt’
()12 = 2t.

2.6.3 Optikai horizont

Szokas optikai horizontrdl is beszélni. Addig, amig a Vildgegyetem fejlédése soran
nem torténik meg az elektronok és a protonok rekombindaciéja hidrogén-atomokkd, ad-
dig a Vilagegyetem nem atlatsz6. Amikor a rekombindcié megtortént, a Vildgegyetem
skalafaktora kb. 1000-szer volt kisebb, mint ma. Legyen ¢, a rekombinacié pillanata
(konform id6ben 7,). A rekombindcié bekovetkezte ota terjed6 fény egyiitt mozgd ko-
ordindtdkban x.pt = 7 — 1, tdvolsdgra, azaz a t idépillanatig csak a

dopt(t) = a(n)(n —nr) = a(t) /t t %l,) (2.6.9)
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tévolsagra juthatott el a megfigyel6tél. Az a hatar, ami a megfigyel6tél do,p; tavolsagra van,
az optikai horizont. Itt érdemes megemliteni, hogy az optikai horizont nem sokkal kisebb,
mint a részecske-horizont. Ennek ellenére az optikai horizont és a részecske-horizont
kozotti események fontos informéciét hordoznak a Vilagegyetem fejlédésének korai sza-
kaszarol.

Az optikai horizont egyittal annak a tartomanynak a hatdra a Vildgegyetemben,
amelyen belilrdl a rekombinacié 6ta kaphatott a megfigyel$ informéciét. A megfigyeld az
optikai horizontot ,,latja”, amikor a CMB-t figyeli meg. Ugyanakkor az optikai horizont és
a részecske-horizont kozotti tavolsagokrol is fontos informécié szarmazhat a rekombindacid
el6tti Vildgegyetemrdl. Ehhez a a primordidlis neutrindk és a primordidlis gravitacios
hullamok megfigyelése utjan kaphatndank informéciét. Ezek ugyanis méar a fotonok elott
lecsatolédtak az anyagroél.

Por uralta stkgeometridju Vildgegyetemben a(t) oc t2/3 a részecske-horizont pedig
dy(t) = £33 [T dt'(#')~2/3 = 3t. A Vildgegyetemben a sugérzas lecsatoléddsa (1) ota a
mostani 7y ideig lényegében a por az uralkodd anyagosszetevo. Ezért

to
no — M X dtt=2/3 = 3(t)/3 — t1/3),
tr

m o 3ty (2.6.10)
tugyhogy

O = g 20T g, )3, (2.6.11)

Mo o

Misrészt a megfigyelések alapjan a(t,)/a(ty) = (t,/to)?/3 ~ 1072, tehét 7, /ng ~ 0,03, ami
azt jelenti, hogy az optikai horizont jelenlegi tavolsaga a részecske-horizont tavolsaganak
97%-a. Az optikai horizont csak kb. 3%-kal van kozelebb, mint a részecske-horizont.

2.6.4 Esemény-horizont

Az esemény-horizont bizonyos értelemben a részecske-horizont komplemense. Azt mond-
ja meg, hogy a jelenben a megfigyel6tol milyen tdvol van annak a tartomanynak a hatara,
amelyen beliilrél elindulé fényjelek az id6k végezetéig elérhetik a megfigyelét (valamikor a
jov6ben). Tetszéleges megfigyeld részecske-horizontjan beliil vannak a 3-dimenzids tér (az
n; kezdeti konform id6hoz tartozd rétegzé térszerii hiperfeliilet) mindazon pontjai, ame-
lyekbdl adott (n konform) pillanatban egy megfigyelé kaphat informéciét (fizikai jelet).
Ezzel szemben tetszéleges megfigyel§ esemény-horizontjan kiviill vannak a 3-dimenzids
tér (az Mmaz v6gs6 konform id6hoz tartozé rétegzd térszerli hiperfelilet) mindazon pont-
jai, amelyekb6l adott (n konform) pillanatban kiildott jelek sosem fogjdk a megfigyel6t
elérni. Itt 9,4, a Vilagegyetem fejlédésének végso pillanata konform idében kifejezve. Az
esemény-horizonton kiviili pontok egyiitt mozgd koordindtdira x > x.(n) teljesiil, ahol az
esemény-horizont

Xe('r/) = Nmaxz — 1]- (2612)

Az esemény-horizont fizikai tdvolsaga

d.(t) = a(t) /t e ac(lz). (2.6.13)
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A Vildgegyetem fejlédése lehet az izotrép megfigyel6k érajan véges vagy végtelen
idotartami. Véges esetben 1,4, mindig véges, ami 7; = 0 esetén mindig véges esemény-
horizontot jelent. Zart, lassulé Vilagegyetemben példaul t,,., véges, mert végil a Vilag-
egyetem kollapszust szenved. Ekkor a részecske-horizont és az esemény-horizont is véges.

Ha a Vildgegyetem fejlodése t,,q — 00 végtelen ideig tart, akkor 7,4, lehet véges
vagy végtelen aszerint, hogy milyen a tigulas iiteme. Lapos vagy nyilt, lassulva taguld
Vilagegyetemben mind ¢,,4,, mind npmqz végtelen, és ezért x. és d. is az, igyhogy ezekben
az esetekben nem létezik esemény-horizont. Ha azonban a Vildgegyetem gyorsulva tagul,
akkor Mmqz és a de-ben szerepld integral véges, tigyhogy létezik véges esemény-horizont
még a lapos vagy a nyilt Vildgegyetem esetén is. A felfivdédd Vildgegyetem modellje
szempontjabdl fontos példa a lapos de Sitter-téridé esete, amikor

o !
ne(t) = / dt' e Hat = [ e Hat (2.6.14)
t

de(t) = eflstn(t) = HY'. (2.6.15)

Ez azt jelenti, hogy egy tetszoleges megfigyel6 sohasem fogja latni azokat az eseményeket,
amelyek hozzd képest az esemény-horizontnal nagyobb tavolsigon torténnek. FEzek az
események ezért nem tudjik befolydsolni a megfigyel6 jovéjét. Mondhatjuk, hogy az
esemény-horizonton kiviili események és a megfigyel6 kozti tér til gyorsan tagul ahhoz,
hogy a horizonton kiviilrol fizikai jel érhesse el a megfigyel6t. Szokas ilyenkor a tdagulast
szuperlumindlisnak (a fénysebességet meghaladénak) nevezni.

2.6.5 Hubble-horizont

Szokés tovabba még hasznalni a Hubble (v. gorbiileti) horizont fogalmét, amin a H 1
tavolsagskalat értjiik. (Ha a fénysebességet explicit médon kifrjuk, akkor cH~1.) Ez tulaj-
donképpen a téridd 4-es gorbiileti sugardnak nagysagrendje, tigyhogy H ! meghatérozza
a lokdlis inerciarendszerek méretét. A lokalis inerciarendszer egy téridé-pont invaridns
ivhosszban mért olyan As sugari kornyezetére terjedhet ki, amelyen beliil a gorbiilet el-
hanyagolhaté, azaz amelyre As < H~!. Ebbél is latszik, hogy — bar horizontnak nevezik,
a Hubble-horizont nem kinematikai és kauzélis megfontolasok alapjan van értelmezve,
mint a részecske-horizont. Ugyanakkor dinamikailag fontos szerepet jatszik; egyrészt
meghatdrozza a Vilagegyetem tagulasanak titemét (a tagulds karaterisztikus idejét), més-
részrol fellép a kozmoldgiai perturbaciék mozgasegyenletében, mint ezt késébb latni fogjuk.

A (2.3.14) Friedmann-egyenletbél 1atjuk, hogy a skalaparaméter, azaz a Vildgegye-
tem taguldsa aszerint lassul, ill. gyorsul, hogy teljesiil-e az e+3p > 0 erds energiafeltétel
avagy nem. Ha teljesiil, akkor altaldban a részecske-horizont és a Hubble-horizont azonos
nagysagrendiiek. Ha nem teljestil az erds energiafeltétel, akkor jelentGs kiilonbség lehet
a részecske-horizont és a Hubble-horizont koézott. Pl. ez az eset, ha a sikgeometriaju
3-dimenzids hiperfeliiletekkel rétegezett de Sitter-térid6t vizsgédljuk (p = —e). Ekkor a

skélaparaméter, a(t) oc efal és a részecske-horizont exponencialisan né,

t
dy(t) = eHAt/ e~Hatgr = Hl(eHat=t) ). (2.6.16)
t

7

Hat—-t; > HXI, akkor a részecske-horizont exponencialisan nd, mikoézben a Hubble-
horizont allandé marad.
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2.7 Konform diagramok

A kozmoldégiai modellekhez tartozo térid6 kauzalis szerkezetének és végtelenbeli viselkedé-
sének tanulmanyozéasa céljabdl Roger Penrose a konform diagramok hasznélatat java-
solta. Idézziik fel a Robertson-Walker-metrika (2.4.2) alakjat,

ds* = a*(n)[dn® — dx* — ®*(n, x)dQ?), (2.7.1)

ahol az 1 konform id6 és a x egyiitt mozgd radidlis koordinata értéke végtelen v. egyik
oldalrdl végtelen intervallumot futhat be. Meg lehet azonban mutatni, hogy mindig létezik
a metrikdnak olyan konform transzformadcidja, azaz a metrikus tenzort g,g — g;ﬁ =

w?(n, X)gap médon transzformals (n,x,0,0) — (',X',0,¢) koordindta-transzform4cio,
amellyel az id6beli és térbeli végtelenek végesbe transzformélhaték. Az ilyen konform
transzformacié megérzi a metrika (2.7.1) alakjat annyi eltéréssel, hogy az a skélafaktor
x-fiiggést is nyerhet, a®(n, x). Tegyiik fel, hogy végrehajtottunk egy ilyen transzformaciét,
és hasznaljuk a tovdbbiakban a kapott 1j (17, x’) koordindtdkat. Az egyszer(iség kedvéért
elhagyjuk réluk a vesszos jelolést.

A konform diagram egy olyan véges, 2-dimenziés abra, amelyen a térid6t az (1, x)
koordindta-sikon szemléltetjiik. Mivel a metrika (2.7.1) alaku, azért a fényszerii geode-
tikusoknak most is az n = £y + const. 45°-0s egyenesek felelnek meg. Az olyan téridok
konform diagramjai pontosan megegyeznek, amelyek metrikdja csak egy nem szinguldris
konform transzforméacioban kiilonbozik. A térid6t egyértelmiien jellemzi a konform dia-
gramjanak az alakja és azon a szingularitdsok elhelyezkedése. A szingularitdsoknak és a
diagram hatarainak a helyzetét az a(n, x) és a ®(n, x) fliggvények hatdrozzak meg. Az
el6fordulhat, hogy a kiilonb6z6 téridéknek azonos alaku a konform diagramjuk, de mésak
a szingularis hataraik.

Aldbb néhany példat néziink végig kiilonbozo téridék konform diagramjaira.

2.7.1 Zart, sugarzas, ill. por uralta Vilagegyetem

A Friedmann-egyenletek megoldasaként a zart Viligegyetem skalafaktora, ha a Vilag-
egyetemet sugdrzas (r), ill. por (d) tolti ki,

sin r
a(n) = am{ (1- C(?S n) ((d)) , (2.7.2)
a metrika pedig
ds*> = a®(n)[dn* — dx® — sin® xdQ?], (2.7.3)

és a
0<x<m O0<n<nm (r)
{0gxﬁ7r, 0<n<2r (d) (2.74)

véges intervallumok teljesen lefedik az egész térid6t. Ezért ezekben az esetekben (1, x)
méar alkalmas koordinatdk ahhoz, hogy a konform diagramot azonnal megrajzoljuk. A
zart, sugarzas uralta Vilagegyetem esetét a 1. abra, a zart, por uralta Viligegyetem esetét
pedig a 2. dbra mutatja.
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ve’'gso” szing.
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0 kezdeti szing. y T

Figure 1: Zart, sugarzas altal uralt Vilagegyetem konform diagramja
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Figure 2: Zart, por altal uralt Vilagegyetem konform diagramja
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A kezdeti pillanatot n; = 0-nak valasztottuk. Mindkét diagramon az alsé és fels6
hatarok szingularitdsnak felelnek meg, amikor zérussa valik a skélafaktor, ill. végtelenné
valik az energiasiiriiség és a téridd gorbiilete. A sugarzas, ill. a por altal uralt Vildgegyetem-
ben a skalafaktor rendre n < 7/2, ill. n < 7 esetén nd, majd a diagram mésik felében,
amikor n > 7/2, ill. n > , akkor csokken. A por uralta Vildgegyetemben 7 maximalis
értéke kétszerese annak, ami az 1 maximalis értéke a sugarzas altal uralt Vilagegyetem
esetén. Ugyanakkor a y-intervallum mindkét esetben azonos. Ennek a kiilonbségnek a
kovetkeztében masképpen alakul a részecske- és az esemény-horizont a két Vilagegyetem-
ben. Az dbrakon feltiintettiik a xy = 0 pontban elhelyezked6 megfigyel6 részecske-, és
esemény-horizontjat, amelyek egyenletei rendre x,(n) =n —n; =1, ill. Xe(n) = Mmaz — -
Amikor a sugarzas uralta Vilagegyetem az n = 7 pillanatban kollapszust szenved, akkor
a x = 0 pontban &ll6 megfigyelé részecske-horizontja x,(m) = m lesz, azaz az egész
Vildgegyetem lathatdva valik a megfigyel6 szamara. A legtavolabbi xy = 7 pontbdl a végs6
pillanatban a megfigyel6hoz érkez6 fény informéciét hoz arrdl, hogy mi volt a Vildgegyetem
allapota a kezdeti n; = 0 pillanatban. Mivel 7,4, = 7, minden 7 esetén létezik a megfi-
gyel6 szaméra a m < x(n) = ™ —n > 0 esemény-horizont. A por uralta Vildgegyetemben
is az n = 7 pillanatban az egész Vilagegyetem lathatéva valik a xy = 0-ban all6 meg-
figyel szédmara. Ez a pillanat azonban az, amikor a skdlaparaméter maximalis. Ezért
a fénynek van elég ideje az nNmqr = 27 pillanatig, hogy mégegyszer atszelje az egész
Vilagegyetemet. A részecske- és az esemény-horizont egyenletébdl az is latszik, hogy por
uralta Vilagegyetemben részecske-horizont csak a tagulési szakaszban létezik, esemény-
horizont pedig csak az Osszehtizédasi szakaszban.

A x =0 és x = 7 pontok barmely pillanatban a térgeometriat jellemz6 3-dimenzids
hipergdmb atellenes pélusai. A x = 0 pontbdl dllandé 6, ¢ koordinatakkal inditott fénysu-
gar eléri a y = 7 pontot. Koordinatarendszeriink azonban ebben a pontban szingularis,
viszont meg lehet mutatni egy masik, ebben az atellenes polusban nem szingularis ko-
ordindta-szelvényt hasznélva, hogy a fény a x = 7 pontban visszaverddik az 6/ = 7 — 0,
¢ = ¢ + 7 irdnyban. Ezt az irdnyvaltdst azonban nem mutatja a konform diagram,
mert azon a szogvaltozdk el vannak nyomva. A konform diagram minden pontja egy
2-dimenziés gombfeliilet. Az elmondottak tiikrében vizsgaljuk meg, hogyan lat a megfi-
gyeld egy galaxist, amely a x, > 0 helyen tartézkodik. Sugarzés uralta Vildgegyetemben
csak akkor lathatja a megfigyel6 a galaxist adott n pillanatban, ha x, < x,(n), azaz
a galaxis az 7 pillanathoz tartozé részecske-horizonton belil helyezkedik el. Ha ez igy
van, akkor a megfigyel§ észlelheti a galaxist az onnan kordbban a megfigyel§ irdanyaba
kibocsatott fény beérkezése révén. Ugyanez vonatkozik a taguldsi szakaszban a por uralta
Vilagegyetemben a hasonldé megfigyelésre. Mindségileg megvaltozik azonban a helyzet a
por uralta Vilagegyetemben, ha a megfigyel6 az 6sszehuzédéds szakaszaban észleli a ga-
laxist. FEkkor nincsen részecske-horizont, a xy = 0 megfigyel6 n > = pillanatban észleli
a xg > 0 galaxis felé¢je kibocsdtott fényjelét, amely a 2-es fényszerti geodetikus mentén
érkezik. Ugyanakkor azonban az dtellenes irdanyban is latja a megfigyel6 a galaxist azon
fényjel révén, amelyet a galaxis joval korabban a térnek a megfigyelvel atellenes pélusa
felé sugdrzott ki, és amely ott visszaverddve most az atellenes iranybdl érkezik a megfi-
gyel6hoz az 1-es fényszerli geodetikus mentén.

2.7.2 de Sitter-Vilagegyetem/(ek)

A de Sitter-téridé kiillonboz6 rétegezései (,,foliations”) nem csak azt jelentik, hogy a
rétegzéshez hasznalt térszerli hiperfelilletek mésok, hanem azt is, hogy mésképpen van
értelmezve a fizikai id6. Mdas-més térszerd hiperfeliiletekre ortogondlis vildgvonalu izotrép
megfigyeloket tekintiink egyiitt mozgd megfigyeloknek. Ezért a kiillonbozé rétegzéseknek
megfelel6 koordinatazasok kiilonbozo Vilagegyetem-modelleknek felelnek meg. A modellek
kozti kiilonbséget még jobban alahizza, hogy a hasznalt koordinatarendszer zart tér esetén
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az egész téridot lefedi, sik tér esetén csak a téridé ,,felét”, hiperbolikus térgeometria esetén
pedig csak egy az utébbindl is sziikebb tartoméanyét fedi le. Ezek a modellek minden eset-
ben olyan Vildgegyetemet irnak le, amelyben A > 0 kozmoldgiai allandé (vagy a A koz-
moldgiai allandéval modellezhetd sotét anyag, vagy pl. egy skaldrmezo felfuvédast okozo
klasszikus kondenzatuma) van csak jelen.

e Zart Vilagegyetem.

0 T

n re’szecske—horizont

eseme’ny—horizont

n=const. I 8, = H
Y2 f----- tr e K
megfigyelo” | _____ A - S x=const.
LI

X

Figure 3: Zart de Sitter-Vilagegyetem konform diagramja

A konform és a fizikai id6 kozti kapcsolat

t dt s
= H _— = in[th(Hpt)] — = 2.7.
n A/—oo B (HAD) arc sin[th(Ht)] 5" (2.7.5)
ami ch(Hxt) = —(sinn)~! alakba is frhaté, tigyhogy a Robertson-Walker-metrika
ebben az esetben
1
2 2 2 2 2
ds® = W(dn —dx* —sin” x dQ*) (2.7.6)

alakot Olt, ahol —m < n < 0és 0 < x < 7, azaz a Vildgegyetemet az (7, x)-
sikon kozvetleniil (tovabbi valtozé-transzformécié nélkiil) dbrézolhatjuk. Az a =
Hy'ch(Hpt) = [~Hasinng) ™! skdlaparaméter n = —/2 esetén minimalis, ami, =
HKI. Az ,,id6k” kezdetén és ,,végezetén” a skalafaktor végtelen, de ez nem jelent
fizikai szingularitdast, mert az invarians gorbiilet allandé. Ez a szingularitas csupan
koordinata-szingularitds. A zart de Sitter-Viladgegyetem konform diagramja tulaj-
donképpen majdnem azonos a sugarzas uralta Vildgegyetem konform diagramjaval,
azzal a kiilonbséggel, hogy az n; = —m és Mmqe = 0 esetekben nincsen fizikai szingu-
laritdas. A x = 0 pontban 1il6 megfigyel6 szaméra mindig 1étezik részecske-horizont
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és esemény-horizont is. (Mivel minden megfigyel6 egyenértékii a homogenitas miatt,
ezért ez az allitds minden egyiitt mozgd megfigyelére igaz.)

A részecske-horizont x,(n) = x — Xi = x + 7, az esemény-horizont pedig x.(n) =

Nmaz — 1 = —1N. Az esemény-horizont fizikai skaldja n — 0 esetén:
o . B T n _ 1
de(n —0) = lim | —a(n)y| = lim sy Hy (2.7.7)

Masrészrol viszont a Hubble-paraméter

H(n) = % = —Hj cos, (2.7.8)
ami 7 — 0 esetén H(n — 0) — —H, hatarértékhez tart. Azt modhatjuk tehét,
hogy zart de Sitter-Vildgegyetemben a végtelen téavoli jovében az esemény-horizont
fizikai skaldja |H ' = Hgl, azaz a gorbiileti sugar. Erdemes ezt 6sszehasonlitani
a sugéarzds uralta zdrt Vildgegyetemmel, amikor x.(n) = © — 1, a(n) = a,sinn,
de(n) = (7 —n)sinn, H(n) = a;'cosn(sinn)~2. A konform diagram fels§ szélén
(n = m, azaz t = 2a,) az esemény-horizont fizikai skdldja nulldhoz tart, ellentétben
azzal, hogy zart de Sitter-Vildgegyetemben a megfelel6 hatarérték véges és nem
zérus, H(0) = —Hy. (Vigydzat, bar 7.(0) = 0, az esemény-horizont d.(0) fizikai-
tavolsdgban véges!) Ugyanakkor zart, sugdrzds uralta Vildgegyetemben kezdetben
(n; = 0) a Hubble-paraméter végtelen, lim, .o H(n) = oo, mig a zart de Sitter-
Vildgegyetemben kezdetben (7; = —m) a Hubble-paraméter véges lim,_,_, H(n) =
Hy, az esemény-horizont kezdeti fizikai tdvolsdga pedig végtelen, lim, ,_ dc(n) =
limn_>_7r HA+1H77 — OQ.

Bevezethetjiik az (1, x) koordinatdk helyett a (£,r) dgynevezett sztatikus koordiné-
takat a

. cos sin
th(Haf) = COSZ, Hyr = Sin’; (2.7.9)

definiciéval. Ezekben a koordindtakban az invarians ivelem négyzete:

dr?

ds®> = [1— (Har)?|di* — T

— r2d02. (2.7.10)

A 4. &brén litjuk az r =all. és ¢ =&ll. hiperfelilleteket. A részecske-horizont

az r = HXl, t = —oo, az esemény-horizont az r = Hgl, t = oo hiperfeliilet.
A sztatikus koordindtak csak a téridé ,,felét”, azaz a I és III tartoméanyokat fedik
le. Ezek a koordinatak szingularissa valnak a horizontokon, de folytathatdk azok
tiloldalara. Ott az r > Hxl koordindta jatssza az id8, és  a radiélis koordinata
szerepét. A II és IV tartomanyokban a sajatidé

dr
Ir = T (2.7.11)

és a metrika
ds? = dr® —[(Hpr)? — 1]dt* — r2dQ? (2.7.12)

alakot 0lt. Meg lehet mutatni, hogy ez a II tartomanyban Osszehtizédo, a IV tar-
tomanyban pedig tagulé Vilagegyetemet ir le. Kovetkezésképpen azt latjuk, hogy
a de Sitter-téridében nem lehet sztatikus koordindta-rendszert olyan méretskalakra
kiterjedten bevezetni, amelyek meghaladjdk a gorbiilet skalajat.
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Figure 4: Zart de Sitter-Vilagegyetem konform diagramjan a sztatikus koordinatak
allandé értékeinek megfelelo hiperfeliiletek, valamint a részecske- és az esemény-
horizont dbrazolasa.

e Lapos térgeometridju Vilagegyetem
A lapos de Sitter-Vildgegyetemben a skalafaktor

a(f) = Hylefr! (2.7.13)

a fizikai ¢ id6 és az 7 konform id6 kapcsolata pedig

_ o dt_ o —HAE

(az additiv alland6t zérusnak vélasztottuk az egyszerliség kedvéért). A ¢ és y,
ill. az n jelolést fenntartottuk a pozitiv gorbiiletil térszerii hiperfeliiletekkel torténé
rétegezés soran hasznilt koordinatak jelolésére, amelyekkel a lapos térszerii rétegzo
hiperfeliiletekre vezetd (t,y) koordindtdk

1 _ _
ch(Hat) cosx = ch(Hut) — §eHAt)Z2, ch(Hyt) siny = yef’at (2.7.15)

kapcsolatban allnak, ahol —oo < ¢t < oo, 0 < x < 7 miatt, mint az a ¥ =
e Halch(Hyt) siny > 0 és a 7 = —e Al < 0 kifejezésekbdl latszik, az adddik,
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hogy 0 < Y < 00 és —oo < 7] < 0. Ha felhaszndljuk az 7 és t, tovdbba az n és ¢
kozti Osszefliggéseket, a lapos de Sitter-Vildgegyetem (7, ) koordindtai és a zart de
Sitter-Vilagegyetem (7, x) koordindtai kozotti

go_ Som o sinx (2.7.16)
cos 1 + cos x Cos 1) + cos
relacidkat kapjuk. A lapos de Sitter-Viligegyetemben az invaridns ivelemnégyzet
tehat
1
2 _ ) 2 225092
ds® = T (di* — dx* — x“d2?), (2.7.17)

ahol a koordinatdk végtelen intervallumot futnak be. Az a tény azonban, hogy az
(7, X) koordinéaték kifejezhet6k a zart de Sitter-Vildgegyetem (7, x) koordinataival,
lehet6vé teszi, hogy a nyilt, lapos de Sitter-Vildgegyetemet dbrazoljuk a zéart eset
konform diagramjan, 1d. a 5. abra.

n X =const.
m X

1 1 ,f:’
1 I - 4
P .
1 ! -
1 1 -~ ’
- 7

! 4 .

/ PRy ’ «0

n=const. A’

Figure 5: Sik térgeometridju de Sitter-Vilagegyetem konform diagramja a zart de
Sitter-térido konform diagramjan abrazolva.

A lapos, nyilt de Sitter-Vildgegyetem a teljes de Sitter-téridonek csak a ,,felére” ter-
jed ki. A lapos, nyilt de Sitter-Vildgegyetemnek megfelel6 tartomanyt egyik oldalrdl
a részecske-horizont hatarolja. Az idészerii geodetikusok (tobbek kozt a y =all.
egylitt mozgd megfigyel6k vildgvonalai) mind a miltbeli végtelennek megfelels i~
pontbdl indulnak ki, neve muiltbeli id6szerli végtelen (,,past time-like infin-
ity”). Barmely 7=4ll. id6ben a térbeli végtelennek (a radidlis koordinata végtelen
értékének) az dbran az © pont felel meg, neve térszerii végtelen (,,space-like
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infinity”). (Ne felejtsiik el, hogy az dbra pontjai 2-dimenzids gombfeliileteket szim-
bolizdlnak.) A lapos de Sitter-Vildgegyetem geodetikusan nem teljes. Ha pl. a
X = 0 pontban nyugvé megfigyelohoz a torténete soran beérkezé fényjelek multjat
visszafelé nyomon kovetjiik, akkor azt tapasztaljuk, hogy azok a Vilagegyetem J~
(y,scri minus”) hatérdn elvégzédnek, ahol 7 — —oo0 és Y — +oo, de 771 + ¥
véges, azaz a fényszeri geodetikusok errdl a hatérrdl indulnak. Ugyanakkor a
teljes de Sitter-téridében tovabb folytatodnak. A lapos de Sitter-Vilagegyetem
fényszerti geodetikusai tehat a J~ hatarrdl indulnak, amelynek a neve multbeli
null-végtelen (,,past null infinity”).

e Hiperbolikus térgeometridju (nyilt) Vildgegyetem

X =const.

n :Consti ,V/,’/,

_‘r[

Figure 6: Hiperbolikus térgeometriaju, nyilt de Sitter-Vilagegyetem konform dia-
gramja a zart de Sitter-téridé konform diagramjan abrazolva.

A de-Sitter-téridén bevezethetiink olyan (£, Y) koordinitarendszert, amely a téridd
hiperbolikus (azaz negativ gorbiiletii) térszerii hiperfeliiletekkel torténé rétegezésének
felel meg. A skalaparaméter ebben az esetben

a(t) = Hy'sh(Hpl), (2.7.18)

ahol 0 < ¥ < 00 és 0 <t < oo. At fizikai idS és a konform idé kézotti kapesolat

dt eHat _
ro= H =1 _ 2.7.19
7 v f TR (2.7.19)
ahonnan
- 1
h(Hxt) = —— 2.7.2
() = -5 (2.7.20)
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adddik, igyhogy a metrika

1
ds? = m(dﬁZ—dXZ—shzfc d0?) (2.7.21)
A

alakot olt, ahol a ,,hulldimos” koordinatdk most is ugyanazokat az intervallumokat
futjak be, mint a lapos Vildgegyetemben a , feliilvonasos” koordinatdk: —oo < 77 <
0, 0 < ¥ < oco. A hiperbolikus, nyilt de Sitter-Vildgegyetem konform diagramja
most is a zart de Sitter-Vilagegyetem koordinatainak segitségével abrazolhato, 1d. a
6. abrat. A kétféle koordindta-rendszer kozotti kapcsolat

ch(Hat)cos x = ch(Hpt), ch(Hat)siny =sh(Hpt)shyx, (2.7.22)
ami a t és 0, ill. a t és 7 kozti relacié felhasznaldsa révén azt eredményezi, hogy

sinn sin y

thij = thy =

, . (2.7.23)
cos Y cosn

A 6. 4brardl latjuk, hogy a hiperbolikus de Sitter-Vilagegyetem a teljes de Sitter-
téridonek csak a ,,nyolcadara” terjed ki. Mint ahogy a lapos de Sitter-Vilagegyetem,
ugyanuigy a hiperbolikus sem geodetikusan teljes.

A de Sitter-téridében, barmely koordindtarendszerben az &dllandé id6hoz tartozéd
térszeri hiperfeliiletek egyre laposabbak (kisebb gorbiiletiiek) és egyméshoz egyre ha-
sonlébbak lesznek a x < m/2 tartoményban, ahogy tartunk a tévoli jové felé, azaz
n — 07. Ebben a hatédresetben a skdlafaktor forditva ardnyos lesz a konform id&vel,
vagy ami ugyanezt jelenti, exponencialisan né a fizikai id6 fiiggvényében.

A de Sitter-téridének fontos szerepe van a felfuvédd Vildgegyetem modelljeiben,
mint késébb latni fogjuk. A realisztikus kozmolégiai modellben megsériil az idobeli el-
tolasi szimmetria a kozmikus fluktudcidk koévetkeztében. A fluktudcidk hatdsat, mint
perturbéaciét lehet figyelembe venni, amelyhez a perturbélatlan esetet a de Sitter-téridd,
ill. valamelyik (k = 0,£1) de Sitter-Vilagegyetem szolgéltatja. A fluktudciok hatdsara a
Vildgegyetem ,,0lyan szerencsésen” 1ép ki (,,graceful exit”) az exponencidlisan
felfGvodé szakaszbdl (,,inflation”), hogy belép a Friedmann-modellnek megfelelé
fejlodési szakaszba. Aszerint, hogy a perturbdlatlan rendszert a de Sitter-Viligegyetem
melyik esetének tételeztiik fel, rendre a zart, a lapos, ill. a hiperbolikus Friedmann-
modell szerint folytatodik a Vilagegyetem fejlédése. Ez indokolja, hogy a de Sitter-
térido rétegezésének, ill. megfeleld koordinatazasainak mindhdrom mindségileg kiillonb6zé
esetével megismerkedjiink.

2.7.3 Minkowski-térido
Gombi polarkoordinatakban a Minkowski-metrika alakja

ds®* = dt* —dr® — r?dQ?, (2.7.24)
ami ugyan konform alaku, de a valtozok a végtelen —oco < t < 0o, 0 < r < oo interval-
lumokat futjak be. Ezért at kell térniink konform valtozokra, hogy fel tudjuk rajzolni a
Minkowski-téridé konform diagramjit. Egy lehetséges valasztés ebbél a célbdl olyan (1, x)

koordinatak bevezetése, amelyek a (t,7) koordindtdkkal hasonld reldciéban allnak, mint
a zart de Sitter-Vildgegyetem koordinéatdi a nyilt (hiperbolikus) de-Sitter-Vildgegyetem
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W2

t=co%t.

—Tt/2

Figure 7: A Minkowski-térid6é konform diagramja.

koordinétéival (utébbiak helyére formalisan a (2.7.23) transzformdci6 képleteiben a (¢,7)
koordindtékat irjuk):

tht = 220 gy = 22X (2.7.25)
COS'Y cos T

A Minkowski-metrika ekkor a

1
ds® = m(dn2 — dx® — ¥?(n, x)dQ?) (2.7.26)

alakot olti, ahol W?(n,x) konkrét alakja most szdmunkra nem érdekes a konform dia-
gram megszerkesztése szempontjabdl. Ha Osszevetjiik a nyilt, hiperbolikus de Sitter-
Vilagegyetem 7) koordinatajat és a Minkowski-térid6 ¢ koordinatéjat, akkor annyi a kiilonb-
ség, hogy 1 csak a valés tengely negativ 0 > 1 > —oo értékeit futja be, mig t az egész
—00 < t < 0o valds tengelyt, mikoézben y és r ugyanazokat a valds nem negativ értékeket
futjék be. A kiilonbség abbdl adddik, hogy a nyilt, hiperbolikus de Sitter-Vildgegyetem
skélafaktora az 7 — 0~ hataresetben felrobban. Ezért a Minkowski-téridé konform di-
agramja egy olyan nagy haromszog, amely a nyilt, hiperbolikus de Sitter-Viligegyetem
konform diagramjanak megfelel¢ kisebb haromszoghdl és annak idétikrozottjébdl all. A
multbeli idGszert végtelen i~ és a multbeli null-végtelen J~, valamint a térszerii végtelen
i¥ mellett megjelenik a jovébeli idSszerii végtelen (,,future time-like infinity”) it
és a jovébeli null-végtelen (,,future null infinity”) J1 is. Az id&szerll geodetikusok
it-ban futnak ossze, az r = 0-ban (x = 0)-ban tartézkodé megfigyel$ &ltal kibocsatott
fényjelek pedig JT-ban végzédnek, amelynek mentén ¢t — 400 és r — +oo mikozben t —r
véges.
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2.7.4 Er6s energia-feltételnek eleget tevé anyag altal uralt nyilt (hiper-
bolikus térgeometriiji) vagy lapos Vildgegyetem

n
U2

kezdeti szing. W2

Figure 8: A nyilt (hiperbolikus) és a lapos Vildgegyetemek konform diagramja, ha
az anyag allapotegyenlete teljesiti az erds energiafeltételt.

Emlékeztetiink ra, hogy az erds energia-feltételnek olyan anyag tesz eleget, amelynek
a p = p(e) allapotegyenlete kielégiti az € + 3p > 0 egyenlStlenséget. Ekkor az ivhosszelem
négyzete

ds®> = a®(7)(dif? — dx* — ®(%)dQ?) (2.7.27)

alaki, ahol nyilt Vilagegyetem esetén ® = shy, lapos Vildgegyetemben pedig & = ¥,
tovédbba az 7 konform id6 a (0, 00) intervallumot, az egyiitt mozgd x koordinata mindkét
esetben szintén a (0, 00) intervallumot futja be. Megjegyezziik, hogy kordbbi jel6léstinkhoz
képest a hulldimvonallal jeloltiik ezeket a nem véges intervallumon értelmezett koordina-
tédkat, hogy fenntartsuk a tovabbiakban az (1, x) koordindtdkat arra az esetre, amikor
koordindtatranszformaciéval a végteleneket végesbe transzformadljuk. A skalaparaméter
ezekben az esetekben lassulva tdgulé (a > 0, @ < 0) Vildgegyetemet ir le, és a(7=0) =0
miatt a Vildgegyetemnek kezdeti szingularitasa van. Az 7 > 0 értékek esetén a metrika a
Minkowski-metrikabdl nem szingularis konform transzformaéacioval kaphaté meg. Masrészt
7] és x ugyanolyan intervallumokat futnak be, mint a Minkowski-térid6 ¢ és r koordinatai az
utébbinak a t > 0 félterén. Ezért a nyilt és a lapos Vildgegyetem konform diagramjainak a
vizsgélt esetben (erds energiafeltétel teljesedése) ugyanolyan alakdaknak kell lenniiik, mint
a Minkowski-térid6 konform diagramjinak fels6 ,fele”. A diagram alsé hatéra (n = 0)
valédi fizikai szingularitdsnak felel meg, ez a lényegi kiilonbség a Minkowski-téridé konform
diagramjéhoz képest.

2.8 A voroseltolddas és alkalmazasai

2.8.1 A voroseltolédas

A Vildgegyetem tdguldsdnak a fény terjedésére fontos kihatdsa van. A fényforras dltal ki-
bocsatott fény frekvencidja a taguld Vilagegyetemben voroseltolddast szenved mire a tavoli
megfigyel6hoz elér. Ennek tulajdonithatd, hogy a kozmikus mikrohullamud héttérsugarzés
hoémérséklete lecsokken, mire azt észleljik. A hémérséklet a skdalafaktor reciprokaval
aranyos, T o< 1/a(t).
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Legyen nr az emittdlt fény konform idében mért periédusideje, ami a megfigyelés-
kor is ugyanekkora. Ez abbdl kovetkezik, hogy az egy periédusnyi hulldmvonulat elejének
trajektéridja a konform diagrammon x1(1) = Xem — (7 — Nem), a végének a trajektdridja
pedig x2(7) = Xem — (1 — Nem — N7)- A Xobs = 0 koordindtdji megfigyel6 ezért a fényjel
elejét M1.o0bs = Xem + Nem, a végét pedig N2 obs = 1M1,0bs + N7 konform idében észleli, vagyis
N2.0bs — N,obs = N7- Az 1 konform peridédusidének az emitter helyén Ate,, = nra(nem),
a megfigyel6 helyén Aty,s = nra(nes) fizikai periédusidé felel meg. Az emittédlt és a
megfigyelt fény hullimhossza (¢ = 1 esetén) rendre Aep, = Atem, ill. Aops = Atgps, és a
hullamhosszak aranya

/\obs a(nobs) agp
= = . 2.8.1
Aem a(nem) a(tem) ( )

Innen latjuk, hogy a fény A hulldmhossza az a skdlaparaméterrel egyenes aranyban nd,
A x a, a frekvencidja pedig akkor a skdlaparaméterrel forditott ardnyban csokken, w o 1/a
a taguld Vilagegyetemben.

A Vildgegyetem taguldsa sordan elkovetkezik a pillanat, amikor az anyag annyira
lehiil, hogy a protonok és az elektronok semleges atomokat kezdenek alkotni (elsésorban
H-atomokat, kevés He-atomot és nyomokban nehezebb atomokat). Amikor a toltések
ilyen médon bemenekiilnek a semleges atomokba, akkor lényegében lecsatolédik az elek-
tromagneses sugarzas az anyagrol, azaz elhanyagolhatéva valik az elektromagneses sugar-
zas és az anyag kolcsonhatasa. Ma azt a kozmikus elektromégneses hattérsugarzast fi-
gyeljiilk meg, ami a Vilagegyetemben a lecsatolédds idején jelen volt. A tapasztalat sze-
rint ez egy termikus egyensilyi sugarzas. Rdéadésul, ez olyan termikus sugarzas, ami
annyira pontosan eleget tesz a Planck-torvénynek, hogy a termikus egyensiilynak ilyen
pontosan megfelel6 sugarzast sem eldallitani, sem megfigyelni a Természetben mas eset-
ben eddig nem sikeriilt. Marmost a sugarzas minden frekvencidji komponense ugyanolyan
aranyu voroseltolédast szenved amig a jelenben eljut hozzénk. FEz, — a Wien-féle el-
tol6dasi torvénnyel (Apax? =4ll.) 6sszhangban — azt is jelenti, hogy a termikus sugérzas T
homérséklete a maximalis sugarzasi intenzitashoz tartozé Apax hullamhosszal forditottan
aranyosan, azaz az a skalafaktorral ugyancsak forditottan aranyosan tolodik el. Igy lesz
beléle ma 2,73 K hémérsékletli, mikrohullamt hattérsugarzas.

Erdemes megjegyezni, hogy a Hubble-horizonthoz képest kis tavolsdgokon a vorosel-
tolodas Doppler-effektusként foghaté fel, ami azért 1ép fel, mert a megfigyelohoz képest,
annak lokalis inerciarendszerében a fényforras a tdgulds kovetkeztében tavolodik. Ekkor
a kis tavolodasi sebesség és az elhanyagolhaté gorbiilet miatt alkalmazhaté a klasszikus
hullamtan eredménye, azaz hogy a megfigyelt wgps frekvencia és a kibocsatott wem > wops
frekvencia eltolédasa az emittalt frekvencia v/c-szerese, ahol v = HA/( a fényforrdsnak
a tadgulasbdl adédo tavolodasi sebessége, Al a fényforras és a megfigyel6 tdvolsaga. Ese-
tiinkben a hulldm terjedési sebessége ¢ = 1, tigyhogy a Doppler-eltolédés

AW = Wem — Wobs = Wem = HwemAXL. (2.8.2)
Itt elhanyagoltuk a Hubble-paraméter idéfiiggését, feltéve, hogy a fénykibocsatds és a
megfigyelés kozti id6 At = tops—tem = Al (hac = 1) elég kicsi. Ezért a kapott dsszefiiggést
infinitezimadlis A/, ill. At esetére alkalmazva, azt differencidlegyenlet alakjaba irhatjuk &t:
) a
w = —Hlt)w=——w. (2.8.3)
a

Ennek a megoldédsa w(t) o< 1/a(t), ahogy azt az &dltalénos relativitds elmélete alapjin
altaldnos esetben megkaptuk.
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2.8.2 Relativ részecske-sebességek voroseltolédasa

Az egyiitt mozgd (,,comoving”) (azaz az izotrép) megfigyel6khoz képesti lokélis relativ
sebességek, az ugynevezett sajat sebességek (,,peculiar velocities”) is voroseltolodést szen-
vednek. Az altaldnos relativitdselméletben a részecske w' sajitsebessége a részecske négyes-
sebességének a térszerii rétegzé hiperfeliiletekkel parhuzamos komponense, u®* = (1 +
O(w'w;),w?). A gazrészecskék sajat sebessége voroseltoléddsanak az a jelentésége, hogy,
ha a Vilagegyetemben a sugarzas lecsatolédott a gazrdl, akkor a gz hémérsék-
lete gyorsabban fog zérushoz tartani a tagulds soran, mint a termikus sugarzas
hémérséklete. A giaz homérséklete a skalaparaméter négyzetének reciprokdval aranyosan
csOkken ekkor.

Legyen adott két egyiitt mozgd megfigyeld, Aliz és Béla, akik egy részecske vilagvona-
la mentén helyezkednek el, és legyen a részecskének a sajit sebessége w(t,), amikor a
t4 idépillanatban elhalad Aliz mellett, majd legyen ugyanennek a részecskének a sajat
sebessége w(tp), amikor a tp > t4 id6pillanatban Béla mellett halad el. Az Alizhoz és a
Bélahoz rogzitett lokélis inerciarendszerek relativ sebessége viszont v ~ HA/L, ha Aliz és
Béla Al ~ w(ts)(tp —ta) = w(ta)At tdvolsaga elég kicsi ahhoz, hogy elhanyagolhassuk
a Hubble-paraméter idébeli véltozdsat (és a részecske sajat sebességének véltozdsdat Al
becslésekor). Ekkor viszont irhatjuk, hogy

w(ta) =w(tp) tv, = w(ta)—w(tp)=—H(ta)w(ta)(ta —tp), (2.8.4)
amit infinitezimalis At idétartamot véve atirhatunk megint differencidlegyenlet alakjaba:
w = —H(t)w. (2.8.5)

Ennek megoldédsa megint w(t) o< 1/a(t). A részecskéknek az egyiitt mozgd megfigyel6khoz
képesti sajat sebességei tehat ugyanugy voroseltolédast szenvednek, mint a fény frekvenci-
aja, és a sajat sebesség ismét a skalaparaméterrel forditott ardanyban skaldzik. Ezt a
homogén és izotrop Vildgegyetemben érvényes torvényszeriiséget a részecske geodetikus
egyenletének vizsgalata alapjan szigortan az altalanos relativitaselmélet keretein beliil is
be lehet latni, ha felhasznaljuk, hogy a részecske vildgvonala mentén mindenhol valaszt-
hatunk olyan térbeli koordindtarendszert, amelyben a sajat sebesség radidlis, azaz u® =
(14 0O(w?),uX,0,0). Ekkor a fentebb hasznalt w sebesség a négyessebességnek a y radidlis
koordindta irdnyaba mutaté uX komponensének megfeleld fizikai sebesség, w = a(n)uX(n).

A kapott eredménynek van egy fontos kovetkezménye. A nem relativisztikus gazré-
szecskék T, .4 hOmérséklete a lokalis relativ sebességek négyzetének véarhatéd értékével
ardnyos, ezért arra a Vildgegyetem tagulasa sordn a ), , 4 o< 1/ a? skélatorvény kell, hogy
vonatkozzon. Ennek az a kdvetkezménye, hogy ha a sugarzas lecsatolédott a gazrdl, akkor
a gaz gyorsabban hil, mint a sugarzas.

2.8.3 A relativ voroseltolédas, mint egyfajta idoparaméter

A z relativ voroseltolédason a

)\obs - /\em
= == = 2.8.
z Y (2.8.6)

hanyadost értjiik. Ez az a relativ hullaimhosszvaltozas, amit egy tavoli galaxis altal ki-
bocsatott fény A, hulldimhossza elszenved, amig a jelenben eljut hozzank, mint Agps
hulldmhosszi fény. A z relativ vordseltolédés felhasznédlhaté a fénykibocsatds te,, idejének
meghatarozasira a mai ty idopillanathoz képest. Ez azért szerencsés, mert nem kell hozza
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tudni, hogy mikor volt a Vildgegyetem torténetének kezdete. Adott z relativ voroseltolodas
megfelel annak az idépillanatnak, amikor a Vildgegyetem skédlaparamétere (1 + z)-szer
kisebb volt, mint ma,

1+2 = TEnE (2.8.7)

ahol ap = a(ty) a skdlaparaméter a jelen ¢y idOpillanatban.

Az elmondottak alapjan a jelen tg idOpillanatban észlelt fény z relativ voroseltolodasa
kolesonosen egyértelmli kapcesolatban all azzal a te,, idovel, amikor a fény kibocsatasa
tortént. Ezért a z relativ voroseltolédas alkalmas arra, hogy a Vilagegyetem torténéseit a
t id6 helyett z-vel parametrizaljuk.

1. Az energiasiriség parametrizdldsa, €(z).
Az energiasiiriiség lokélis megmaradéséat kifejez6 (2.3.22) egyenletbdl indulunk ki,
de = —3[e + p(e)]dIna, ahol a (2.8.7) egyenlet alapjén dlna = —dIn(1 + z). Ezért
azt kapjuk, hogy

1 <z de
In(1 + = = _ 2.8.
n(l+2) 3 /EO e+ ple)’ (2.8.8)

ahol €g = €(tp) az energiasiiriiség mostani értéke. Ez egy implicit egyenlet e(2)
meghatarozasara.

2. A Hubble-paraméter vdltozdsa, H(z).

Induljunk ki a (2.3.13) Friedmann-egyenletbdl, ahol k/a? = k(1 + 2)?/a2, tovdbb4
87Ge/3 = Hie/erro = H3Qe/eo, ahol Hy = H(tg), Qo = Q(to) és €xro a megfeleld
mennyiségek jelenlegi értékei. Ezeket felhaszndlva a (2.3.13) egyenlet

17r2(z)+k(1a74:)2)2 = Hgfzize(z) (2.8.9)

alakot olt. Mivel H(z = 0) = Hy, ezért fenndll a k/a3 = HZ(Qo — 1) Ssszefiiggés,
ahonnan k # 0 térgeometridju Vilagegyetem esetén kifejezhetjiik a skalafaktor je-
lenlegi értékét a Hubble-paraméter és a kozmoldgiai paraméter jelenlegi értékével.
Ekkor a Hubble-paraméter z-fliggésére a

2
H2(2) + H2(Q0 — 1)(1+2)> = LSEOE(Z) (2.8.10)
0
egyenletet, ill. a
1/2
) = ol -0 +27+ 9] (2.8.11)
0

explicit alakot kapjuk. Ha k = 0, akkor Q¢ =1 és a (2.8.9) egyenletbdl kozvetleniil
adddik, hogy

H(z) = Hy [%] " (2.8.12)

ami a (2.8.11) egyenl6ségbdl is kiadédik formélisan az g = 1 helyettesitéssel.
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3. A fizikai idd parametrizdldsa, t(z). Az € energiasiiriiség z-fiiggésének meghatarozasa
utdn a Hubble-paraméter z-fliggését is meg tudjuk kapni, majd ennek az ismeretében
meghatarozhatjuk a fizikai ¢ id6 z-fiiggését is. Derivaljuk a (2.8.7) egyenlet mindkét
oldalat t.,, = t szerint,

P i —(1+ 2)H(2), (2.8.13)

ahonnan

t(2) z dz' 00 dz'
) = [Ca=- [ gt = [ mmaes 08

adddik, ahol az integréacids allandét ugy valasztottuk, hogy a kezdeti ¢ = 0 id6pillanat-
nak a z — oo hatareset feleljen meg.

4. A wvoroseltolodds felhaszndldsa tdvolsag meghatdrozdsdra. Ha ismerjik egy tavoli
galaxisbdl hozzank érkezd fénynek a z relativ voroseltolodasat, akkor abbdl meg
tudjuk hatarozni a galaxisnak a téliink mért tavolsagat. Tegyiik fel, hogy az egytitt
mozgd koordinatakban téliink x tavolsdgra levé galaxis az 1., konform idében fényt
bocsatott ki felénk, ami az 79 jelen pillanatban érkezik el hozzénk, akkor fennall a

to dt
— o — Dy = . 2.8.15
X no—1 /tem e ( )

Osszefiiggés. Hasznéljuk fel, hogy a = ag/(1 + 2) és dt = —dz/[H(z)(1 + z)|, ekkor
arra jutunk, hogy

) 1 (% d

z2) = — | ——.
X ap Jo H(2')
A k # 0 térgeometriaju Vildgegyetemben 1/a2 = HZ(Qo — 1)/k = HZ|Q — 1|, azaz
1/ag = Ho/|Q — 1], dgyhogy ezekben az esetekben

X(z) = Ho,/|QO—1|AZ% (2.8.17)

addédik. Ezért az emitter fizikai tavolsdga t6liink

0z) = agx(z) = OZ%. (2.8.18)

(2.8.16)

A z — o0 (azaz a tey, — 0, ill. 7 — 0) hatédresetben x(z) a részecske-horizonthoz
tart, hiszen ekkor x(z) — no = xp(n0), mert x,(n) = n. Ez azt jelenti, hogy a
relativ voroseltolodas segitségével csak a részecske-horizonton beliili tdvolsdgokat
lehet meghatéarozni.

Példaképpen, a por uralta Vilagegyetemben
e(z) = €1+ 2)>, (2.8.19)
és
H(z) = Ho(l+ 2)v/1+ Qoz. (2.8.20)

Ha a por uralta Viladgegyetem lapos (9 = 1), akkor az integrélok elvégzése utan a
kovetkezoket kapjuk:

t(z) = 3%0(1 +2)732 x(2) = aoifo [1—(1+2)"12. (2.8.21)
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2.9 Kozmoldgiai paraméterek meghatarozasa

A kozmolégiai paraméterek meghatarozasira szolgalé modszerek azon alapulnak, hogy
mérhetjik az egyes csillagdszati objektumok sugarzdsanak voroseltolédasaval egytitt azok
1at6szOgét és latszolagos fényességét. Ha adott példaul a csillagaszati hossziisag-standar-
dok (,,standard rulers”) valamely osztdlya, azaz azonos méretii csillagdszati objek-
tumok egy osztdlya, akkor azok A6 latészoge jol meghatdarozott médon fliigg az objek-
tumokbdl érkezé fény z relativ vordseltolodasatol, Af(z). Hasonléképpen, ha adott az
azonos luminozitasu égitestek, az dgynevezett standard gyertydk (,,standard can-
dles”) egy osztélya, akkor ezen objektumok my,; latszélagos fényessége j6l meghatédrozott
modon fiigg az objektumokbdl érkezd fény z relativ vordseltolodasatol, mype(z). Ezek,
az égitestek meghatarozott osztalyaira vonatkozé fliggvények tartalmazzik a kozmoldgiai
paramétereket, amelyek a mérési adatok ismeretében aztan meghatarozhaték. A modszerek
jelentéségét noveli, hogy a mérési eredmények a Vilagegyetem korabbi &llapotara vonatkoz-
nak, amikor az a mostani méreténél (1 + z)-szer kisebb volt. Ezért a z-fiiggések révén a
Vilagegyetem megel6z6 fejlodésérdl kapunk informaéciot, amelynek révén esetleg donteni
tudunk kiilonb6z6 kozmoldgiai modellek k6zott azok alkalmazhatésagat illetden.

2.9.1 Az )y kozmoldégiai paraméter meghatarozasa a kozmikus mikro-
hulldmi hattérsugarzas (CMB) alapjan

A 14t6sz6g és a relativ voroseltolédas kapcsolata. Tegyiik fel, hogy adott a csil-
lagészati hosszisag-standardok valamilyen osztdlya. Ekkor az adott osztalyba tartozo
egyes égitestek A latészoge (,,angular size” vagy ,,angular diameter”) a t6liikk hozzank
érkezé fény z relativ voroseltolédasatol jol meghatarozott médon fligg. Legyen az égitest
télink (a x = 0 helyen tartézkodé izotrép megfigyel6tdl) e (egylitt mozgd radidlis ko-
ordinataban mért) tavolsdgra a g =all. sikban, és ¢ transzverzalis méretével helyezkedjen
el ugy, hogy atméréjének egyik vége 0y, masik vége 6y + A irdnyban latszik. (A gdmbi
szogeket mindig valaszthatjuk igy az altaldnossdg csorbitdsa nélkiil.) A fény az dtméré
mindkét végébol radidlis geodetikusok mentén érkezik hozzank. A keresett 1atdszog tehat
Af. Hasznaljuk fel a térmetrika (2.2.17) alakjat és hogy most dx? = 0, dQ? ~ (Af)?,
ekkor az atméro fizikai hossza

0 = a(tem)P(Xem)AD, (2.9.1)

ahol a (2.2.18) egyenldség adja meg P (xenm) kifejezését a kiilonbozo térgeometridk esetén.
Itt tem jelenti a fény kibocsdtasanak az id6pontjat, amelynek konform idében az 1ne, =
Mo — Xem felel meg, ahol ny a megfigyelés pillanata. A fenti egyenléségbdl kifejezhetjiik a
latoszoget:

Af = : (2.9.2)

a(TIO - Xem)q)(Xem) '

Ha a Vildgegyetem 7y koraval Gsszemérve xe,, < 1o, azaz az égitest ,.kozel van”,
alkor frhatjuk, hogy (1o — Xem) % a(10) = ag, ®(Yem) ~ Yem, és ekkor

14 14
Al = = — 2.9.
f apXem D7 ( ) 3)

ahol D az égitest t6liink mért fizikai tavolsdaga. A kozeli objektum latészoge tehat forditottan
aranyos az égitestnek a téliink mért tavolsagaval. Naivan is azt varnank, hogy kis tavolsdgo-
kon jé kozelités az Euklidesz-i geometria, amelynek alapjan a Af latdszog alatt latott £
hosszisdgu koriv D = A /¢ sugard koron helyezkedik el.
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Ha az égitest téliink tavol van, mondjuk a x,(n0) = no részecske-horizont kozelében
helyezkedik el, akkor mondhatjuk, hogy Xem = Xp(10)s 70— Xem <K 10, @(10— Xem) < a(no)
és ®(xem) ~ P(xp) =4ll., dgyhogy ilyenkor

AY ~ ! (2.9.4)

(I)(Xp) a(ﬁo - Xem) ‘

Ekkor minél tdvolabb helyezkedik el t6liink az égitest, 1ng — Xem és vele egyiitt a(no — Xem)
is annal kozelebb van nulldhoz, tigyhogy az égitest latészoge no, ha tavolabb helyezkedik el
téliink, és fokozatosan az égitest képe beboritja az egész égboltot. Ne felejtsiik el azonban,
hogy a téliink mért tavolsdggal az égitest latszdélagos fényessége drasztikusan csokken.
Ha nem igy lenne, akkor a tavoli objektumok fénye teljesen elnyomnd a kozeliekét. Az
Osszefiiggésbol latszik, hogy a furcsa viselkedésért teljes egészében a skalafaktor idéfiiggése
a felelOs.

Térjink most vissza a (2.9.2) egzakt kifejezéshez, és fejezziik ki a latészoget a z
relativ voroseltolédassal,
14

AB(z) = ——(1+2). 2.9.5

©) = e+ (2:9.5)

Itt felhasznaltuk a (2.8.7) Gsszefliggést, xem(2)-t pedig a (2.8.16) integréllal kell kiszdmolni.

Por uralta sik térgeometridji Vilagegyetemben a x(z) fliggvény (2.8.21) alaki, amit fel-
hasznalva azt kapjuk, hogy

EHO (1 + Z)3/2

Ab(z) > Axlf =1 (2.9.6)
Kis voroseltolddés, z < 1 esetén a latdszog forditva ardnyos z-vel, csokken, majd z = 5/4-
nél minimuma van, és végil z > 1 esetén z-vel ardnyosan skédldzik. Hasonlé Af(z)
fliggvények mas kozmoldgiai modellek esetén is meghatarozhaték. Ha ismertek a hosszusag-
standardok osztalyai, akkor ezen Osszefiiggéseket az adott egy-egy osztdlyra vonatkozé
mért (z, Af) adatokkal Gsszevetve, elvben kiilonbséget tehetiink a kiilonb6z6 kozmoldgiai
modellek k6zott azok alkalmazhatdsdgat illetden. A 6 gondot azonban a megfeleld hosszu-
sag-standardok csillagaszati beazonositasa jelenti.

Lényeges attorést jelentett, amikor a kozmikus mikrohulldmu hattérsugarzas homér-
sékletét mérték kiillonbozo iranyokban, és rajottek, hogy a hémérséklet egy kicsit fiigg az
iranytol. Felvették a hémérséklet autokorrelaciéjat, mint az egyes irdanyok kozti A6 szog
fliggvényét. Megfigyelték, hogy a A# iranykiilonbség fliggvényében maximumok jelent-
keznek, ahogy a nagy szogkiilonbségek feldl a kisebbek felé haladunk. Az tdgynevezett
,,els6 akusztikus csics” helyét 1ényegében az hatdrozza meg, hogy hol van a rekom-
binécié (az elektromagneses sugérzas lecsatolédasa) idején ,,hang-horizont”, vagyis hogy
mekkora az az £ tavolsdg, amekkora tavolsdgra tud a hang terjedni a barionokbdl és
sugéarzasbol all6 anyagban. Az £, oc H'(z,) hosszisig-standardként szolgsl, ahol z, a
rekombindciéhoz tartozé vordseltolodas, z,. ~1100. Mivel Qpz, > 1, a (2.9.5) kifejezésben
frhatjuk, hogy Xem(2r) & X, tovdbb4, hogy ®(x,) = 2(agHoS ) ! (Id. a (2.6.8) kifejezést),
ezért az ,,els6 akausztikus csics” helyére a

0y apHop 2 HoQ
D (1) = B0 s
w0000 ) T Baem e L) ¥ 3

AO(z) (2.9.7)

kifejezést kapjuk. Hasznaljuk fel, hogy a (2.8.20) 6sszefiiggés alapjan H (z.)/Ho ~ (Qoz2)"/?,
ekkor a

28 Q) 1/2
Ab(z) ~ Tor(Qoz) T = 220—1/2 ~ 0,87°08/ (2.9.8)
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eredményre jutunk. Erdemes észrevenni, hogy euklideszi térben a megfelel6 latdszog A ~
tr/to ~ 2z 3/2 lenne, ami kb. 1000-szer kisebb lenne, mint a helyes eredmény.

Az els6 akusztikus csucs helyére vonatkozd eredménytink lényegében csak 2y értéké-
t6l fligg. Ez mas kozmolégiai modellek esetén is igy van, amikor a Vilagegyetem anyagossze-
tétele nem egyszerlien por, hanem tobb komponenst is tartalmaz. Ennek koszonheto,
hogy a Vilagegyetem térgorbiiletére, amit )y értéke hataroz meg, a legpontosabb mérési
eredményt az adja, hogy meghatarozzuk a kozmikus mikrohullamu hattérsugarzas homér-
sékletének autokorrelacids fliggvényében az elsé akusztikus csics helyét. Innen szarma-
zik annak a bizonyitéka, hogy a Vildgegyetem jelenleg (2017-ben) nagyon jé
kozelitéssel sik térgorbiiletii, azaz lapos, azaz Qg = 1,0002 4+ 0,0026. Ez egy fontos
megfigyelés, és a felfuvodd Vilagegyetem modellje olyan modell, ami ezt a tényt meg tudja
magyarazni.

2.9.2 A glassulasi paraméter meghatarozasa standard gyertyak bolomet-
rikus magnitiddjanak z-fiiggése alapjan

Tegyiik fel, hogy t6link Y., egyiitt mozgd tavolsagban helyezkedik el egy standard gyer-
tydnak tekinthetd égitest, amelynek L a luminozitdsa (idéegység alatt kisugérzott teljes
energidja). Ha az égitest a sugdrzést a t.,, idOpillanattdl kezd6déen An konform idétartam
alatt bocséatotta ki, akkor a kibocsatott AFE.,, = LAten(An) = La(tem)An energia egy
Ax = An egylitt mozgd szélességli gombhéjban talalhaté a késébbi pillanatokban, amely-
nek sugara né, ahogy telik az id6, a fotonok frekvencidja pedig voroseltolodast szenved.
Amikor a gdbmbhéj eléri a megfigyel6t a ty idépillanatban, akkor a héjban levd energia a
voroseltolédas miatt

a(tem) _ La2(tem)
a  ao

AEys = AFen An. (2.9.9)
Ebben a pillanatban a gémbhéj felszine S = 47a3®%(xem), és a Ax konform szélességii
héj At = agAn fizikai id6 alatt s6por at a megfigyelén, igyhogy a megfigyel dltal észlelt
bolometrikus fluxus (energiadramsiiriiség)

o DB _ La’(tem) Ap—s 1
SAt ap ATag P2 (Xem )aoAn
La®(tem)
= —_ 2.9.10
70 ()] (2940
amit kifejezhetiink, mint a z relativ voroseltolédas fuggvényét:
L

F(z) = (2.9.11)

4maZ®? (xem (2))(1 + 2)?’

ahol Xem(2)-t a (2.8.16) kifejezés alapjan kell meghatérozni. A csillagaszok a bolometrikus
fluxus helyett az mp, = —2, 5log;F’ bolometrikus magnitiidét szoktak mérni:

mpot(2) = blogyg(l + 2) + 5log 9P (xem (%)) + const. (2.9.12)

Vizsgaljuk meg a (2.9.12) fliiggvényt, ha z < 1. Ekkor az els6 tag blogo(1 + z) ~
5z/In10. A mésodik tagban X, < 1, ha z < 1, de ekkor az integralkozépérték-tételt
alkalmazva
1 (7 d 1 =z
ap Jo H(') ~ ao H(C)’

q)(Xem(z)) ~ Xem(z): (2913)
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ahol a ( = z/2 vélasztassal szokds élni. A (2.9.12) kifejezés masodik tagja ezért

)
510g19P(xem(2)) = 5loggz — blogigH (¢) + const. = ——[Inz — In H({)].(2.9.14)

In10
Masrészrol irhatjuk, hogy
Hl
InH(() ~ In[Hy+ H (0)(] =~ H(O)z+ const., (2.9.15)
0
ahol — felhasznélva a t(z) fliggvény (2.8.14) alakjat —
: ~H
H = Ht'(2) = —r—— 2.9.16
(2 €)= Fons (29.16)

adédik, dgyhogy H'(0)/Ho = —H(0)/H?. Ugyanakkor a H = a/a kifejezést derivilva az
id6 szerint

52

. a a a
H = ——-Z =-H*1- — 2.9.17
a a2 ( aH2>’ ( )

aminek a segitségével

InH() ~ —H(0)/H3 ~ (1 — ai(%)g = (1+ qo)C. (2.9.18)
Itt
Qo = —(i(g)g (2.9.19)

az ugynevezett lassuldsi paraméter (,,deceleration parameter”), amelynek pozitiv
értéke a Vilagegyetem tagulasanak lassulasat jellemzi. A bolometrikus magnitidoé tehat
z < 1 esetén

)
mpot(2) = 5logigz + m[z — (1 + go)(] + const.

2,5
~ blogyz + m(l — qo)z + const., (2.9.20)

ahol behelyettesitettiik a ( = z/2 értéket.

A (2.3.14) Friedmann-egyenletbél kifejezhetjiik a lassuldsi paramétert a p(e) /e dllapot-
egyenlettel. Irjuk ehhez a (2.3.14) egyenletet

a 887G H? 3p(e) € H? 3p(e)
s [ v I — S | 2.9.21
3H2€2<+e) ekr2<+e> (2.9.21)
alakba, ahonnan azonnal adédik, hogy
a(0) 1 3p(eo)>
= - =-Q(1 . 2.9.22
1 aH? 2 0( T (2.9.22)
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A kapott eredménybdl az kovetkezik, hogy ha mérjik a standard gyertyak bolometrikus
magnituddjat a fényiik relativ voroseltolédasanak a fliggvényében, akkor abbdl vissza
tudunk kovetkeztetni a lassulasi paraméterre és azon keresztiil a Vilagegyetemben taldlhaté
anyag allapotegyenletére.

Az IA tipusu szupernévakat, mint standard gyertydkat vizsgalva rendkiviil érdekes
eredményt kaptak a fizikusok. A ¢y lassuldsi paraméter értéke negativnak addédott, ami
azt jelenti, hogy a Vildgegyetem gyorsulva tdgul. Ez azért megleps, mert azt varjuk,
hogy a tagulds lassul amiatt, hogy a Vilagegyetem anyaganak egyes darabjai gravitaciésan
vonzzak egymaést, ami fékezi a taguldst. A (2.3.14) Friedmann-egyenlet alapjén gyorsul6
tagulas csak akkor képzelhetd el, ha a Vilagegyetem energiasiiriiségének jelentOs részét
olyan anyag alkotja, amelynek nyomdsa negativ, ill. amelyre jellemz5 w = p/e hanyados
negativ. Ez a feltételezett anyag az ugynevezett sotét energia (,,dark energy”).

Az egyik lehetdség, hogy a sOtét energia szerepét a vakuum energidja, azaz a A koz-
mologiai allandé el nem tiné értéke jatssza, ami p = —e, azaz w = —1 allapotegyenletnek
felel meg. A maésik lehet6ség, hogy a s6tét energia dinamikai természetti, pl. egy id6ben las-
san valtozé skaldrmezének tulajdonithatd; ekkor kvintesszencidrdl (,,quintessence”)
szokds beszélni. A Vildgegyetem gyorsulé tdguldsdnak megfigyelése sok izgalmas koz-
molégiai kérdést vet fel. Ezek egyik része a sotét energia eredetére vonatkozik. A masik
résziik arra iranyul, hogy mi a magyarazata annak, hogy a gyorsuld tagulas valt uralkodéva
a Vildgegyetemben egy viszonylag hosszi elézetes fejlodés utdn, és ez miért pont akkor
tortént, amikor. A kérdések egy tovabbi része pedig a Viladgegyetem jovéjére vonatkozik.
Ez aszerint nagyon eltéré lehet, hogy mi az eredete a sotét energianak. Ha vakuumenergia-
rol van szo, akkor a gyorsuld tagulas a végtelenségig fog folytatédni, mikézben a Vilag-
egyetem kitiriil (a tobbi anyagosszetevjének energiastiriisége zérushoz tart). Ha viszont a
sotét energia dinamikai eredetii, akkor a dinamikai skalartér bomlas révén tjra benépesit-
heti anyaggal a Vilagegyetemet. Nem tudjuk azonban, hogy mi is a s6tét energia eredete,
és ezért a Vilagegyetem jovéje egyike a nyitott kérdéseknek.

Még egy fontos koriilményrdl kell emlitést tenni. A z < 1 esetben a bolometrikus
magnitiudoéra kozelitéssel kapott eredménytink kb. z < 0,3 esetén hasznalhatd, nagyobb
z-k esetében nem. Azon megfigyelések soran, amelyekbél a gyorsuld taguldsra vonatkozé
kovetkeztetések szarmaznak, olyan szuperndovakat hasznéltak standard gyertyakként, ame-
lyek esetében z =~ 1 nagysagrendii. Ekkor tehdt nem alkalmazhaté a kozelité képletiink,
hanem az egzakt (2.9.12) osszefiiggésbél kell kiinduljunk. Ekkor a kozmolégiai modellek
valamelyik osztalyat valasztva tudjuk meghatdrozni a ®(xenm(2)) mennyiséget.

Tegytlink fel példaul sik térgeometriaju, hideg anyagot és kozmoldgiai allandét tar-
talmazo Vilagegyetemet, amelyben Qg = Qp + Q,,, ahol Qp, ill. ,, rendre a sotét
energia striiségének, ill. a hideg anyag energiastirtiségének és a kritikus energiastiriiségnek
a hanyadosa. Ekkor meg lehet mutatni, hogy

dz

1 z
D(Xem) = em = / .
(Xem) = Xem(2) = g0 | VAt 2P+ 1O

(2.9.23)

Ezt felhaszndalva, kiszdmoltak numerikusan az mp,;(z) bolometrikus magnitiudét €, kiilon-
boz6 értékeire, és azt tapasztaltak, hogy a csillagdszati eredményeket akkor sikeriil legjob-
ban reprodukalni, ha Q,, =~ 0,3. Ez azt jelenti, hogy a Vildgegyetem energiastiriisé-
gének ma kb. 70%-a sotét energia, kb. 30%-a anyag. Az utébbiban kb. 4% a
barionikus anyag, és kb. 26% a s6tét anyag. A sugérzas ( a fotonok és a neutrinék és
a vélhetéen jelenlevé gravitacios sugdrzas) hanyada a teljes Q¢ ~ 1 értékben elenyészéen
kicsiny.
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3 A VILAGEGYETEM VAZLATOS FEJLODES-
TORTENETE

3.1 Anyagosszetétel

3.1.1 Az energiasiiriiség Osszetevoi

A Vilagegyetem tagulidsa a Friedmann-egyenletek szerint attdl fiigg, hogy hogyan valtozik
az energiasiriiség és hogy melyek az egyes anyagosszetevok, ill. azok allapotegyenletei.
Azok az anyagosszetevOk, amelyek néhany MeV alatti hémérsékleteken szerepet jatszottak,
ill. jatszanak, a primordidlis (éseredeti) sugarzds, a barionok, az elektronok, a neutrindk,
a sOtét anyag és a sotét energia. Vegyiik most sorra ezeket az Osszeteviket a Vilagegyetem
energiastiirtiségéhez vald jelenlegi hozzajarulasukbdl kiindulva.

e A primordidlis sugdrzason a jelenleg T,y = 2,73 K hémérsékleti kozmikus
mikrohulldmit hattérsugdrzdst (CMB) értjiik. Ez jelenleg €9 = 10734 g/cm? ener-
giastirtiséget (¢ = 1!), a kritikus energiastirtiségnek 10~5-ed részét képezi; a spek-
truma tokéletes Planck-spektrum. Ez a kozmikus hémérsékleti sugirzas mar a
Vildgegyetem viszonylag korai, joval 1 GeV hémérséklet feletti szakaszdaban jelen
volt, csak akkor még nem volt mikrohullami. Mivel a sugarzas energiasiriisége
a skalafaktor negyedik hatvanyaval forditottan aranyos, ezért a korai idészakban
ennek a sugéarzasnak sokkal nagyobb volt a hozzdjarulasa a teljes energiasiirtiséghez.

e A barionikus anyagbdl épiilnek fel a bolygdk, a csillagok, a gazfelhék, a kis
tomegli sotét ,,csillagok” és a feketelyukak is. A konnyil elemek gyakorisdgabdl és a
CMB-adatokbdl is arra lehet kovetkeztetni, hogy a barionikus anyag jelenleg a teljes
energiastiriiségnek kb. 4 %-at, Q ~ 0,04 képezi. Jelenleg 1 barionra dtlagosan 10°
foton jut.

e SOtét anyag és sotét energia. A CMB fluktudciékbdl arra lehet kovetkeztetni,
hogy a Vildgegyetem teljes energiasiiriisége jelenleg kb. megegyezik a kritikus ener-
glaslirliséggel, Q ~ 1. A fentebb elmondottak fényében ez azt jelenti, hogy a
Vilagegyetem anyaganak nagy része s6tét és nem barionikus. Tobb megfigyelés
egylittesébdl (a CMB-adatok, a Vildgegyetem nagy méretskdldkon mutatott szer-
kezete, a gravitacios lencse-effektus és a nagy voroseltolédasu szupernévék alapjén)
arra kovetkeztetnek a fizikusok, hogy a sotét Osszetevdé maga is két vagy tobb
Osszetevotol szarmazik. Nevezetesen, a sotét Osszetevé részben hideg s6tét anyag-
bél (,,cold dark matter”), részben sotét energiabdl (,,dark energy”) all. A
hideg s6tét anyag nyomdsa zérus, és képes gravitdciés csomdsodasra (,,clus-
tering”) midltal hozzd tud jarulni a gravitdciés instabilitdsok képzOédéséhez. A
kiilonboz6 (szuperszimmetrikus) részecskefizikai elméletek természetes jelolteket szol-
galtatnak a hideg s6tét anyagra, koztiik a gyengén kélcs6nhaté tomeges részecs-
kék johetnek mai ismereteink szerint leginkabb szamitasba. A nem barionikus hideg
sOtét anyag a kritikus stirliségnek kb. 26 %-at teszi ki. A maradék kb. 70 % a
sOtét energia jaruléka. Ez negativ nyomasi, nem csomédsodé 6sszetevo. Ennek ere-
detérdl ma azt gondoljuk, hogy az vagy a vakuum energidja, azaz a kicsi A > 0 koz-
moldégiai allandénak megfelel py = —ep allapotegyeneletii ,,idedlis folyadék”, vagy
egy dinamikai skalartér kondenzatumaéanak energidja, az tigynevezett kvintesszen-
cia (,,quintessence”), amelynek allapotegyenlete p = we, ahol w < —1/3.

e A primordialis neutrindk is a kezdeti, forré Vilagegyetembdl maradtak vissza. A
toliik szarmazd hattérsugarzast egyelére nem tudjuk mérni. Ha az egyes neutrindfaj-
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tak mind zérus nyugalmi tomegiiek lennének, akkor ma a termikus neutriné-héttér-
sugarzas homérséklete 1,9 K lenne, és a kozmikus mikrohullamui héattérsugarzasbol
ered6 energiasiriiségnek 0,68-szorosaval jarulna hozza a teljes energiasiiriiséghez.
A neutriné-oszcillacids kisérletek eredményeibdl arra lehet kovetkeztetni, hogy a

neutrinéknak van tomegiik, bar az kicsi. Am még ekkor is ugy becstilheto, hogy a
primordialis neutrinék 1 %-ot nem meghalad6 mértékben jarulhatnak csak hozzd a
kritikus energiastirtiséghez.

e Egy tovdbbi Osszetevit képviselhetnek a Vildgegyetem kezdeti, felfivddé szakaszébol
visszamaradt primordialis gravitacios hullamok, egyelére azonban ezeket sem
tudjuk mérni.

3.1.2 A Vilagegyetem fejlodési korszakai

A Vilagegyetem dinamikai fejlédésében jellemz6 korszakok kiilonitheték el aszerint, hogy
az energiasiriségnek melyik Osszetevéje meghatarozo. Ehhez vegyiik elOszor figyelembe,
hogy novekvo z relativ voroseltolodassal a sugarzas, a barionikus és a hideg nem barionikus
anyag, tovabba a sotét energia jarulékdnak z-fiiggése rendre:

4
Q
e(2) = e (f) = eyo(1+2)%, (3.1.1)
3
em(z) = 60<%0> = € 0 (1 + 2)3, (3.1.2)
3(1+w)
eQz) = E°<%O> = e 0Qq(1+ 220, (3.1.3)

ahol ez, o = 3HZ/87G a kritikus energiastirtiség értéke ma, €, a barionikus anyag és a
hideg nem barionikus s6tét anyag hozzajaruldsa a kozmoldgiai paraméterhez, {)g pedig a
sOtét energia hozzdjarulasa a kozmoldgiai paraméterhez.

Ha idében visszafelé kovetjiik a Vilagegyetem fejlédését, akkor £2¢ né a leglassabban,
(2, kicsit gyorsabban és (1., a leggyorsabban. Ezért 1étezik olyan zg, hogy z > zg esetén a
barionikus anyag meg a hideg sotét anyag egyiittes jaruléka nagyobb, mint a sotét energia

jaruléka:
0 —1/3w
9 = <Q—Q> ~ 1. (3.1.4)

Ez a jelenlegi (z = 0) id6pillanathoz kozel, kb. zo ~ 0,33 — 1,33 értékek kozott
helyezkedik el, ha —1 < w < —1/3, Q,, ~ 0,3 és Qg ~ 0,7. Fizikai idében ugy
becsiilhetjiik, hogy 0 < ¢t < tg ideig a por uralta a Vildgegyetemet, ezért tg/ty =~
(14 20)732 = 0,4 — —0.08.

Hasonléképpen, a sugérzasi energiasiirliség az id6ben visszafelé haladva gyorsabban
né, mint a hideg anyag energiastiriisége, ugyhogy létezik olyan z., voroseltolédas, hogy
Z > Z¢q esetén a sugdrzas valik domindlévé,

9)
e = UM 18996 10M0,hE, (3.1.5)

€y 0
ahol
Hy

hrs = , 3.1.6
& 75 kms ™' Mpc ™! ( )
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Figure 9: Az energiastiriiség egyes Osszetevoinek z-fiiggését kvalitativ mdédon mutatd
abra. A fiiggbleges tengelyen £ = In(e,/e,9) van abrazolva.

ahol Hy a Hubble-paraméter jelenlegi értéke. A becsiilt érték z., ~ 104, és ha azzal a
kozelitéssel éliink, hogy z > z., esetén a sugdrzds dominalt, akkor t.,/to ~ (1 + zeq)_2 ~
1078.

A fentiek alapjan jol elkiilonithet6 harom dinamikailag kiilénbozé fejlodési korszak
a Vilagegyetem torténetében.

e A sugarzas uralta fejlédés korszaka, z > z,, ~ 10%, amikor a Vildgegyetemet
ultrarelativisztikus, p = €/3 éllapotegyenletii sugarzds uralja; ekkor a skélafaktor
a « t'/2 skélatorvény szerint né.

e Az anyag uralta korszak, z., > 2z > zg ~ 1, amikor a p = 0 zérus nyomdsu
sszetevs hatdrozza meg a skalafaktor a o t2/3 térvény szerinti novekedését.

e A sotét energia korszaka, z > zgp ~ 1, amikor a tagulast a negativ nyomasu,

p=we (—1 < w < —1/3) allapotegyenletii Osszetevd hatdrozza meg. A skélafaktor
2

a x t30+v) gzerint névekszik névekvo idovel. Mig az el6z6 két korszakban a tagulas
lassulé, addig ebben a korszakban a tagulds gyorsulé.

Ezekkel a korszakokkal kapcsolatban meg kell allapitsuk, hogy ahhoz, hogy a Vildgegyetem-
ben ma észlelt szerkezetek (bolygok, csillagok, galaxisok, galaxishalmazok, tovabba a
legnagyobb méretskédldkon a kozmikus szovedék) ki tudjanak alakulni, a sotét energia
uralma nem kovetkezhetett be tilsdgosan kordn. A zg értéke azt mutatja, hogy ez éppen
mostanaban kovetkezett (kovetkezik) be. Ez az egybeesés, hogy éppen akkor kezd a sotét
energia uralkodéva valni, amikor az Emberiség itt a F6ldon jelen van, és képes ennek meg-
figyelésére, taldn csak egy furcsa véletlen, de mindenképpen rejtélyesnek latszik. (Vegyiik
észbe, hogy az emberi torténelem egésze, — kb. az utolsé 50 ezer év, — csak egy pillanat a
kb. 14 millidrd évet atfogé kozmikus idéskalan.)
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3.2 Korszakok

A Vilagegyetem fejlédése az altalanos térgeometria, ill. téridé-geometria alakuldsan tul
részleteit tekintve nagy mértékben fiigg attdl, hogy milyen allapotegyenletet frunk az
Einstein-egyenletekbe, ill. a belolilk homogén és izotrép Vildgegyetem esetére levezetett
Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker-egyenletekbe. Az dllapotegyenlet azonban a Vilag-
egyetem fejlodése soran maga is valtozik aszerint, hogy hogyan valtozik az anyagosszetétel,
ill. a jelenlevé anyag fazisa. Nagyjabol az utébbinak megfelelen, azaz annak megfelelGen,
hogy milyen kolcsonhatasok jellemzik adott idészakban a Vilagegyetem anyagat, ill. hogy
milyen alakban, fazisban van az anyag jelen az adott idészakban, a Vildgegyetem fejlédés-
torténetét jellegzetes korszakokra (,,epochs”) bonthatjuk. Természetesen ezek a kor-
szakok tulajdonképpen az el6z6 fejezetben meghatarozott korszakokon belili finomabb
szakaszolast jelentenek. A korszakhatarokat megadhatjuk a fizikai idében, de a sugérzas
uralta korszakban hasznalhatjuk erre a célra a primordidlis elektromagneses sugarzas (a
jelenlegi CMB) hémérsékletét is. Utébbi a frekvencidhoz hasonléan 1/a szerint skalazik a
skalafaktorral, ami azt jelenti, hogy T’,(z) = T, o(1+2) torvény szerint valtozik a z relativ
vOroseltolédas fliggvényében. A MeV-ben mért hémérséklet és a s-ban mért idé kozott
Tarey = O(1)/4/ts Osszeftiggés 4ll fenn a sugdrzds uralta korszakban.

Az aldbbiakban felvazoljuk az egyes korszakokat, anélkiil, hogy belemeriilnénk azok-
nak a részletes analizisébe. Természetesen annak tudatdban tekintiink el itt a tovabbi
részletektdl, hogy azok rendkiviil fontos részismereteket tartalmaznak az egyes részecske-
fizikai, magfizikai és atomfizikai folyamatokrdl, amelyek szervesen beépiilnek a Standard

Kozmologiai Modellbe, legyen az annak akar a hagyomanyos, Osrobbandson alapul6 val-
tozata, akar a felfavodast is magaba épité valtozata. A Standard Kozmoldgiai Modell csak
az itt el nem mondott fizikai részletekkel kiegészitve alkalmas olyan numerikus szamitdsok
elvégzésére, amelyek alapjan reprodukalni tudja a lathaté Vildgyetemre vonatkozé ada-
tainkat.

3.2.1 Planck-korszak

A Planck-korszak (,,Planck epoch”) az Osrobbansstdl szamitva kb. 10743 s-ig (T ~
10" GeV) tart, ami kb. a Planck-idé. Ebben a korszakban olyan magas volt a hdmérséklet,
hogy feltehetGen az altalunk alacsony energidn észlelt elektromagneses, gravitaciés, gyenge
és er0s kolcsonhatds egyetlen alapvetd kolcsonhatasban egyesiilt. A hagyoméanyos, altala-

nos relativitaselméleten alapulé kozmoldgia egy Osrobbandsnak nevezett szingularitasbdl
indul6 fejlodésre kovetkeztet. Utdbbi azonban erdsen vitathaté, mert ebben az idészakban
az altalanos relativitdselmélet nem megbizhat6. Kezdetben Valésziniileg egyforman fontos
szerepet jatszottak a kvantum- és a gravitacios effektusok. Varhatéan egy nem perturbativ
elmélet, mint valamilyen harelmélet (,,string theory”) vagy a hurok-kvantumgra-
viticié (,,Joop quantum gravity”) tudna megvalaszolni olyan kérdéseket, mint a
kezdeti téridészerkezet, a kezdeti szingularitasok kérdése. Ugyanakkor kicsivel késébb,
mint a Planck-id6, azaz kicsivel kisebb hémérsékleten (energidn) a klasszikus téridének
mar van értelme, és azt varjuk, hogy az altalanos relativitdselméletre alapozott kozmologia
jol miikodik.

3.2.2 A felfiivédas korszaka

Valészintisithetd, hogy a fenti idészakot egy olyan korszak kovette, amikor a Vilagegye-
tem idében exponenc1allsan felfivédott, kb. a 10743 — 10~ -36 s (T ~ 10Y — 101¢
GeV) iddszak alatt, kozvetlentil a soron kovetkezo Nagy Egyesités korszaka elétt. En-
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nek a korszaknak a legfontosabb kévetkezményei annyira robosztusak, hogy alig fliggenek
részecskefizikai részletektSltol és a felfuvodas modelljétol. A felfivodd Vilagegyetem mo-
dellje ugyanakkor szamos kozmoldgiara vonatkozé csillagdszati megfigyelésnek természetes
magyarazatat adja, mint arra a bevezetében részben mar utaltunk. Ezekre a felfivodas
targyalasakor még részletesen vissza fogunk térni. Mindez amellett szol, hogy valdszintileg
kellett lennie egy ilyen korszaknak.

3.2.3 A Nagy Egyesités korszaka

A Nagy Egyesités korszaka (,,Grand Unification epoch”) kb. a 10736 — 10714 s
(T ~ 10'6 GeV- 10 TeV) idészak. Azt varjuk, hogy ekkor az elektrogyenge és az erds
kolesonhatas valamilyen Nagy Egyesitett Elmélete (,,Grand Unification Theory”) lehet
képes a fizikai torvények leirdsdara. A Vildgegyetem barion-aszimmetridja is valészintleg
ekkor jott létre. Ennek a korszaknak a fizikdja nem ismert, tilmutat az elektrogyenge és az
erts kolcsonhatas Standard Modelljén. A szuperszimmetria is fontos szerepet jatszhatott
ebben az id6szakban. Szuperszimmetrikus elméletek jésolnak olyan tomeges részecskéket,
amelyek képezhetik a hideg sotét anyagot. A korszakkal kapcsolatos egyik fontos tiszta-
zatlan kérdés éppen a Vildgegyetem ekkori anyagosszetétele.

3.2.4 Az elektrogyenge és er6s kolcsonhatas Standard Modelljének kor-
szaka

A 1071 — 10719 s (T =~ 10 TeV - 100 GeV) idétartamra kiterjeds korszakrdl van szo,
amikor a gyenge és az erds kolcsonhatas Standard Modelljének fizikaja érvényes,
ami gyorsitokkal is vizsgalhatd, tulajdonképpen jol (vagy legaldbb is elég j6l) ismert
részecskefizika. Az elektrogyenge szimmetriasértés skaldaja kb. 100 GeV. Még efolott
vagyunk, az elektrogyenge szimmetria még sértetlen, a mértékbozonok még tomeg nélkii-
liek. A szimmetria visszaallasanak skaldja folotti topologiai fazisatalakulasok soran erdsen
sériilhet a fermion- és barionszdm megmaradasa.

3.2.5 A kvarkok és gluonok bezarédasa

Kb. 1075 s (T ~ 10 MeV) idépont kornyékén megtorténik a kvarkgluon-plazmanak a
fazisatalakuldsa bezaré fazisba, amikor a kvarkok és a gluonok bezarédnak a barionokba
és a mezonokba. Jelenlegi ismereteink szerint ennek valdsziniileg nincsen komolyabb koz-
moldgiai nyoma.

3.2.6 A primordialis neutrindk lecsatoléodasa

Kb. 0,2s (T' = 1 — 2 MeV) koriil a primordidlis neutrinék lecsatolédnak a tobbi
anyagrol, és tovabbi szorodasok nélkiil terjednek a késébbiekben, mert bizonyos gyenge-
kolcsonhatasi folyamatok egyensilya megszinik. Ezt kévetden a neutron-proton arany
is befagy, mert azok a folyamatok, amelyek eddig kémiai egyensilyban tartottak oOket,
hatastalanokka valnak. Az ezt t1lélé neutronok szama meghatdrozza a primordidlis elemek
gyakorisagat.

69



3.2.7 Az elektron-pozitron annihillacié korszaka

Az Osrobbanas utan kb. 1 s (T ~ 0,5 MeV) id6vel a hémérséklet eléri az elektron
nyugalmi tomegét. Ekkor megindul az elektronok és a pozitronok annihillacidja. Amint
a homérséklet tovabb csokken, csak egy nagyon kis elektrontobblet marad vissza, kb.
1 elektron 1 millidard fotonra. A keletkezd fotonok termikus egyensilyban vannak, és a
sugarzas homérséklete ekkor megnovekedik a neutrindék homérsékletéhez képest, amelyek
mar kordbban lecsatolédtak.

3.2.8 A primordialis nukleoszintézis korszaka

A 200 — 300 s (T =~ 0,05 MeV) idészakban jelent6ssé valnak a magreakcidk, amelyek
révén a kezdetben szabad protonok és neutronok héliumot és més konnyli atommagokat
alkotnak. Ez az 6seredeti mukleoszintézis. A kénnyi elemek gyakorisdgaira a primordialis
nukleoszintézis folyamatai alapjan kapott elméleti becslések nagyon jé egyezést mutatnak
a megfigyelt adatokkal. Ez erds bizonyitéka annak, hogy a Vildgegyetem torténetét az

Osrobbands utdni kb. 1 s-ig helyesen tudjuk visszakovetkeztetni.

3.2.9 Az anyag és a sugarzas egyenjogusaga

Az Osrobbanés utén 10! s (T = O(1) eV) id6pillanat tdjén a sugdrzas és az anyag ener-
giaslirlisége egyenlévé valik. A pontos idépont fliigg attél, hogy milyen a sétét Osszetevd
részecske-tartalma; értéke csak egy O(1) nagysdgrendii tényez6 erejéig ismert. Ez tehdt
az az idopont, amikor a sugarzas dltal uralt idészak megszlinik és a Vilagegyetem &tlép az
anyag altal uralt korszakba.

3.2.10 A rekombinaci6é korszaka

Kb. 10'2 — 103 s-mal az Osrobbanés utdn nagyjabdl az Osszes szabad elektron és proton
rekombinalédik és elektromosan semleges H-atomot alkot. Ettdl kezdve a Vildgegyetem
atlatszéva (,transparent”) vélik az elektromdgneses hattérsugarzasra. A rekombindci6
idején az energiastiriiségben jelenlevo kicsiny inhomogenitdsok megjelennek a kozmikus
mikrohulldmud hattérsugarzas homérsékletének ingadozasaiban. Ezek a mai napig is je-
len vannak, és informéaciét hordoznak arrdl, hogy milyen volt a Vildgegyetem allapota,
amikor a téridében az utolsé szérédas hiperfeliiletén (,,last scattering surface”)
tartézkodott, azaz azon a térszert hiperfeliileten, amelyen a fotonok utoljara szérédtak az
anyag toltott részecskéin.

Fontos még megjegyezni, hogy a protonok és elektronok rekombindciéjat kicsit meg-
elézte a He-atommagok rekombindcidja semleges He-atomokkd. A He a Vildgegyetem
barionikus anyagdnak kb. 25 %-at képezi. A He-rekombindcié utdn még viszonylag sok
szabad elektron volt jelen, ugyhogy a Vildgegyetem még homadlyos (,,opaque”) maradt
az elektromégeneses sugdrzisra nézve. A He-rekombindcié tehat nem okozott drdmai
valtozast, viszont figyelembe kell venni a CMB fluktuaciok elméleti szamitasa soran, mert
befolyédssal van a hangsebességre. Azt meg lattuk, hogy a CMB fluktuéciok autokorrelaciés
fliggvényén az elsé akusztikus csucs helye donté jelentOségii a kozmoldgiai paraméter je-
lenlegi Qg értékének meghatarozasa szempontjabol.

70



3.2.11 A szerkezetképz6dés korszaka

Ez a szakasz, ami alatt a Vilagegyetem makroszerkezetének kialakuldsa torténik, kb. az
Osrobbanss uténi 10'® — 10'7 s-ig (30 — 300 millié év) tart. A kezdeti kicsiny inho-
mogenitasokbdl a gravitaciés instabilitasok hatasara jonnek létre a galaxisok és a galaxis-
halmazok. Ennek a folyamatnak az elméleti, az altaldnos relativitaselméleten alapuld
megértése egy bonyolult nem linedris probléma numerikus megoldasat igényli. A nem-li-
nearitas okozta szamitasi nehézségeken tul itt fontos lenne ismerni a s6tét anyag és a sotét
energia mibenlétét. Ennek a korszaknak a kutatdsa még bizonyara hosszu ideig nyitott
tertilet lesz.

3.2.12 A jové?

Azt varnank a kozmoldgiai modelliinktél, hogy ne csak a Vildgegyetem miltbeli torténé-
seire adjon magyarazatot, hanem elérejelzéssel is szolgaljon annak jovGjét illetéen. Mint
arrél mar emlités tortént, a jelen kb. annak az idépontnak felel meg, amikor a soétét
energia atveszi az uralmat az anyag felett, és azéta a Vildgegyetem gyorsulva tdgul. (A
sugarzas sulya a kritikus stirtiségben napjainkban mér nagyon csekély.) A Vildgegyetem
tovabbi sorsa nagy mértékben attol fiigg, hogy a sotét energia természete milyen. Mint
arrél mar volt szd, a jovo mindségileg is nagyon kiilonboz6 lehet a kiilonbozé esetekben.
Ha a sotét energia a vdkuum energidjat jelenti, akkor a gyorsulé tagulds o6rok idokig
folytatédik és a Vildgegyetem kitiriil, az energiasiirliség zérussa valik. Ha a sotét energia
kvintesszencia, akkor elképzelhetd, hogy a kondenzatum bomléas révén wjra részecskékben
materializalédik és azok felfiitik ujra a Vilagegyetemet. Van azonban olyan elképzelés is,
amely a megfigyelések széles korét a felfivodd Vilagegyetem modellje nélkiil is meg tudja
magyarazni és azt joésolja, hogy a Vildgegyetem fejlédése ciklikus. Utdbbi a Penrose dltal
javasolt Konform Ciklikus Kozmolédgia (,,Conformal Cyclic Cosmology” (CCC))
modellje. Ez a teriilet felvet egy csomé nyitott kérdést, és éppen azaltal, hogy a ciklikussag
lehetdsége is esetleg felmeriil, szorosan Gsszekapcsolédik, Osszekapesolédhat a kezdetek, a
Planck-korszak korili kérdéskorrel.
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4 A FELFUVODO VILAGEGYETEM

4.1 Kezdeti feltételek

4.1.1 A kezdofeltételek szerepe

A Vildgegyetemnek a Planck-korszak utani geometriai fejlédése az altaldnos relativitasel-
mélet keretében targyalhatd, ami a gravitdcié klasszikus, nem kvantumfizikai elmélete.
Azt azonban hozzd kell tegyiik, hogy az Einstein-egyenletekbe, amelyek az altaldnos
relativitds dinamikai egyenletei, be kell irni az anyag energiaimpulzus-tenzorat. Ehhez
a fizikai mez6k dinamikai egyenleteire és a részecskék mozgdsegyenleteire van sziikség.
Az utébbi lépés homogén és izotrop Vildgegyetem esetén kivalthaté az energiaimpulzus-
tenzornak az allapotegyenlet segitségével torténd parametrizalasaval, ha az anyagot egytitt
mozgd folyadéknak feltételezziik; ez torténik a Friedmann-Lamaitre-Robertson-Walker-
egyenletekben. Természetesen realisztikus esetben az energiaimpulzus-tenzorhoz tébbféle
anyagosszetevd (beleértve a sugdrzast, a barionikus és a s6tét anyagot és a sotét en-
ergiat is) hozzdjarul, amelyeknek eltérdk az allapotegyenletei. Réadésul, korszakrdl kor-
szakra haladva az anyagban zajlé részecskefizikai, atommagfizikai és atomfizikai folya-
matok kovetkeztében az dllapotegyenletek véltoznak. Ezek alakjaban benne siirtisodik
mindaz a klasszikus és kvantumfizikai ismeretiink, amit az anyagrdél a Planck-tomegnél
alacsonyabb energiaskaldkon szereztiink. A Vildgegyetem fejlddésének az dltaldnos rela-
tivitas elmélete keretében torténé targyaldsat az igazolja, hogy a Vilagegyetemre vonatkozo

megfigyeléseinket sikertil kb. az Osrobbanas utani elsé mésodpercig megérteni. Ennek
legjellemz6bb bizonyitékai a kozmikus mikrohulldimu hattérsugarzas, a nukleoszintézis
kovetkeztében kialakuld elemgyakorisagok, a foton-barion ardny, a hidrogén-hélium arany,
stb. megértése.

Abbdl, hogy csillagaszati megfigyeléseink alapjan a Vilagegyetemiink tagul, az dlta-
ldnos relativitdselmélet szilard talajan arra kovetkeztetiink, hogy a Vildgegyetem és a
téridé Osrobbandassal vette kezdetét, amikor végtelen volt az energiastiriiség és a térnek
nem volt fizikai kiterjedése. Rdadasul az éaltaldnos relativitaselméletben az is szigortan

bizonyithatd, hogy ez az Osrobbandsnak nevezett kezdeti fizikai szingularitas akkor is
megvolt, ha nem tessziik fel, hogy a Vildgegyetem homogén és izotrép. FErre a fizikai
szingularitassal bekovetkezett kezdetre azonban csak akkor szabad kovetkeztetniink, ha
azt is elfogadjuk, hogy az altaldanos relativitdselmélet mindvégig érvényben volt. A kezde-
teknél, a Planck-korszakban azonban ez erésen kétséges, s6t ma szinte bizonyosak vagyunk,
hogy a Planck-tomegnél nagyobb energiaskaldkon a gravitdciés effektusok és a kvantu-
meffektusok egyformén jelent6sek voltak. Van tébbféle elmélet (pl. hirelméleti mod-
ellek, kvantumgravitaciés elméletek), ami jelolt lehet ezen korszak fizikdjanak targyaldséara.
Valgjaban azonban nem tudjuk, hogy van-e a gravitdciénak kvantumelmélete, és ha van,
milyen az, ha meg nem lenne, akkor mi van helyette. Mindennek dacara az altalanos
relativitas elméletén alapuld kozmoldgiai modellek azon kovetkeztetését, hogy mostantol
visszaszamitva extrapolalhato egy feltételezett Osrobbands idépontja, elfogadhatjuk és
hasznalhatjuk ezt az id6pontot, mint az idéskalank nullpontjat. Ha nem volt Osrobbanas
akkor lehet, hogy az id6tengely folytathaté a negativ irdnyban, de az is lehet, hogy az
id6 fogalméval is bajba jutunk. Mindez azonban a jelen targyalasunkat egyrészt megha-
ladja, masrészt nem érinti. Most kizardlag a Vilagegyetemnek arra a fejlodési szakaszara
szeretnénk Osszpontositani figyelmiinket, ami a Planck-korszak utdn koévetkezett, amikor
az altalanos relativitaselméletet mar alkalmazhaténak gondoljuk.

Az FEinstein-egyenletek (ill. a Friedmann-egyenletek) a téridé mozgdsegyenletei.
Megoldasukhoz valamilyen ¢; kezdeti idépillanatban meg kell adni a kezdéfeltételeket
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(4ltaldnossdgban egy tgynevezett Cauchy-feliileten, homogén és izotrép esetben ez a térid6
rétegzé feliileteinek egyike). Vélasszuk a fentiek alapjan a kezdeti idépontot a Planck-
idének, t; ~ 10743 s-nak. A kezdéfeltételek azt az allapotot rogzitik, amelyben a Vilidgegye-
tem kiemelkedik a Planck-korszakbdl és megkezdi klasszikus fizikai geometriai fejlédését.
A kérdés, hogy milyennek kellett lennie ennek a kezdeti allapotnak ahhoz, hogy olyan, a
néhany szaz Mpc-os tavolsagskalan lényegében homogén és izotrép, finomabb felbontdsban
olyan inhomogenitast mutaté Vilagegyetem j6jjon létre, mint amilyennek azt ma megfi-
gyeljik. ElOszor azt fogjuk taglalni, hogy milyen probléméakkal szembesiiliink, ha azt
feltételezziik, hogy a Vilagegyetem Friedmann-féle tdguldsa a Planck-korszak végeztével
rogton megindult. Az Osrobbands hagyoményosabb (felfivédési korszakot nem feltételezd)
modellje —minden sikere ellenére — ezekkel a problémakkal terhes.

A kezdéfeltételek részben az energiasiirtiség kezdeti eloszlasanak megadasat jelentik,
részben annak a sebességmezének a megadasat, ami az anyag kezdeti mozgdsat jellemzi.
Az el6bbivel az tgynevezett horizont-probléma (,,horizon problem”), az utébbival a
lapossdgi probléma (,,flatness problem”) kapcsolatos.

4.1.2 A horizont-probléma

A Vildgegyetemmel egyiitt mozgd megfigyel§ a Nagy Bummtdl szamitott ¢ pillanatban az
£,(t) részecske-horizontig , lat el”,

LE) = at) /tt a‘fz). (4.1.1)

A kezdeti t; pillanatban a Vildgegyetem kauzdlis tartoményainak linedris mérete £.(t;) = t;
kell legyen (mert a vakuumbeli fénysebesség ¢ = 1). Ennek egyiitt mozgé koordinatakban
Xe = ti/a; tavolsag felel meg, tigyhogy a kauzdlis tartomanyok linedris mérete a ¢ pillanat-
ban

(4.1.2)

Azt kapjuk tehdt, hogy

b(t) @/t dt’ (4.13)

Ec(t) ti t; a(t’)

Ez a hanyados mondja meg, hogy hogyan viszonyul a ¢ pillanatban a lathaté Vilagegyetem
mérete a Vilagegyetem azon tartomédnyainak méretéhez, amelyeken beliili események kozott
kauzalis kapcsolat lehet. Becsiiljiik meg ennek a hanyadosnak a nagysagrendjét. Tegyiik
fel ehhez, hogy a skalaparaméter a(t) = at® (0 < § < 1) hatvanyfiiggvény szerint véltozik.
Ekkor azt taldljuk, hogy

bt) _ a1 gy gy 1 (e b
C(t) tia(l_ﬁ)[t iy ]_1—6(tia(t) 1). (4.1.4)

Nézziik eloszor a hanyados értékét a jelenlegi Vilagegyetemben,

fp(t(]) 1 (ai t(] ) 1 a; t(]
= — | —-—— 1)y ——— 4.1.
Le(to) 1—pB\aot; 1—PBagt; (4.1.5)
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Az a;/ap hanyadost megbecsiilhetjiik annak alapjan, hogy az elektromégneses sugdrzas
T'(t) homérséklete forditottan ardnyos az a skalaparaméterrel,

a; TO - 1K ~ _32

ahol T;-t a Planck-hémérséklettel azonositottuk. Ha ¢;-t a Planck-id6vel tessziik egyenlévé,
akkor
aito _ 10'7s

~ — 10732 ~ 10%8 4.1.
ap t; 10435 0 0 ( 7)

adédik. Ehhez képest a kerek zardjelen beliili mésodik tag valdban elhanyagolhatd, és
mivel 1 — 3 ~ O(1), azt kapjuk, hogy

blto) 1028, (4.1.8)

Jelenleg tehat a lathaté Vildgegyetem térfogata ~ 10%2® = 10%4-szerese az olyan tar-
tomanyoknak, amelyeken beliili események kauzdlis kapcsolatban lehetnek. Mégis azt
tapasztaljuk, hogy a Vildgegyetem minden részébél nagyon pontosan (10~ relativ eltéréssel)
ugyanolyan homérsékletli kozmikus hattérsugarzas érkezik hozzank.

Vizsgaljuk még meg ezt a horizont-problémat valamely korabbi megfigyel§ szem-
pontjabdl. Ha a skalaparaméter hatvanyfliggvény szerint valtozik, akkor a derivaltjara

a(t) = a(t)? (4.1.9)
adédik, ugyanez a kezdeti ¢; pillanatban
a; = a,? (4.1.10)

Osszefluggést jelent. Az utébbi két egyenlet megfelel¢ oldalait elosztva egymaéssal, azt
talaljuk, hogy

a; t B a;

tiat)  a(t) (4.1.11)
bp(t) 1 a; t L
Lty 1—5(1:7@(75)_1)“&(,5)- (4.1.12)

Ha a gravitiacié mindig vonzé kolcsonhatas volt, akkor a Vildgegyetem taguldsa a Fried-
mann-egyenletek szerint mindig lassul6 volt, tgyhogy a; > a(t), azaz a részecske-horizont,
vagyis az elvileg lathaté Vildgegyetem mérete mindig nagyobb volt, mint a kauzilis tar-
tomanyainak a mérete. Ezért beszéliink horizont-problémardl. A jelenben fennall az

Lyt 1
blto) G s (4.1.13)
nagysagrendi becslés.
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4.1.3 A lapossag problémaja

A kezdéfeltételek masik része a kezdésebességek megadasa. Az Einstein-egyenletekkel
kapcsolatos Cauchy-probléma akkor és csak akkor egyértelmiien meghatarozott, ha a
kezdeti anyageloszlas és a kezdeti sebességeloszlds is adott. A kezdeti sebességeket a
Hubble-torvénnyel 6sszhangban kell megadni a lathaté Vilagegyetemben, vagyis a részecs-
ke-horizonton beliil. Csak igy biztosithatd, hogy a kezdeti homogenitas ne sziinjén meg
rovid id6 alatt. Kz onmagaban még kiélezettebbé teszi a horizont-problémat. Még fi-
nomabban hangoltnak kell lennie a kezdeti allapotnak, hiszen az oridsi szamu, egymastol
kauzdlisan fliggetlen térfogatdarabban nemcsak az anyagstiriiségnek kell nagy pontossaggal
azonosnak lennie, hanem a sebességeknek is nagy pontossaggal kovetnitik kell a Hubble-
torvényt. Még élesebben vetddik fel tehat a kérdés, hogy ilyen kezdeti allapot létrejotte
hogyan volt lehetséges olyan tartoményok kozott, amelyek nem alltak ok-okozati kapcso-
latban.

A kezdeti anilageloszlés egyenletességének pontossiaga a CMB-adatok szerint le-
galdbb de/e =~ 107 kell legyen. Megkérdezhetjiik természetesen azt is, hogy a kezdeti
sebességeknek milyen relativ pontossiggal kell kovetnilik a Hubble-torvényt ahhoz, hogy
a kozmologiai fejlédést a jelenig nyomon kovetve ne keriiljiink ellentmondasba a megfi-
gyelések eredményeivel. Erre a kérdésre ugy kaphatunk valaszt, hogy Osszehasonlitjuk
egy nagy gombszimmetrikus anyagfelhOnek a tagulasbdl adodéd kinetikus energidjat és a
teljes energidjat. A teljes energia E' megmarad és minden idépillanatban a tdguldsbél
szarmaz6 pozitiv E¥ kinetikus energia és a gravitaciés 6nkolesénhatasbdl szarmazé negativ
EP potencidlis energia Osszege. Az energiamegmaradds torvényét felirjuk a kezdeti és a
jelen pillanatban:

B — EF 4 EP BN 4 ED (4.1.14)

A kinetikus energia a sebesség négyzetével aranyos. Ha tehat az anyag sebessége mindentitt
a Hubble-torvényt koveti, akkor a tagulasbdl szarmazé kinetikus energia a skalaparaméter
els6 derivaltjanak négyzetével ardnyos. Ezért fenn kell alljon az

Ef = Ej& (4.1.15)

relacio a kinetikus energia kezdeti és mai értéke kozott. Mivel a teljes energia megmarad, a
gravitaciés vonzashdl szarmazd potencidlis energia pedig mindig negativ, azért teljestilnek
az alabbi reldcidk:

Etot Ek 52
S R [ (4.1.16)
E; E; a;

Itt felhasznaltuk az eléz6 fejezet végén kapott becslésiinket, hogy do/a; ~ 10728, Masrész-
rol a porgémb Newton-i gravitacié hatdsara torténé Hubble-térvény szerinti tagulasanak
taglalasakor arra a kovetkeztetésre jutottunk, hogy a teljes energianak jo kozelitéssel
zérusnak kell lennie, azaz a kinetikus energidnak jé kozelitéssel meg kell egyeznie a po-
tencidlis energia minusz egyszeresével.

Arra a megddbbent6 kovetkeztetésre jutottunk tehat, hogy a Természetnek a kezdeti
sebességeket 107°* % pontossiggal kellett volna bedllitania a Hubble-térvény szerinti
értékekre ahhoz, hogy az ériasi pozitiv kinetikus energia és a negativ potencidlis energia a
homogenitas altal megkivant rendkiviili pontossaggal zérussa 6sszegzodjon. Ha ettol kicsit
eltértek volna a kezdeti sebességek, akkor annak dramai kovetkezménye lenne: vagy djra
osszezuhanna a Vilagegyetem a gravitaciés vonzas dominancidja miatt, vagy tdl hamar
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kitdgulna és ,,iiressé” védlna (nulldhoz tartana az energiastiriisége). Egy ilyen finoman
hangolt kezdeti allapot létrejotte rendkiviil természetellenesnek tlinik akkor, amikor a
Vilagegyetem éppen csak kiemelkedik a kvantumfluktuaciok uralta Planck-korszakbol. Ez
a kezdeti sebességek probléméja.

Most megmutatjuk, hogy a kezdeti sebességek csak akkor lehettek ilyen hihetetlen
pontossaggal finoman hangoltak, ha a Planck-korszak végén a kezdeti Vildgegyetem hi-
hetetlen mértékben lapos térgeometriat mutatott, azaz a kezdeti sebességek problémaja
egyuttal a lapossiag problémadja is. Mi a magyarazata, hogy a kezdeti Vildgegyetem
rendkiviili mértékben lapos volt. Az &ltaldnos relativitds elméletének keretében a fenti
problémat az Q(t) kozmolégiai paraméter nyelvén lehet megfogalmazni. A (2.3.13) Fried-
mann-egyenletet atirhatjuk

k
alakba. Ha ezt az egyenletet felirjuk a jelen és a kezdeti id6pillanatra, majd a két egyenlet
megfelel6 oldalainak hanyadosat képezziik, akkor rendezés utan a kovetkezo Osszefliggést
kapjuk:

ap)? a
((Zaf))2 =6 -D3

S

Q-1 = (Q—1) <1075, (4.1.18)

<N

hiszen tudjuk a CMB-adatok analizisébdl, hogy Qg =~ 1. A kapott egyenl6tlenség azt
jelenti, hogy a kezdeti Vildgegyetem oOriasi pontossaggal lapos, azaz Euklidesz-i geometriaja
volt. Ennek a kovetkeztetésnek a furcsasiaga, természetellenessége a lapossag probléméja.

4.1.4 Az 6seredeti inhomogenitasok problémaja

A kezdeti feltételek problematikdjat tovabb bonyolitja, hogy a kezdeti inhomogenitdsok
amplitudéja nem lehetett akdrmekkora. Meg lehet mutatni, hogy ezeknek de/e ~ 1075
nagysagrendlinek kellett lennilik ahhoz, hogy beldliik a gravitdcids instabilitdsok révén
kialakulhasson a galaxishalmazok szovedékének az a falakbdl, liregekbdl és szalakbol allo

szerkezete, amelyet megfigyelhetiink. Erre irdnyult a Sloan Digitdlis Egboltfelmérés
(,,Sloan Digital Sky Survey”), amelynek keretében 2000 6ta az égbolt kb. 35 %-at
térképezték fel, 500 millié égitestrol készitve fotometrids képet és 1 millié objektumnak
a spektrumat is megmérték a z = 0,1-t0l a z = 6-ot meghaladé voroseltolédasok tar-
tomanydban. Az SDSS galaxistérképe mutatja azt a kozmikus szerkezetet, amelyre fen-
tebb par széval utaltunk. A kezdeti instabilitdsok problematikdjara késébb majd még
visszatériink.

4.2 A felfiivédd Vilagegyetem alapgondolata

A kezdeti feltételekkel kapcsolatos problémdk abbdl szarmaznak, hogy az a;/ag tényezd
értéke hatdrozza meg a kauzdlisan fiiggetlen tartoményok szamat és a kezdeti sebességek
eloszlasanak megkovetelt pontossagat egyardnt, és ez az ardny minden esetben nagyon
nagy szam, amikor a gravitacios kolcsonhatas a Vilagegyetem fejlodése alatt mindvégig
vonzé jellegii, és ezért a tagulds lassulé. Ha el akarjuk keriilni az a;/ag > 1 egyenlétlenséget,
ill. meg akarjuk forditani, akkor az sziikséges, hogy a tagulds gyorsulé legyen, ami
viszont a Friedmann-egyenletek értelmében azt feltételezi, hogy a fejlédés kezdeti sza-
kaszan a gravitacids kolcsonhatasnak taszito jellegiinek kellett lennie. Egy ilyen fejlédési
szakasz megengedése megoldhatja a kezdeti feltételekkel kapcsolatos problémékat. A
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Vildgegyetem felfivédasat (,,cosmic inflation”) tehét gy értelmezziik, mint a Viladgegyetem
gyorsulé tagulasanak szakaszat, amelynek sordn a gravitacié taszité jellegii.

a | \

Felfu'vo’da’s

Szerencse’s kimenetel

Figure 10: A tagulasi sebesség az id6 fliggvényében a felfuvodast is tartalmazoé
kozmolégiai modellben.

Megjegyezziik, hogy egy ilyen szakasz feltételezése sziikségesnek latszik ahhoz, hogy
a;/ap < 1 lehessen, de nem biztos, hogy elégséges is. Az utébbi mér a felfivédés tényleges
realizacidéjanak tovabbi részletein mulik. A felfivédas tényleges realizacidéjara tovabbi
megszoritast jelent, hogy a Planck-korszakot kévetéen meglehetésen révid ido alatt végbe
kell mennie ahhoz, hogy ne romoljon el a hagyomanyos Friedmann-féle kozmoldgia ered-
ményessége, pl. a nukleoszintézisrél abban alkotott kép véltozatlanul megtarthaté marad-
jon. A vizsgalatok azt mutatjak, hogy ehhez a felfivédasnak a tf ~ 1073610734 s ideig be
kell fejezédnie. Az is fontos kévetelmény, hogy a felfuvddéast kovetden ,,sima” dtmenetnek
kell torténnie a lassulé tadgulds hagyomanyos, Friedmann-féle kozmoldgia dltal targyalhaté
szakaszaba, mert egyébként nem lenne biztosithaté a Vildgegyetem homogenitdsa. Ezt a
kovetelményt gy szoktak fogalmazni, hogy a felfuvédasnak szerencsés kimeneteliinek
(,,graceful exit”) kell lennie. Az elvarast kvalitativ médon az (a,t) sikon a 10. dbra
szemlélteti.

A felfivédo Vildgegyetem modellje alkalmas arra, hogy a megfigyelheté Vilagegye-
temet olyan kicsiny kezdeti tartomanybdl szarmaztassuk, amelynek pontjai kauzalis kap-
csolatban lehettek fiiggetlentil attdl, hogy mi volt, mekkora inhomogenitasok voltak ezen
a kicsiny tartomanyon kiviil. SOt még azt is meg lehet mutatni, hogy ha a kiszemelt ki-
csiny, kauzalisan Osszefliggd tartomanyon beliil kezdetben voltak is erds inhomogenitasok,
azok amplituddja a felfuvédéds kovetkeztében hamar lecsengett. A modelltdl tehat azt
varjuk, hogy alkalmas lehet a Vildgegyetem homogenitdsanak magyardzatdra. A hirtelen
felfuvodas a skalafaktor dramai megnovekedésével jart egyiitt, ami azt is jelenti, hogy a
3-dimenzids tér gorbiileti sugara oriasira nott. Ha a lathato Vildgegyetem ennek a térnek
csak egy kicsiny tartoménya, akkor ez magyarazhatja, hogy nem latjuk a teret gorbiiltnek,
hogy a megfigyelt Vilagegyetem lapos.

Lassuk be a fentiekhez el0szor azt, hogy a felfavédas képes egy kicsiny, kauza-
lisan 0Osszefiigg6 homogén tartomanybdél magyarazni a megfigyelt homogén
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Vilagegyetemet. A magyardzat azon alapul, hogy gyorsulva tdgulé Vilagegyetemben
mindig létezik esemény-horizont,

re(t) = alt) /t e acgz) — a(t) /a e da, (4.2.1)

(t) aa

hiszen gyorsul6 tagulas esetén @ novekvo a-val nd, ugyhogy az integral konvergens még
akkor is, ha ;e — 00. A bizonyitas két 1épésben torténik:

o Flbszor belatjuk, hogy ha van valahol egy a kezdeti esemény-horizont méretét 2-
szeresen meghaladd, azaz 2r.(t;) sugard homogén tartomany, akkor abbdl tetszéleges
késébbi idére kifejlédhet egy homogén tartomény. Az esemény-horizont megléte
azt jelenti, hogy mindaz, ami a megfigyel6t koriilvevd r.(t) sugard gémbon kiviil
torténik, nem tudja a megfigyeld jovojét befolydsolni. Tegyiik most fel, hogy kezdet-
ben az anyag egy 2r.(t;) sugari gdmbon beliil homogén eloszldsu volt. Akkor az
anyag a Vilagegyetem teljes fejlédése soran homogén marad abban az r,(t) sugari
tartomanyban, ami az 7.(t;) sugari gombbél keletkezik, hiszen ott a homogenitést
csak az eredetileg 7¢(t;) és 2r.(t;) sugari gombhéjak kozotti tartomany tudné be-
folydsolni, az pedig homogén volt. Az eredetileg a 2r.(t;) sugari gémbon kiviili
esetleges inhomogenitasok, még ha el is kezdenek befelé terjedni, sohasem tudjédk el-
rontani a homogenitést az rp,(t) sugari gdmbon beliil, hanem csak az r,(t) és 2ry(t)
sugarak kozti gombhéjban. A kialakult homogén tartomany méretét megkaphatjuk
a tagulds alapjan:

rh(t) = re(ti) R t>t;. (4.2.2)

e Most mar csak azt kell belassuk, hogy egy ilyen kezdeti esemény-horizonton beliili
homogén tartomanybdl kialakulé rp,(t) sugari homogén tartomany mérete a lathaté
Vildgegyetem egészére kiterjed, azaz hogy 74(t) ~ rp(t), ahol ry(t) a részecske-
horizont fizikai mérete,

t gy a®) da
) = at) [ s =a) [ 5 (123

. aa

Ha figyelembe vessziik, hogy a jobb oldalon all6 integrélhoz a lényeges jarulék a ~ a;
kornyezetébol jon, akkor jo kozelitéssel irhatjuk, hogy

rp(t) =~ a(t) /a o C.l—a = a(t)(li /a " C.l—a _ b re(ts) = rp(t).  (4.2.4)

i aa a; aaq a;

%

Tehat azt kaptuk, hogy a kialakulé homogén tartomény mérete nagysagrendileg
megegyezik a részecske-horizont méretével, azaz egy esemény-horizontnyi mére-
tli, kauzalisan Osszefiigg6, homogén kezdeti tartomanybdl felfivodassal
olyan méretii tartomany fejlédhet ki, ami le tudja fedni a lathaté Vilag-
egyetemet.

Sziikséges-e, hogy a kezdeti allapot egy az esemény-horizont kétszeresének megfeleld
homogén tartomédny legyen, vagy elhagyhaté a homogenitds kovetelménye? Azt latjuk
be, hogy ha vannak kezdeti inhomogenitasok, azok a felfivédas kovetkeztében elhalnak
a horizonton beliill. Ez azt jelenti, hogy egy er6s inhomogenitiasokat tartalmazé
kicsiny kezdeti kauzalis tartomanybdl is létrejohet felfiivédassal a részecske-
horizonton beliill homogén Vilagegyetem. Az inhomogenitis mértékét azzal szokds
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mérni, hogy mennyi a gorbiileti sugar skdldjén a relativ energiavaltozds (azaz, hogy a
gorbiileti sugdrnyi fizikai tavolsdgon mennyi az energiasiiriiség relativ megvaltozasa):

b Vel _ V1

~

4.2.5
€ € a € a ( )

ahol Ve az energiastiriiség gradiense egyiitt mozgé koordinatakban, H ! a gorbiileti sugér,
azaz a Hubble-paraméter reciproka. Tegylik fel, hogy az anyageloszlas kezdeti inho-
mogenitdsa nagy, (azaz, hogy 100%-o0s a megvéltozas H ! tavolsdgon):

(ﬁ)t ~ @lwo(l)' (4.2.6)

€ € a

Az altalanos relativitas elméletének keretében, a linearis perturbacidok ter-
jedése kapcsdn belathatd, hogy a |Ve|/e hanyados nem valtozik lényegesen a
tagulas soran. Ezért nem kapott ¢ indexet. A t > t; id6pillanatban az inhomogenités
nagysagrendje tehdt

(&) Vel 1T Ve 1 g (42.7)
t

€ e at) e ajalt)
Ez az ardny a Friedmann-modell szerint kozonséges anyag és/vagy sugarzds, azaz las-
sulé tédgulds esetén a Vildgegyetem jelenéig éridsira, kb. 1028-ra néne. Ha azonban a
Vilagegyetem felfuiivédik, azaz gyorsulva tagul, akkor a kezdeti inhomogenitas
elenyészik a gorbiileti sugar skaldjan. A jelenség azaltal kévetkezik be, hogy
az inhomogenitds térbeli kiterjedése (azaz a hullamhossza) a-val ardnyosan
ndvekszik, ami gyorsabb, mint a H~! = a/a gorbiileti sugdr névekedése, és
ekbzben az inhomogenitds |Ve|/e amplituddja lényegében véltozatlan marad.
(Példdul a ~ e’at exponencialis tagulds esetén H~' = H ' =4ll, és a;/a(t) = e Hall=t) <«
1. Ez 6sszhangba hozhaté azzal, hogy a CMB-adatok elemzésébél (de/€)g ~ 1075 adddik
a to pillanatban, azaz a jelenlegi Viladgegyetemben.) Az inhomogenitdsok ebben az
értelemben tehat elértéktelenednek, inflailédnak; a felfiivédas kozmikus inflacio-
ként (,,cosmic inflation”) torténé emlegetése erre utal.

Kovetkezo 1épésként megmutatjuk, hogy a felfivodo Vilagegyetem modellje
képes lehet annak is magyarazatat adni, hogy miért latjuk ma a Vilagegyetemet
jo kozelitéssel lapos térgeometriajinak, azaz miért egyenlé a kozmoldgiai paraméter
jelenlegi értéke j6 kozelitéssel 1-gyel, g ~ 1. Fentebb mar emlitettiik, hogy a CMB-adatok
elemzésébdl az adddik, hogy a;/ap < 107° < 1. Ehhez az kell, hogy a Vildgegyetem kezdeti
tagulasanak a; sebessége a mai ag tagulasi sebességnél sokkal kisebb legyen. Rendezziik
at a (4.1.18) egyenletet

Q = 14— 1)<Z—é>2 (4.2.8)

alakba. Innen azt latjuk, hogy amennyiben a kezdeti [2; — 1] < O(1) nagysagrendii
volt, akkor a kozmoldgiai paraméter mai értéke nagyon jo kozelitéssel 0y ~ 1. Erre a
kovetkeztetésre, mint lattuk, a felfuvédas, azaz a gyorsulva tagulas kinematikaja alapjan
jutottunk, teljesen fiiggetleniil attol, hogy milyen a Vilagegyetem teljes energiasiiriiségének
eredete, és milyenek voltak a felfivddas részletei. A felfiivodé Vilagegyetem mo-
delljének tehat az a ,,robosztus” kovetkezménye, hogy a Vilagegyetem jelenlegi
teljes energiasiiriisége éppen kritikus (megegyezik a kritikus energiasfiriiség
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jelenlegi értékével), azaz a Vildgegyetemiink ma nagyon jé kozelitéssel la-
pos térgeometridji, Qy ~ 1, és az ehhez képesti lokdlis eltérések 107°-nél
kisebbek. Erdemes megjegyezni, hogy amig a lassulva tagulé Vilagegyetemben az Q2 — 1
hatarérték ¢ — 0 esetén valésul meg, addig a gyorsulva tagulé Vildgegyetemben ez a
t — oo hatdresetben koévetkezne be. A felfuvodd Vildgegyetem modellje tehdt sem-
missé teszi azt a kovetelményt, hogy a kezdeti sebességeknek 6ridsi pontossaggal kel-
lett volna kovetniiik a Hubble-torvényt, és hogy a kezdeti Vilagegyetemben €2; ~ 1 lett
volna éridsi pontossaggal, azaz hogy a kezdeti Vilagegyetem Oridsi pontossaggal lapos lett
volna. A felfuvédd Vildgegyetem modellje tehat megoldast jelent a kezdeti feltételek finom

hangolaséval kapcsolatos olyan problémakra, amelyek az Osrobbands korabbi modelljeiben
megoldatlanok maradtak.

Most méar csak azt kell végiggondoljuk, hogy milyen feltételek mellett lehet a
gravitacié taszité jellegii, és hogy ha ez be is kovetkezik, milyen feltételek esetén
val6sulhat meg a szerencsés kimenetel a felfiivodé fejlédési szakaszbdl a Fried-
mann-féle lassulva tagulé szakaszba.

o Nézzik el6szor a gravitacids taszitas kérdését. A felfuvddas feltétele, hogy d > 0
legyen. A (2.3.14) Friedmann-egyenlet alapjén,

a A7 G

" 3 (e + 3p), (4.2.9)
a tagulds biztosan lassul, ¢ < 0, ha e+ 3p pozitiv, azaz teljesiil az erés energiafeltétel.
Minden ,,k6z0nséges anyag” esetén a nyomads pozitiv, azért ilyen anyagra e + 3p is
pozitiv. Ha tehat a Vilagegyetemet kozonséges anyag tolti ki, akkor a Vildgegyetem
lassulva tdgul. Ahhoz, hogy a Vildgegyetem taguldsa gyorsuld, azaz d > 0 legyen,
az anyag allapotegyenletének olyannak kell lennie, hogy megsériiljon az erds ener-
giafeltétel, azaz az € + 3p < 0 egyenlStlenség alljon fenn. Ehhez p(e) < —e/3
tulajdonsagu allapotegyenlettel kell az anyagnak rendelkeznie. Ilyen lehet pl. a
mar emlitett A > 0 kozmoldgiai allandé jelenléte, ami egyenértéki a p = —e =all.
allapotegyenletii anyag jelenlétével. Ebben az esetben az Einstein-egyenletek megol-
dédsa a de Sitter-Vildgegyetem. A de Sitter-Vildgegyetem a t > HKI id6k esetén
exponencidlisan tagul, és a tagulds sebessége aranyos a skalafaktorral, azaz szintén
exponencidlisan novekvo. Ez kedvez6 lehet a felfuvédasi szakasz lefolyasanak mo-
dellezésére, viszont nem tudja biztositani annak szerencsés kimenetelét a lassulva
taguld késébbi szakaszba.

Ahhoz, hogy realisztikusabb modellt kapjunk, amelyben a felfivédas szerencsésen
tud folytatédni a Friedmann-féle lassulé tagulasban, meg kell engedjik, hogy a
Hubble-paraméter véltozzon id6ben a felfivédds soran. Induljunk ki az d/a =

H? + H azonossdghél. Innen kovetkezik, hogy a csak tgy valhat negativvd a
felfuvédas szerencsés kimetele esetén, ha H negativ lesz és abszolit értékben megha-

ladja H?-et, azaz |H| > H?. Amikor bekovetkezik hogy H? + H elSjelet valt
pozitivrél negativra, akkor ér véget a felfivédas. Jeldlje ezt az idépontot t;.

e Most megbecsiiljiik, hogy mekkoranak kell lennie a felfiivédas idGtartama-
nak ahhoz, hogy létrejohessen a szerencsés kimenetel a Friedmann-féle
lassulé tagulas szakaszaba, és megvizsgaljuk, hogy mi a szerencsés kimene-
tel feltétele. A felfiviodasnak elegendGen sokdig kell tartania, hogy egy kicsiny,
kauzdlisan Osszefliggé tartoméany fel tudjon ezalatt az id6 alatt fuvédni a lathatd
Vildgegyetem méretére. Az a;/ag < 107° feltételt atirjuk

G Giay e Hidy s (4.2.10)

do (if d(] afo do
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alakba. A kordbbiakban beldttuk, hogy as/ag > 10%® kell legyen ahhoz, hogy
a kezdetben kauzdlisan Osszefliggé tartomany mérete a felfuvodas végére elérje a
részecske-horizont méretét. Ezért a szerencsés kimenetell felfuvddas feltétele az,
hogy
T S TV ELll (4.2.11)
a; ag H f H f

legyen. Tegyiik fel, hogy a felfiivédas kezdetén |H;| < H? és hanyagoljuk el a
Hubble-paraméter valtozasat, akkor azt kapjuk, hogy a t; < t < ¢y id6k esetén
da ~ H2, ahonnan a(t) ~ Ceti!. Ebben a kozelitésben Hy ~ H; és becslésiink

U eMilts=t) 5 1088, (4.2.12)
a;

ahonnan ty > 75H; ! tgyhogy a szerencsés kimenetelii felfivédasnak tovabb
kell tartania, mint a Hubble-id6 75-szorose, és a Vilagegyetem skalapara-
méterének a felftivédas alatt legaldbb e -szérosre (,,75 e-folding”) kell
noénie.

Mésrészrél, ha H; kicsi H?2-hez képest, és t; < tr (azaz ty —t; ~ ty), akkor a
felfivodast becsiilhetjiik |H;| ~ H;/ty alapjan, ty ~ H;/|H;| id6tartaminak. Ezt
felhasznalva viszont az

U n efhits x P/l 5 1033 (4.2.13)
a;

egyenlétlenségbél |H;|/H 2 < 1/75 adédik, ami viszont megszoritést jelent az allapot-
egyenletre. Val6ban, vegyiik a k = 0 esetben a (2.3.9) és a (2.3.10) Friedmann-
egyenleteket, amelyekbdl rendre

. 3H?
- 8nG’
2H + 3H?
Innen elemi szamolassal kapjuk, hogy
e+p 2H
Az t; pillanatbeli kezdeti allapotegyenletre ezért a
2 .
’(E tp) | S ] < 1072 (4.2.16)

megszoritast kapjuk. Ez azt jelenti, hogy a felfiivédas akkor lehet szerencsés
kimenetelii, ha a kezdeti dllapotegyenlet a vadkuum p = —e alaku allapot-
egyenletétdl 1 %-ndl kevésbé kiilonbozik. A de Sitter-Vildgegyetem ezért
jo kozelitése lehet a felfavéodas kezdeti szakaszanak. A felfavédas akkor
ér véget, amikor € + p =~ ¢ lesz.
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4.3 Az inflatonmezo

Ebben a fejezetben arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy milyen médon, milyen térelmé-
leti modellben valésulhat meg kozelitoleg a vakuumallapotnak megfelel6 p ~ —e allapot-
egyenlet. Amikor a Planck-korszak lezarult és a Vildgegyetem felfivédasa feltevésiink
szerint kezdetét vette, még a Planck-tomeg energiaskdlajanal alig kisebb energiaskaldn
vagyunk. Nem tudjuk tulajdonképpen, hogy ekkor milyen allapotban volt a Vildgegyetem,
csak annyit tudunk, hogy az energiastirtiség még a Planck-skdlan mérve is rendkiviil nagy
kellett, hogy legyen, és a homérséklet is nagyon magas lehetett. Barmi is volt akkor
jelen a Vildgegyetemben, porszerii anyag és/vagy sugdrzas, valamint topolégiai defek-
tusok, a felfuvédas olyan Oriasi tagulast eredményezett, hogy a vordseltolédéds révén a
hémérséklet és az energiastiriiség zérushoz tartott, mire véget ért a felfivodds. Az egyetlen
anyagosszetevo, ami a felfivodas utan jelen lehetett, az a felfivédast okozd kvantummezd
klasszikus kondenzatuma.

A felfuvédasnak egy jaték-modelljét fogjuk megalkotni, amely & vondsaiban olyan,
hogy megoldést jelent a horizont-problémara; a kezdeti sebességek problémajara, azaz
magyarazza a jelenlegi megfigyelt Vildgegyetem laposségat, ill. a kozmoldgiai paraméter
1-hez kozeli értékét, és biztositja a felfivodas utani allapotban az energiasiiriiség térbeli
fluktuacidinak kell6en kicsiny voltat. Egyuttal a modell kelléen sima atmenetet biztosit
a lassulva tagulé korszakba. Mindezek olyan & vondsokat frnak el a modellre, amelyek
nagy mértékben fliggetlenek attdl, hogy ténylegesen mi valdsitja meg fizikailag a kon-
denzatumot.

Ezért a legegyszer(ibb valasztés, egy (egy-komponensii) skaldrmezé ¢ kondenzétuma,
amely a kezdeti t; id6pillanatban, a Planck-korszak lezarulasa utan a Planck-skalan mérve
is nagy |p;| > mp) amplitidéval van jelen. Ezért a skaldrmez6 a feluvédas kezdetén ,,tavol
van” a stabil vakuumallapotatdl. A felfivédéast okozé skaldrmezét inflatonmez6nek
nevezzik. Feltessziik, hogy az inflacié kezdetén olyan nagy az inflatonmezd6 kon-
denzatuma, ami nagyon tavol van az alapallapoti értéktol, de az inflatonmezd
amplitiddja mar elég kicsi ahhoz, hogy az inflatonmezét 1ényegében klasszikus
fizikai mez6nek lehessen tekinteni, elhanyagolva a kvantumgravitacios effektu-
sokat. Az inflatonmez6 klasszikus viselkedéséhez az sziikséges, hogy a kon-
denzitum energiasiiriisége a Planck-skaldndl kisebb, exonq < mp; legyen (h =
¢ =1 egységekben). Azt fogjuk megmutatni, hogy az inflatonmezé kondenzatuma
akkor tolti be a neki szant szerepet, mint a felfavédas okozdja, ha a kon-
denzatum értéke nagyon lassan cs6kken, és gordiil le azon érték kozelébe,
amelynél a kondenzatum energidja minimadlis. Majd amikor megkozeliti a
kondenzatum amplitidéja ezt az értéket, akkor oszcilldlni kezd az energiami-
nimum, azaz az alapallapot koézelében, és ez biztositja a felfavédas szerencsés
kimenetelét, azaz a sima atmenetet a Vilagegyetem lassulva tagulé korszakaba.

Ezen modellszeri elképzelés szellemében feltessziik tehat, hogy az inflatonmez6
amplituddja lassan ,,gordiil le” (,,slow roll”) kezdeti, nem egyensilyi allapotabdl
az energiaminimumot (a potenciélis energia minimumat) jelent6é alapallapotba, amelyet
megkozelitve oszcillalni kezd. A felfivédas addig tart, amig az inflatonmez6 alapallapota
kozelébe jut a rendszer. A felfivédasi szakasznak elég hosszinak kell lennie ahhoz, hogy
biztositsa azt, hogy nagyon kicsi kauzélisan 0sszefliggd térbeli tartomanybdl kifejlédhessen
a mai lathat6 Vildgegyetem méretét meghaladd felfuvédott Vilagegyetem. Ez tudja majd
biztositani a modell részleteinek gondos megvalasztdsa esetében, hogy a lathaté Vilag-
egyetem homogén és izotrép legyen, tovabbd, hogy a tér gorbiilete gyakorlatilag zérus
legyen napjainkban. Egyuttal ez az extrém nagy mértéki tagulas tudja kimosni a Planck-
szakaszbol megorokolt esetleges fluktudciokat is annyira, hogy a felfivodas végén a de/e <

1075 korlat teljesiiljon az energiafluktudciokra. Ugyanakkor azt is tudatositani kell, hogy
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az Oriasi mértéki felfuvodas kovetkeztében akkora a voroseltolédds, hogy minden sugérzas
és minden anyag lényegében kozel zérus hémérsékletiivé valik. A porszerii anyagtdl és
sugarzastol eredd energiasiirliség is zérushoz tart. Az egyetlen, ami visszamarad, az
inflatonmez6 oszcillalé kondenzatuma. Igy joggal mertl fel egy tjabb kérdés: milyen
részecskefizikai folyamatok révén keriil a hideg, felfuvdodott Vildgegyetem megfigyelheto
része abba a forrd, nagy energiasiiriiségii, a tapasztalt barionaszimmetriaval rendelkezd
allapotba, aminek létre kellett valahogy jonnie ahhoz, hogy a Vildgegyetem késobbi fejlo-
dése mutassa mindazt, amire a kozmoldgiai, csillagiaszati megfigyelésekbél vissza tudunk
kovetkeztetni. Most el0szor a felfuvodas feltételezett dinamikajaval foglalkozunk, és egy
kés6bbi fejezetben fogunk ratérni az felfiités (,,reheating”) és az el6fiités (,,preheat-
ing”) mechanizmusara. Az utébbi két mechanizmus adhat arra vélaszt, hogy hogyan
keriilt a Vildgegyetem megfigyelt része a felfivédas szerencsés kimenetele utédn és/vagy
soran ujra forrd, nagy energiasiiriiségii, sugarzas és/vagy porszerii anyag dltal uralt alla-
potba.

4.3.1 Skalarmez6 mozgasegyenlete tagulé Vilagegyetemben

Korabban azt lattuk be, hogy a klasszikus skalarmez6 sztatikus, homogén térkonfiguracidja
az anyag olyan allapotdt irja le, amelyben p = —e alaku allapotegyenlet érvényes. Abban
az esetben, ha a sztatikus g =all. térkonfigurdcié megfelel a skaldrmez6 potencialja
minimuma&nak, akkor ez éppen a mez6 alapallapota, ami lehet trividlis, azaz @g = 0 és
lehet nem trivialis, spontan szimmetriasérto, amikor g # 0.

Most altalanosabban azt kérdezziik, milyen legyen a klasszikus homogén skalarmezo
potencialja ahhoz, hogy a mez6 idébeli valtozasa a tagulds soran szerencsés kimene-
telli felfuvédast eredményezzen. Ehhez el6szor is az sziikséges, hogy az allapotegyenlet
kozelitdleg a vakuum allapotegyenlete maradjon a felfivédas altt. Mivel skalarmezd esetén
€= %gb2 +V(p)ésp= %@2 —V(p), azért p+e = p? akkor marad kozel zérus, ha ¢ nagyon
kicsi, azaz a kondenzatum ¢ amplitidéja lassan valtozik az id6 fliggvényében. Ilyenkor a
rendszer a kezdeti allapotabdl lassan jut el a stabil vakuumaéllapotba, a potencialis ener-
gia stabil minimumahoz tartozoé allapotba. Ebbdl addédik a lassu legordiilés kovetelménye.
A kezdeti éllapot lehet (a) lokdlis minimum, ahonnan alaguteffektus révén jut a rend-
szer a stabil vdkuumallapotba, (b) labilis egyensilyi éllapot, vagy (c) egy nem egyensulyi
allapot. A (b) és (c) esetben a rendszer ,,a potencidlon torténd lassu legordiiléssel” jut
a vakuumallapotba. A kiilonb6zé lehetOségekre késébb még visszatériink. Egyelére a
tovédbbiakban a (c¢) esetnek megfelel$ felfivédast fogjuk megismerni. A lokalis energiameg-
maradds € = —3(p + €)H torvényébdl a klasszikus homogén skaldrmez6 mozgédsegyenlete,

0 = ¢+3Ho+V'(), (4.3.1)

ahol V'(p) = 0,V () és felhasznéltuk, hogy € = @ +V'p, ill. hogy ¢ # 0, ha a mez6 nem
sztatikus. Meg lehet mutatni, hogy a (4.3.1) egyenlet a gorbiilt téridében az inflatonmezé
Klein-Gordon-egyenlete. A tagulast a k = 0 esetben, azaz a skalafaktor idéfejlodését sik
térgeometria esetén a

8rG 87G /1 .
wo= OB (L viy) (43.2)

Friedmann-egyenlet irja le. A (4.3.1) és a (4.3.2) egyenletek megolddsat el6szor egyszerti,

kvadratikus potencial, majd altalanos alakl potencial esetében keressiik meg és diszkutal-
juk.
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4.3.2 Nem 6nkolcsonhatd, tomeges skalarmezo

Legyen a skaldrmez6 potencidlja V (¢) = %m2<,02. Fejezziik ki H-t a (4.3.2) egyenletbdl és
helyettesitsiik be a (4.3.1) egyenletbe:

126 4 m2, (4.3.3)

0 = ¢+ r(?+m2p?)
ahol k = V120G = V127n/mp; (h = ¢ = 1 egységekben). A (4.3.3) egyenlet a o(t)
fliggvényre vonatkozo kozonséges, masodrendil, nem linearis differencidlegyenlet, amely-
ben nincsen explicit id6fiiggés. Ezért dtirhatjuk az egyenletet az u(y) = ¢(p) fliggvényre
vonatkozd kozonséges elsérendii differencidlegyenletté. Haszndljuk fel, hogy ¢ = u'u, ahol
v = du/dp. Ekkor a

0 = vu+ru?+m?e?)2u+ m?p, (4.3.4)
azaz az
g o= ) Pt mie (4.3.5)
u

differencialegyenletet kapjuk az u(yp) fiiggvényre. Az egyenlet megolddsainak tulajdonsé-
gait a 2-dimenzids (¢, u = ¢) fazistérben vizsgalhatjuk. Vegyiik észre, hogy ha a (4.3.3)
egyenletnek a 0 < t < oo intervallumon ¢(t) megoldasa, akkor —¢p(—t) is megoldds a
—o0 < t < 0 intervallumon. A kozmoldgiai érdekességli eset természetesen az el6zo.
Mésrészt az egyenlet (4.3.5) alakjdban az emlitett szimmetria a fézistér origéjara vonatkozd
tiikrozési szimmetriaként, azaz (o, u(p)) <> (—p, —u(—¢p)) szimmetriaként jelenik meg.

AL

attraktor

=<
R

Figure 11: A homogén, V = m?p?/2 potencidli tomeges skalartér fazisdiagramja
homogén és izotrép Vildgegyetemben (kvalitativ dbra).

)

A fazistrajektéridk futdsdnak tobb szakaszat kiillonboztethetjiikk meg. Vegyiik ezeket
sorra.

e Az ultra-kemény dllapotegyenletnek megfelels fejlédési szakasz. A fizis-
szerkezet jellegzetessége, hogy a fazistér origdja fixpont, tovabba, hogy a kiilonbo6z6
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tipust (a t € (0,00), ill. a t € (—o0,0) félegyeneseken értelmezett) megoldasok a
fazistér két diszjunkt tartomédnydban futnak, amelyet egy attraktorként viselked6
szeparatrix valaszt el egymdstél. A kozmoldgiai érdekességli megolddsok pp > 0,
up < 0 eldjeli kezdofeltételekkel indulnak nagy up értékkel a ¢p kezdGpillanatban,
amikor u% > m?¢% ~ O(m?mp,), ahol feltettiik, hogy wp; > mp;. Amig t > tp
esetén a megoldas is teljesiti az u? > m2p? feltételt, addig az allapotegyenlet
kozelitéleg p ~ € =~ %u2, ami a ,,leheté legkeményebb” allapotegyenlet, az ugyneve-
zett ultrakemény dllapotegyenlet (,,ultra-hard equation of state”). A zérus
tomegl skaldrmez6 mindig ezt az esetet valésitja meg. Az ultra-kemény allapotegyen-
let érvényességi tartoményaban elhanyagolhatjuk a potencidlt (ami tomeg nélkiili
skalarmezének felel meg), és a (4.3.5) egyenletet kozelitSleg

v o~ —k|u| = ku (4.3.6)

alakba irhatjuk (mert v < 0). Innen a megold4s
u = Ce™, (<0 (4.3.7)

az ultra-kemény allapotegyenlet érvényességi tartomanyaban. Mivel C' = upe %P,
a megoldas explicit alakja

u = ¢=upePer), (4.3.8)

Keressiik ¢(t)-t ¢ = B — Alnt alakban. Ekkor azt kapjuk, hogy ¢p = B — Alntp,
tgyhogy

u = upeAUIP) = up(tp/t)h = = —(A/t), (4.3.9)

ami A = 1/k esetén &dllhat csak fenn azonossagként és up = —1/(ktp) kell legyen.
Mivel k ~ VG ~ mp| és [up| > O(mmpy), azért (1/mp)) < tp < (1/m) kell legyen.
Végiil az adédik, hogy

uptp 1
t) =~ =_——
u(t) n —
t t
o(t) ~ ¢P+A1H—P:¢p+gln7p (4.3.10)

Ez a megoldés azon a tp < t < t; idéintervallumon j6 kozelités, amelyen u? > m?p?.
Ha a skalarmez6 tomegét ugy vélasztjuk, hogy m < mp; és a pp kezdeti amplitidot
pedig dgy, pp > mp), akkor u% > O(m2m%l) még mindig lehet sokkal nagyobb,

mint ngpfg. Az ilyen véalasztas tdg teret biztosit olyan kezdofeltételeknek, amelyek
elvezetnek az ultra-kemény szakaszon at az attraktorhoz.

Helyettesitsiik be a kapott megoldést a (4.3.2) Friedmann-egyenletbe, ahonnan a
Hubble-paraméter id6fiiggésére a

2N\ 2 2 1
H? = (9) z%ﬁ:— (4.3.11)

a
- = — 4.3.12
; (43.12)



irja le, igyhogy az ultra-kemény allapotegyenlet kévetkezményeként a skalafaktor
a o tY/3 és az energiastiriiség € ~ u?/2 = 1/(2kt?) x o~ skélatorvényt kovet. A
kapott megoldas tomeg nélkiili skalarmez6 esetében egzakt, nem kozelitd jellegii.
Az u = ¢ exponencialisan gyorsabban valtozik kezdetben, mint maga a mez6 am-
plituddja, tgyhogy a kezdeti nagy |up| érték gyorsan lecseng, mikozben ¢ még alig
valtozott. Ezért a nagy kezdeti |up| értékrdl indulé fazistrajektoridk szinte dllandé
 mellett érik el az attraktort, jelentGsen megnovelve ezzel azon kezdeti feltételek
halmazat, amelyek felfuvédashoz vezetnek.

Latjuk azt is, hogy a kezdeti feltételek nagységrendgének fenti megvalasztasa mellett

az energiasiirtiség kezdetben ep ~ u% /2 ~ O(m?m3,) sokkal kisebb, mint a Planck-

skalanak megfeleld ep; ~ O(mp,;) energiastiriség. Ez indokolja, hogy a felftivédés
soran a skalarmezot klasszikus kozelitésben vegytik figyelembe, elhanyagolva a kvan-
tumfluktudcidit.

Annyit érdemes még megjegyezni, hogy ha kiilonboz6 &dllapotegyenletii anyagok
uralta homogén, izotrop Vilagegyetemek taguldsat hasonlitjuk Gssze, akkor ultra-
kemény allapotegyenlet esetén a o /3, sugdrzds esetén a o t/2 és por esetén

a o t2/3 adédik. Onnan az ultra-kemény elnevezés, hogy az a o t* hatvanyfiiggvény
szerinti tdgulds esetén ekkor a legkisebb az o > 0 kitevo.

A felfiivédasi szakasz, amikor p ~ —e teljesiil. Amikor a megoldés a t; > tp
idépillanatban eléri az attraktort, akkor az m?@?/2 potenciélis energia 6sszemérhe-
tévé valik az u?/2 kinetikus energidval, majd jelentésen meghaladja azt, és alkal-
mazhaté lesz az u? < m2p? kozelités. Ha a fazistrajektoria még ¢ > mp; értéknél
éri el az attraktort, akkor azon kozelit6leg u(p) ~4all., azaz u’ ~ 0. Ebben a fejlédési
szakaszban € +p = u? < ¢, azaz j6 kozelitéssel a vakuum allapotegyenlete valésul
meg.

Megmutatjuk a kovetkezdket:
1. A trajektéria akkor hagyja el az v =4ll. fejlédési szakaszt, amikor a kon-

denzatum ¢ amplitiddja a Planck-skaldra csokken, azaz olyan pillanatban,
amikor ¢ ~ mpj lesz.

2. Az u =all. trajektdria-szakasz felel meg a Vilagegyetem felfivédasanak.
Léssuk be ezeket az allitasokat!

1. El6szor is az attraktor egyenlete aszimptotikusan nagy ¢ > mp; értékeknél
uy,, ~ 0. Bzért a (4.3.5) egyenletbdl a (kmou + m20)aur ~ 0 egyenléség és
az

. m
Uattr =  Pattr ~ _; ~ O(mmPl) (4313)

aszimptotikus érték adodik. Az attraktoron a kondenzatum amplitudéja kozeli-
toleg linearisan csokken névekvé ¢ idével,

Pattr (t) =i — (¢ —t;) = 2 (ty — 1), (4.3.14)

ahol extrapolaciéval bevezettiikk azt a t; id6t, amikor a kozelité megoldds
formélisan zérussa vialik, jéllehet a kozelitésiink mar ezt megel6zen érvényét
veszti.

Ha a (4.3.5) egyenletben szerepld \/u? + m2p? kifejezést az u/(myp) kis para-
méterben sorba fejtjilk, és az u,, ~ 0 egyenlet megolddsat uqs, ~ —= 4 du
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alakban keressiik, akkor du = =*

%R}gﬂ adddik az elsé el nem tiind korrekciora,
ugyhogy a pontosabb kifejezés

m 11 _3 _3
gty N _;<1—§/{2—@2+0(m o )). (4.3.15)

A korrekcié ¢ ~ 1/(v/2k) ~ O(mp)) esetén Osszemérhetévé valik a vezetd
rendi taggal, tigyhogy a kozelitésiink akkor veszti érvényét, amikor a skaldrme-
z6 amplitidéja a Planck-skdlara, azaz a ¢ ~ O(mp;) értékre csokken. Az
attraktor vizsgdlt szakaszan tehat ¢ értéke lényegesen meghaladja a Planck-
skalat. Ez azonban nem jelenti, hogy nem perturbativ kvantumgraviticiés
elmélet keretében kellene targyalnunk az adott fejlédési szakaszt. Kvantum-
gravitacié akkor jatszhat szerepet, ha vagy a gorbiileti sugar csckken a Planck-
hossz alé, vagy az energiasiiriiség né a Planck-skédla folé. Elhanyagolhaté
klnetlkus ene flaju homogén skaldrmezd energidja akkor né a Planck-skélara,
ha m2p? ~ mp, azaz ¢ ~ mpj(mp1/m), ha tehdt m < mpy, akkor b6ven allhat
rendelkezésre olyan mp) < ¢p < mpj(mp)/m) kezdeti érték, amely mellett
a teljes idofejlédés megmarad a klasszikus fizika, a Planck-skéala alatti fizika
érvényességi tartomanyaban. Eddig tehat beldttuk, hogy kelléen kis tomeg (la-
pos potencidlgddor) esetén lényegében barmilyen mp) < ¢p < mpj(mp)/m)
és |¢pp| > m/k ~ mmp; kezd6feltétel mellett a kvadratikus potenciél alkalmas
lehet, hogy a fejlédés rafusson az attraktorra.

. Most mar azt kell belassuk, hogy az attraktoron halado fazistra, 6]ektoma felfu-
vodast ir le. Ha a skalarmezo tomege m = 103GeV = 10 °mp; (a Nagy

Egyesitett elméletek jellemz6 energiaskalaja), akkor ¢; S mp1(mp1/m) ~ 10°
mp) kezdeti értékrdl indulhat a felfivédds és addig tart, amig oy ~ mp
nagysagrendiire csokken. Elképzelheto tehat sok nagysagrenden at olyan ;
kezdeti érték, amikor a felfivddasi szakasz klasszikus, nincsenek kvantum-
gravitacios eﬁektusok A felfuvodas1 szakasz sordn az energlasuruseget a po-
tencialis energia uralja, u? < m2¢?, ezért az € + p = u? Osszefiiggésbdl a

P~ —etul, =—e+ (m/K)? (4.3.16)
allapotegyenlet addédik, ahol € = §m2<,02 > 142, miatt a jobb oldalon
—e-ndl kicsit kulonbozo értékek allnak. A felfuvodas akkor ér véget, amikor
Dattr = Qf ~ K~ L értékre csokken, ami or ~ mp; K @; értékeket jelent. A
felfuvédas becsiilt idétartama tehét

Pr— Pi KQ;

A (4.3.2) egyenletb6l meghatarozhatjuk a Hubble-paraméter idéfiiggését a
felfuvodas soran. Ebben a szakaszban elhanyagolhatjuk a kinetikus tagot,

ugyhogy

4 2,2
H* = %G(uum%?)z"‘? o2, (4.3.18)
AZaZ
. 2
a rmM rmM m m
Hit) = —=—opurt) —|p;——(t—t;)| ~ —(tr—1)(4.3.1
0 = &~ et~ o= e t)] = Tty - 1) (4319)



adédik. A Hubble-paraméter tehat az id6 linedris fliggvényeként véltozik a
felfuvédasi szakaszban. Egyuttal latjuk, hogy

H; = H(t;) ~ %%’7
R
Hy = Hitg) ~ Sy, (4.3.20)

ami azt jelenti, hogy Hy/H; =~ ¢f/pi ~ m/mp) = 107, ha m ~ 10" GeV.
Ekkor a Hubble-paraméter értéke kb. 6 nagysagrendet csokken.

Becsiiljiikk meg, hogy mennyit valtozik ekozben a skalaparaméter! A (4.3.19)
egyenlet konnyen megoldhaté a skalafaktorra. Ha kozvetleniil integraljuk az
egyenlet mindkét oldalat, akkor azt kapjuk, hogy

Ina(t) ~ InC+ % [cpi(t —ti) — %(t - ti)ﬂ

km[1 m 1
=1 — |zpilt —1t;) — — _i2 —pi(t —1;
nC+ 5 Sl — ) = ot =t + Jilt — 1)

~ InC+ %H(t)(t — ti) + %Hz(t — ti)

Q

InC + %[HZ- FH@O( - t), (4.3.21)

ill. ¢y id6pillanattal parametrizdlva azt, hogy

m2
Ina(t) = 1n0’—?(tf—t)2, (4.3.22)

ahol C, C" alkalmasan vélasztott integrdciés dllanddk. A fentiek alapjdn a
skélafaktor idofiiggésére az aldbbi kifejezéseket kapjuk:

a(t) =~ a; exp{%[Hi + H(t)](t — tl)} R afexp { - %2(tf - t)z}.(4.3.23)

Ezek segitségével megbecsiilhetjiik, hogy milyen mértékii lehet a felfivodas,

KJ22

2 .
a exp{%(tf—ti)2}%exp{ g’} (4.3.24)

a;

Itt k ~ mgll, m = 10" GeV tomegfi skaldrtér esetében ¢; ~ 105mp;, tigyhogy
a felfivédds mértéke ar/a; ~ O(exp{10'?}) lehet, ami messze meghaladja

a minimélisan megkovetelt e értéket. Lattuk, hogy ekdzben a Hubble-para-
méter szinte alig véltozik (csak 6 nagysdgrendet csokken) Ezzel belattuk, hogy
a nem Onkolcsonhatd, tomeges skalarmezd olyan modellje lehet a felfﬁvédést
kivalté ,,anyagnak”, amely biztositani tudJa hogy egy nagyon kicsiny kauza-
lisan Osszefliggd tartomanybdl olyan déridsi méretii homogen tartomany jojjon
létre, amelynek a lathaté Vilagegyetem csak piciny része.

e Az oszcillaciés szakasz és a felfivédas szerencsés kimenetele. Ezekutan
mar csak az van hatra, hogy megvizsgéaljuk, lehetséges-e a felfivddasi szakaszbdl
szerencsés kimenetel a Friedmann-féle lassulva taguld szakaszba. A felfivodas, mint
mar sz6 volt réla, akkor fejezédik be, amikor a skalarmez6 amplituddja lecsokken
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a Planck-skalara. A felfuvéddst kovetéen a megoldast legkénnyebben ugy targyal-
hatjuk, ha attériink a (p, u) valtozokrél a H Hubble-paraméterre és egy tjonnan
bevezetett 6 szogvéltozora. A valtozo-transzformacié érdekében induljunk ki a
(4.3.2) Friedmann-egyenlet

3
u? +mip? = EHQ (4.3.25)
alakjabdl, ami megengedi az
u=aHsinf, my=aH cosb (4.3.26)

transzformaciét, ahol o = /3/k. A transzformécids képletekbdl kozvetlentil adédik
egyrészt, hogy

m¢ = mu=maoaHsind = o(H cosf — Hfsinf),
Hcos — HOsin = mHsin6. (4.3.27)

Masrészt @ = o H sin @ + H cos 0) felhasznildséval a (4.3.1) egyenletet,
W+ 3Hu+m?p = 0, (4.3.28)
atirhatjuk
Hsinf + HOcos0 + 3H%sin0 + mH cosf = 0 (4.3.29)

alakba. Szorozzuk ezutan a (4.3.27) egyenletet cos 6-val, a (4.3.29) egyenletet pedig
sin #-val, majd adjuk Ossze az egyenletek megfelel§ oldalait, ekkor a

H = —3H*sin?0 (4.3.30)

egyenletet kapjuk. Szorozzuk most a (4.3.29) egyenletet cos 6-val, a (4.3.27) egyen-
letet pedig sinf-val és vonjuk ki az utébbi megfelelé oldalait az el6z6 megfelelo
oldalaibdl, ekkor H # 0 miatt

: 3
0 = —m— §H sin 26 (4.3.31)

adddik. Sikeriilt tehat a mésodrendi Klein-Gordon-egyenletet 2 elsérendii diffe-
rencidlegyenlet csatolt rendszerévé atirnunk.

Keressitk most a (4.3.30), (4.3.31) egyenletrendszer kozelité megolddsat. Elore
bocsatjuk, hogy ebben a bekezdésben a t idén a felfuvddas befejez6désétol, azaz
az Osrobbands utani ¢y idopillanattdl szamitva eltelt idét értjiik. A (4.3.30) egyen-

let mutatja, hogy H csokken novekvé ¢ esetén, ugyhogy a (4.3.31) egyenlet jobb
oldalanak mésodik tagja csillapodd oszcillaciokat ir le. Ha ¢ elég nagy, akkor ez a

tag elhanyagolhatd, és 8 ~ —m, ahonnan
0(t) ~ —mt, (4.3.32)

ahol az integraciés dllandoként jelentkezd konstans fazist zérusnak valasztottuk.
A o skalartér tehat w ~ m frekvenciaval oszcilldl, és természetesen u = ¢ is.
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A fézistérben a trajektoria spiralisan ratekeredik az origéra. Helyettesitsiik be a
(4.3.32) kozelité megoldast a (4.3.30) egyenletbe,

H
3 1 — cos 2mt), (4.3.33)

H = -3H%*sin’mt, = —mzz(

majd integraljuk az egyenlet mindkét oldalat. Ezutan mindkét oldal reciprokat véve
azt kapjuk, hogy

2 sin 2mt\ ~!
Hit) ~ —(1-— . 4.3.34
®) 3t( 2mt ) (4.3.34)

Innen azt is latjuk, hogy a kozelitésiink (a csillapodva oszcillalé tag elhanyagoldsa)
akkor jogos, ha mt > 1.

A 6(t) és H(t) kozelité megoldasok ismeretében egyrészt meg tudjuk hatérozni a
skalarmez6 amplitudéjanak idofiiggését,

2 t in 2mt
o) ~ gH(t)cosH(t)%mG sin 2m )
m

4.3.35
3Imt 2mt ( )

mésrészt a a/a = dlna/dt = H(t) egyenletet integralhatjuk, és meghatdrozhatjuk
a skalafaktor idébeli valtozasat:

a(t) sin 2mt’ 2mt 2 2t dy sinu
m 2 o / a2 (1 - SeEmt / =
afp ts 3t’ 2mt’ 3 2mty U u— sinu 3 2mt; U U

/ 2"” ( sin u>

Q

2 i B [2 cosurmt 2 du—2(—cosu)
3 3 U2 thf 3 2mtf ’LL3
2 t cos 2mt _3
~ §1 o e + const. + O((mt) ™), (4.3.36)
azaz,
2mt
a(t) ~ const.t??3 (1 - Cgfn;; + O((mt)_3)>. (4.3.37)

A kapott eredmény tanulsdga az, hogy a Hubble-paraméter és a skalafaktor a ki-
csiny oszcillalé tagoktol eltekintve a p = 0 allapotegyenletii, por uralta Viligegyetem
id6fliggését mutatja. A modell tehat biztositja a szerencsés kimenetelt a felfiivédo,
azaz gyorsulva taguld szakaszbol a Friedmann-féle lassulva tagulé szakaszba.

Sikeriilt tehat belatni, hogy a témeges skalarmez6 klasszikus kondenzatuma alkalmas
modellje lehet a felfivddasnak, és ha a skalarrészecskék tomege joval kisebb, mint a Planck-
tomeg, akkor a modell biztositja a szerencsés kimenetelt a hideg anyag altal uralt, las-
sulva tagulé szakaszba. A hideg anyag nehéz skalar részecskéinek a Vildgegyetem késébbi
fejlédése soran kell elbomlaniuk barionokra, leptonokra és sugarzasra, amire szamos elvi
lehet6ség kinalkozik.
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4.3.3 Onkolcsénhaté skalarmezé

Vizsgaljuk most meg, hogy altalanos alakt potencidl esetén milyen feltételeknek kell ahhoz
teljestilniiik, hogy a felfivédéas szerencsés kimenetellel végbe menjen. Induljunk ki az
altalanos alaki potencidl esetén érvényes (4.3.1) és (4.3.2) egyenletekbol:

G+3Ho+V'(e) = 0, (4.3.38)
8rG

H? = 3 (%¢2+V(<p)). (4.3.39)

A (4.3.38) Klein-Gordon-egyenlet egy csillapitott linedris harmonikus oszcillator egyen-
lete. A csillapitast a H Hubble-paraméter hatarozza meg. Ha jelentos a —3H ¢ csillapitd
er0, akkor ez hamar kicsivé teszi a kezdeti ¢ ,,sebességet”, és kis értéken tudja tartani
a ¢ ,,gyorsuldst”. Ha elhanyagolhaté a kinetikus tag, azaz ¢? < V, akkor az inflaton-
mez6 energiasiirlisége € ~ V és a (4.3.39) Friedmann-egyenletb8l H o /e =~ VV. Ha
nagy a V potencidl értéke, azaz a mezd amplitiddjanak értéke sokkal nagyobb, mint mpy,
akkor a surl6dasi tag mellett a gyorsulds elhanyagolhaté a (4.3.38) egyenletben, ez az gy
nevezett lassi gordiilés (,,slow-roll”) esete: a kezdetben kicsi ¢ alig véltozik, aminek
kovetkeztében a mez6 amplitidodja is csak lassan csokken, és ,,gordiil le” a potencidl mi-
nimuménak irdnydba. A tovabbiakban ezzel a lassti gordiiléses kozelitéssel (,,slow-
roll approximation”) fogunk élni. A lassi gordiiléses kozelités alkalmazhatésdgénak
feltételei:

¢ < |V, (4.3.40)
Pl < [3H). (4.3.41)

Ebben a kozelitésben a (4.3.38) és (4.3.39) mozgésegyenletek az aldbbi alakot 6ltik:

3Hp+ V' =~ 0, (4.3.42)

dlna &G
H = ~ | —V. 4.3.4
7 3 14 (4.3.43)

A (4.3.42) egyenletet felhasznélva irhatjuk, hogy

" - dlna -dlnaN_L’dlna
T @t Yde T U3H dp

(4.3.44)

Szorozzuk ennek az egyenléségnek mindkét oldalat H-val, és helyettesitsiik be az igy kapott
egyenlet bal oldaldba, H? helyére H-nak a (4.3.43) egyenlet altal meghatarozott kifejezését.
Ekkor az alabbi egyenletet kapjuk rendezés utan a skalafaktor ¢-fliggésére:

dlna |4
—81G—. 4.3.45
dy T v’ ( )
Ezt az egyenletet konnytiszerrel integralhatjuk,
v V()
Ina —1 i%8G/ dy’ ) 4.3.46
na—Ina ™ g Y @) ( )
ahonnan a skalafaktor, mint az inflatonmez6 amplitudéjanak a fiiggvénye:
v V()
N 8rG / dy' } 4.3.47
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A lassi gordiilés kozelitésének (4.3.40) feltétele a ¢ ~ V//H és a H ~ 'V /mp
nagysagrendi becslést felhasznélva,

) Vl 2 Vl 2
ahonnan
V2 1
<V) < (4.3.49)
Pl

adddik. Nézziik most a (4.3.41) egyenlStlenséget. Hasznaljuk fel, hogy ¢ ~ V'/H, amibél
¢~ (V'o/H) — (V'H/H?), ahol H ~ vV /mp) miatt H ~ (Vm) "2V, dgyhogy a
(4.3.41) egyenlétlenséget az aldbbi alakba irhatjuk &t:

V”(,b V/H Vel vl (V/)2 \"d v (V/)2 "o
H  H? o oz HI |V V2
Pl
AZaZ
V/l (V/)2 1
7| < . (4.3.51)

Ha teljesiil a (4.3.49) feltétel, akkor innen azt a tovabbi feltételt kapjuk, hogy

Vv

v 1
‘ < —. (4.3.52)
mpy

A lassu gordiilés mindkét (4.3.49) és (4.3.52) feltételének eleget tevé potencidl pl. a
1
Vip) = E)«p" (4.3.53)

hatvanyfiiggvény alakd potencial. Ha ¢ > mp, akkor

V/ 2 /\(’Dn—l 2 n2 1
) - () S
|4 (1/n)Ap™ * T mp

%44 (n—DAp" 2 n(n—1) 1
— = = . 4.3.54
T s (4359
Ebben az esetben
Pi V(gp’) Pi <,0’ 1
d¢’ :/d’—:— - 4.3.

ugyhogy a skalafaktor az inflatonmez6 amplitiuddjanak fliggvényében

87TG 2

alplt) ~ mew{ 216t 0|~ mew| ol - P0l| (4350

moédon véltozik. A felfivédas zome lezajlik, amig az inflatonmez6 amplitidéja néhdnyszo-
ros faktorral csokken. Ugyanakkor a Vilagegyetemiinknek a jelenlegi szerkezetét alapvetéen
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az a felfivédasi szakasz hatdrozza meg, amikor tovabbi kb. €0 — e™-es faktorral né a
skélafaktor, ez viszont az inflatonmezé amplitidéjanak kicsiny csokkenése mellett megy
végbe. Természetesen a részletek erdsen fiiggenek mar attol, hogy ezen kicsiny értékek
esetén milyen alakd a potencidl.

Lassuk most be, hogy a potencial alakjanak megvalasztasaval szabalyozni tudjuk,
hogy milyen tipusu lassulva tagulé szakaszba torténjen a felfivodast kovetd szerencsés
kimenetel! Végiil, amikor a lassu gordiilés feltételei mar nem teljesiilnek, akkor ledll a
felfuvodas, az inflatonmez6 amplituddja oszcillalni kezd, és megtorténhet a szerencsés
kimenetel a lassulé tagulds szakaszaba. Tegyiik fel, hogy a potencidl olyan, hogy az
oszcillacié peridodusideje sokkal kisebb, mint a Vildgegyetemiink életkora. Ekkor az osz-
cilldlé szakaszban elhanyagolhatjuk a Vildgegyetem tagulasat a (4.3.38) Klein-Gordon-

egyenletben (H = 0 kozelitéssel élhetiink):

p+V'(p) =~ 0. (4.3.57)
Szorozzuk meg az egyenlet mindkét oldalat o-vel, és hasznaljuk fel, hogy pp = () — p?;
ekkor azt kapjuk, hogy

(k) —@*+eV'(p) =~ 0. (4.3.58)

Atlagoljunk az oszcillacié peridédusidejére, akkor az elsé tag atlaga zérus, és azt kapjuk,
hogy (¢?) ~ ¢V'(¢). Ha ezt felhasznaljuk, akkor az oszcilliciés szakaszban érvényes
allapotegyenletrol a kovetkezét mondhatjuk:

o - P EE2V)  (V(p) - (2V(e) (4.3.59)

e (P2+2V)  (eV(p) + (2V ()

Ebbdl az kovetkezik, hogy a V = (1/n)A¢™ hatvanyfiiggvény alakd potencidl esetén
w =~ (n—2)/(n+2). Kvadratikus potenciél, azaz n = 2 esetén tehit w = 0, ami megfelel az
eloz6 alfejezetben targyalt tomeges, nem 6nkdlcsonhaté inflatonmezonek, vagyis ekkor a
szerencsés kimenetel a p &~ 0 nyomasu porszeri anyag altal uralt, lassulva tagulé szakaszba
torténik. Ha a potencidl negyedfoku, n = 4, akkor w &~ 1/3, ami az ultrarelativisztikus
folyadék (sugarzas) allapotegyenlete, tigyhogy ultrarelativisztikus folyadék altal uralt sza-
kaszba torténik a szerencsés kimenetel.

4.4 Az inflatonmezo fejlodésének lecsatolasa a skalapara-
méter fejlodésérol
A célunk az, hogy az inflatonmez6 idébeli valtozasat leird egyenletet lecsatoljuk a skédlapa-

raméter id6fiiggését leird egyenletekrél [3]. Ennek érdekében vezessiik be a Nagy Bummtél
mért ¢ id6 helyett az

N = (4.4.1)

a;

valtozét, ahol a; a skalaparaméter a felfuvédas kezdetén. Az N valtozdé azt méri,

hogy a skdlaparaméter mennyi ,,idé alatt” né kezdeti értékének e-szeresére.
Induljunk ki a (4.3.1) Klein-Gordon-egyenletbél, és a (4.3.2) és (2.3.14) Friedmann-egyenle-
tekbdl, amelyek rendre

0 = $+3Hp+V'(p), (4.4.2)
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H? = ?(%@MV(@), (4.4.3)
% _ ?(_gbuv(@)) (4.4.4)

alakuak. Vegyiik észre, hogy a(t) = a;e” miatt
H = g ~ N, (4.4.5)

ahonnan dt = dN/H adddik, ugyhogy az id6 szerinti derivaldst N szerinti derivaldssal
helyettesithetjiik a d/dt = H(d/dN) szabaly szerint. Ekkor az (4.4.3) Friedmann-egyenlet
a

H? = ?{%H2(j—;>2+v@)} (4.4.6)

alakba frhaté at, ahonnan azt kapjuk, hogy

pr - STG_ Vie) (4.4.7)

3 1_%(d_@>2
3 \dN

Ha felhasznéljuk a (4.4.4) Friedmann-egyenletet és a Hubble-paraméter definicidjat, akkor
a kovetkezdket irhatjuk,

0 = (9) =g (4.4.8)
a a
aazaz
dH 81G
gt _ Sme 2 g2
N = e (-F+ve)
8rG do \?
= _H2 _r _H2
sl (an) e
871G [ dp \? 4G [ dp \?
—  _f2 - _ (=
- () o5 ()]
dp \?
= —4rGH*( %) . 4.4,
<G ( dN) (4.4.9)
Végiil tehat azt kapjuk, hogy
1 dH dy

Térjink most & N szerinti derivaldsra a (4.4.2) Klein-Gordon-egyenletben is,

B d dy o do
0 - Hd—N<Hd—N>+3Hd—N+V()

A dp o gy de |y

dN dN dN? dN () (44.11)
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Hasznaljuk most fel a (4.4.10) és a (4.4.3) egyenletet,

dy dp d?p
_ 2 2 2
0 = [4GH<dN> +3H]dN HdN2+V()
dy dy dy d%p
— 2 2 2 /
= [ ArGH (dN> + 4rGH (—dN) +87TGV(<,0)} T HH S V()
d2 dgp ,

Osszuk el az egyenlet mindkét oldalat 8mGV (¢)-vel, majd a jobb oldalon allé elsé tagban
V(p)-t fejezziik ki a (4.4.7) egyenletbdl dyp/dN-nel,

e ’
aN? do 1 V'(p)
+ L = ——— . (4.4.13)
2 dN 8tG V
3 47TG(§—;@> TG V(p)

Létjuk, hogy az inflatonmez6 id6éfejlédését leird (4.4.13) egyenlet lecsatolédott a (4.4.7) és
a (4.4.10) Friedmann-egyenletekrol.

4.5 A felftités és az elofutés

A felfuvédas végére lehiilt Vildgegyetemet valamilyen folyamatoknak vissza kellett fiitenie
ahhoz, hogy a Vildgegyetem késObbi fejlodése soran azt — a csillagdszati megfigyelésekkel
és az elem-gyakorisagokkal jél igazolt — utat jarja be, amelyet a felfivédas gondolatanak
felmertilése el6tt mar sikeriilt a fizikusoknak rekonstrudlniuk. Mint mar emlitettiik, a
felfivédasi modell egyik elénye, hogy az éridsi mértékl tagulast kiséré vordseltolédés
kovetkeztében a Planck-korszak végén esetleg jelenlevé barmilyen topolégiai defektus,
sugarzas és anyag kimosdédik. A Vildgegyetemben a felfavodasi korszak végére csak az infla-
tonmezd kondenzatuma lesz jelen. Amikor megsziinnek a lassi gordiilés feltételei, akkor az
inflatonmez6 amplitiddja elkezd gyorsan zuhanni a potencidl minimumaéanak az irdnyéba.
Kezdetben (a felfivédds lealldsat jelenté t; idépillanatban) a teljes energiastiriiség az
inflaton-kondenzatumban van jelen. Ez aztan kétféle okbdl kezd el csokkenni. Egyrészt a
Vilagegyetem taguldsa az energiastiriiség geometriai okokbdl torténd csokkenését okozza.
Masrészt az inflaton-kondenzatum részecskéknek, az inflatonoknak a koherens szuper-
pozicidja, amelyek elbomolhatnak sugdrzdssd és tomeges részecskékké, bozonokka és fer-
mionokkd, az inflatonmezd és mas kvantummezék kozotti kolesonhatas kovetkeztében.
Ez vezethet az inflatonmezd energidjanak tovabbi, a lassuld tagulds okozta effektusnal
jelent6sebb csokkenéséhez és ahhoz, hogy a teljes energiasiiriiségben az inflaton-bomlas
végtermékeinek energiastiirlisége vélik meghatarozdéva.

Tegytik fel, hogy csak fermionokra térténik bomlas. Akkor az inflatonmez6 €, ener-
giasliriiségének valtozdsit az

é¢ + (3H + P¢)6¢ =0 (4.5.1)

modositott kontinuitdsi egyenlet irja le, ahol I'y fenomenolégikus bomldsallandé. Az infla-
tonmez6bol eltiinG energia megjelenik a keletkezett fermionok energidjaként. A bomlas-
termékek rovidesen termikus egyensulyba keriilnek, amelyet valamilyen T, hémérséklet
jellemez. Ez a felfiitési h6mérséklet (,,reheating temperature”), maga a folyamat
a felfiités (,,reheating”).
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Ha bozonokra is térténhet bomlds, akkor az inflatonmez6 oszcillacidja miatt para-
méteres rezonancia léphet fel. Ennek kovetkeztében nagyon gyors bomldsok kovetkeznek
be, amelyeknek a bomlastermékei tavol vannak a termikus egyensulytél. Ekkor csak joval
késébb alakul ki termikus egyensuly valamilyen T}; hdémérsékleten. A paraméteres rezo-
nancia kovetkeztében bekovetkez6 gyors bomlasok altal kivaltott homérséklet-novekedést
nevezik el6fiitésnek (,,preheating”). Az eléfiitésnek az a jelent&sége, hogy keletkezhet-
nek részecskék, amelyeknek az energidja jéval meghaladhatja a felftési homérsékletnek
megfelel6 atlagenergiat. Ez egyrészt jelentheti, hogy tjra megjelenhetnek esetleg a Vilag-
egyetem tovabbi fejlédése szempontjabdl nem kivanatos topolédgiai defektusok, amelyektél
a felfuvddas egyszer mar megszabaditotta a rendszert. Masrészt az el6flitésnek lehet elénye
is: 1j lehetOségeket teremt a sotét anyag keletkezésére és a barion-aszimmetria létrejottére.

4.6 Mi jatszhatja az inflatonmez6 szerepét?

Az inflatonmez8 szerepének betoltésére szamos jelolt van, hiszen egyetlen koévetelményt
kell csak teljesitenie a jeloltnek, hogy ,,jél utdnozza” a skaldrmezé lassan gordiilé kon-
denzdtuménak a viselkedését. Néhény fontos lehet&séget érdemes megemliteni (a teljesség
igénye nélkiil):

e Az inflatonmez6 lehet egy alkalmas potencidllal rendelkez6 skaldrmezd. Utébbi
lehet az alapvetd kolcsonhatdsok valamelyik elméletében (pl. a Nagy Egyesitett
Elméletekben) szerepld skaldrmezo, és ennek kondenzatuma az inflaton-kondenzatum.
Az is elképzelhet6 azonban, hogy az inflaton-kondenzatum egy fermion-kondenzatum,
amelyet skaldrmezével irunk le.

e Az inflatonmez6t azonban maga a gravitdacié elmélete is szolgaltathatja. Erre a ma-
gasabb derivéltas gravitdcié a példa. Az ide sorolhaté gravitdcié-elméletek egy széles
osztalya az f(R)-gravitacid, amelyhez tartozé egyes modellekben a hatdsfunktionél
a téridé R gorbiiletének mas és més f(R) figgvénye. Az f(R)-graviticié az

1
Spy = ﬂ/d‘lazR\/—g (4.6.1)
Einstein-Hilbert-hatas
1
Siry = 5 / d'zf(R)v=g, (4.6.2)

4ltaldnositasabdl indul ki, ahol k = 87G/c* (ill. Kk = 87/mp)) és g = detg,, a
metrikus tenzor determindnsa. Amennyiben nincsen jelen anyag, akkor a metrikara
vonatkozo

f(R)Ry — %5‘5 (R)+[f'(R)aoy — [f' (R = 0 (4.6.3)

v

mozgasegyenletek a hatdsbdl a g,, metrikus tenzor szerinti varidlassal kaphatok
meg. Ezek az egyenletek az Einstein-egyenletek altalanositasai. Meg lehet mutatni,
hogy az f(R)-gravitdcié konform-ekvivalens az Einstein-gravitaci6 és egy skaldrmez6
csatolt elméletével. Ez a skaldrmezé jatszhatja az inflatonmezd szerepét.

e A skaldrmez6 Born-Infeld-féle elmélete is szolgaltathat inflatonmezét. A Born-
Infeld-hatasban nincsen potencialtag, viszont a hatds nem linedris médon fligg a
skalarmez6 kinetikus energiajatol. Az ilyen tipusi elméletben megjelend felfuvédést
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k-inflaciénak (,,k-inflation”) nevezik. A ¢ Born-Infeld-féle skaldrmez6 hatds-
funkciondlja

[ dten(x o). (4.6.4)

ahol X = 5 Mcp(‘)“cp a skaldrmez6 kinetikus energidja, és p(X, ) a ¢ és X véltozdk
tetszoleges fuggvénye. Megmutathatd, hogy a skalarmezdé energiaimpulzus-tenzora
olyan alakba irhat6, mint az idealis folyadéké,

TV = (e+ p)utu, — pdt, (4.6.5)

ahol a Lagrange-stiriiségben szereplo p fliggvény jatssza a nyomas szerepét, az ener-
giaslriiség és a négyessebesség pedig az

Op — Op/OxH
ax P T T Ax

kifejezésekkel adhaté meg. Ha a Lagrange-stiriiségben Szerepld p fliggvény a valtozdi-
nak valamilyen tartomdnydban eleget tesz a p > |2X | feltételnek, akkor az
allapotegyenlet a valtozok ezen tartomanyaban kozehtoleg DR —€ alaku dgyhogy
oka lehet a felfuvédasnak. A tetszOleges p fliggvényt felvehetjiik

€=2X—— (4.6.6)

n

p(X,p) = )+ ch A4" 1 (4.6.7)

alakban, ahol A az UV-leviagas szerepét tolti be (a skalartér kanonikus dimenziéja
(4 —2)/2 = 1, tdgyhogy X dimenzidja 4). Ha X < A* akkor lényegében vissza-
kaphatjuk a co(p) potencidl dltal vezérelt lassi-gordiiléses felfivédasi modellt. Uj
lehetGséget az jelent, ha a skaldrmezd hatdasaban jelentGsek a magasabb derivaltas
tagok, azaz X ~ O(A*). Ekkor tovabbi szimmetria-megszoritdsok hidnyaban az
elmélet nem renormélhaté, igyhogy az ilyen skalarmezé nem latszik alkalmas mo-
dellnek. Ha azonban az elmélet specidlis szimmetridaval is rendelkezik, akkor renor-
malhatova valhat, és megbizhaté eredményeket szolgaltathat. Ilyen valasztasra az
egyik példa a p fiiggvénynek a Born és Infeld altal eredetileg javasolt alakja:

X

pr(X,0) = —A'(y) 1+W

—V(p). (4.6.8)

A p fiiggvénynek mindig valamilyen szimmetria-megszoritasnak is eleget kell tennie
ahhoz, hogy a kapott skalar-elmélet renormélhaté maradjon. Ezen tilmenden jonnek
azok a megszoritasok, amelyeket a felfuvddas és annak szerencsés kimenetele diktal.

Barmelyik médon valdsul is meg a felfuvédas, a kozmoldgiai kovetkezményei lényegében
azonosak.

4.7 A felfiivédas forgatékonyvei

Ebben a fejezetben roviden attekintjik azokat az elképzeléseket, amelyek arra nézve
sziilettek, hogy a Természetben a felfivédéds milyen forgatokonyv szerint folyt le. Harom
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alapvetden kiilonboz6 forgatékonyv (,,scenario”) johet széba: a felfavédas régi for-
gatékonyve (,,0ld inflation”), a felfivédas ij forgatékonyve (,,new inflation”)
és a kaotikus felfiivédas forgatékonyve (,,chaotic inflation”). Az el6zéekben mi a
kaotikus felfuvédast targyaltuk részletesen. Miel6tt az egyes forgatokonyvek felvazolasara
és Osszehasonlitdsdra ratérnénk, érdemes elmondani, hogy a régi és az 1j forgatokonyv
is a felfivédast a Nagy Egyesitett Elmélet (GUT) alkalmazasanak tekinti, amelyrél az
1980-as években azt hitték, hogy jél ismert. Az inflatonmez6t a felfivodas régi és j
forgatékonyvében a GUT Higgs-terével azonositottak. Ez magyarizza, hogy mindkét
forgatokonyv szerint a valédi vakuumaéllapot spontan szimmetriasérto, amelgfben az in-
flatonmez6 amplitidéjanak értéke a GUT alapjan becsiilt |p| ~ 10'° — 10 GeV, ami
ahhoz sziikséges, hogy az ismert (elemi) részecskék tomege helyesen adédjon. A kezdeti
feltételek probléméjianak elhdritasa mellett a régi és az 1j forgatékonyv magyarazatot adott
arra is, hogy miért nincsenek a Vildgegyetemben monopdlusok. A GUT elkeriilhetetlen
kovetkezménye ugyanis, hogy a felfiivédés vagy olyan mértékben szétszér minden korabban
keletkezett monopdlust a térben, hogy atlagosan kevesebb, mint egy monopodlus marad
horizont-méretli térfogatonként, vagy pedig egyaltalan nem is keletkeznek monopolusok.
Ugyanez az érvelés vonatkozik a nehéz stabil részecskékre, amelyek til nagy gyakorisdggal
keletkezhetnek a korai forré termikus egyensulyi allapotban. Fontos azonban tudatosi-
tanunk, hogy a kezdeti feltételek problémaja a Természet alapveté kérdése, ugyanakkor
a monopolusok és a nehéz stabil részecskék problémaéja — ismereteink jelen allapotaban —
,csupan” a Standard Modellen tuli fizika belsé probléméja, azaz talan csak abbdl ered,
hogy nem tudjuk, mik is az alapvetd kolcsonhatdsok és torvényeik a Standard Modell
energiaskalajanal nagyobb energidkon.

V(o) V(o) V(¢)

Figure 12: Tipikus potencidlalakok és a ,régi” (OI), az ,,4j” (NI) és a kaotikus
inflacié (ChO) lefolyasanak illusztraciéja.

4.7.1 A felfiivédas régi forgatokonyve: ,,old inflation”

Eredetileg Alan Guth javasolta a felfuvédés lefolyasara a kovetkezd elgondoldst, amelyet
a 12. OI abra illusztral. Amikor a nagyon korai Vilagegyetem lehiilt, akkor metastabil
allapotba keriilt, vagy ahogy mondani szoktdk egy hamis vakuumallapotba (,,false
vacuum”). Ez a potencidlis energia olyan lokélis minimumdanak megfelelé allapot, amely-
ben nagy az energiasiirliség, és amelyet potencidlgat valaszt el a potencidlis energia leg-
mélyebb lokdlis minimumdtdl, amelyhez a valédi (stabil) vakuuméllapot tartozik. A
metastabil allapot olyan, mint amikor nagy a kozmoldgiai dllandé. Ebbdl a tulhiitott
(,,supercooled”) allapotbdl a Vildgegyetem csak kvantummechanikai alaguteffektus
révén torténé bomlassal tudott eljutni a valédi vakuumallapotba, ami spontan szim-
metriasérté. A valédi vdkuumallapot varhatéan olyan, amilyennek azt a Nagy Egyesitett
Elmélet vakuumatdl meg kell kovetelni. Az alaguteffektus azonban a teljes Vildgegyetem
kis térfogataiban egymastdl fiiggetleniil, spontan médon indul meg, ami buborékcseppek
képzbdését (,,bubble nucleation”) eredményezi. A metastabil vdkuumban spontdn
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moédon buborékok keletkeznek, amelyeken beliil a valédi vakuumaéllapot uralkodik. Ezek
a buborékok aztan elkezdenek fénysebességgel felfivodni. Azonban méar Guth réjott arra,
hogy a felfuvédasnak ez a modellje nem tudja biztositani, hogy a Vilagegyetem sziikséges
mértékben udjra felflitse 6nmagat. Szikséges mértékia felflitésen azt kell érteni, hogy a
folyamat végén be tudjon a Vildgegyetem népesiilni a Nagy Egyesités részecskéivel és
sugarzassal, amelyek termalizaciéja révén elég magas lenne a homérséklet ahhoz, hogy
a Vildgegyetem kés6bbi fejlédési szakaszaira korabban nyert eredmények ne sériiljenek.
Sugarzas a vakuumbuborékok képzddése soran csak a buborékfalak titkozése révén keletkez-
het. Ha azonban a felfivédas elég soka tart ahhoz, hogy megoldast jelentsen a kezdeti
feltételek problémadira, akkor a buborékok titkzése nagyon ritka. Egy kezdetben kauzélisan
osszefiiggé (Hubble-horizontnyi méretii) térfogatbdl valésziniien csak egyetlen buborék
keletkezik. A felfivodas 1j forgatékonyve ezt a problémat megoldotta azzal, hogy a kezdeti
allapotot nem metastabilnak, hanem labilis egyensulyi allapotnak tételezte fel.

4.7.2 A felfiivédas 4j forgatékonyve: ,,new inflation”

Andrei Linde, Andreas Albrecht és Paul Steinhardt nevéhez fiiz6dik a felfivédas 1ij for-
gatokonyvének kidolgozasa, az ugynevezett lassu-gordiiléses felfuvédasé, amely ,,14j inflacié’
néven vonult be a szakirodalomba. A folyamatot a 12. NI dbra szemlélteti. Az alapelgon-
dolas ismét az, hogy a kezdeti Vildgegyetem hiilése sordn valamilyen nagy energiastirtiségii
allapotba keriilt, ami azonban nem metastabil, hanem labilis egyenstlyi allapot. A po-
tencidlisenergia-feliilet azonban nagyon lapos a maximum kornyékén, igyhogy onnan az in-
flatonmezd6 nagyon lassan ,,gordiil le” a potencialis energia minimumanak iranyaba; sokkal
lassabban, mint amilyen {itemben a Vildgegyetem tagul. Az 1j forgatdkonyv egytttal
azt is feltételezi, hogy a lassi legordiilés az egész térben (az egész Vildgegyetemben)
homogénen megy végbe. Amikor a felfivddéds végeztével az allapot megkozeliti a po-
tencidlis energia minimumat, a valédi vakuumaéllapotot, akkor a potencial meredekebbé
valik. Ekkor az inflatonmez6 kondenzdatuméanak amplitiddja oszcillalni kezd, és energidja
az inflatonok bomlédsa révén atalakulhat a GUT tomeges részecskéinek és sugarzdasnak az
energidjava, amelyek termalizacioja ujra felftiti a Vilagegyetemet. Ez a modell is, ha-
sonléképpen, mint a régi inflacid, azt tételezi fel, hogy a kezdeti Vildgegyetem hideg, ter-
mikus egyensulyi dllapotban van, amelyben az inflatonmez6 amplitidéja zérus. A termikus
egyensuly feltevése a Vilagegyetem teljes térfogataban, mint arra késébb ramutattak,
aligha valdszinti. Marpedig a termikus egyensily feltevése volt az alapja annak, hogy
az inflacié el6tti kezdeti allapotban a termikus fluktudciék révén helyredllt a szimmetria,
és létrejott a sértetlen szimmetridgju ¢ = 0 vikuum. Ez a kezdeti feltétel tehat erésen
megkérddjelezhet6. Raadasul az 4j felfuvodasi elképzelés azt is felteszi, hogy az inflaton-
mezO potencidlja nagyon specialis, nagyon lapos a kezdeti energiastiriiséghez, a vakuum
energiasiiriiségéhez képest és hogy nagyon kicsi az inflatonmez6 tomege a Planck-tomeghez
képest. Ez utébbi azt jelenti, hogy a potencidlnak rendkiviil finoman hangoltnak kellene
lennie. Innen ered a finom hangolds problémaja. Ezeket a problémakat is megoldhatja a
kaotikus felfuvodas modellje, amelyet részletesen targyaltunk a korabbiakban.

9

4.7.3 A kaotikus felfivddas

A kaotikus felfivodas modelljét Andrei Linde javasolta, és sematikusan a 12. Chl abra
szemlélteti. Az alapgondolat az, hogy az inflacié természetes médon jelenik meg, ha
a Vilagegyetem kezdetben nagy energiaji, kaotikus allapotban van és a skalarmezd po-
tencidlja felilrol nem korlatos. A kezdeti tdguldsa soran a Vildgegyetem eljut a Planck-
korszak végére, amikor mér elhanyagolhatok a kvantumgravitdcids effektusok. Tegytik fel,
hogy kezdetben a teljes térfogat kicsiny, kauzélisan Osszefliggé darabjaiban a skalarmezo
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amplitudoja kozel allando, de az egyes ilyen térfogatdarabkakban véletlenszerti értékeket
vesz fel, hiszen a Planck-id6 eltelte utan nincs okunk feltenni, hogy a skaldrmez6 értéke

mindeniitt azonos lenne. Eppen ellenkezéleg, azt gondolhatjuk, hogy a skaldrmez6 azonos
valészintiséggel minden olyan ¢ értéket felvehet az egyes kicsiny kauzdlisan Osszefiiggd
térfogatdarabokban, amelyekre a |V ()| < mp, feltétel teljesiil. Az ilyen kezdeti feltételt
nevezzik kaotikusnak, és ezért kapta a felfivodasnak ez a forgatékényve a kaotikus jelzét.
Valoban, ha figyelembe vessziik, hogy a Planck-korszak kb. tp; ~ mlzf ideig tartott, és
feltessziik, hogy annak a végén az energiastiriiség donté hanyada potencidlis energiabdl
szarmagzik, akkor a hatdrozatlansigi reldciot 6‘;’,1 Planck-térfogat energidjdara alkalmazva
63,8V tp) ~ 1, azaz §V ~ t;llﬁglg ~ mp; mértékii kvantumfluktudciékat enged meg, ame-
lyeket a rendszer a megel6z6 Planck-korszakbdl megorokol. Masrészt a tp; pillanatban a
részecske-horizont is £, ~ tpj, és a kb. tp) méretii egyes térfogatdarabok kozott nincsen kor-
relacié, igyhogy azokban az inflatonmezé értéke fiiggetlen. Ha a potencidl pl. V ~ Ag?,
akkor minden —\"Y4mp, < p K A Y4mp érték eldfordulhat. Ha rdaddsul A < 1,
akkor a térmennyiség amplitiddja véletlenszertien lehet || > mp), azaz sokkal nagyobb,
mint a Planck-tomeg. Lattuk, hogy ez elegend6 ahhoz, ha egyébként a potencidl eleget
tesz a lassu gordiilés feltételeinek, hogy a megfeleld térfogatdarabka gyorsulva taguljon és
felfavédva a lathaté Vildgegyetem mai skéldjan homogén legyen. Ugyanakkor a horizonton
tul a teljes Vildgegyetem mutathat rendkiviil inhomogén, bonyolult globélis szerkezetet. A
kaotikus felfuvédas modelljének egyik erénye, hogy nem feltételezi a kezdeti Vildgegyetem
homogenitasat, azaz elesik a felfuvddas kezdeti feltételével kapcsolatos probléma. A kezdeti
(térfogatdban végtelen) Vildgegyetem a t ~ tp) Planck-id6ben barmilyen bonyolult globélis
szerkezetii lehet, akkor is lesz végtelen sok olyan kicsiny, kauzdlisan Gsszefliggd darabja,
amelyek exponencialis felfuvodasnak indulnak, és végiil tdlnének a mai megfigyelheto
Vilagegyetem méretein. Fzen mini-Vilagegyetemek egyikének felfivédas utani kicsiny
része az altalunk megfigyelt Vildgegyetem, ami egyszerre magyariazza a megfigyelhetd tér
észlelt homogenitdsat és izotrépidjat, valamint geometridjanak kozel euklideszi természetét.
A korabbi ,,régi” és ,1j” felfuvédasi elképzelések arra torekedtek, hogy egy globélisan ho-
mogén és izotrép Vildgegyetem magyardzatat adjak. A kaotikus kezdeti feltételeken ala-
pulé felfivéddsi modell szerint a kezdeti globélis Vildgegyetemnek azon ¢, ~ mgll méretii

. . e 7’ 72 2 /’ ’” . ’” .
darabjai fivédnak fel ay oc eS™Mel Y7 méretiire, amelyekben az inflatonmezd kezdeti am-

plituddja lényegesen nagyobb, mint a Planck-tomeg, |p| > mp), Ggyhogy a mai globalis
Vildgegyetemet lényegében ezek a felfivédott mini-Vilagegyetemek alkotjak, mert azon
részek térfogathanyada elhanyagolhatéva valt, amelyekben kezdetben || < mp; volt. A
modell egy tovabbi elénye, hogy a részecskefizikai elméletek széles korében elképzelhetové
valik a felfuvédas, ha a skalarmezok legaldbb egyikének az effektiv potencialja elég lapos a
mp1 < || < Pmaz értékek tartomdnydban, ahol V (pmaz) & mp;. Még egy tovabbi elény,
hogy tulajdonképpen a |p| > mp) tartomanyok kaotikus felfivodésa csaknem modell-
fiiggetlen. Vizsgéljuk meg ehhez a |V| > V"m3, feltételt nagy |¢| esetén. Ekkor j6 becslés,
hogy V" ~ V(p)/p?. Akkor viszont a lassi gordiilés [V| > V"mi, feltétele teljesiil, ha
|| > mpy, lényegében a potencidl alakjatdl fiiggetleniil. A tanulsdg az, hogy a felfiivédas
nem valami nagyon specidlis, a Természet finom-hangoltsagat feltételez6 je-

lenség, hanem minden valésziniiség szerint elkeriilhetetlen kévetkezménye a
kaotikus kezdeti feltételeknek.

4.8 A felfuvddas és a de Sitter-térido

Végiil érdemes visszatérniink a de Sitter-megoldas és a felfivédés kapcsolatara. Lattuk,
hogy a de Sitter-megoldéds exponencidlisan novekvo skélaparamétert eredményez, azon-
ban nem rendelkezik szerencsés kimenetellel. A de Sitter-téridé ugyanazokkal a szim-
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metridkkal rendelkezik, mint a Minkowski-térid6. Benne a tér homogén és van iddébeli
eltolasi szimmetria. Ezért barmely térszerti hiperfeliilet mentén allandé az energiasiirtiség.
Ahhoz, hogy taguldsi modellt fogalmazzunk meg, nemcsak a k = 0 és +1-nek megfeleld
Friedmann-koordinatakat hasznélhatjuk, hanem ma&s koordinatarendszert is, pl. a szta-
tikus koordindtdkat. A koordindtarendszer megvalasztasatdl fiiggden az dllandé idéhoz
tartozo6 hiperfeliiletek 3-dimenzids geometridja nagyon kiilonbozé. Ezek a kiillonbozéségek
a magasfoku szimmetridval rendelkezd téridé kiilonbozo rétegezésének a kovetkezményei.
Ugyanakkor nincsen semmilyen ,,elsé elv”, amelynek alapjan valasztani lehetne kozottuk.

Az elmondottakbdl kévetkezik, hogy a felfuvédés valdéjaban olyan téridében valésul-
hat meg, amelyik kiilonbozik a de Sitter-téridétol. Kell, hogy az allapotegyenlet leg-
alabb valamennyire eltérjen a vakuum p = —e allapotegyenletétol. Végiil ez az eltérés
hatarozhatja meg, hogy mi az a hiperfeliilet, amelyen megtorténik a szerencsés kimene-
tel, azaz az atmenet a forré Vildgegyetem allapotaba. Mindemellett a de Sitter-téridé
jo nulladik kozelitése a legtobb felfivddéasi modellnek. Azalatt, amig a skalafaktor kb.
e -sz0r6sére né, teljesiilnie kell a p 4+ 3¢ < 0 feltételnek. Ez pedig altaldban akkor
lehetséges, ha ezalatt szinte végig j6 kozelitéssel fenndll a p ~ —e édllapotegyenlet. Azt
lattuk korabban, hogy a konform koordinatarendszerekben megfogalmazott téridé tud
leirni taguld Vilagegyetemet, mig pl. a sztatikus koordinatak altal meghatarozott térszeri
hiperfeliiletek a horizont skdldjanal nagyobb méretben nem tagulnak. A kérdés az lehet,
hogy milyen térgeometridhoz tartozé koordindtakat valasszunk a k = 0, =+ 1 lehetséges
esetek kozil. Aszerint, hogy melyik esetet valasztjuk, maés lesz a geometridja annak a
térszerl hiperfeliiletnek, amelyen megtorténik az atmenet a Friedmann-féle lassul6 tagulas
korszakaba. Ennek megfeleléen kaphatunk eredményiil lapos, nyilt vagy zart Friedmann-
féle Vilagegyetemet. Ami azonban a Vildgegyetem megfigyelhetd részét illeti, ez a kérdés (k
megvélasztasanak kérdése) érdektelen. Ha ugyanis a felfivédas e”-szorés novekedést okoz
a skalafaktorban, akkor a megfigyelhetd rész az egész felfivodott (mini-)Vildgegyetemnek
csak nagyon paranyi része, s mint ilyen, jé kozelitéssel laposnak tekinthetd. Az, hogy
mi, azaz milyen globélis szerkezet van a jelenlegi horizontndl sokkal nagyobb (mondjuk
1 nagysédgrenddel nagyobb) méretskalan, az elkovetkez6 kb. 100 millidrd évben teljesen
érdektelen. Ehhez jon még hozza, hogy a kvantumfluktudciék miatt annak a kérdésnek
nincs is értelme, hogy mi a Vildgegyetem gorbiilete ezeken a globdalis méretskalakon.
Utébbi kérdéskorre még visszatériink az inhomogenitasok szerepének diszkusszidja soran.
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5 GRAVITACIOS INSTABILITAS ES SZERKE-
ZETKEPZODES A LATHATO VILAGEGYE-
TEMBEN A NEWTONI GRAVITACIO ALAP-
JAN

5.1 Gravitacids instabilitas a Newton-i fizikaban. Jeans el-
mélete

A gravitdcids instabilitast elészor sztatikus, nem téaguld Vilagegyetemben fogjuk targyalni
a Newton-i fizika, azaz a nem relativisztikus hidrodinamika keretében (1d. B. fiiggelék).
Tegylik fel, hogy az instabilitdas homogén és izotrép hattéren jelenik meg, amelyet a helytol
és 1d6tol fliggetlen eg(7,t) =all. energiastirtiség jellemez. Ez nincsen Gsszhangban a
hidrodinamika egyenleteivel, mert homogén anyageloszlas csak akkor johet létre, ha az
F x —V¢ gravitacios erd eltiinik, de akkor a (B.4) Poisson-egyenlet nem teljesiil. Az
ellentmondas ugy oldhaté fel, ahogy az Einstein-féle sztatikus Vilagegyetem esetében:
fel kell tételezziik, hogy a gravitdcids erét egy ,,antigraviticiés” erdé kompenzalja, ami
alkalmasan valasztott kozmoldgiai dllandé jelenlétének felel meg. Az instabilitast ugy ke-
ressiik, hogy feltételezziik a fizikai mezék hattér-értékeikhez képesti kicsiny perturbéaciojat,
és az utébbiakban linearizdljuk a hidrodinamika (B.1)-(B.4) egyenleteit, majd megke-
ressiik a linearizalt egyenletek megoldasait. Ha talalunk az idé fliggvényében nem korlatos
megoldasokat, akkor azokat azonositjuk az instabilitdssal. A gravitdcids instabilitds igy
kapott linearizalt elméletét kidolgozdjardl, Sir James Hopwood Jeansrél nevezték el.

Jeloljiik ¢ indexszel a sztatikus hatteret jellemz6 mennyiségeket, és vezessiik be azok
kicsiny perturbacidit:
e = €9+ 0e(T,t), U =00(T,t),
s =89+ 0s(T,t), &= o+ Io(7,1), (5.1.1)

ahol €, U, s és ¢ rendre a folyadék energiasiriisége, aramlasi sebessége, entrépiastiriisége
és a gravitacios potencidl. A folyadék nyomadsa, pontosabban allapotegyenlete ekkor

p = pleg+ e, s0+ds) = po + Op(7, t), (5.1.2)
alakba irhatd, ahol a nyoméds perturbacidja
op = (20e+ ods (5.1.3)

és ¢ = (Op/Oe)s a hangsebesség négyzete és o = (Op/ds).. Nem relativisztikus folyadék
esetében c;, |0U] < 1, vagyis a hangsebesség és a részecskék sebesség-perturbaciéja sokkal
kisebb, mint a vakuumban a fény sebessége.

Helyettesitsiik be a mez6k perturbélt kifejezéseit a hidrodinamika (B.1)-(B.4) alap-
egyenleteibe, és csak a kicsiny perturbacidoban linearis tagokat &rizziik meg:

%ﬂﬁ-aﬁ = 0, (5.1.4)
e d 2
NV | SG5e+ L0s + V56 = 0, (5.1.5)
ot €0 €0
85 =0
E s = s (516)
Adp = 4nGoe. (5.1.7)
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Az (5.1.6) egyenlet megolddsa tetszSleges, id6tél fliggetlen entrépia-perturbécié, ds(r).
A (5.1.7) egyenlet lehet6vé teszi, hogy a energiasiiriiség perturbdciéjanak ismeretében
kozvetlentil meghatarozzuk a gravitdcids potencial perturbaciéjat. Az (5.1.5), (5.1.4) és az
(5.1.7) egyenletek segitségével az energiasiirtiség perturbaciéjara inhomogén hullimegyen-
letet tudunk levezetni,

2
%56 — 2Abe — d4nGepde = oAds(F), (5.1.8)

amelynek forrastagja az idotol fiiggetlen entrépiastiriiség.
Képezziik az (5.1.5) egyenlet mindkét oldaldnak divergencidjét:

0= ., o
—V 60+ =Vie+ —Ads + Adp = 0. (5.1.9)
ot €0 €0

Az (5.1.4) egyenletet és az (5.1.7) egyenletet felhaszndlva kifejezziik rendre a (5.1.9) egyenlet bal
oldaldnak els§ és negyedik tagjat az energiasiirtiség perturbécidjaval. Ekkor megkapjuk a (5.1.8)
egyenletet.

Erdemes éttekinteni a Jeans-féle, linearizalt elmélet keretében a perturbaciok
osztalyozasat.

e Az adiabatikus perturbdcidk, az (5.1.8) egyenlet azon nem trividlis megol-
désai, amelyek zérus entrépiaperturbacidhoz tartoznak, ds(7) = 0, vagyis az
energiastiriség perturbdaciéjara vonatkozo

82
@56 — ?Ade — 4nGegde = 0 (5.1.10)
homogén linedris parcialis differencidlegyenlet nem trivialis megoldasai. Meg-
keresésiikhoz irjuk az energiastiriség perturbaciojat Fourier-integral alakjaba,

Se(7,t) = /(gﬂl;ge“;?ée,;(t), (5.1.11)

ahol a k hullimvektord médus idét8] fiiged dez(t) amplituddja a
0 2,2
@56%4— (cik* —4nGeg)dey = 0 (5.1.12)

kozonséges masodrendiit homogén linedris differencidlegyenletnek tesz eleget.
Az egyenlet alakjabodl latszik, hogy létezik egy kritikus hullamszam, a

R, — YATGa (5.1.13)

Cs

Jeans-hullAimszam. Ha a hulldimszam k > k;, azaz a A = 27 /k hulldmhossz
kisebb, mint a A\; = 27/k; Jeans-hulldmhossz, akkor bevezethetjiik a valds

w(k) = \/c2k? — AnGey = csk\/1 — (k;/k)? (5.1.14)
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frekvenciat, amelynek segitségével a fiiggetlen megoldasok
dep(t) oc eFw®)! (5.1.15)

alakuak, azaz a Jeans-hullamhossznal rovidebb hulldmhosszi perturbéciok,
az ultraibolya moédusok sikhulldmok. Ha azonban a A > A; hosszihulldmu
perturbacidkat nézziik, akkor bevezethetjiikk a x(k) = csky/(kj/k)2—1 >0
egylitthato-fliggvényt, amelynek segitségével a megoldas dej(t) oc e (Bt alakot
olt, ahol az egyik megoldas exponencidlisan csillapodd, a masik viszont di-
vergal az ido6 fiiggvényében. Utoébbi irja le az euklideszi hattéren a nem rela-
tivisztikus folyadék gravitacids instabilitdsat. Ha k — 0, akkor t,, = 1/k(0) =
(csky)™t = (47Gep)™Y? az a karakterisztikus id6, amely alatt a gravitaciés
instabilitds amplitudoéja kezdeti értékének e-szeresére né. Ezért t; az a karak-
terisztikus id6tartam, amely alatt az €; energiastiriségli anyag kollapszust
szenved. Madsrészt nyilvanvaléan \; o 1/k; o csty az a tavolsdg, amed-
dig a karakterisztikus id6 alatt a hanghullam eljut. Ilyen tavolsagon beliil tud
a nyomas ,,idejében” valaszolni a gravitacié okozta energiastirliség-valtozasra,
s ezért a A < Ay hullamhosszi hanghullamok stabilan terjednek. A gravitacis
instabilitas a sztatikus Vildgegyetemben nagyon hatékony. Ha pl. kezdet-
ben adott egy de(0)/eg ~ 107! nagysdgrendii sfirtiségfluktudcis, akkor az
Se(At) /ey ~ 1 nagysagrendiire né olyan At id6 alatt, amelyre 107 190eA/tor ~ 1,
azaz At = 230t,,.

A sebességperturbacidk az (5.1.4)-(5.1.7) egyenletrendszernek a ds = 0
és de = 0 feltételhez tartozé megolddsai Ekkor a sebességmezd 6U(7,t) per-
turbaciéjara fennéllnak a

S 00U
V- 0U =0, v =0 (5.1.16)
egyenletek. A mésodik egyenlet értelmében tetszbleges, id6tél fiiggetlen dU(r)
sebességperturbacié kialakulhat. Legyen ennek a k hulldimvektorral jellemzett
Fourier-komponense a 07; = w,;e“??? sikhullam. Ezt behelyettesitve az els6
egyenletbe, azt talaljuk, hogy k Wy = 0, ami azt jelenti, hogy a sebességpertur-
baciok transzverzalisak, minden k hulldmvektori sebességperturbacionak 2

fliggetlen médusa van.

Az entrépia-perturbaciék az inhomogén (5.1.8) egyenletnek adott ds(r)
idotol fiiggetlen entrépia-perturbacidhoz tartozd partikularis megoldasai. A
Fourier-amplitidodkra attérve az (5.1.8) egyenlet a

2

%56,; + (2k* — 47Geo)de; = —ok*ds; (5.1.17)
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alakot 0lti, ahol az entropiastirtiség Fourier-amplitudéja idotol fiiggetlen, zérus-
tol kiilonbozé allandd. Az egyenlet partikularis megoldasa irja le az id6tol
fliggetlen az entropia-perturbaciot:

B ok*dsp B 00sg
2k? —4nGey 21— (K3/k2)]

Sep = (5.1.18)

A k — oo hatéresetben a gravitdcié elhanyagolhat6 és ekkor dez — —odsz/c?,
ami maga utdn vonja, hogy dp = c2de; + odsp — 0, azaz a gravitacié okozta
energiastiriiség-perturbacié jarulékat kompenzélja a nyomasban az entrépia-
strtiség fluktuacidja.

Entrépia-fluktuaciok csak tobbkomponensi anyagban léphetnek fel. Pl. ha
homogén sugarzasi hattéren barionok inhomogén moédon helyezkednek el. Az
entrépiasiriség ekkor ardanyos az egy barionra juté fotonok szaméval, ami
ilyenkor helyrdl helyre valtozik.

A kiilonbo6zo tipust perturbaciok koziil az exponencialisan novekvé adiabatikus per-
turbacié érdekes a késébbi szerkezetképzddés szempontjabol. Ne felejtsiik el azon-
ban, hogy nem vettiik figyelembe a Vildgegyetem taguldsat, a relativisztikus effek-
tusokat és a nem linearitasbdl szarmazo effektusokat sem. Ezért a Jeans-féle elmélet
alkalmazasa a sztatikus, Newton-i Vilagegyetem esetére csupan a tanulsdgos isko-
lapélda szerepét tolti be.

5.2 A tagulé Vilagegyetem gravitaciés instabilitasai a
Newton-i fizikdban

5.2.1 A perturbacidk egyenletei

A taguld Vilagegyetem gravitacios instabilitdsait a Newton-i fizika keretében ugy
kaphatjuk meg linedris kozelitésben, hogy a (B.1)-(B.4) egyenletekben a mezoket a
homogén €(t) és a Hubble-torvénynek eleget tevé vy () = H ()7 héttérhez képesti
perturbédciénak tekintjiik. A (B.1) kontinuitési egyenlet kifejezi, hogy a hattér
tagulasa a lokélis energiamegmaradas torvényével osszhangban megy végbe,

)
§+3H(t)eo = 0. (5.2.1)

A (B.2) Euler-egyenlet divergencidja pedig a Friedmann-egyenletet eredményezi, ami
meghatarozza a Hubble-paraméter és attételesen a skalafaktor idofliggését,

. 4
H+H* = — Z)Geo- (5.2.2)
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Tegyiik fel, hogy a perturbacié adiabatikus és vegytik fel a perturbalt mezoket

e = colt) + b6, T = () + 0, &= o+ 09, (5.2.3)
P =po+0p = po + c3de (5.2.4)

alakban, ahol a py hattér-nyoméas homogén, a perturbaciok inhomogénok és id6tol
fliggok. A homogén sztatikus ¢g potencidlt most is egy gondolatban feltételezett, el
nem tin6 kozmologiai allando jelenléte magyarazza. Helyettesitsiik be a perturbalt
mezOk kifejezéseit a (B.1), (B.2) és (B.4) egyenletekbe, linearizaljuk azokat a per-
turbédcidban, majd hasznaljuk fel az (5.2.1) és (5.2.2) egyenleteket. Ekkor linedris
kozelitésben az alabbi egyenletrendszert kapjuk a perturbaciokra:

5
% 4 Vo + HV(7e) = 0, (5.2.5)

_+(*0.ﬁ)am(wﬁ)aﬁ:—st%(ﬁ = 0, (5.2.6)
0
Adp = 4ArGie. (5.2.7)

Most hidba allitjuk el a perturbaciékat, mint az © Euler-koordinatak fiigg-
vényeit, Fourier-integral alakban, az egyenletrendszer nem csatolodik szét a kiillonbo-
z6 mezok Fourier-amplitidoira vonatkozoan, mert a hattér-sebesség is fligg az Euler-
féle koordinataktol. Célszerii ezért attérni a Lagrange-féle, a taguld Vildgegyetemmel
egyiitt mozgd ¢ koordinatdkra, és ezutdn eloallitani a perturbacidkat Fourier-integral
alakjaban. Ekkor ugyanis megtorténik a kiillonbozé Fourier-amplitudok szétcsato-
lédésa. Az Euler-koordindték és a Lagrange-koordinatak kapcsolata 7= a(t)q, ahol
a(t) a skélafaktor és a Hubble-paraméter H(t) = a(t)/a(t). A differencidloperatorok
atirasahoz sziikséges szabalyokat egy tetszoleges f(r = aq, t) fliggvény derivaltjaibdl,

Of (I =aq,t) of(r.t) LS e
- a8, = T a; 7. 7t )
ot 7 ot 7 v f(?“ )
Vif(F=adt) = aVzf(7.1) (5.2.8)
olvassuk ki:
0 0 =
| = Z| —HMbDG V-
at - at 7 ( )q vq>
. 1-
Ve = EV[;. (5.2.9)
Hasznaljuk fel ezeket a szabdlyokat, valamint azt, hogy éy/eg = —3H, és vezessiik
be a § = de/ey (energia)siiriiség-perturbaciot. Ekkor az alabbi egyenleteket kapjuk:
N
0+ —V&? = 0, (5.2.10)
0 c? 1
E(SU—FH&)-F =V + aVM) = 0, (5.2.11)
Adp = 4nGa’eyd, (5.2.12)
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ahol V és A a ¢ koordinatak szerinti differencidloperatorok, az id6 szerinti parcialis
derivalas pedig ¢ =all. mellett értendd. Vegyiik ezutén az (5.2.11) egyenlet mindkét
oldaldanak divergencidjat, majd hasznaljuk fel az (5.2.12) egyenletet és az (5.2.10)
egyenletet ahhoz, hogy Adg-t és V-t kifejezziik 0 segitségével. Végiil zart egyen-
letet kapunk o-ra:

.. . 2
§+2H6 — 2AS — 4rGes = 0. (5.2.13)
a

Hasonlitsuk 6ssze a kapott egyenletet az (5.1.8) egyenlettel, ami sztatikus Vilagegye-
temben irja le a fluktudciékat, amikor €, id6ben is alland6. A kiilénbség (adiabatikus
perturbécidk esetén) csak annyi, hogy a tdgulds miatt megjelent egy ,csillapité
er6”, amelynek aranyossagi tényezdje az id6tol fliggé Hubble-paraméter, tovabba
a Laplace-féle egyiitt mozgé koordindtakra tortént ttérés miatt megjelent az 1/a?
szorzd a térbeli inhomogenitast figyelembe vevo tag elott.

Az (5.2.13) egyenlet nem trividlis megoldasai az adiabatikus perturbacidk,
a trividlis 0 = 0 megolddshoz pedig az (5.2.10) és (5.2.11) egyenletek vektorper-
turbéciokat leir6 megoldédsai tartoznak. Az alabbiakban kiilon-kiilon megvizsgaljuk
az adiabatikus és a vektorperturbaciok viselkedését a Newton-i gravitacio keretében.

5.2.2 Az adiabatikus perturbaciok

Fourier-transzformaljuk az (5.2.13) egyenletet az egyiitt mozgé ¢ koordinatdk vonat-
kozésaban. Ekkor az egyes § = dz(t)e’*7 Fourier-médusokra vonatkozd egyenletek
szétcsatolddnak, és a 0 (t) Fourier-amplitiddkra az aldbbi egyenletet kapjuk:

21.2

5’,;+2H5,;+(C;2 —47rG60)5E = 0. (5.2.14)

Most is bevezethetjiik a kritikus fizikai (m-ben mért) hullimhosszat (7 és k most

>\1)h — — = CS - (5 2 15)
7 kJ ( ;6“ ’ o

ahol k; = av/4rGey/cs. Megjegyezziik, hogy porszerii anyag uralta Vildgegyetemben
€ = (67G2)™1, tgyhogy X'  c,t, azaz a kritikus hullimhossz nagységrendileg
megegyezik a hanghorizonttal.

Ha a A" fizikai hulldmhossz sokkal kisebb, mint a kritikus hulldimhossz, azaz
M= 2malk < )\’}h, akkor csillapitott hanghullamok a megoldésok; a csillapodas
a Vildgegyetem tagulasanak a kovetkezménye. Ha a fizikai hulldmhossz viszont
lényegesen meghaladja a kritikus értéket, azaz A" = 2ra/k > X", akkor a gravitécié
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jatszik dontd szerepet, és az (5.2.14) egyenlet bal oldaldn a kerekzardjeles kife-
jezésben elhanyagolhatjuk a k-fliggé tagot:

Op + 2HO; — 4nGegd; ~ 0, k< k. (5.2.16)

A hosszihulldmu adiabatikus perturbéaciék (5.2.16) egyenletének két fliggetlen meg-
oldasa van. Az (5.2.16) egyik megolddsa 6, = H(t). Errél a kovetkezOképpen
gy6zédhetiink meg. Derivéljuk id6 szerint az (5.2.2) egyenlet mindkét oldalat, majd
hasznéljuk fel az energiara vonatkoz6 (5.2.1) kontinuitdsi egyenletet:

. . 4ArC . .
0 = H+2HH- ”Téo = H +2HH + 47Geo H. (5.2.17)

Latjuk, hogy ez az egyenlet pontosan ugyanaz, mint amit akkor kapunk, ha az
(5.2.16) egyenletbe, d; helyére H(t)-t helyettesitiink. A porszer(i anyag uralta
Vildgegyetemben H (t) csokken, ahogy az id6 telik, igyhogy a d4(t) megoldés lecseng.

Ezutan megkeressiik az (5.2.16) masodrendii differencidlegyenlet masik d;, d4-

t6l linedrisan fliggetlen megoldasat. Képezziik ehhez a Wronski-determinanst, W =

d; 04

d; 0q

megoldasok méasodik derivaltjait magukkal a megoldasokkal és elsé derivaltjaikkal,
felhasznélva a d-ra vonatkozé (5.2.16) differencidlegyenletet:

= 5i5d — 5d5i, majd differencialjuk az id6 szerint, és fejezziik ki benne a

W = 00; — 040; = —2H(6:04 — 040;) = —2HW. (5.2.18)
[lyen médon differencidlegyenletet kaptunk a Wronski-determinansra, amelyet konnyt

megoldani, ha felhasznaljuk, hogy H = a/a,

2= 9% o mW=-2lna+nC, (5.2.19)
a
ahonnan
. . C
W = 525(1 - 5d51 = ?’ (5.2.20)

ahol C integraciés alland6. Ezt a differencidlegyenletet mar egyszeriibb megoldani
d;-re. Eljiink az ismeretlen megoldédsra vonatkozéan a §; = d4f(t) feltevéssel, ekkor
a keresett f(t) fiiggvényre az alabbi differencidlegyenletet kapjuk,

C

F= > (5.2.21)

amelynek a megoldésa

ft) = —C/ajéz. (5.2.22)
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Az energiastiriiség hosszihullami fluktudcidira vonatkozé (5.2.16) egyenlet
altalanos megoldasa tehét

5(t) = ClH/%jLCgH. (5.2.23)

Porszerti anyag altal uralt Vildgegyetemben a o t/3, H o t~!, igyhogy § = Ct%/3 +
Cit~1. Amig a sztatikus Vildgegyetemben a Newton-i elmélet szerint ex-
ponencialisan no fel a hossziihullami moédusokban jelentkez6 gravitacios
instabilitas, addig a tagulé Vilagegyetemben csak hatvanyfiiggvény sze-
rint, vagyis a tagulas miatt sokkal lassabban. Ez azonban azt jelenti, hogy sik
térgeometriaju, por altal uralt Vilagegyetemben jelentds kezdeti instabilitasnak kel-
lett ahhoz jelen lennie, hogy méra a § ~ 1 amplitidéjud instabilitdsok alakuljanak ki.
Csakugyan, ha vordseltolodéassal mérjiik az id6ét, akkor lapos térgeometria (k = 0,
azaz )y = 1) esetén

«2)
4=t (Pl L B g e (520
3Je € 3 € €0
H(z) = Ho(1 + 2)%/2, (5.2.25)
© dC 2
Hz) = _ 5.2.26
() / Ho(1+ 02 ~ 3Hy(1 + 2)32’ (52.26)

ugyhogy az instabilitas aszimptotikusan nagy z > 1 voroseltolodas esetén
§(2) ~ C1(3Hy/2)"23(1/2%%)*3 ~ §(0)27L. (5.2.27)

Ha tehdt ma §(0) = O(1), akkor §(z = 10%) & 1073 kellett legyen, ami elég jelentés
fluktudcié. Ezzel szemben a CMB alapjén 6(z = 10%) < 107 a becsiilt érték.
A felfuvdddas, mint alabb latni fogjuk, magyarazatot tud adni arra, hogy hogyan
alakulhatott ki ennyire kicsiny amplitidéju kezdeti fluktudciobdl gravitacié hatasara
a Vilagegyetem mai szerkezetében megfigyelt inhomogenitas.

5.2.3 Vektorperturbacidk

Ha § = 0, akkor az (5.2.12) egyenletbdl d¢ = 0 addédik, és az (5.2.10) és (5.2.11)
egyenletekbdl pedig a

Vi = 0, %66: —Héw (5.2.28)

egyenleteket kapjuk. Ha a vektorperturbaciok 0v = 517];6“;'[; sikhulldami modusait
tekintjik, akkor az els6 egyenletbol kovetkezik, hogy a vektorperturbaciok transz-
verzdlisak, k - 003 = 0. A mésodik egyenlet pedig

; .
0t = —%55,;, (5.2.29)
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ahonnan kovetkezik, hogy mindkét transzverzalis médus |00;| ~ 1/a szerint lecseng
a taguld Vildgegyetemben. Ezek a perturbéacidk csak akkor vezethettek volna a
mai Vildgegyetemben megfigyelt szerkezetekhez, ha kezdetben olyan éridsiak lettek
volna, hogy teljesen elrontottak volna a Vildgegyetem homogenitasat. A vektorper-
turbaciok tehat nem johetnek széba, mint primordialis perturbaciék. Vektorper-
turbaciok azonban kialakulhatnak a Vilagegyetem késéi, mai fejlédési szakaszaban,
amikor szerephez jutnak a nem-linearitésok, és a vektorperturbaciok magyarazhatjak
a galaxisok forgasat.

5.2.4 Gravitacids instabilitas hideg anyag és sugarzas vagy sotét energia
egyidejili jelenlétében

Az el6z6 alfejezetekben a p &~ 0 dllapotegyenletii (porszerii) hideg anyagban keletkez6
gravitaciés instabilitasok idébeli fejlédését vizsgaltuk. A csillagaszati megfigyelések-
bol, mérésekbdl viszont arra kovetkeztetiink, hogy a hideg anyaggal egyidejlileg
sugarzds (w = 1/3) és sotét energia és/vagy relativisztikus anyag (-1 < w <
—1/3) is jelen van a Viladgegyetemben. A relativisztikus Osszetevé — akar sugarzas,
akar sotét energia, — megvaltoztatja a tagulas iitemét és ezdaltal a hideg anyag
inhomogenitasainak novekedését. Mi itt most olyan jaték-modellt vizsgdlunk a
Newton-i gravitacio keretében, amely azt feltételezi, hogy a Vilagegyetemben két
Osszetevé van jelen: a hideg anyag (por), amelynek &llapotegyenlete p = 0 és
egy relativisztikus OsszetevO, amelynek allapotegyenlete p = we. A relativisztikus
anyagban terjedd, a Jeans-hullimhossznal kisebb hulldmhosszi inhomogenitasok
vizsgalatara hasznélhatjuk a Newton-i, nem relativisztikus elméletet, mert a rela-
tivisztikus anyagban a hangsebesség a fénysebesség nagysagrendjébe esik, és ezért a
Jeans-hulldmhossz ebben az esetben megegyezik a horizont nagysagrendjével. Mivel
a relativisztikus komponens gyakorlatilag le van csatolédva a hideg anyagrol, csak
gravitaciésan hat vele kolcson, azért a hideg anyag inhomogenitasai nem zavarjak
meg a relativisztikus komponens térbeli eloszldsat, igyhogy az utobbi jo kozelitéssel
homogén marad. A hideg anyagban megjelend, a horizontnél kisebb hullamhosszi
inhomogenitdsokat szintén vizsgalhatjuk a Newton-i elmélet keretében. A hideg
anyagban a hangsebesség kisebb, mint a fény sebessége a vdkuumban. A Jeans-
hulldamhossznal nagyobb, hosszihullami, de a horizontnal kisebb hullamhosszi in-
stabilitasokat fogjuk vizsgalni.

Jelolje 0 = dey/€q a hideg anyagban az inhomogenitast, ahol €; a hideg Gssze-
tevo energiastiriisége. Mivel a relativisztikus komponens lecsatolédik a hideg anyag-
rél, ilyenkor is az (5.2.13) egyenlet irja le a hideg anyagban a horizontnal kisebb,
de a Jeans-hullaimhossznal nagyobb hulldimhosszii § perturbaciok idéfiiggését. A
Hubble-paramétert viszont most a teljes €, energiasiirliség hatarozza meg. Ez
veszi figyelembe, hogy a hideg anyag és a relativisztikus komponens gravitacidésan
kolesonhat, azaz hogy egyiittesen alakitja ki a térido geometriajat. Pl. sik térgeomet-
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ridju Vilagegyetemben a Hubble-paraméter eleget tesz a

e
o = %em (5.2.30)

Qe 3 Qe 3(14+w)
() + (%)

a a
és ae, a skdlafaktor azon értéke, amelynél e;(aq,) = %emt(aeq) = €¢q, azaz amely-
nél egyenlé a hideg anyag és a relativisztikus komponens energiastriisége. Az
(5.2.13) egyenletben érdemes attérni a ¢t idévaltozérdl az atskalazott © = a(t)/ae,

skélafaktorra, mint véltozéra. Az (5.2.13) egyenletben szereplé €y, most a hideg
komponens

Friedmann-egyenletnek, ahol

€eq

2

€tot

(5.2.31)

= u @f 5.2.32
o 2 ( a (52:32)
energiastirtisége. {gy az (5.2.13) egyenlet az

2 —3w\ ¢ 3 — 3w & 3

(1 +277")0 + 5:8[1 + (1 —w)x™"]6 — 55 =0 (5.2.33)

alakot olti. Mivel a hideg anyag nyomasa a teljes nyomashoz képest elhanyagolhato,
a csak a hideg komponens nyomdsatdl fligg6 c*-es tagot elhagytuk az egyenletbdl.

Az (5.2.33) egyenlet altalanos megoldédsa hipergeometrikus fliggvények linearis
kombindaciéja. Tanulsdgos diszkutalni a megoldést a w = —1 és a w = 1/3 esetekben

1].

e w = —1, amikor hideg anyag és relativisztikus anyag (s6tét energia)
van jelen a Vilagegyetemben. Meg lehet mutatni, hogy a Vilagegyetem
korai szakaszaban, vagyis amikor x < 1 és a hideg anyag uralkodd, a megoldas

belz) =~ % + 2—?% + O(2*?) (5.2.34)
alakt, ahol C) és () integraciés allandék. Ekkor a gravitacids instabilitas
hatvanyfiiggvény szerint elébb csokken, § ~ 2732 ~ a73/2 ~ (#2/3)73/2 ~ 1/,
majd novekedésbe csap at, 6 ~ x ~ a ~ t*/3, ahogy azt mir az el6zéekben,
a hideg anyag uralta tagulé Vilagegyetemben lattuk. A fejlodés késébbi sza-
kaszaban azonban a sotét energia valik uralkodéva az energiastirtiségben. Ek-
kor, azaz x > 1 esetén a megoldas kozelitoleg

C:
5o (z) ~ Cy+1C,— 2—;2 +O(1/2%) (5.2.35)
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alakot 6lt. Innen l4tjuk, hogy sotét energia (pl. el nem tiiné koz-
moldgiai dllandd) jelenlétében a graviticids instabilitds novekedése
ledll, a perturbacié amplitidéja befagy. Az (5.2.12) Poisson-egyenlet
alapjan a hideg anyag befagyott amplitiddja perturbacidja olyan gravitacios
potencialt kelt, ami forditva ardnyos a skalafaktorral, d¢ ~ 1/a, hiszen a
hideg anyag €y = €4 energiasfirtisége €5 ~ 1/a® szerint skaldzik, igyhogy az
(5.2.12) egyenlet jobb oldaldn &ll6 a%c;6 ~ 1/a. A gravitdciés instabilitds
novekedésének leallasat és az altala keltett gravitacios potencidl csokkenését
x> 1, azaz t — oo aszimptotikus tartomanyban az magyarazza, hogy a koz-
mologiai allandé, mint taszité gravitacio, azaz antigravitacié hat. Ha a térben
valahol novekedésnek indul a hideg anyag stirtisége, akkor a gravitacios taszitas
elkezd ennek ellene hatni.

w = 1/3, amikor hideg anyag és sugarzas van jelen a Vildgegyetemben.
A sugérzasban esetlegesen fellépé perturbaciok szamara a Jeans-hulldimhossz
a horizont nagysagrendjébe esik, mert a sugarzasban a hangsebesség azonos
nagysagrendli a fénysebességgel. Mivel a hideg anyag csak gravitaciésan hat
koleson a sugarzassal, azért a hideg anyag stirtiség-perturbaciéja nem tudja
szamottevéen befolydsolni a sugarzast, az megmarad jo kozelitéssel homogén-
nak. Ugyanakkor a sugarzasi hattér sem tud kozvetleniil visszahatni a hideg
anyagban terjed6 perturbaciokra, csak attételesen azaltal, hogy megvaltoztatja
a skdlafaktor novekedési titemét. Ezért a hideg anyagban sugarzasi hattér je-
lenlétében terjedd inhomogenitdsok valtozatlanul leirhaték az (5.2.13) egyen-
lettel, ill. a bel6le szarmaztatott (5.2.33) egyenlettel, ahol most w = 1/3 veszi
figyelembe a sugarzéast, mint hatteret. Megmutathaté (1d. [1]), hogy ekkor a
Vilagegyetem fejlodésének korai szakaszaban a hideg anyag energiastiriiségének
perturbaciéja

de(z) = C;—3Cy—Coln(z/4)+O0(z), z<k1 (5.2.36)

szerint valtozik, ahol C és Cy integraciés allandok. A hideg anyag kezdeti
inhomogenitasa tehat legfeljebb logaritmikus novekedésnek indul a sugarzas
uralta korszakban. Kés6bb, x > 1 esetén, amikor a hideg anyag valik uralko-
dova, az (5.2.33) egyenlet megoldésa kozelitoleg

5o(z) ~ C (1 4 7) + 24 O(1/a?) (5.2.37)
alakot olt. Innen azt latjuk, hogy ebben a korszakban linearisan kezd novekedni
az inhomogenitas.

A sugérzasi korszakban a kezdeti kicsi inhomogenitdsok nem tudtak lényegesen
felerosodni. A hideg anyag uralta korszakban pedig csak akkor tudhattak
napjainkra annyira feler6sodni, hogy a Vilagegyetemben a ma megfigyelt nem
linedris strukturdkat létrehozzak, ha a hideg anyag viszonylag hamar uralko-
dova valt. Ez alsé korlatot jelent a hideg anyag mennyiségére vonatkozdan. A
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CMB fluktuacidk értelmében a kezdeti instabilitasok nagysagrendje
§ ~ 107%. Meg lehet mutatni [1], hogy ilyen kis perturbécié csak
akkor vezethet a ma észlelt struktirakhoz, ha a hideg anyag uralma
korabban elkezdodott, mint a rekombinacié. Ehhez viszont azt kell
feltételezni, hogy nem barionikus sotét anyag is létezik, amely csak
gravitaciosan hat kolcson a sugarzassal. Ezen az tuton lehet arra
kovetkeztetni, hogy a jelenlegi kritikus energiasiirtiség kb. 26 %-
anak nem barionikus s6tét anyagnak kell lennie. A sotét anyag nem
lehet barionikus, mert a barionikus anyag a rekombinaci6 elott elektromag-
nesesen csatolédott a sugarzashoz, igy abban nem tudtak volna a kezdeti kicsi
inhomogenitésok kelléen hamar elkezdeni novekedni. Ugyanakkor a nem ba-
rionikus sotét anyag mar a rekombinacio elott is el tudott kezdeni a gravitacié
révén csomosodni, miutan nem hatott elektromégnesesen kolcson a sugarzassal.
Raadasul nagy barionstirtiség feltételezése azért sem megengedhetd, mert akkor
a nukleoszintézis nem 1ugy zajlott volna le, ahogy azt az észlelt elemgyako-
risagok alapjan fel kell tételezziik.

A kapott eredmények a Newton-i fizikan alapulnak, igy a horizontnal kisebb
méretekben alkalmazhatok a Vilagegyetemre. Masik korlatjuk, hogy linearis kozeli-
tésen alapulnak, marpedig az inhomogenitasok amplitiddjanak novekedtével a nem-
linearitasok szerepe egyre jelentésebbé valik. Kovetkezd 1épésként még mindig a
Newton-i nem relativisztikus kozelitésben maradva a nemlinearitasok szerepét fogjuk
vizsgalni.

5.3 Tl a linearis kozelitésen

Az inhomogenitasok novekedése a linedris tartoményban azt jelenti, hogy az ener-
giaslirliség € = e[l + § + O(6?)] szerint valtozik, ami azt jelenti, hogy kicsit las-
sabban csokken, mint az ey hattér-energiastiriiség a tagulas miatt. Természetesen
amikor az inhomogenitas relativ amplitudéja eléri a § ~ 1 nagysagrendet, akkor
az energiastiriiségnek a linedris kozelitésben elhanyagolt magasabb rendii tagjai is
jelentosekké valnak. Ekkor az inhomogenitasok altal keltett gravitaciés mezé kom-
penzalhatja a gravitaciés mezo tagulds miatti csokkenését, ahol kelléen nagy az
anyag striisége. Ezért az anyag az ilyen helyeken kiesik a Hubble-taguléds titemébol,
azaz megszinik egyiitt mozgd lenni. Az anyag csomodsodasanak megfelelé inho-
mogenitas elobb elér egy maximadlis méretet, majd Osszezuhan egy stabil, nem
linedris képzédménnyé.

A hidrodinamika nem linedaris egyenleteinek egzakt megoldasa még porszerii
(azaz zérus nyomdsi) anyag esetében is csak akkor lehetséges, ha az inhomogenités
térbeli alakja valamilyen specialis szimmetriaval rendelkezik. Richard Chace Tol-
mantol szarmazik megoldés arra az esetre, amikor a perturbaci6 a térben gémbszim-
metrikus, Jakov Boriszovics Zeldovicstol pedig az anizotrép egy-dimenzids perturba-
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ci6 esetére. Ezeknek a megoldasoknak az alapjan lehet arra kovetkeztetni, hogy
altalanos esetben a kezdeti, még kicsiny ¢; relativ amplitiddju inhomogenitasok
térbeli szerkezetének jellemzésében alapveté fontossaguak a .J;, deformacids tenzor
sajatértékei. Ha 7 = 7(q,t) irja le az egyes ¢ egyiitt mozgd koordinatakkal , meg-
jelolt” anyagdarabkak palydjat Euler-féle 7 koordinatakban, akkor a deformécids
tenzor Jy, = 0x;/0qy. Kezdetben jé kozelitéssel

100 a 0 0
J o~ al0 1 0|—ad|0 8 0 (5.3.1)
00 1 0 0 ~

alaku, ahol a a skalafaktor. Itt az a(q), B(q) és v(¢) (nem negativ) sajatértékek
valéjaban az egytitt mozgd koordinatak fliggvényei. Ezek a fiiggvények jellemzik,
hogy a kezdeti inhomogenitasok a térben hogyan oszlanak el, milyen alakdak. Ahol
a > (3,7, ott egy iranyban indul meg a kollapszus és falakat (,,wall”) hoz létre;
ahol o = > =, ott két irdnyban indul meg a kollapszus és szl (,,filament”) jon
létre; ott pedig, ahol a & § ~ 7 mindharom térbeli iranyban elkezd Gsszezuhanni
az anyag és gombszerli csomdsodas indul meg.

A csillagaszat torténetének egyik legnagyobb szabdasu és legjelentosebb, vilag-
méretil kutatdsi osszefogasa a Sloan Digital Sky Survey (SDSS), amely — mint
azt a neve is elarulja — az égbolt digitdlis feltérképezésére iranyul. Ez a projekt
2000-ben indult és mai napig (2014) is tart. Eddig 10 adatkibocsatassal gazdagitotta
a lathato Vilagegyetemre vonatkozo részletes adatainkat. A tevékenység soran 230
milli6 égitestet térképeztek fel 8400 négyzetfok , tertileten”, felvették 930000 galaxis,
120000 kvazéar és 225000 csillag spektrumét. Kilon célzottan vizsgaltdk sajat ga-
laxisunkat, a Tejutrendszert. Rendkiviil jelentés mindemellett a szuparnéva-keresés
sikere: kb. 500 1j TA tipust, spektroszkdpiailag azonositott szupernévat fedeztek
fel, amelyek felhasznalhaték a Vilagegyetem gyorsuld tagulasanak vizsgalataban az
utolsé 4 milliard éves fejlédési szakaszra vonatkozoan.

A lathaté Vilagegyetem ilyen széleskori feltérképzése megerositi azt az elmélet
altal elérejelzett kvalitativ képet, hogy a galaxisok kozmikus szévedéket (,,cos-
mic web”) alkotnak. A galaxisok galaxisfiirtoket (,,galaxy cluster”) és galaxis-
szuperfiirtoket (,,galaxy superclusters”), tovabba falakat (,,walls”) és sza-
lakat (,,filaments”) alkotnak, amelyek kozott iires tartomdnyok, azaz liregek
(,,voids”) talalhatok. A kozmikus szovedék tehat egy oridsi méretii, habszert szer-
kezet az tiregekkel, az 6ket hatarold falakkal, az azokat Gsszekotd szalakkal, amely-
nek bizonyos csomépontjaiban talalhatok a szuperfirtok. Ez a szerkezet kb. a
100 Mpec (kb. 300 millié fényév) méretskdla folott kiatlagolddik. Jelenlegi megfi-
gyeléseink szerint ennél nagyobb méretskalakon a Vilagegyetem homogén és izotrop,
nem mutat tovabbi szerkezetet. A kozmikus szovedék szerkezetének magyarazata a
kozmoldgia egyik fejlodésben 1éve, izgalmas kutatasi teriilete, amely a kozmoldgia
egyik tudoményéga.
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6 A GRAVITACIOS INSTABILITAS AZ ALTA-
LANOS RELATIVITASELMELETBEN

6.1 Altaldnos megfontolasok

A Newton-i mechanika keretében csak a nem relativisztikus anyagban terjedo insta-
bilitasok vizsgalhatok, és azok is csak akkor, ha a hullamhosszuk nem haladja meg a
horizont nagysagat. Az altalanos relativitaselmélet keretében tul lehet 1épni ezeken a
korlatokon: a horinzonton tilnyulé instabilitasok is vizsgalhatok, és a relativisztikus
anyag is targyalhaté. A technikai nehézséget a Newton-i targyalasmodhoz képest az
jelenti, hogy egyszerre kell targyalni az anyag és a metrika perturbacidjat. Az anyag-
ban keletkez6 inhomogenitasok ugyanis inhomogenitasokat keltenek a metrikaban,
ami aztan visszahat az anyagra. Mindez annak a kovetkezménye, hogy az Einstein-
egyenleteket és az anyag mozgasegyenleteit szelf-konzisztens médon, egyidejtileg kell
megoldani. Ezzel szemben a Newton-i targyaldsban a homogén és izotrép hattéren
kellett megoldani a hidrodinamikanak az anyag mozgasara vonatkozo egyenleteit.
fgy adott volt a Friedmann-féle tagulé Vilagegyetem, mint ,,geometriai szinpad”,
amelyen mozgott a folyadéknak tekintett anyag. Ez azt jelentette, hogy volt egy,
a térido szimmetridi altal kitlintetett koordinatarendszer. Az &ltalanos relativitas
elméletének keretében az inhomogenitasokat ugy kell targyaljuk, hogy nincsen ilyen
kitiintetett koordinatarendszer. A koordinatarendszer valasztasanak szabadsdga
mértékszimmetria, és ez a mértékszabadsag az elméleti targyaldsban hamis per-
turbaciok megjelenéséhez vezethet. Olyan hamis mdédusokat kaphatunk eredménytil,
amelyek nem felelnek meg valddi fizikai inhomogenitasoknak, hanem csupan az eset-
leg nem tul szerencsésen valasztott koordinatarendszer tulajdonsagait tiikrozik.

Konnyen kimutathatjuk egy egyszerii példaval, hogy az inhomogenitédsok nem
kelléen gondos, azaz a mértékszimmetriat figyelembe nem vevo leirdsa azt eredmé-
nyezheti, hogy hamis perturbacidkat is taldlunk. Képzeljiik el a homogén és izotrop
Vilagegyetemet, amelyet nem zavar meg semmilyen inhomogenitas jelenléte, vagyis
amelyben ¢ az egyiitt mozgé koordinatdk, ¢ az id6 (az egyiitt mozgd megfigyelék
sajatideje). Ekkor az energiastirtiség a ¢ =const. hiperfeliileteken €(q,t) = €(t)
dllandé. Az &ltaldnos relativitdselméletében vélaszthatunk azonban mésik ¢ =
t + 0t(q,t) idéparamétert, ahol |0t| < |t|. Ekkor a t=const. hiperfeliileteken az

e(t(q,t)) = €(q,t) energiasiiriiség helyfiiggének adddik:

e(t(q, 1)) = et —6t(qt)) = e(l) — Oe - .

5 tﬁt = €(t) + de(q, t) (6.1.1)

Itt a jobb oldal elsé tagjat kell hattér-energiastiriiségnek és a masodik tagot per-
turbaciénak tekinteni. Az energiastiriiségnek ez a felbontdsa hattérre és perturbécio-
ra azonban nem fizikai perturbaci6 levalasztasat jelenti a hattérrol, hanem csupén
a koordinatarendszer megvalasztasanak kovetkezménye.
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A fenti példa mutatja, hogy a koordindtarendszer megvalasztasanak szabadsa-
ga hamis perturbaciokhoz vezethet az elméleti leirasban. Forditva is igaz, hogy az
energiastriség de valédi fizikai perturbaciéjat eltiintethetjiik, ha olyan koordinata-
rendszert valasztunk, amelyben a ¢ =4ll. hiperfeliiletek megegyeznek a de =4ll.
hiperfeliiletekkel. Ahhoz, hogy elkiilonithessiik a valédi fizikai perturbaciokat a
mértékszabadsagbol szarmazo hamisaktol, az altalanos relativitaselmélet belso logi-
kajanak megfeleléen egytitt kell kezelniink a metrika és az anyag perturbacioit.
Ebbdl a célbdl tgy a metrika perturbacidéinak, mint az anyag perturbaciéinak leira-
sdhoz mértékinvaridns mennyiségeket vezetiink be, amelyek nem fliggnek a ko-
ordindtarendszer megvélasztasatol. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogyan lehet
mértékinvaridns mennyiségeket bevezetni. Ezutdn néhany specidlis esetben linea-
ris kozelitésben megvizsgédljuk a perturbaciok fejlodését a Vilagegyetemben, meg-
maradva az egyszeriiség kedvéért a lapos térgeometriaju esetnél.

6.2 A metrika perturbaciéi
6.2.1 A metrika perturbacidéinak irreducibilis felbontasa

Tegytik fel, hogy a Friedmann-metrikahoz képest kicsiny perturbaciék vannak jelen,
ugyhogy az invarians ivelem négyzete

ds® = [ gap + 6gas(x))dzdz” (6.2.1)
alak, ahol konform koordindtak hasznalata esetén a Friedmann-metrika
O gopda®da® = a?(n)(dn? — 6;da’ da), (6.2.2)

és |6g| < |©@ Japl- Mivel a hattér homogén és izotrép, adott 7 konform idépillanat-
ban a tér a 3-dimenzids forgatasokkal és az eltolasokkal szemben szimmetriat mutat.
Ezen szimmetridk tekintetében beszélhetiink, a metrika skalar-, vektor- és tenzor-
perturbaciéirél. A dggo komponens skalar, invarians a forgatasokkal szemben,

6goo = 2a°¢, (6.2.3)

ahol ¢ 3-asskalar. A dgy; komponensek 3-asvektorként transzformalédnak, de tetszo-
leges vektormez6 felbonthaté egy B ; gradiensmez6 (ahol B 3-asskalar) és egy diver-
genciamentes S; vektormezo Osszegére, ugyhogy

Sgsi = a*(B;+S;), S.=0. (6.2.4)

N

Mostantél a vesszo az index el6tt a megfelel6 koordindta szerinti parcialis derivalast
jelenti, a térszerti indexeket pedig a d;;, ill. 0% térmetrikdval (lapos térgeometria)
lehet le-, ill. felhtizni. Végil a dg;; komponensek 3-astenzorként transzformalédnak
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a térbeli forgatasok soran és legdltalanosabb felbontasuk az egységtenzor, egy gradi-
ensmez0 derivéltja, egy divergenciamentes vektormezé derivaltja és egy irreducibilis
3-astenzormez6 szerint torténik:

0gi; = a*(20dy; + 2B+ Fij + Fj; + hij), (6.2.5)

ahol figyelembe vettiik, hogy dg;; = dg;;. Itt ¢ és E 3-asskalarok, az F; 3-asvektorme-
76 az F ¢t = 0 feltételnek, az irreducibilis 3-astenzor pedig zérus spiri és transz-
verzalis,

hi=0, hi,=0. (6.2.6)

A metrika perturbacioi tehat a ¢, ¢, B, E 4 darab skalarperturbaciéval, a 2 darab S;
és F; transzverzélis vektorperturbaciéval (divergencidjuk zérus) és a h;; irreducibilis
tenzorperturbaciéval jellemezhet6k (amelyre 4 feltételi egyenlet vonatkozik). A
skalarperturbaciokat igy 4 db fiiggvény, a vektorperturbaciékat 2 -3 —2 = 4 db
fiiggvény, és a tenzorperturbacickat 6 — 1 — 3 = 2 db fiiggvény jellemzi, ha a
feltételeket is figyelembe vessziik. Ez 6sszesen 10 db fliggetlen fiiggvény, amennyi a
0gap szimmetrikus tenzor fiiggetlen komponenseinek szama.

Ezek a perturbaciok linedris kozelitésben szétcsatolédnak, egymastol fiiggetle-
niil targyalhaték. A kozmoldgia szempontjabdl a skalarperturbacidk a legfontosab-
bak, mert ezekben jelentkezik a gravitacios instabilitas, és ezért ezek jatszanak sze-
repet a Vilagegyetem szerkezetének kialakuldasaban. A vektorperturbacidk az anyag
forgd mozgasaval kapcsolatosak, kozmologiai idoskalan hamar lecsengenek, nem je-
lentosek a Vildgegyetem fejlodése szempontjabdl. Egyediil a tenzorperturbacioknak
nincsenek a Newton-i fizikdban analogonjai. Fzek gravitaciés hullaimokat irnak le,
amelyek linearis kozelitésben nem valtanak ki perturbaciokat az ideélis folyadékban.

6.2.2 A metrika perturbaciéinak mértékinvarians jellemzése

Meghatarozzuk a metrikus tenzornak, a 4-esskalar- és a 4-esvektormezonek az in-
finitezimalis mértéktranszformaciéjat, majd ezekbol kiindulva a skalar-, vektor- és
tenzorperturbdciok infinitezimalis mértéktranszformécidjat, valamint az energiasi-
riiségnek és az anyag 4-essebességének az infinitezimalis mértéktranszformaciojat.
Végiil pedig megszerkesztjik a skalar-, vektor- és tenzorperturbaciok leirasara alkal-
mas mértékinvarians mennyiségeket.

e A metrikus tenzor perturbacigjanak infinitezimalis mértéktranszfor-
macidja. Tekintsiik az

¢ — %=z + % 2) (6.2.7)
infinitezimalis koordinatatranszforméaciot, és legyen

9as(@) = Vgap() + bgap(x) (6.2.8)
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a perturbalt metrika, ahol g, 4(x) a (6.2.2) Friedmann-metrika és 6gqs(z) an-
nak perturbaciéja. A térid6 adott, egyik koordinatarendszerben x, a masikban
7 koordinatajt pontjdban a ds* = g.5(2)dr*dz® = §os(7)di*d7” fvelemnégyzet
mértékinvarians, ha

. oz Ox°
Jap(T) = ajaﬁgvé(‘”)zgaﬁ() 99,58% — ©Vg.5(2)€,

= Ogap() +0gas(x) = Vgas(@)€l — Vg,5(2)€0.  (6.2.9)

A transzformélt metrika is felirhat6, mint a most Z-t6l fiiggd Friedmann-
metrika és a transzformalt perturbacié,

Jap(®) = Dg,5(F) + 67as(), (6.2.10)

ahol

Dgas(@) ~ OVgg(z)+Dgos,8. (6.2.11)

Ha &sszehasonlitjuk a (6.2.9) és (6.2.10) egyenléségek jobb oldalait, akkor
azt talaljuk, hogy a metrika perturbacidéjanak infinitezimalis transz-
formacigja

Keressiik meg a metrika perturbécidinak infinitezimalis mértéktranszforméacio-
jat leir6 (6.2.12) képletek explicit alakjat, ha a perturbécié lapos térgeometris-
ju (k = 0) Friedmann-téridén jelentkezik, mint hattéren. Ha 2 a Friedmann-
téridében bevezetett konform koordinatak, akkor

%900 = a*(n), g =0, °gi; = —a*(n)dy; (6.2.13)

a Friedmann-féle hattér-metrika (lapos térgeometria esetén). Bontsuk fel az in-
finitezimdlis koordinatatranszforméciét parametrizalé £ = (€9, &%) 4-esvektor
térszerii komponensét transzverzalis és longitudindlis komponensekre,

&= +¢ €&,=0 (6.2.14)
ahol ¢ 3-asskaldr fiiggvény. A (6.2.12) képlet alapjén a kovetkezoket kapjuk:
0goo = 0goo — (az)/go — 20" = dgoo — 2a(a§0)’,
6goi = Ogoi — a’E + a&] = dgoi + a’[€1, + (¢ — €°).4],
0gi; = 0gij + (a®)'03;€" + a*(&i5 + &)
= 6gij +a 2%, €0+ 2C 35+ (ELig + €140 | (6.2.15)

ahol a felsé vessz6 az n konform idé szerinti derivaldst jelent, és &,; = & .
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e A ¢(z) 4-esskaldrmezd perturbdacidjanak infinitezimalis mértéktransz-
formdciéja. Legyen az z koordindtarendszerben a skaldrmezd q(x) = %(z) +
dq, ahol %g(z) és dq rendre a hattér és a perturbdcid, a transzformalt ko-
ordinatarendszerben a skaldarmezé §(Z) = ¢(x), ahol

g(z) = q(7) =gz +&) = 4(x) + & ="¢(7) + ¢,  (6.2.16)

ahol a transzformalt koordinatdkban a hattér
Ya(7) = “q(z) + g8 (6.2.17)

Ezt figyelembe véve azt kapjuk ¢(x)-re, hogy
“q(z) +0q = °q(z) + ¢, + 44, (6.2.18)

ahonnan a skalarmezo perturbacidéjanak infinitezimalis mértéktransz-
formacigja

6g — 0G=0dq—"q & (6.2.19)
A levezetésben felhasznaltuk, hogy a téridé adott pontjaban a skalarmezo
értéke fiiggetlen a koordinatarendszer megvalasztasatdl. Az viszont, hogy

hogyan bontjuk a skaldarmezot hattérre és perturbaciéra, mar fiigg a koordina-
tarendszertol.

e Az u,(r) 4-esvektormezd perturbaciéjanak infinitezimdlis mérték-
transzformacidja. Legyen az x koordindtarendszerben a vektormezo fel-

bontésa héattérre és perturbéciora us(xr) = %uq(z) + duy. A téridé adott
pontjaban az eredeti és a transzformalt koordinatarendszerben az
- ox”
U () = @Uw(@ R ua(r) — uskl,
~ Cug(x) 4 dug — "usg, (6.2.20)

kapcsolat all fenn az eredeti és a transzformélt vektormezo kozott. Masrészt
pedig a transzformalt vektormezé felbontasa hattérre és perturbaciéra:

U0(T) = "Ua(T) + 6l = "Uua() + "Ua &7 + STy (6.2.21)
Osszehasonlitjuk i, (%) kétféle felirdsat, és azt kapjuk, hogy
Oua(x) + 0uq — uslly = ua(a) + ey + Oy, (6.2.22)

ahonnan a 4-esvektormez6 perturbacidjanak infinitezimalis mérték-
transzformacidja

Oty = Oug —"uqs&” — "u gl (6.2.23)
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e A skalar-, vektor- és tenzorperturbaciék transzformacidja és mérték-
invarians jellemzo6ik.

— A skalarperturbacidk esetén csak ¢, B, v és E kiillonboznek nullatol,
és csak a €Y és ( infinitezimdlis fiiggvényekkel és a £§ = 0-val jellemzett in-
finitezimalis koordinatatranszformaciok transzformaljék a skalarperturba-
ciékat skalarperturbaciokba. Ebben az esetben

2¢ B,l B,2 B,3
B, 20 +2E 2F 2F
_ 2| Bx 11 12 13
0Gap = @ B, 26 5, 2 + 2F 39 o (6.2.24)
B3 2E 3 2F 39 29 + 2F 33

¢s ugyanilyen alakba frhaté a transzformdlt dg.s is, csak a transzformélt
o, B, ¢, E segitségével. Masrészt ekkor

ds? = 2(1-+2¢)dn2+-23Jdndxi—-((1-—2w)@j-zﬂhj>dx%mﬂy
dgoo = [2¢ — 2a(a&’)'],
6goi = a’[B;+ (¢ &%),

Innen tehdt kiolvashatjuk a transzformalt ¢, B, 1, E és az eredeti ¢, B,
Y és E kozotti kapcsolatot:

¢=¢—a(a), B=B+{-¢,
@=w+%§,.ﬁ E+c. (6.2.26)

A 4 darab skalarfiiggvény transzformécidjaban 2 darab tetszoleges fiigg-
vény, £° és ¢ szerepel. Ezért a 4 fiiggvény koziil 2 tetszés szerint zérussa
tehet a €° és ( alkalmas megvalasztdsaval. Valéjaban tehat 2 darab
mérték-fiiggetlen kombinaciét tudunk képezni a ¢, B, ¢ és E
mennyiségekbol. Kozvetleniil meggyozddhetiink réla, hogy pl.

¢:¢—2MB—ENQ U= ¢+'w E)  (6.2.27)

mértékinvarians kombinacidk. Ha ezek valamely koordinatarendszer-
ben eltinnek, akkor minden koordinatarendszerben elt{innek. fgy meg
tudjuk kilonboztetni a valédi, fizikai perturbacidkat a koordinatarendszer
specialis megvalasztasabol adodd hamis perturbacioktol. Ha & és ¥
eltiinnek, akkor a perturbaciék hamisak, ha nem, akkor pedig fizika-
iak. Természetesen végtelen sok mértékinvarians mennyiségpart tudunk
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bevezetni; a (6.2.27) vélasztasndl az a szempont, hogy a lehetd legegy-
szeribb legyen a kifejezés.

Az energiastriiség de perturbaciéja, mint egy skalarmezd perturbacidja,
nem mértékinvarians, ezt az elézéekben beldattuk. A (6.2.19) transz-

formacios képlet alapjan azonban konstrualhatunk olyan de¢ ener-
giastiriség-perturbaciét, amely mértékinvarians:

de = de—ey(B—FE), (6.2.28)

ahol ¢ a Friedmann-Vildgegyetemben a homogén és izotrép energiastirii-
ség, amelyre €y ; = 0. Valdéban, ekkor kozvetleniil ellendrizhetjiik a transz-
formacids képletek alapjan, hogy de mértékinvarians.

Hasonloképpen vezethetjiik be a homogén és izotrop hattérrel egyiitt
mozgd, “u, = (a,0,0,0) 4-essebességii folyadék mértékinvaridns
sebesség-perturbacigjat:

mo = 51,60 — [CL(B - E/)]/, Ez = 51,62 - a(B - E/>,i- (6229)
A vektorperturbacidkat a transzverzalis S; és F; vektormezok irjak

le, p = B =19 =FE =0 ¢és h;; = 0 ebben az esetben. Az invaridns
ivelemnégyzet

ds* = a?|dn® + 2S;dnds’ — (6ij — Fij — Fj;)da'dz?|. (6.2.30)

Ha infinitezimalis koordinatatranszformaciot hajtunk végre, akkor csak
a & -t tartalmazd tagok adnak jarulékot a tiszta vektorperturbdcidhoz.

Ekkor
0goo = 9900, 0Goi = 0Goi + Clzfii =a’S; + Clzglu = a2§z‘7
0Gi; = 5gij~+ az(éli,j +&14) = az(E,j + Fj;) + a2(€J_i,j +&154)
= d*(F,; + F},), (6.2.31)
ahonnan
F, — E=F +¢, (6.2.32)
adodik a vektorperturbaciokat jellemzo fiiggvények infinitezimalis koordi-

natatranszformaciéjara. Egyetlen mértékinvarians transzverzélis vektor
sziikséges és elegendo tehat a vektorperturbaciok jellemzésére, ez lehet

Vi = S, —F. (6.2.33)

Ez a transzverzalis vektor a fizikai perturbaciok egy 2-dimenzids terét
irja le, ezek a perturbdcidk forgé mozgasnak felelnek meg. A megfelel6
forgdsi sebesség, duy,; szintén transzverzélis vektormezd, (duy;)? = 0 és
mértékinvarians [1].
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— A tenzorperturbaciékat leiré h;; tenzor mértékinvaridns, nem valto-
zik infinitezimalis koordinatatranszforméciék soran. Tiszta tenzorper-
turbaciok esetén az invarians ivelemnégyzet

ds* = a*|dn® — (8;; — hij)dz'd? |. (6.2.34)
A h;; tenzor a gravitdciés hullimokat mértékinvaridns médon irja le.

e Mértékrogzités és specialis koordinatarendszerek

A mértékrogzitésnek a leglényegesebb kihatasa a skaldrperturbaciékra van, és a
kozmoldgia szempontjabdl is a skalarperturbacidk a legfontosabbak, mert ezek
kozott taldljuk meg a gravitaciés instabilitasnak megfelel6 médusokat. Mivel a
skalarperturbaciok infinitezimalis mértéktranszformaciojat 2 tetszoleges fligg-
vény, €0 és ¢ hatdrozza meg, azért a ¢, B, 1, E mennyiségekre, a de ener-
giaperturbéciora, és a du|; = ¢; longitudindlis sebességperturbaciéra osszesen
2 feltételt réhatunk ki. Ezek a mértékfeltételek kozvetve rogzitik a &0 és ¢
fliggvényeket. A mértékfeltételek segitségével tehat kivdlasztjuk a koordinata-
rendszerek valamelyik specidlis osztalyét, vagy esetleg valamelyik specidlis ko-
ordinatarendszert. Alabb a koordindtarendszerek két specialis valasztasara
mutatunk példat.

— A longitudinalis (vagy masképpen a konform Newton-i) mérték
megfelel a B = E = 0 vélasztésnak. Mivel E = E + ¢, minden ¢ # 0
vélasztds sérti az E = E = 0 feltételt, tovabba ha ¢ = 0, akkor B = B —
€9, igyhogy minden £° # 0 valasztds sérti a B = B = 0 feltételt. Ez azt
jelenti, hogy a longitudinalis mértékrogzités egyértelmiien rogziti, hogy
melyik koordinatarendszerben dolgozunk, nem marad tovabbi valasztasi
lehetéséglink. A longitudinalis mértékben a skalarperturbaciok mérték-
invarians jellemzoi

®=0¢p, U=1 (6.2.35)

A longitudindlis mértéknek megfelel6 konform Newton-i koordinata-
rendszerben a metrika perturbaciéja dgog = a®2®, dgo; = 0, dg;; =
a?2W4;;, az energiastiriiség perturbécidja de = Je, és a Friedmann-hattérrel
egyiitt mozgé idedlis folyadék perturbédciéja du; = du;. Ebben az eset-
ben ® a Newton-i gravitaciés potencial altaldnositasa, ezért nevezik a
mértéket konform Newton-i mértéknek. Latjuk, hogy a konform Newton-
i koordinatarendszerben minden perturbacié megegyezik annak mérték-
invarians kifejezésével.

— A szinkron mértéket a ¢ = B = 0 feltétel rogziti. Ebben a mértékben
0goo = 0go; = 0, azaz a metrika perturbacidja tisztan a mindkét in-
dexiikben térszerti komponensekre korlatozoédik, dg;; = 2vd;; + 2E ;.
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Tegyiik fel, hogy (n,Z) olyan koordindtarendszer, amelyben teljesiilnek
a mértékfeltételek. Ekkor dgoo = dgoo = 0, azaz (a&”)’ = 0 miatt olyan
tovabbi koordinatatranszformaciok megengedettek, amelyekre £°(n, 7) =
a1 (n)C1(F), ahol a C'(F) integraciés allandé tetszbleges fiiggvény. Ekkor
a 0goi = 0go; = 0 feltételek maguk utédn vonjdk, hogy (¢' — &%), =
(;—a~'[C1(Z)],; = 0, ahonnan ¢ = [ L, (&) +Cy(Z) adédik. Ezek szerint
minden olyan (7, :?) koordinatarendszerben is kielégiilnek a mértékfeltéte-
lek, amely az (1, ¥) koordindtarendszerbdl az

C1(7)
a(n) ’

n—q=n+&=n+

infinitezimalis transzformaciéval adédik, ahol C () és Co(F) tetszoleges
fiiggvények (integracios allandék). Most tehat a mértékrogzités a ko-
ordinatarendszerek egy egész csalddjat engedi meg. Valamely konkrét
koordinatarendszert a C1(¥) és Co(Z) fiiggvények specidlis megaddsdval
lehet kivalasztani.

A szinkron koordinatarendszerekben 1) = ¢+ 2L4E & B = B+ [ d—fC’l (Z)

a2

+C5 (), tovdbba a skaldrperturbaciék mértékinvaridns jellemzoi
1 'E’
= -(aE), V=i- “a . (6.2.37)

Ezeket az egyenleteket feloldhatjuk a szinkron koordinatarendszerhez tar-

tozd Y-re és E-re:
d
E = /—n/ndn’aé[),
a
a/
b = \IHL?/dna(I), (6.2.38)

amelyeket gy sikeriilt kifejezniink a mértékinvarians jellemzoékkel.
Az energiastiriiség perturbaciéja szinkron koordinatarendszerekben

de = de—e)F'
— be— %/dna@, (6.2.39)

a Friedmann-héattérrel egytitt mozgd idealis folyadék sebességperturbacioja
pedig:

5U0 = EO — (CLE’), = %0 — </ d?’]afé)/ - E0 - aq)a
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Ha az Einstein-egyenletek és az anyag mozgasegyenleteinek szelf-konzisztens
megoldasaként ismertek a skalarperturbacié mértékinvarians jellemzoi, & és
U, akkor ezekbdl kiszamolhatjuk a perturbaciot a konform Newton-i, majd
pedig a szinkron koordinatarendszerben, anélkiil, hogy ijra meg kellene olda-
nunk az 10j koordinatarendszerben az egyenleteket. A konform Newton-i ko-
ordinatarendszerben az egyediili el nem tiind ¢; és ¥; rendre megegyeznek az
ismert ®-vel és W-vel. Mdésrészt az utébbiak segitségével tetszoleges szinkron
koordinatarendszer 1, és FE, valtozojat ki tudjuk fejezni, mint ezt fentebb
lattuk.

6.2.3 A metrika kozmoldégiai perturbaciéi

Most vagyunk felkésziilve arra, hogy megvizsgaljuk a Vilagegyetemben az anyag
és a metrika szelf-konzisztens perturbaciéit. Az anyag, azaz az energiaimpulzus-
tenzor perturbacidi az Einstein-egyenletek alapjan hatarozzak meg a metrika fizikai,
azaz mértékinvarians perturbacioit. Valtozatlanul a linearis kozelitésnél maradunk.
Azt tessziik fel, hogy a homogén és izotrép Vilagegyetem metrikajahoz és ener-
giastiriiségéhez képest kicsiny perturbaciok jelennek meg a metrikdban és az anyag-
ban (szelf-konzisztens médon). A

(6% — (63 1 (0% [e%

Einstein-egyenleteket ezért a Friedmann-Vilagegyetemnek megfelel hattérre rarako-
dé kicsiny inhomogenitasokban linearizaljuk. A Friedmann-féle hattérmetrika kon-
form koordinatakban

0900 = a27 0901' =0, Ogij = _azéijv
Og00 = a2 Ogoz =0, %" = —a?0y, (6.2.42)
ahol az egyszeriiség kedvéért megint lapos térgeometriat (k = 0) tételeziink fel. A

2.3 fejezetben megmutattuk, hogy az Einstein-tenzor el nem tiin6 komponensei a
fizikai id6vel parametrizélva

a\? i a a\? .
Gy = 3<—) Gl =2"+ <—) (i=1,2,3). (6.2.43)

a a a
Ha felhasznaljuk a fizikai id6 szerinti parametrizalasrol a konform id6 szerinti para-
metrizéldsra torténé attérés szabdlyait (1d. 2.4 fejezet), megérizve a térbeli izotrép
koordinatakat, akkor

00 _ (a")? _ 3
G, = 3 o —?57
. 2 ra" I\ 2 )2 1 , .
6l = S5 - (5] = a (e e) =129 G2a
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Itt bevezettiik a Hubble-paraméter altalanositasat:

H = —. (6.2.45)

Ennek alapjan a Friedmann-hattér Einstein-egyenletei konform koordina-
takban

3
?52 = 8nGTY,

1 .

;(253’—1—552) = 8nGT}, i=1,2,3 (6.2.46)

Nyilvanvaléan, a homogén és izotrép térgeometria feltételezi, hogy a perturbalatlan
Vildgegyetem energiaimpulzus-tenzora T = 0 és T} o< 0} alaku.

Legyen T (x) = °T'5(x) 4+ 675 (x) az energiaimpulzus-tenzor felbontdsa a ho-
mogén, izotrop hattérre és a perturbaciéra a Friedmann-féle konform koordinatak-
ban. Infinitezimalis + — 7 koordinatatranszformécié utan a felbontés hattérre és
perturbéciora

. - 0x® Ox
o — 0@~ o2\ By
Tg(x) = "Th(z)+0Tg(7) = 95 O Ty (x)
~ OTg(e) + 0T () — €585°T5 () — 0565 °T5 ()
~ T5(x) + 0Tg (x) — £20T) — &5°TF, (6.2.47)

masrészt viszont
Tg(z) = °T3(z) +0T5(2) ~ "Th(x) + (°T5) A&7 + 0TG5 (z).  (6.2.48)
A kétféle kifejezést Gsszehasonlitva azt kapjuk, hogy
0TS — o015 = 6T5 — (") & — €T — £5°T". (6.2.49)

Ezen transzformaciés szabélyok és a metrika perturbaciéjat jellemzo ¢, B, ¢, E
skalarok (6.2.26) transzformacidja alapjan meggyézédhetiink réla, hogy az aldbbi
kifejezések mértékinvariansak (azaz a koordinatarendszer megvalasztésatol fiigget-
lenek):

0Ty = 0T ("To)(B ~ E),

5T = o1t (U1h - ) (B - B

0T, = 6T - (°T})(B - E"), (6.2.50)
ahol °T ],z az energiaimpulzus tenzor térszerii blokkjanak spirja. Természetesen ekkor

a 0G§ perturbaciokbdl is ugyanilyen szabdly szerint készithetiink mértékinvaridns
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kifejezéseket:

3G, = 0G)— ("Gy) (B - E),
3G = o6 - (G- 3'Gh) (B - B
G

J

0G: — (°GL) (B — E). (6.2.51)

Ezeket felhasznalva végiil a perturbacidkban linearisan kozelitett Einstein-
egyenletek mértékinvarians alakja

6Gy; = 8nGoTy. (6.2.52)

[tt mindkét oldalon a tenzorok felbonthatok skalar-, vektor- és tenzorperturbacioknak
megfeleld irreducibilis részekre, és az energiaimpulzus-tenzor irreducibilis perturba-
ciéi a megfelelo irreducibilis perturbacidkat keltik az Einstein-tenzorban, ill. a
térido metrikdban, vagyis az irreducibilis perturbacidk a linearis kozelitésben
szétcsatolodnak.

Az egyes irreducibilis Gsszetevikre vetitett (6.2.52) egyenletek bal oldaldnak
explicit alakjat tgy kapjuk meg, hogy az Einstein-tenzor megfelel6 irreducibilis
Osszetevojének mértékinvarians perturbécidjat kifejezziik a metrika megfeleld irre-
ducibilis 6sszetevije perturbacidjanak mértékinvarians jellemzoivel.

e Skaldrperturbaciék. A (6.2.52) egyenlet bal oldalét kifejezzitk ®-vel és W-
vel. Ehhez a longitudindlis mértékben a skalarperturbaciékhoz tartozo (6.2.25)
metrika, azaz a

ds* = a*(n) ((1 +2¢)dn* — (1 — 2¢)5ijdxidxj) (6.2.53)

metrika esetén meghatdrozzuk dGjg-t, majd, ha ebben figyelembe vessziik,
hogy ¢ = ® és v = V¥ a longitudinalis mértékben, akkor megkapjuk mg—
t. Hosszadalmas szdamolas utan (1d. [1]):
AT —35(V + Hd) = 4rGa’dTy,
(V' +H®); = 4rGa*3T,,
1
<\If” + 92V + D) + (29 + H1)P + FA(@ - \11))5”-
((I)—\I/)J'j = —47TGCL2W;.
(6.2.54)

1
2

Itt 5_Tg az energiaimpulzus-tenzor perturbéaciéjanak skalarperturbéciés része.
Az egyenleteknek ez az alakja altalanos, nem koveteli meg a mérték rogzitését.
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Tetszoleges koordinatarendszerben megkaphatjuk az egyenletek alakjat, ha
megkeressiik ® és W alakjat az adott koordindtarendszerben. A konform
Newton-i koordinatarendszerben az egyenletek pontosan ilyen alakiak, a mér-
tékinvaridans potencidlokkal vannak kifejezve a bal oldalaik. Ez kényelmes
koordinatarendszer, nem kell a tovabbi, nem fiiggetlen B és E jellemzoket
hurcolni, és a perturbacidk fizikaiak.

e Vektorperturbacidk esetén ¢, B, ¢, E =0 6és h;; =0, és a (6.2.30) metrika
esetén a (6.2.52) egyenletbél a V; mértékinvaridns, transzverzalis vektorper-
turbaciéra (1d. a (6.2.33) egyenletet) a

_ 0
AV, = 16nGa 5Ti(v.)’
Vi + V) +20(Vi; +V;i) = —167Ga’dT,y, (6.2.55)

egyenletek adédnak, ahol 5Tg(v) az energiaimpulzus-tenzor vektorperturbacios
része.

e Tenzorperturbacidk esetén a metrika irreducibilis /;; tenzor-komponenséhez
tartozé (6.2.52) Einstein-egyenletek:

hi; + 29hi; — Ahy; = 167Ga*6T (6.2.56)
alakot oltenek, ahol 5_T§(T) az energiaimpulzus-tenzor tenzorperturbacios része.

Miutan most mar rendelkeziink a perturbacidkat leir6 mértékinvarians egyen-
letekkel, amelyek bal oldala explicit alakban is ismert, az maradt hétra, hogy az
egyenletek jobb oldalat is explicit médon megadjuk. Ehhez sziikséges, hogy vala-
milyen fizikai modelliink legyen az anyagrol, amely jelen van a Vilagegyetemben.
Egyik lehetdség azt feltételezni, hogy az anyag idedlis folyadék. Ekkor az Einstein-
egyenletek hidrodinamikai perturbacidkat irnak le. A CMB-bdl szerzett tapasz-
talatok szerint a rekombinacié korszakanak végén kicsiny inhomogenitasok vannak
jelen. Ezek tovabbi fejlodésének kezdeti szakaszat leirhatjuk linearis kozelitésben.
Réadasul a késobbi korszakokban az anyagot tekinthetjiik leegyszeriisitve porszerii
anyagnak (p = 0 nyomdsu idedlis folyadék). Kevésbé egyszeriit modellben tébbféle
folyadék keveréke, azaz sugéarzas, barionikus anyag (ez a vilagité porszerii anyag) és
sOtét anyag egyideji jelenlétét kell figyelembe venni. A kovetkezo fejezetekben ezt
a két esetet vizsgaljuk meg részletesebben.
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6.3 Kozmikus perturbacidk
6.3.1 A hidrodinamikai perturbaciok egyenletei

A Vilagegyetem anyagénak hidrodinamikai modelljébol indulunk ki. Ekkor az anya-
got idedlis folyadéknak tekintjiik, amelynek energiaimpulzus-tenzora

Ty = (e+p)uug — pdg. (6.3.1)

Bontsuk fel hattérre és perturbaciora az energiaimpulzus-tenzort konform Newton-
i koordinatarendszerben, amikor €y, py a hattér-energiasiiriiség és a hattér-nyomaés,
Q%y = (a,0,0,0), u” = Ogaﬁoug =a"?(a,0,0,0) = (1/a,0,0,0) a hdttér-négyessebes-
ség. Tegyiik fel tovabbd, hogy a konform Newton-i koordindtarendszerben (longi-
tudinélis mérték esetén ebben a koordindtarendszerben dolgozunk) de energia-, dp
nyomas- és du; sebesség-perturbacié van jelen.
Ekkor
70 = (eo +po+de+dp)((1/a) + 6u®)(a + dug) — po — dp
= 0T+ de + (co + po)[(1/a)dug + adu’]
= OTS + e,
1
) = (e+pluu’ = (g + po + be + 5p)5u2-<— + 5u0)
a
_ ftDpo Su;,
T; = (e+pu'u; — pd;
(€0 + po + b€ + p)du'du; — (po + 6p)d;

= —(po + 0p)3;, (6.3.2)
ahonnan
6Ty = de,
6_T? _ % +poﬁi’
a
0T, = —apo. (6.3.3)

Itt felhasznéltuk, hogy konform Newton-i mértékben B = E = 0 és ezért a nyomas,
az energiasiriiség és a 4-essebesség perturbacidja megegegyezik a megfeleld per-
turbaciék mértékinvarians kifejezéseivel. A kovetkezo 1épés, hogy elkiilonitjiik a
(6.3.3) mértékinvarians perturbaciékban az irreducibilis skalar-, vektor, és tenzorkom-
ponenseket. Ugyanigy jarunk el, mint amikor a metrikat bontottuk fel irreducibilis
osszetevokre (1d. a 6.2.1, fejezetet). Ez azt jelenti, hogy felbontjuk 67 kifejezését

0T = B8 +e' + fi+ fi 4! (6.3.6)
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alakban, ahol a, 3, e, f 3-asskaldrok, s’ transzverzalis vektor és x’ zérus spiur,
transzverzalis 3-astenzor. Nyilvanvalé, hogy o = de skalarperturbacié. A 3-assebes-
ség du; perturbéciéja felbonthaté a zérus divergencidju transzverzélis és a longi-
tudindlis komponensre, du; = du,; + @”i, ahol 5uiZ = 0. A transzverzalis vektor-
perturbacié s; = EOZ”‘)@ 1 ;. Ugyanakkor az EOZW@” ; kifejezésben duy ; tekinthe-
t6 (definicié szerint) egy 3-asskaldr sebességpotencial 3-asgradiensének, tgyhogy a
megfelel6 Osszetevd a skalarperturbacidkhoz tartozik. A 5p5§- Osszetevo pedig ismét
skalarperturbédcionak felel meg, 5 = —dp. Esetiinkben az e, f = 0 és a valddi ten-
zorperturbacié is zérus, y;; = 0. A hidrodinamikai anyag (az idedlis folyadék)
inhomogenitasai linearis kozlitésben lecsatolédnak a metrika tenzorper-
turbacioirdl, azaz a gravitaciés hullamokrol.

e Hidrodinamikai skalarperturbacidkat tehat az energiaimpulzus-tenzor

0

5T, = 3, (6.3.7)
5T = Eozp"@” (6.3.8)
0T, = —opd (6.3.9)

perturbacioi irjak le. Helyettesitsiik be ezeket a skalarperturbacidkra vonatkozo
(6.2.54) Einstein-egyenletek jobb oldaldba,

AU -39V +9d) = 4rnGa’de, (6.3.10)
(\If, —l—fJ(I))J = 47TGCL260 +p0@|| )

(6.3.11)

(\If” +H(2V + ) + (26 + HHD + %A(CD — \11)>5,-j
1

—5(@-0)y = ArGa’ops;. (6.3.12)

A (6.3.12) egyenletbdl ¢ # j esetén
(@—T); = 0, i (6.3.13)

adddik, amelynek egyetlen (perturbaciénak minésiilé) megolddsa W = ®. Ezt
behelyettesitve a tobbi egyenletbe, a skalarperturbacidékra az alabbi egyenletek
adodnak:

AD —3H(P +HP) = 4rGa*de,
a(®' + HP),; = (a@)fi = 4rGa*(e + po)duy;,
D" + 399 + (29 + H°)P = 4nGa*dp. (6.3.14)
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e Hidrodinamikai vektorperturbacidok. Mivel az energiaimpulzus-tenzor
perturbaciéjanak vektorrésze

<70 €0 + Pow—
Ty = . Ou L4, (6.3.15)

azért a vektorperturbacidk (6.2.55) egyenletei

AV; = 167Ga(ey + po)duys,  (6.3.16)
(Vij +Via) +29(Vij+ Vis) = 0 (6.3.17)

alakot oltenek.

e Tenzorperturbaciék hidrodinamikai modellben. Az energiaimpulzus-
tenzor perturbaciéjanak tenzorrésze zérus, ezért a gravitdciés hullamok egyen-
lete:

6.3.2 A hidrodinamikai perturbacidk egyenleteinek megoldasai
Vizsgéaljuk most meg a fenti egyenletek megoldasat a kiilonb6zo esetekben:

e Skalarperturbdcidk a hidrodinamikai modellben. A (6.3.14) egyenletek
megoldasanak tulajdonsagait vizsgaljuk meg kiilonbozé esetekben. Miel6tt
erre ratérnénk, vegytik észre a kovetkezdket. Az elsé egyenlet nyilvanvaldéan a
nem taguld Vildgegyetem gravitacios potencialjara vonatkozé Poisson-egyenlet
altalanositdasa a taguld Vilagegyetem esetére, hiszen ha £ = 0, akkor éppen a
Poisson-egyenletet kapjuk beldle. Az egyenlet bal oldaldnak 2. és 3. tagja a
tagulas miatt jelenik meg; ezek a tagok elhanyagolhatok, ha a perturbécié
hulldmhossza kisebb, mint a Hubble-sugdr. A (6.3.14) egyenletek koziil a

masodikbdl azt latjuk, hogy a longitudinalis sebességhez tartozo sebességpoten-
cidl (a®) (4rGa*)" (o + po) .

Amikor a nem relativisztikus Jeans-féle elméletet taguld hattéren alkalmaz-
tuk, akkor az energiasiirliség perturbaciéjara tudtunk egyenletet levezetni,
amelynek forrdastagjat az entropiastiriség perturbaciéja hatdrozta meg. A
perturbaciokra vonatkozo linearizalt Einstein-egyenletekbdl kiindulva most az
altalanositott gravitacios potencidlra tudunk hasonlé egyenletet levezetni. Hasz-
néaljuk fel ehhez, hogy a p = p(¢, s) dllapotegyenletbdl azt kapjuk, hogy

0p = c*de+ T16s, (6.3.19)

ahol ¢y a hangsebesség és 7 = (Jp/0s).. [rjuk ezt be a (6.3.14) 3. egyenletébe,
majd hasznaljuk fel az 1. egyenletet, ekkor a kévetkezd egyenletet kapjuk az
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altalanositott gravitacids potencidlra:

D" + 39" + (29’ + H%)® — drGa*c’de = 4AnGa’Ts,

" + 39" + (29 + H%)P — Z[AD — 3H(P' + HP)] = 4rGa’76s,
D" +3(1+A)HY — AP+ 26 + (1 +A)HYP = 4nGa’7és.
(6.3.20)

Ha ezt az egyenletet megoldjuk, akkor ®-t visszahelyettesithetjiik az 1. és a
2. egyenletbe, hogy megkapjuk rendre az energiastiriiség és a longitudindlis
sebességmez6 perturbécidjat.

Nézziik a (6.3.20) egyenlet megolddsdanak speciélis eseteit.

— Adiabatikus s = 0 perturbaciok nem relativisztikus, p = 0
nyomasiui porszerii anyagban. Ebben az esetben a skélafaktor a oc n?
szerint skalazik, tgyhogy $ = 2/7, a hangsebesség zérus, és a (6.3.20)
egyenlet az alabbi alakot 6lti:

Q" + §<I>’ = 0. (6.3.21)
n
Mivel p = 0, ezért 7 = 0, ugyhogy porszerli anyagban csak adia-
batikus perturbaciék vannak. Ezt varjuk is, hiszen porszeri anyag
kicsiny, makroszkopikus ,,darabkai” kozott nincsen kélesonhatéds, mintha
ezek a darabkak egymastol hoszigeteld falakkal lennének elvalasztva. A
(6.3.21) egyenlet megoldasa:

® = O+ : (6.3.22)

ahol C, (%) (a = 1,2) tetszleges, csak az egylitt mozgé (izotrdp) térkoor-
dinataktol fuggd fiiggvények. Helyettesitsiik be az eredményt (6.3.14) 1.
egyenletébe, hogy megkapjuk az energiasiirliség perturbaciojat:
_ -
€o 6 6 7
(6.3.23)

Itt €(n) a Friedmann-féle Vildgegyetemben a porszerii anyag homogén
energiastiiriisége, amelyen megjelennek a perturbaciok. Por uralta Vildg-
egyetemben a = (a,,/2)n?, H = d'/a* = W és €g = gonH? =
W%)Qn"‘ = m, amit felhasznalva kapjuk, hogy a bal oldalon

valéban de/eq 4ll.
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A (6.3.23) egyenldség jobb oldalén, a szogletes zardjelben a mésodik tag
idében allandd, amplituddja fliggetlen attol, hogy a perturbacié hullam-
hossza hogyan viszonyul a Hubble-sugarhoz. A tobbi tag viselkedése vi-
szont fiigg attol, hogy mekkora a perturbacié hullamhossza. Ha a per-
turbdcié sfkhulldm, C, = C,e*® (a = 1,2), akkor

de 1 2 o 2,2 &
= Zl(— —12 — —18)—=]. .3.24
” 6( k*n )C1 + (—k™n 8)775 (6.3.24)

Ha a perturbécié fizikai hullimhossza A, ~ a/k a H™' ~ an Hubble-
horizontndl jéval nagyobb, \,, > H~! = kn < 1, akkor

5 3C.
L x 20 -2 (6.3.25)
€0 n

adddik. A horizont skdldjan elhanyagolhatjuk a lebomlé médust, tigyhogy

a horizont kozelében f—; ~ —20.

Ezzel szemben, ha a perturbécié fizikai hullamhossza sokkal kisebb, mint
a Hubble-horizont, \,, < H™', azaz kn > 1 és

1
% = ——]{72 (Cﬂ]2 +
€0 6

C N\ - . .
n—g +O@ 5)) _ Gyt 4 Gyt 4+ O,
(6.3.26)

mert 7 ~ t/3 a por uralta Vildgegyetemben. A révidhulldmu perturbé-
ciékra tehéat visszakaptuk a Newton-i kozelités eredményét.

Adiabatikus ds = 0 perturbacidk ultrarelativisztikus, p = we
allapotegyenletli folyadékban, ahol w > 0 dlland6. Meglehet mu-
tatni, hogy a gravitdciés ® potencidl ® = ®z(n)e™” sikhullimi per-
turbéciéi (ahol Z izotrép koordindtak) mésképpen viselkednek a hosszi-
hulldmi Jwkn < 1 és a rovidhullamu /wkn > 1 hatéresetekben. A
Vwkn =~ 1 megfelel a \; ~ ¢4t Jeans-hullamhossznak (¢ a hangsebesség,
t a fizikai id6). A gravitdciés potencial hosszihulldmi, nem bomlé per-
turbacidja konstans amplitudoja, és ekkor az energiastirliség perturba-
cidja de/ey ~ —2P szintén dllandé amplittidéji. A gravitdciés potencidl
rovidhullamu perturbéciéi viszont lecsengé amplitidéju hanghullamok,
®(n) oc 77~/ exp(Liy/wkn), ahol 2v = (5+3w)/(1+3w). A sugdrzds
uralta Vildgegyetemben az adiabatikus perturbaciékat w = 1/3 esetben
kapjuk meg. (Tovabbi részleteket 1d. [1].)

Adiabatikus s = 0 perturbacidk tetszoleges allapotegyenlet ese-
tén. Ekkor is le lehet vezetni egyenleteket a hosszi- (cshkn < 1) és a
rovidhullamu (cgkn > 1) perturbacidk hatéresetére. A skaldrperturbé-
cidkra vonatkozé (6.3.20) egyenlet ,,surlddési” (azaz ®’-vel aranyos) tagjat
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el tudjuk tintetni, ha bevezetjiik az

)

u = @exp(%/dﬁ(l +C§)f)> = W

(6.3.27)

véltozét. Ekkor az u mennyiségre az aldbbi egyenlet vezethet6 le [1],

/!

u”—c?Au—?u = 0, (6.3.28)
ahol
1 -1
= —(1+@) . (6.3.29)
a €0

A hosszihullamu perturbaciok, azaz cskn < 1 esetén ezt megoldhatjuk
u-ra, és a megoldast felhasznalva kapjuk, hogy

d /1
o = + po)Pu = A—<— > 3.
(€0 + po) " “u ; /adt (6.3.30)

a

Tegyiik fel, hogy a Vildgegyetemben sugdrzds és hideg barionok (nem
relativisztikus porszerii anyag) van jelen (Id. a 2.4.4. alfejezetet), ekkor
a skdlafaktor, mint azt kordbban megmutattuk, a(n) = a.,(&* + 2€),
ahol & = n/n, (kordbbi jeloléseink szerint). Ezt behelyettesitve a per-
turbaciot jellemzd gravitacios potencidl, majd pedig az energiasiiriiség
perturbaciéja meghatarozhaté. Az eredményt a 13. dbra szemlélteti.
Létjuk, hogy mind a sugarzds uralta korszakban, n < 7., mind pedig a
hideg barionokbdl all6 por altal uralt korszakban, 1 > 7,,, a perturbaciok
amplituddja allando, attol eltekintve, hogy az energiaperturbaciok n >
k=1 esetén négyzetesen megnovekednek.

A rovidhulldmu perturbaciok, azaz cgkn > 1 esetén a (6.3.28) egyenlet
bal oldalan a 3. tagot elhanyagolhatjuk a 2. tag mellett. Az igy kapott
egyenlet megoldasai lassan valtozdé hangsebesség esetén idében valtozd
amplitidoju hanghullamok.

— Az entrépiaperturbaciékkal nem foglalkozunk ebben a jegyzetben (az
érdekl6d6 Olvasé az [1] tankényvben taldlhatja meg az entrépiaperturbé-
ciék diszkusszidjat).

e Vektorperturbacidk. Idedlis folyadék vektorperturbécidit a (6.3.16) és a
(6.3.17) egyenletek irjak le. Nem nehéz észrevenni, hogy $) = a’/a miatt a
(6.3.17) egyenlet megoldésa

_ CL (D)

Vi = (6.3.31)
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Figure 13: Hosszihullamu sikhullamt adiabatikus perturbaciék amplitiddja a kon-
form id6 fliggvényében, ha a Vilagegyetemben hideg barionok porszerti anyaga és
sugarzas van jelen.

ahol C' ; integraciés allandék. Helyettesitsiik be a metrikus tenzor (6.3.31)
perturbaciéjat a (6.3.16) egyenletbe,

AC, (%)

22 = 167TGQ(€0 + po)(SUJ_ i (6332)

A folyadék valamely folyadékelemének perturbéaciobdl adodé vilagvonala egyiitt
mozgé koordinatakkal kifejezve 2° = x%(s), ahol s a folyadékelem ivhosszpara-
métere. A folyadékelem perturbaciébol adédo fizikai sebessége

dz?
ds

. g 1

' = a =a%g"6u, ;= —=6uy ;. (6.3.33)
a

Hasznaljuk ezt fel és fejezziik ki a (6.3.32) egyenletbél a perturbacié fizikai

sebességét:

Cy i(Z)

o' — .
! 16mGa*(eo + po)

(6.3.34)

Por uralta Vildgegyetemben py = 0 és €y o< a~2, igyhogy a perturbéciébol
szarmazo forgdsi sebesség a skdlafaktorral forditott ardnyban épiil le, Jv® o
1/a. Sugarzds uralta Vildgegyetemben py = €/3 és ¢ o< a~?, tgyhogy
a perturbaciébol szarmazd forgasi sebesség allandé marad a tagulds soran,
dvt =all. A (6.3.31) metrikus tenzor vektorperturbdciéi mindkét esetben
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nagyon gyorsan, a skalaparaméter négyzetével forditott aranyban csokkennek.
Ezért a primordialis vektorperturbaciok jelenlegi amplitudéja akkor és csak
akkor lehetne szamottevd, ha kezdetben nagyon nagy lett volna a vektor-
perturbaciok amplitidéja. Nincsen azonban okunk feltételezni, hogy kezdet-
ben 6riasi amplitidéju vektorperturbaciok lettek volna jelen, ezért elhanyagol-
hatjuk a tovabbiakban a vektorperturbacidkat.

Tenzorperturbacidk. Idedlis folyadék uralta Vilagegyetemben a mérték-
invarians energiaimpulzus-tenzor 3-dimenzids tenzorrésze zérus, TJZ =0, és
a tenzorperturbaciok egyenlete (6.3.18) alakot olt. Eljiink most a kovetkezd
munkahipotézissel, figyelembe véve, hogy a perturbalatlan hattér az a skala-
faktorral jellemzett homogén és izotrép Vildgegyetem. Vezessiik be az e;; id6t6l
fliggetlen polarizacios tenzort, ill. segitségével a

osszefiiggéssel az atskalazott skalaris v valtozot a fluktudcié leirasara. Ha van a
(6.3.18) egyenletnek ilyen alakii megoldasa, akkor az igazolja a munkahipotézist.
ik®

Keresstink az dtskdldzott valtozoban v = vze"™* moédust megoldast, ekkor a

uﬁ+(k2—“—”)v» =0 (6.3.36)
’ — v 3.

egyenletet kapjuk.

Sugarzas uralta Vilagegyetemben a « 7, dgyhogy a” = 0, aminek kovet-
keztében a k-moédusok az 7 konform-idében egyszerii sikhullamok, vz(n) =
et*1. A valés hy; k-médusa ekkor

by = 1 (Cusintln) + Cacos(in) ), (63.37)

alaki. A szuperhorizont skédlan, azaz amikor kn < 1 és a fizikai hulldimhossz
nagyobb, mint a Hubble-sugar, a gravitaciés hullamot az els6, allandé tag
dominélja, h;; = Cike;j, azaz be van fagyva. A révidhulldmd médusok (kn >
1) amplituddja pedig n-val, azaz az a skdlaparaméterrel forditott ardanyban
cseng le.

Tetszoleges allapotegyenlet esetén hasonlé allitas érvényes. Ha kn < 1,
azaz a szuperhorizont skdlan a (6.3.36) egyenletben k? elhanyagolhaté a”/a
mellett, akkor az egyenlet megoldédsa

dn

UE(T]) = C1a+C2a ?’ (6338)
ahonnan
d
hy = (01 + O / Q—Z)eij (6.3.39)
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a gravitacidés hullam alakja. Itt a masodik tag az id6 figgvényében lebom-
lik (ha p < €), az els6 tag pedig mutatja, hogy a gravitdciés hulldim a szu-
perhorizont skalan tetszoleges allapotegyenlet esetén allandd, be van fagyva.
Ha a rovidhulldmok esetét nézziik, amikor kn > 1, akkor a (6.3.36) egyen-
letben a”/a elhanyagolhaté k* mellett, és ekkor a megoldds vy oc e és
a gravitaciés hulldm h;; o< (1/a(n))et*7e;; szerint, azaz az a skélafaktorral
forditottan aranyosan bomlik le.
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7 A PRIMORDIALIS INHOMOGENITASOK

7.1 Kezdeti inhomogenitasok és a felfavodé Vilagegyetem

A felfuvédo Vilagegyetem modellje az Gseredeti inhomogenitasok magyarazataban
fontos elorelépést tett lehetévé. Korabban, amikor nem feltételezték, hogy a Planck-
korszakot egy felfuvédasi korszak kovette, a kezdeti inhomogenitdsokat nem tudtak
megmagyarazni, hanem ugy valasztottak meg a kezdeti inhomogenitasok spektrumat,
hogy az adjon magyarazatot a tapasztalati tényekre. Azaltal, hogy a kozmoldgiai
Standard Modellbe beépitették a felfivddasi korszakot, lehetové valt, hogy megma-
gyarazzak az Oseredeti inhomogenitasok megjelenését és spektrumat a rekombinacié
(az elektromégneses sugarzasnak az anyagrol torténé lecsatolodésa) idején. fgy a
kozmolégiai modell ellendrizhetévé valik azaltal, hogy ebbdl az elméleti elorejelzésbol
meghatarozzuk a kozmikus mikrohullamu hattérsugarzas anizotrépiajat, és azt ossze-
hasonlitjuk a megfigyelésekkel.

A felfivods Vildgegyetem modellje szerint az &seredeti inhomogenitasok a
Planck-korszakbdl szarmaznak, a kvantumfluktuaciék kovetkezményei. Ezeknek je-
lentések az amplitidoi, ha a hullamhosszuk a Planck-hossz nagysigrendjébe esik.
A felfuvédas soran ezek az inhomogenitdasok lényegében véltozatlan amplitudéval
oriasi kiterjedéstivé valnak, mintegy ,,megnytilnak”, azaz éridsi mértékben megno6
a hullamhosszuk. A felfuvédas végére kialakult inhomogenitasok a csirai annak a
kozmikus szerekzetnek, amelyet ma mutat a lathaté Vilagegyetem. Ennek kovetkez-
tében a felfuvédas osszekapcsolja a mikrofizikat és a Vilagegyetem kozmikus mére-
tekben mutatott szerkezetét. Az, hogy milyen az inhomogenitasok spektruma a
felfuvddas idészakanak végén, nem érzékeny a felfuvédd Vilagegyetem modelljének
részleteire. Ez a modell-fiiggetlen spektrum hatarozza meg, hogy milyen lesz a
kozmikus mikrohullamu hattérsugarzas anizotrépidja. A felfiuvodas szerencsés kime-
netele utdn az inhomogenitésok a hidrodinamikai anyag és a gravitaciés mezo szelf-
konzisztens inhomogenitdsai, amelyek az el6z6 fejezetben leirtak szerint fejlédnek
a rekombinéci6 idopillanataig. A CMB tantséga szerint ekkor is kicsinyek az in-
homogenitésok, ezért a felfivddds szerencsés kimenetelétol egészen a rekombinacid
bekovetkeztéig az inhomogenitasok fejlodése az altalanos relativitds elmélet linearis
kozelitésében targyalhatd. Ezek azok az inhomogenitasok, amelyek aztan a Vildg-
egyetem késobbi feljodésében a kozmikus szerkezet kialakulasanak csirajaul szolgal-
nak.

Most arra toreksziink, hogy megértsiik a gravitacios instabilitasokat a felfivo-
dés korszakaban. Ezért a perturbaciok, ill. a gravitacios instabilitasok elméletét ki
kell terjesztentink a felfuvddés idészakara, és meg kell hatdrozzuk az instabilitasok
spektrumat. A legegyszeribb felfivédasi modell az, amikor egy skalarmezd, az
inflatonmez6 kondenzatuma van jelen a Vilagegyetemben, ennek lasst ,,legordiilése”
okozza a felfuvddast, és a perturbaciok is ezen a hattéren jelennek meg. Kovetkezo
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lépés lehet az altalanos kvantumtérelméleti megkozelités.

7.2 A perturbaciok, mint véletlen folyamatok eredményei

A Planck-korszakban a teljes Vildgegyetem szamos, vagy végtelen sok, kauzalisan
nem osszefiiggd tartomanybdl 4ll. A felfuvéddst megel6zéen és/vagy annak kezdetén
jelenlevé inhomogenitasok a Planck-korszakban jelenlevé kvantumfluktuaciok kovet-
kezményei. A kauzalisan nem Osszefliiggé tartomanyokban azonban ezek minden
bizonnyal fiiggetlenek egymastol. Ezért az a varakozasunk, hogy a gravitacids po-
tencidl ® fluktudcidja és az energiasfirtiség de/ey fluktudcidja a felfivodasi id6szak
kezdetén, alatt és végén tgy tekinthetok, mint véletlen folyamatokban keletkezett
mezOk. Jeloljiik ezeket a véletlen mezlket egységesen f()-szel. Az, hogy f(Z)
véletlen mez6, azt jelenti, hogy az egyes térkonfiguracidknak, amelyeket a mez6
felvehet, jol definialt valdszintiségi eloszlasa van. Ennek a valdszintiségi eloszlasnak
a kovetkezoképpen lehet jelentést adni. A Vildgegyetem teljes térfogatat osszuk fel
(nagy) V térfogati tartomanyokra, ahol V' sokkal kisebb, mint a teljes Vilagegyetem
térfogata. A véletlen folyamat eredményeként f(Z) minden egyes tartomanyban
felvesz valamilyen mintazatot (konfigurdciét). Szémoljuk le, hogy mekkora relativ
gyakorisdggal jelenik meg ugyanaz a térkonfiguracié az egyes tartomanyokban, ez
meghatarozza az adott konfiguracié el6fordulési valoszintiségét. Ezutan meghataroz-
hatunk a teljes Vildgegyetem térfogatara vonatkozo atlagokat. Mas szemlélettel
is eljuthatunk ugyanezekhez az atlagokhoz. FElképzeljiikk a Vilagegyetem egyetlen
nagy térfogati darabjanak igen nagy szamu masolatat, kopidjat és a képidkon az
egyes konfigurdcidk el6fordulasi valészintliségét azonositjuk az elobbi valészintiséggel,
majd az igy kapott statisztikus sokasagra vonatkozo varhaté értéket pedig a teljes
Vilagegyetemre vett térfogati atlaggal. A felfivodésra vonatkozo modellek segitsé-
gével meg fogjuk mutatni, hogy a térkonfiguraciék homogén és izotrép Gauss-elosz-
lasu (normaélis eloszlast) véletlen folyamatok eredményei.

A véletlen mezdk jellemzése Fourier-kifejtés segitségével tehetd meg egyszertien.
Legyen a V térfogati tartoméanyban f(Z) a térkonfiguracid, ennek Fourier-kifejtése

N L ﬁeiﬂf
f@) = W%ﬁfk : (7.2.1)

Az fr = ag + ib; Fourier-amplitidék komplexek; mivel esetiinkben f dimenziétlan,
ezért [fz] =m3?. Tovébbd f valds, tgyhogy f_; = Sl a_p = ap és b =
—bz. Ezek a Fourier-amplitudék az egyes kauzélisan nem Osszefiiggd V' térfogati
tartomanyokban mas-més értékeket vesznek fel. Ha N darab tartomanyban dN
olyan fordul elé, amelyben az értékiik az (aj, ap + dag), (b, by + dby) intervallumba
esik, akkor

dN = NHw(CLE,bE)dCLEdbE (7.2.2)
k
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definidlja a Fourier-egyiitthaték w(ag, by) valészintiségi stirtiségét. Feltettiik, hogy
az egyes k-médusok egyilitthatoi fiiggetlenek. A kozmikus felfiivodas mo-
dellje véletlen mezdket jésol, amelyeknek az a; és by Fourier-egyiitthatdi
fuggetlen, zérus varhato értékii, azonos Gauss-eloszlasi véletlen valtozdk,

wlagby) = %// (7.2.3)
amelyek 07/2 szérasnégyzete csak a hullimvektor nagysagatdl, k = |E|—tél
(izotrép eloszlas). A homogenitast az biztositja, hogy a w siirtiségfiiggvény
az egész térben azonos, nem fiigg a helyt6l. A homogenitas kovetkezmé-
nye, hogy a; és by valtozok o} szérasnégyzete azonos, az izotrépia kovet-
keztében pedig a o} szérasnégyzet nem fiigg k iranyatél, hanem csak an-
nak k nagysagatol. Ahhoz, hogy akar egyetlen kauzélisan 6sszefiiggd tartomanyon
beliil is fel lehessen tenni a Fourier-egyiitthatok fliggetlenségét, az kell, hogy a
fluktuaciok kicsinyek legyenek, amelyeket linedris egyenletek irnak le. Amikor a
fluktuaciok nemlinearisakka valnak, akkor a kiilonb6z6 Fourier-modusok 6sszecsato-
lodnak, mar nem tekinthetok fliggetlen eloszlasiaknak.

Legyen f(Z) véges V térfogatban értelmezett véletlen mez6, a mez6 Fourier-
modusainak f; amplitidoéi pedig normalis eloszlasu, diszkrét, fliggetlen véletlen
valtozok. Ekkor

(fife) = lagag) — (bpbp) + i({agbp) + (bgag,))
= 01355,—5” (7.2.4)
ahol (...) a vdrhato értéket jeloli, fr = a + ib;, ahol ap és by azonos normalis

eloszlast, fiiggetlen véltozok, amelyek szérdsnégyzete o /2 és varhaté értéke zérus.
Mivel [fz] = [ag] = [bz] = m*/?, azért [o}] = m®/2.

Folytonos hatéresetben (V' — 00) a megfelelé formuldk

Bh
@ =/ amp e (7.2.5)

ahol f a megfelel6 véges térfogati Fourier-egyiitthatok V/V-szerese, igyhogy most
[fz] =m®. A valdszintiségi sfirliség véltozatlanul (7.2.3) alakd, az (7.2.4) vérhat6
érték pedig
(fifw) = opd(k+K) (7.2.6)

alakot 6lt, ahol 0(k + k') a 3-dimenziés Dirac-delta. Utébbi dimenziGja [k~3] =m?,
tgyhogy [o7] =m®.

A véletlen mezdk a fentivel egyenértékii modon jellemezhetok a 2-pont tér-
korrelacios fiiggvénnyel:

&(@=y) = (f@FW), (7.2.7)
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ahol figyelembe vettiik, hogy (f(Z)) = 0. Homogén és izotrép térben a korrelacios
figgvény csak az r = |¥ — y] tavolsdgtdl fiigg. A Fourier-kifejtést felhasznélva,

L Bk BE
(T —9) = /(27r)3/2/(27r)3/2 <f13f13f>€k T
d3k d3k/ TN _ikE+ik'y
= /(2%)3/2/(2 EE o2k + k')ekTHikT
/ ord’k RECS)
(2m)?
. 2
— / d(p/ d@sm@/ Ukk dk zkrcos@

/ /Oo O'kk‘zdk’ ka /Oo 0'2]{3261/{? ezkr _ —zkr
N ikr

dkagk?’smkr
~ b k2w ke (728)

A (végtelen térfogatban értelmezett véletlen mezék) térkorreldcids fiiggvényét egyér-
telmtien jellemzi a o} szdérasnégyzet. Helyette azonban a
oik?
272

53 (k) = (7.2.9)

dimenzidtlan szérasnégyzetet szokds megadni; [07 = [07] x [k*] = m*m ™ = 1. A
(7.2.9) dimenzidtlan szérasnégyzetnek fontos jelentése van, amit az alabbi becslésbol
olvashatunk ki:

<(%/d3xf(f))2>l/2 ~ O)8;(k ~1/X), ha V ~ X~ k™5, (7.2.10)

A dimenzidétlan szérasnégyzet meghatarozza a fluktuacidok négyzetes amp-
litiddjanak jellemzd értékét a A\ ~ 1/k méretskdldn. Mdsképpen mondva,
az adott )\ hullimhossznak megfelels V ~ )\* nagysagrendii térfogatra
atlagolt fluktuaciok négyzetes kozépértéke a dimenzidétlan szorasnégyzet
nagysagrendjébe esik.

A (7.2.10) nagysdgrendi becslésnek a beldtdsahoz induljunk ki abbél, hogy

(3] d3:cf(f))2> ~ L] d3y<f<f>f<g>>:% / da [ e
o s oo ke

Végezziik el elészor a V ~ A3 térfogatra az integralt,

<<é/ﬁ%j@02> ~ / ‘Pk /ﬁdu/ dr r2ethre
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1 [a?dk [ 1 i
~ i kT d = (ptkr ikr
/\3/ (2m)? /0 nr ikr(e )

1 /2agd3k /A gy 2 5nkr)
A3 (2m)2 Jo kr

1 47 ° 2 A .
~ ﬁ(27r)2/0 dk kak/o dr rsin(kr), (7.2.12)
ahol
A 27 27 27T
/ dr rsin(kr) ~ k_2/ ds ssins ~ k™2 [sins — scos s} ~ =, (7.2.13)
0 0 0 k
ligyhogy
2
1 1 4rx e 27
— [ daf(& ~ = | dkkoi=5. 7.2.14
(7 ) ) ~ S5 ] vt 2t

AV ~ A3 térfogatban azonban csak a nagyfrekvencias, A\-nal kisebb hullimhosszi médusok adnak
jarulékot a térfogati atlaghoz, ezért a k-integrdl alsé hatdrat 2w /A-nak vehetjiik,

(o)) ~ 3% o

Az integrilhoz a lényeges jarulék k ~ 2w/ kornyékérdl jon (feltéve, hogy a szérdsnégyzet nagy
k-k esetén gyorsan lecseng), ezért ‘713~1 b kiemelhetjiik jo kozelitéssel az integral elé, és akkor a
keresett varhato érték nagysagrendje

<<% /dgxf(f))2> ~ %"fzw/x ~ 07 (k ~1/X). (7.2.16)

Ezt akartuk belatni.

A 07(k) dimenzitlan szérdsnégyzetet az f véletlen mezé eréspektruma-
nak (,,power spectrum”) nevezik. Esetiinkben azt szeretnénk alabb meghatéroz-
ni, hogy a felfuvédés a perturbacidk milyen kezdeti eréspektrumat generalja, azaz
hogy a felfuvddés korszakédnak befejezodése utan milyen a gravitdcios potencial @
fluktuacidjanak, ill. az energiasiirtiség fluktuacidéjanak az eréspektruma. A gravita-
ciés potencidl esetén o7 = |®y|* és a gravitdcids potencidl eréspektruma

‘(I)k|2]€3

272

6x(k) = (7.2.17)

7.3 A perturbacidk er6spektruma a felfavédas inflatonmezos
modelljében

7.3.1 Skalarperturbacidk egyenletei
Ebben a fejezetben a felfuvddas egy-komponensti, lassan gordiilé inflaton-mezon

alapulé modelljében hatarozzuk meg a perturbaciok eréspektrumat. Abbdl indu-
lunk tehat ki, hogy a Vildgegyetemben a ¢(Z,n) inflatonmezé van jelen, amelynek
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klasszikus hatasfunkcionélja

[aov=a (50 0avs - Ve)) = [deviL)  (@30)

a gorbiilt téridoben. Innen az inflatonmezd mozgasegyenlete, a Klein-Gordon-egyenlet
@ szerinti varidlassal adodik,

1 dp
V=99°" Viig) = 0; 7.3.2
T (VIT5) V) = 0 (73.2)
az energiaimpulzus-tenzor, T = (0L/0p )¢ s — 05L, pedig az alabbi alakot Olti:
1

Tegyiik fel, hogy az inflatonmezé a térben homogén ¢o(n) hattér és az arra raépild
0 (Z,n) perturbacio Gsszege,

¢ = wo(n) +dp(T,n), (7.3.4)

ahol n a konform id6 és T egytitt mozgd térkoordinatak. A skaldarmezd perturbacidja
maga utan vonja a

%900 = @*, %9y =0, Ogij = —02%' (7.3.5)

Friedmann- metrika (6.2.24) perturbéciéjat, ill. az invaridns ivhossznégyzet alakjénak
(6.2.25) médosuldsét:

5900 = a22¢, 5902 = CL2B,Z‘, 692] = CL2(2¢(SU + 2E71J) (736)

Ezeket egyrészt behelyettesitjiikk a Klein-Gordon-egyenletbe, masrészt az Einstein-
egyenletekbe, majd linearizaljuk az egyenleteket a perturbaciékban, igy megkapjuk a
hattérre és a perturbaciokra vonatkozo egyenletrendszert. Az inflatontérre és annak
perturbaciéjara vonatkozé egyenletek:

0o + 2995 +a*V,(po) = 0, (7.3.7)
0" + 2900 — A(dp — (B — E')gp) + a*Vp 00
—(3¢ + )l + 2a*¢V () = 0. (7.3.8)

A részletszamolasokhoz sziikségiink lesz még 597 kifejezéseire. Abbél kiindulva, hogy

(Oga'}’ +6goﬂ’)(0976 +6gy,8) = 6%7 (739)
az elsérendii tagokkal bezardlag

Ogavégwg—ktsgo"yogw =0 (7.3.10)
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adddik, ahonnan Ogﬁé—val szorozva mindkét oldalt kapjuk, hogy
6™ = —Ogav5gagog'85. (7.3.11)
Ha az (Z,n) konform koordindtdkat hasznéljuk, akkor innen azt kapjuk, hogy
6% = —a 45900, 0¢9° = a 590, 0gY = —a"*8gij. (7.3.12)
Sziikségiink van még /—g-re. A hattér metrika esetében ez:

\/— det 0g. 5 = +/(a?)* = a". (7.3.13)

frjuk a determindns dg perturbaciéjat

dg aB
d0g = %(59&/3 = Dupdgap = Vg % 89ap (7.3.14)

alakba, ahol D.s a g elemhez tartozé aldeterminans a hattéren véve. Masrészt §/—g =
—0dg9/(2v/=g), Ggyhogy

1 a?
5\/ -9 = @a8< 2 gOO 2 Zégu> = 7(5900 — Z(Sg“) (7315)

Helyettesitsiik be az inflatonmez6 (7.3.4) felbontdsét a (7.3.2) Klein-Gordon-egyenletbe:

2
Bala* 9" o5 + = 5900—25911 9" 05+ a*8g° po.5 +a* °9" 60 5)

+a'V (o) + Vw(@0)5F+ a4Vw(900)590 =0. (7.3.16)

Ez a nulladrendii és az elsé rendii tagokra rendre az alabbi egyenleteket jelenti:
%97 00.6) + a' V. (p0) = 0, (7.3.17)

Oa(
8a<a4ég w05 +at 0g* 5g0g+ 5900—259” 9" 8005)

2
5 (6900 — Zégu #(0) + a*V g (00)dp = 0. (7.3.18)

A (7.3.17) egyenlet bal oldaldn az elsd tag:
af 00
dala* "9 pop) = (a* %9 wp) = (a¢p)
= 2ad +d*p}. (7.3.19)
Ezt behelyettesitve a (7.3.17) egyenletbe, majd elosztva annak mindkét oldalt a-tel megkapjuk
a (7.3.7) egyenletet a po(n) homogén hattérre.

A (7.3.18) egyenlet bal oldaldn a zardjeles kifejezés elsd két tagja:
(a 469010()0/ +at aﬁ&P,ﬂ)
00@/ +at og ﬁ5<p75)/ + &(a%gzo% +at ng&pﬁ)

00 (05900 5 + a* 09" 00 5) = 04
(a*

= (—dg00p + a* 900580/)/ + 9i(dgiospy + a' 09 580,i)
(-
(-

Sg00 + a’0¢’) + 8;(8ginpl — a’dep.;)

a?2¢¢0) + (a°0¢") + 0i(a® B i) — 9;(a’Sp,;)
= 2aa' (=200 + 5¢') + a* (=209 + 6¢') + a*PhAB — a*Adp.
(7.3.20)
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A (7.3.18) egyenlet bal oldaldn a zérdjeles kifejezés harmadik tagja:

1 a
5 o <a2(5900 - 25%) Og 5900,/3)
_ 1 a2(6g _25”)0 00 , /
5 00 ‘ gii) 9 $o
1 i
= 3 ((5900 - zz: 591‘1')%)
1 1! 1 2
= 5(5900 - ZZ: dgii) o + 5(5900 - zl: 89:i)¥0

2
310726 — (60 + 9AB) ¢ + 126 — (60 + 20 E)]f

2 2
= ad'[2¢ — (61 + 2AE)|g) + % 2" — (61 + 2AE") gl + %[2¢ — (69 + 2AE)]pl.
(7.3.21)
A (7.3.18) egyenlet bal oldaldn a negyedik tag:
a2 a2 2 2
7(5900 = 0gi)Ve(po) = ?[a 2¢ — a*(6¢ + 2AE)]V,, (o). (7.3.22)

Ezeket felhasznalva, majd a?-tel osztva mindkét oldalt, az (7.3.18) egyenlet az aldbbi alakot 6lti:

29(—2¢¢0) + 290¢" — (20¢4)' + 09" + WHAB — Adyp
H(290) + @l + a2V (o)) [d — (31 + AE)] + [ — (3¢ + AE) ¢} + a2V 00
= 0, (7.3.23)
ami a hattérre vonatkozd egyenlet értelmében a
29(—2¢¢0) + 290¢" — (20¢4)’ + 09" + WHAB — Adyp
+[p — (3¢ + AE)) ¢ + a2V7%0690
=0 (7.3.24)

alakra egyszeriisodik. A tagok atrendezése utan azt kapjuk, hogy

5" + 29050 — A(Sp — (B = E')) + a*V,pp(00)d¢
—49¢p — 2dpy — 2¢" 04 + 'y — 31 @)
- 0, (7.3.25)

ahonnan a hattérre vonatkozo egyenlet ismételt felhasznalasa utdn a masodik sorra
+2a9V,, (o) — (& + 3¢)' g (7.3.26)
adédik. Ezzel megkaptuk a (7.3.8) egyenletet.

A (7.3.8) egyenlet tetsz6leges koordinatarendszerben érvényes. A mértékinva-
ridns mennyiségekre legegyszertibben gy térhettnk 4t, hogy longitudinalis mértéket
vélasztunk, amikor B=FE =0,és ¢ =, ¢y =V, és dp = dp — (B — E') = dp:

0g" +2990p — Adgp + a?V,,,00
— (30 + @) ¢} + 2a*PV ,(pp) = O. (7.3.27)
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A (7.3.27) egyenletben 3 darab ismeretlen, ¥, ®, és dp szerepel. Zart egyenlet-
rendszert akkor kapunk, ha a (7.3.27) egyenlethez hozzavessziik a perturbaciéban
linearizalt Einstein-egyenleteket.

Az Finstein-egyenletek felirdsdhoz sziikségilink van az energiaimpulzus-tenzor perturbacidja-
ra. Irjuk ezért az energiaimpulzus-tenzort

o
TS = Ty +0Tg (7.3.28)
linearizalt alakba. Az energiaimpulzus-tenzor perturbacidja:
5T = 09°7porp0,8+°9" 0000+ 9" voq0p.
1 1y ~s 1y s
—08 [55975%,7%,5 +5°9" 00005 + 50" 904005 = Vio(po)dp

- oo o 00
= 6°%9%0000,8 +030°9 0.0l + 89 wodp s

ol 00
-85 [5590°(<ﬂ6)2+°g 09"y — Vip(po)dp| . (7.3.29)

frjuk ki ezt az egyes komponensekre:
00
0Ty = 0g™(#0)* +2% 09/
00
—69%(26)% — 29 09’ ¢y + Vi (p0)d

1 1
= Vie(wo)dp + 60’ + 509",

1 1
= Ve(po)dp + 000’ — —d4(, (7.3.30)
00 1
0T = +% @000 = —¢00¢,, (7.3.31)
ST! — 51'1500/2 0005// % s
;= 7035997 (o) + 79 0¢ vy — Vip(wo)de
i1 - _
= =9 {—ga "go0(p)” —a 45‘P/906—Vw(<ﬂ0)5<ﬂ]
= —05[=a7?0(¢p)? + a0 vy — Vie(p0)ogl, (7.3.32)
ahol felhasznéltuk, hogy
dgoo 2a°¢ 2
00 __ - o
o7 = T T T A ——ﬁsb- (7.3.33)

Ha longitudinalis mértéket rogzitiink, akkor ezek az Osszefiiggések megadjdk az energiaimpulzus-
tenzor perturbacidjinak mértékinvarians kifejezéseit, ha ¢ és dp helyére a megfelel6 mértékinvaridns
mennyiségeket {rjuk. Latjuk, hogy W; =0, ha j # i, ezért U = . A (6.2.54) egyenletek jobb
oldalaba behelyettesitjiik az igy kapott 5_Tg komponenseket:

AD —3H(P +HP) = 4nGla®V,,(p0)dp + \op — i Pl (7.3.34)
(@ +9P); = 4nGpydyp (7.3.35)
" + 390 + (26 + H)® = ArG[-D(¥))? + 69 ) — a*V.,(0)09). (7.3.36)
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A (7.3.35) egyenletbdl azt kapjuk, hogy
P +Hd = ArGyydep. (7.3.37)

A (7.3.34) és a (7.3.36) egyenletek azonossdgként teljesiilnek. A ® és dp per-
turbaciokat a (7.3.27) és (7.3.37) egyenletek megolddsa hatdrozza meg. Most is kiilon
vizsgaljuk a rovid fizikai hulldmhosszt, A, < H™' és a hosszihulldmu, Ay, > H™!
perturbécidkat, ahol H~! a gorbiileti sugar nagysdgrendje. A felfivédas sordn a
gorbiileti sugar csak kicsit, a skalafaktor és vele egyiitt az adott k-médus Ay, ~ a/k
fizikai hullamhossza jelentosen megno. FEzért adott k-modus fizikai hullamhossza
lehet kezdetben kisebb, mint a Hubble-sugar, de a tagulas soran tulnéhet rajta. A
Hubble-sugarat altaldban, mint az esemény-horizont méretskaldjat szokas emlegetni.
Az n konform idé névekedtével (a felfivédds sordan) az esemény-horizont konform ko-
ordinataja linearisan csokken, az egyiitt mozgd megfigyel6tol mért fizikai tavolsaga
(kb. H~') alig n6. Meg kell jegyezni, hogy ugyanekkor a részecske-horizont konform
koordinataja n-val linearisan no és ezért az utébbinak az egyiitt mozgd megfigyel6tol
mért fizikai tavolsadga exponencidlisan, a skalafaktorral aranyosan n6. Tehdat, ha az
adott k-mddust perturbéacié hulldmhossza kezdetben kisebb, mint a Hubble-sugar,
azaz rovidhullamu, akkor a felfivéodas soran a hulldimhossz nagyobbd vélik, mint a
Hubble-sugér, azaz a perturbacié atlépi az esemény-horizontot.

A tovabbiakban fel fogjuk tételezni, hogy kezdetben a perturbacidk
amplituddja a leheto legkisebb, azaz a kvantummechanikai vakuumfluktu-
aciokra jellemz6 érték. Ezutan a révidhullamua fluktuacidk fejlodését két
szakaszban kovetjiilk nyomon, amig a hullamhosszuk a Hubble-sugarnal
kisebb, majd amikor a hullamhosszuk meghaladja azt, azaz amikor a per-
turbéacidk ,,atlépik” a (Hubble-, ill. esemény-) horizontot. Meg fogjuk
mutatni, hogy adott k-mddusi (k az egyiitt mozgé koordinatarendszerben
a hulldimszam) fluktuicié amplitidéja a skdlafaktor névekedésével csok-
ken, amig a fluktuacié \,, = 27a/k fizikai hullimhossza kisebb, mint a
Hubble-sugar, azaz amig a fluktuacié rovidhullami, amig — a szokasos
széhasznalat szerint — a fluktuicié nem 1lépi at a (Hubble-)horizontot. A
rovidhullamu fluktuacidk lehetnek klasszikusak és kvantumfluktuaciék. A
klasszikus inhomogenitasok fizikai hullamhossza keletkezésiik idején biz-
tosan kisebb, mint a kauzalisan 6sszefiiggé tartomanyok Hubble-sugarral
jellemezhet6 mérete, igy ezek az inhomogenitasok a tagulas soran lecsen-
genek, mire elérnék a horizontot. A kvantumfluktuaciékkal mas a helyzet:
minden hullamhosszt kvantumfluktuacié kezdettol fogva jelen van a rend-
szerben a hatarozatlansagi relacié altal meghatarozott minimalis amp-
litiidéval, ezért mindig vannak a horizontot ilyen amplitiidéval atlépo6
kvantumfluktuaciék. Megmutatjuk, hogy a horizontot atlépve ezeknek a
most mar hosszihullami fluktuacioknak az amplitiddja a felfuvédas alatt
lényegében allandé marad, csak nagyon lassan novekszik. A felfivédas
végén aztan a hosszuhullami perturbaciok amplitiidéja hirtelen felugrik
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egy olyan konstans értékre, amelyet az amplitidonak és az inflaton-
mezonek az az értéke hataroz meg, amelyet ezek akkor vettek fel, amikor
a fluktuacié atlépte a horizontot. Egytuttal meg fogjuk hatarozni, hogy
a felfuvédas befejezédésekor milyen a fluktuaciok er6spektruma. Ki kell
hangsilyozni, hogy a felfiivodé Vilagegyetem modelljében az eréspektrum
kovetkezményként adédik. Ebben a felfavédasos modell meghaladja a
korabbi 6srobbanasos kozmolégiai modellt, amelyben a kezdeti inhomoge-
nitasok erdspektruma szabadon valaszthato kezdeti feltételként szere-
pelt. Az azonban, hogy mekkora az inhomogenitasok amplitiddja a
felfavédas végén, tovabbra is szabad paraméter marad, amelyre a CMB-
megfigyelések tapasztalataibdl kell visszakovetkeztetni.

7.3.2 Rovidhullamui perturbacick

A (7.3.27) és (7.3.37) egyenletek linedrisak, tigyhogy a perturbécick Fourier-mddu-
saira ugyanilyen alaku, fuggetlen egyenletek dllnak fenn. A megoldasokat dp =
ek és @ = O™ alakban keresve a

Dh + 297, + k*D), + a*V .8, — 4Ll + 2a° PV, = 0,
O+ 9P, = 4rGpyp, (7.3.38)

egyenleteket kapjuk. Legyen a perturbécié rovidhullamu, \,, < H™', azaz k >
Ha ~ |n|7'. Ekkor élhetiink azzal a munkahipotézissel, hogy a perturbaciék Fourier-
amplitidéi vezetd rendben oszcilldlnak, B, ~ et és &), ~ e**7. Ekkor a (7.3.38)
egyenlet alapjan ®;, ~ k~'¢(p,, dgyhogy elég nagy k esetén a (7.3.38) egyenlet
bal oldalanak 6. tagja 1/k faktorral el van nyomva. Masrészt a felfivodéds soran
Vo <V ~ H? ezért a (7.3.38) egyenlet bal oldaldnak 4. tagja sokkal kisebb, mint
a’H?p, < k*p,,, tigyhogy a 3. tag mellett ez is elhanyagolhat6. A (7.3.38) egyenlet
bal oldalénak 5. tagja pedig ~ p2p, rendii, ahol viszont a p, hattér nagyon lassan
valtozik, igyhogy jé kozelitéssel ez a tag is elhanyagolhaté. Ezeket figyelembe véve
a (7.3.38) egyenlet vezet6 rendben

P+ 299, + k*p, ~0 (7.3.39)

alakot 6lt. Keressiik a (7.3.39) egyenlet megoldéséat @, = ux/a alakban. Ekkor u-ra
az aldbbi egyenletet kapjuk:

" 2 a’//

Ha k|n| > 1, akkor a 3. tag a (7.3.40) egyenlet bal oldaldn elhanyagolhaté hiszen
a felfivédas soran aszimptotikusan nagy n esetén a ~ efla; ekkor dt = adn miatt
n ~ [dte st ~ —H e Hat &5 ezért a”/a ~ 2/n*. Ha elhanyagoljuk a (7.3.40)
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egyenlet bal oldalan a 3. tagot, akkor az egyenlet megoldésa
C ,
T R etk (7.3.41)
a

alaki. Ez viszont azt jelenti, hogy a (7.3.38) egyenletben @, gyorsan oszcillal a
©o(n) héttér lassi valtozdsdhoz képest. Elhetiink tehat a @) ~ Be™*" feltevéssel,
és ekkor vezeto rendben azt kapjuk, hogy

+ik®;, ~ 47Gpypy, (7.3.42)

vagyis a gravitaciés potencial amplitudéja is periddikusan oszcillal, csak annak amp-
litiddja 1/k faktorral el van nyomva. Ez indokolja, hogy az elsé egyenletben el-
hanyagoltuk a megfelel6 tagokat.

Az amplitudok nagysdgat a Cj konstans hatarozza meg, amelynek értéke a
kezdeti feltételektdl fiigg. A kezdeti feltételeket illetéen abbdl az elgon-
dolasbdl indulunk ki, hogy a felfivodas kezdetén az inflaton-kondenzatum
és az arra 1l6 zérusponti kvantumfluktuaciék vannak jelen. Ennek szel-
lemében kezdetben az amplituddk a kvantumfluktuacidk lehetséges legkisebb am-
plituddinak, azaz a vakuumfluktudciok amplitidoinak felelnek meg.

Becsiiljik meg, hogy mekkora a skalartér oy, kvantumfluktudcidinak az amp-
litudéja az L fizikai méretskaldn. Képzeljiink el ehhez egy véges V ~ L3 térfogatot,
amelyben a skalartér L hullamhosszi sikhullimmoédusdnak hatasfunkcionalja S =
S/ dt[X 24 .. ] alaku, ahol ¢ a fizikai id8. Itt nyilvan X jatssza a kanonikus koordindta
szerepét, és dimenzi6janal fogva X = L??p; (a Vildgegyetem 3-dimenzids), ahol oy,
dimenziotlan. Ha a skalarmezo zérus tomegt, azaz a sikhulldmok benne vakuumbeli
fénysebességgel terjednek, akkor X ~ cos((2w/L)(x — t)) és a kanonikus impulzus,
P = X nagysigrendileg P ~ X /L. A h = 1 véilasztds esetén a Heisenberg-
féle hatdrozatlansigi relacié szerint 6X P ~ (6X)?/L ~ 1, azaz 60X ~ VIL;
mésrészt esetiinkben X = L*25¢; ~ /L, tgyhogy a dimenziétlan fluktuscié
dpr ~ 1/L amplitidéji. Ez azt jelenti, hogy egy tomeg nélkiili skaldrtér kvan-
tumfluktudcidjanak minimdlis amplituddja forditva ardnyos a fizikal méretskdlaval.
Figyelembe véve, hogy @1 ~ (V/a®) V2 ore™® a Spp ~ (L/a)~325p5 reldciét
kapjuk, ahol k ~ a/L. Ezért ¢, ~ k*?5pz ~ 1/L ~ k/a, tigyhogy

]{2_1/2
oo ~ (7.3.43)

a

adédik. Ez azonos a (7.3.41) klasszikus megoldassal, ha a |Cy,| ~ k=12 kezdéfeltételt
valasztjuk. Latjuk tehdt, hogy a rovid (A, < H~') hulldmhosszi fluktudciék
spektruma a felfivéodas soran valtozatlanul megmarad ugyanolyannak,
mint amilyen spektrum jellemzi a minimalis kvantumfluktuaciékat. A
rovidhullamu fluktuaciok eréspektruma

S50(k) ~  0Rk? ~ |G| K2 ~ S (7.3.44)
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Ha éppen abban az n ~ k~! pillanatban nézziik a k hullimszamnal az eréspektrumot,
amikor a megfelel 2wa/k hullimhossz éppen eléri a Hubble-horizont H ! skélajat,
akkor Ha ~ k és

S50(k) ~ Hitra. (7.3.45)

Azt szokas mondani, hogy a k-mddusi fluktuacio ekkor 1épi 4t a horizontot.

Az eredmény fizikai interpretdcidja az aldbbi. A H~! gorbiileti sugarnél kisebb
méretskaldn mindig hasznalhatunk lokélis inerciarendszert, amelyben a téridé Min-
kowski-féle. Ha ebbdl a vonatkoztatasi rendszerbdl nézziik a perturbacidkat, akkor
barmely Ay, < H~! hullimhosszii perturbécié tgy latja, mintha a téridé Minkowski
maradna, ezért nem valtozik az eréspektrum. Ha a fluktudcidkat a taguld (egyiitt
mozgd) koordinatarendszerben irjuk le, akkor az adott egyiitt mozgé k hulldmszamu
moédus hulldmhossza a felfivédas soran folytonosan nyulik, A\, ~ a/k. Ha tehat
adott, a Planck-hossznal nagyobb fizikai hulldmhosszt figyeliink, akkor az ilyen
hullamhosszon kezdetben jelenlevo fluktudcié helyét atveszi idovel egy olyan fluktua-
ci6, amelynek kezdetben kisebb volt a hullamhossza, mint a Planck-hossz. Ezért a
kiszemelt hulldmhosszon mindig jelen lesz ugyanolyan amplitudéju fluktuacié. Ez
mégsem jelenti azt, hogy sziikségiink lenne kvantumgravitacios elméletre, hiszen az
adott hullamhosszon jelenlevo fluktudcié ugyanolyan, mint a lokdlis inerciarend-
szerben 6roktol fogva jelenlevé ilyen fluktudcié. Az, hogy az egyiitt mozgd ko-
ordinatarendszerbdl gy latjuk, mintha ez a fluktuacié a Planck-hossznal kisebb
hulladmhosszu perturbacié hullaimhosszanak a felfivédéds miatti megnytlasaval jonne
létre, csak a valasztott koordinatarendszernek tudhaté be.

Kordbban (1d. a (4.2.7) egyenletet és az utdna kovetkezd érvelést) belattuk,
hogy a felfivddas soran az energiastirtiség kezdeti klasszikus perturbaciéi elenyésznek,
mert a fizikai hullamhosszuk gyorsabban n6, mint a Hubble-sugar, mikozben az
energiasiirtiség egylitt mozgd koordinatak szerinti gradiense nagysagrendileg nem
valtozik. Mostani eredménytink szerint a kvantumfluktudciok a felfivodas soran
nem enyésznek el, hanem véltozatlan erdspektrummal fennmaradnak, mert ha egy
fluktuacio eltolédik a nagyobb fizikai hullamhosszak irdanydba, akkor a Heisenberg-
féle hatarozatlansagi relacionak koszonhetéen lesz mindig olyan rovidebb hullam-
hosszi fluktuacié, amelyik megjelenik az eltolédott fluktuacio eredeti hullamhosszan.
A fluktacidkat gy szokas emlegetni, mint a Vilagegyetem ,,hajat”. Azt
szokas mondani, hogy a felfiivodas ,,lenyirja a Vilagegyetem klasszikus
hajat” (,,the inflation removes the classical hairs”), ,,de nem tudja lenyirni
a Vilagegyetem kvantumhajat.”

A felfavodas soran Ha = a n6 és az adott k-mddusu perturbacio ,,atlépi a hor-
izontot” (a hulldmhossza nagyobb lesz, mint H~1). Ezutén az a kérdés, hogy a hori-
zonton t1ili méretskalan (,,on the superhorizon scale”) a perturbécié amplitudéja elég
nagy marad-e ahhoz, hogy idével kifejlédjon beldle a Vilagegyetem mai szerkezete.
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7.3.3 Hosszuhullamu perturbaciok

A hosszihullamt perturbaciok fejlodését is a felfuvddas lassa gordiiléses kozelitésében
vizsgaljuk. Ehhez a

dnp=dt/a, X =aX, X"=aaX +da’X (7.3.46)

transzformécié segitségével dttériink elszor a t fizikai idére (a homogén és izotrép
felfivodé Vilagegyetemmel egyiitt mozgd izotrép megfigyelSk sajatidejére) a (7.3.27)
és a (7.3.37) egyenletekben:

0p + 3H3p — a 200 + Vppdip — 4Dy + 20V (@) = 0, (7.3.47)
d+HO = 41Gpodyp.(7.3.48)
A lassu gordiiléses kozelités abban all, hogy a hattérre vonatkozo klasszikus téregyen-

letben elhanyagoltuk a ,,surlodasi tag” mellett a tér ¢y masodik derivaltjat. fgy a
hattérre korabban a

3H¢o + Vo(pe) ~ 0 (7.3.49)

egyenletet kaptuk. Most elhanyagoljuk a 5¢-t és a -t tartalmazé tagokat, valamint
a hosszihullamokra szoritkozva a Ady tagot. Igy nem csillapodé hosszihullamu
inhomogenitasokat leir6 egyenleteket kapunk:

3HOp + Vo + 20V ,(go) ~ 0, (7.3.50)
H® =~ 4rGpodp. (7.3.51)

Osszuk el a (7.3.50) egyenletet V ,-vel,

5p Vo
sH-L + 22292 | 9¢ ~ 0, (7.3.52)
Ve o Vo
majd vezessiik be az
op
y = 7.3.53
ey (7:3:53)

1j valtozot. Ekkor

5 500
§ = ©  Veppody (7.3.54)

V(o) [Vie(@o)l*

ahonnan

590 . Vsogo%bo(s 1%

Ve - T (7.3.55)



amelynek segitségével a (7.3.50) egyenlet

+20 = 0 (7.3.56)

VW@0580 ] + V,SDSD&P
[Vie(0)]? Vi

alakot olt. Madsrészt a (7.3.49) egyenletbdl V., ~ —3H¢, adddik, amit behe-
lyettesitve a (7.3.56) egyenletbe azt kapjuk, hogy a d¢p-vel ardnyos tagok kiejtik
egymast

3H[y+

3Hy+20 = 0. (7.3.57)
A (7.3.51) egyenletbe bevezetve az 1j y véltozdt, az adddik, hogy
H® =~ 471GV (o)poy = 4rGVy. (7.3.58)

Szorozzuk a (7.3.57) egyenletet H-val, fejezziik ki bel6le 2H ®-t és tegyiik egyenlové
a (7.3.58) egyenlet jobb oldalan all6 kifejezés 2-szeresével:

2H® ~ —3H%*j=8rGVy. (7.3.59)

Lasst gordiilés esetén ¢? < |V, tgyhogy 3H? ~ 8tGV (py). Haszndljuk ezt fel és
irjuk, hogy

TGV (o)y ~ 8StGVy, (7.3.60)
ahonnan rendezés utan kapjuk, hogy

0 ~ 8rG(Viy+Vy),

(7.3.61)
azaz
d(yV)
—Z 2 =~ 0. 7.3.62
o ( )
Ennek az egyenletnek a megoldasa
A
Yy ~ , 7.3.63
Vie) (7369
ahol A =all. A nem csillapodé k-mddus tehat
V
oo = A2, (7.3.64)
V ®o
47TG@0V
o, ~ A £ 7.3.65
K H OV ( )
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Figure 14: Az inflatonmezd k-moédusa amplitudéjanak valtozasa a novekvd a
skalafaktor fiiggvényében.

A felftvddés sordn @g ~ V.,/H, Ggyhogy ¢o/H ~ =V, /3H? ~ =V, /87GV és ezért

1 VN2
By ~ —§Ak(—*°> (7.3.66)

%

Az inflatonmez6 k-mddusa amplituddjanak viselkedését a novekvo fizikai id6, pon-
tosabban a novekvo a skalafaktor fiiggvényében a 14. dbra mutatja.

®o

Amig a k-mdédus révidhullami fluktudcid, addig oszcilldl és amplitiddja 1/a-
val ardnyosan csokken. Amikor a hullimhossz az a, ~ k/H skélafaktornél eléri a
gorbiileti sugar értékét, azaz az inhomogenitas atlépi a horizontot, akkor az inho-
mogenitds amplitidéja a k=2 /a; értékrol ~ V,/V-val ardnyosan nagyon lassan
novekedni kezd. FEz a novekedés addig tart, amig a lassu gordiiléses felfuvddas
feltételei teljesiilnek. A felfivodas végén (a ~ ay) ezek a feltételek mér nem
allnak fenn és V,,/V és vele egyiitt a fluktudcié amplitidéja is ugrdsszertien megno,
V,/V ~ O(1) értékii lesz. Hatvanyfiggvény alaki V' ~ ¢™ potencial esetén a
novekedés oy ~ 1/pq szerinti, py csokkenése miatt. Az Ay integraciés dllandét
az hatdrozza meg, hogy a horizonton torténé dthaladas pillanatdban (amikor a =
ar ~ k/H) az amplitidé egyezzen meg a k-mdédusi minimdlis amplitidéji kvan-
tumfluktudciokéval:

/2 V(o)
Son ~ ~A (7@ ) ,
ok ag k V(QPO) a=ai~k/H
k12 1 V(o)

(7.3.67)

)

o~ D)
‘ ar \V,(90)/ a=ap~k/H
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A horizonton tuli skéldn (amikor a > ay ~ k/H) &5 ~ Ay nagysdgrendii lesz és a
metrika skaldrfluktuaciéjanak erdspektruma

k V(@o) V(SOO) _ V3/2(<P0)
Solk) =~ Ak3/2~—( ) N(H ) Nm1(7> |
o)~ AR~ T o) e~ IV o)) ke ™ P\ TV 00) i

(7.3.68)

ahol felhasznéltuk, hogy a lassti gordiilés feltételei mellett H ~ mp;v/V. Tegyiik
fel, hogy a potencidl V' = (1/n)A¢", ekkor

V32(p0) [Viplio) ~ A3 ()5 (7.3.69)
Hasznaljuk most fel a skalafaktor
47 _
alt) = aexp( ol — (1)) ~ exp(~(n/mymite(n) (7.3.70)
nmp,
valtozasat, amelybdl
2
nm
wa(t) = o, — 47TPl In(a/a;) (7.3.71)
ill.
2 o | MMy nmp,
A = @yt T nlagfa) ~ " Infag /o) (7.3.72)

ha felhaszndljuk, hogy az inflicié végére g lecsokken O(mp;) értékre, mig ar/a
éridsi szam és a logaritmusa In(as/a) > 1. Innen azt kapjuk, hogy amikor a k-
modus atlépi a horizontot, azaz k ~ Ha teljesiil valamilyen a, és Hj mellett, akkor

n+42

da(k) ~ mpi A\ ()T

~ mpt A2 (In(ay /ay)) T
k~Ha

n+2 n+42
4

H e
N m;ll)\l/2<ln%> Nm;ll)\l/2<ln()\thk)) T (7.3.73)

ahol \pp, ~ ar/k a k-médus fizikai hulldimhossza az inflacié végén.
A metrika skalarfluktuaciéinak spektruméra vonatkozo

n+2

So(k) ~ m;ll)\l/Q(ln(Athk)) ' (7.3.74)

becslés meglehetdsen altalanos és fiiggetlen attol, hogy milyen részecskefizikai elmélet
(ill. kvantumtérelmélet) torvényei mitkodnek a felfivédéds hatterében. A spektrum
tehdt lassan, logaritmikusan n6é a nagyobb hullimhosszak felé haladva. Amig a
metrika fluktuacidéinak spektruméara vonatkozé becslésiink nagyon szilard alapokon
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A

- a
H 1 H 1_f )\ ph
q;
Figure 15: A gravitdcids mez6 fluktudcidinak dq (k) er6spektruma a A\, ~ a/k fizikai
hulldmhossz fliggvényében (mp; = 1 egységekben).

all (,,robust”), addig a fluktudciék amplitidéjat nem tudjuk pontosan megmon-
dani a részecskefizikai elmélet hianyaban. Ez szabad paraméter a felfivdédas mo-
delljében, amelynek értékére a tapasztalatok alapjan lehet visszakovetkeztetni. To-
meges, nem Onkolcsonhaté inflatonmezo esetén V' = %m2g02 és a metrika skalarfluk-
tuacidinak spektruma

(Felftivédds sordn a skalafaktor novekedésének nagysagrendje ay/a; ~ eflits > 1033
azaz H;ty > 75.) Galaktikus skdlan In(\,,Hy) ~ 50 [1], és a CMB tapaszta-
latai alapjan a gravitaciés potencial fluktuaciéinak amplitiudéirdl tudjuk, hogy ~
O(1) - 1075 nagysagrendiiek. Igy az inflatonmez6 tomegére az m ~ 10~ mp; ~ 1013
GeV becslést kapjuk. A felfuvédas végére pg ~ mp; értékre csokken, igyhogy az
energiasiriiség ekkor kb. € ~ m?*m%, ~ 107 "2¢,;, ahol ep; = m},.

7.3.4 A felfivodas szerepe

Joggal feltehetjiik a kérdést, hogy vajon a viakuumfluktuaciok felnéhettek
volna akkor is olyan nagyokka a rekombinacié idejére, amekkoranak a
CMB-megfigyelések mondjak oOket, ha nem lett volna felfivédas, azaz
ha a Vilagegyetem mindvégig lassulva tagult volna. A valasz az, hogy
nem. A lényeg az, hogy lassuld, ill. gyorsulé tagulds esetén a H—! = a/a Hubble-
sugar rendre gyorsabban, ill. lassabban nd, mint az a skalafaktor. Adott k-mdédusiu
fluktuacionak a fizikai hullaimhossza viszont az a skalafaktorral ardnyosan né, azaz
lassulva taguld Vilagegyetemben lassabban, gyorsulva tagulé Vilagegyetemben gy-
orsabban nd, mint a Hubble-sugar. Ezért a lassulva tagulé Vildgegyetemben a kvan-
tumfluktudcidék okozta inhomogenitasok sohasem fogjak atlépni a horizontot, azaz
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fizikai hullamhosszuk mindig kisebb marad, mint a Hubble-sugar, és végiil, mint
rovidhullamu fluktuacidk, el fognak enyészni. Ezt szemlélteti a 16. abra. A kvan-

H~Y

a, a
Figure 16: Adott k-modust fluktuacio fizikai hullamhosszanak és a Hubble-sugarnak
a valtozasa az a skalafaktor fiiggvényében lassulva tdgulé (szaggatott vonal) és gyor-
sulva tagulé (folytonos vonal) Vildgegyetemben.

tumfluktudciok Gauss-eloszlasiak. A felfivodas nem noveli meg, hanem lényegében
valtozatlanul hagyja a fluktuaciok amplituddjanak nagysdgrendjét. Ezért a fenti
linearis kozlités alkalmazhato a teljes felfuvddasi szakaszban. Akkor viszont a kiilon-
boz6 k-moédusu fluktuaciokra vonatkozé egyenletek szétcsatolédnak, azaz az egyes
modusok fiiggetlenek maradnak. Ezért a fluktuacidk tovabbra is Gauss-eloszlastak
maradnak. A felfuvédas csak az er6spektrumukat valtoztatja meg, az eloszlasukat
nem.

7.4 A kozmoldgiai perturbaciok kvantumelmélete
7.4.1 A kvantumtérelméleti modell

Ebben a fejezetben a kozmoldgiai perturbacidkat a kvantumelmélet alapjan téargyal-
juk. Feltessziik, hogy az inflatonmez6 egy Born-Infeld-féle, magasabb derivaltakat
tartalmazé hatéds altal definidlt skalartér. Ennek a kondenzatuma vezérli a felfuvo-
dast. A klasszikus hatés

S = / p(X, o)/ —gd'z, (7.4.1)

ahol
1

X = §gaﬁg07a<p,5 (7.4.2)
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és a p(X, p) Lagrange-siirliség egy olyan idedlis hidrodinamikai folyadék nyoméasanak
tekintheto, amelynek energiaimpulzus-tenzora

Ty = (e+p)uug — pdg, (7.4.3)

négyessebessége

Uy = (7.4.4)

és energiastrisége
e = 2Xpx —0p, (7.4.5)

ahol p x = 0p/0X.

Ez az elméleti keret a felfuvddasi modellek egy széles osztalyat képviseli. Egytt-
tal ramutat a hidrodinamikai potencidlaramlas és a klasszikus skalarmezo kozti
analégiara. Ebben a keretben minden olyan felfivédasi modell benne foglaltatik,
amelyben a felfuvodast egyetlen skaldrmezé kondenzatumanak idobeli valtozasa
okozza.

e Ha p = p(X) csak X-t6l fligg (k-inflacié), akkor az energiasiirtiség € = €(X)
is csak X fliggvénye, és sok esetben ez a fliggés olyan, hogy a (7.4.5) egyenlet
atalakithaté p = p(e) alaku allapotegyenletté. Ha pl. p ~ X" akkor € =
(2n — 1)p, igy pl. p ~ X? esetén p = ¢/3, ami az ultrarelativisztikus idedlis
folyadék allapotegyenlete.

e Ha p a ¢ skalarmezotdl is fligg, akkor X és ¢, mint fliggetlen véltozok sze-
repelnek p-ben, és az e energiasiriiséget nem tudjuk csak p-vel kifejezni. A
hidrodinamikai analégia azonban ekkor is megvan. Pl. magasabb derivaltakat
nem tartalmazé, V(p) potencidllal jellemzett skaldrtér esetén p = X — V(p)
ése=X+V(p).

7.4.2 A Friedmann-féle hattér és a linearis perturbacidk egyenletei

Az elso 1épés az, hogy levezetjiik a fluktuaciékra vonatkozé egyenleteket. A hattér a
homogén és izotrdp, taguld Vildgegyetem, amelyet teljes egészében jellemez az a(n)
skélafaktor és a ¢o(n) skalarkondenzétum valtozasa az n konform id6 fliggvényében.
Hasznéljuk fel a (7.3.46) transzformaciés képleteket. Sik térgeometridju (k = 0)
téridében a (2.3.13) Friedmann-egyenlet

8tG 8T
2 2 2
3] = —q = —0q 7.4.6
3 €0 3m%, 0 ( )
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és a lokélis energiamegmaradast kifejezé (2.3.20) egyenlet (az energiaimpulzus-ten-
zorra vonatkozé konzisztencia-egyenlet)

€ = €xoXp+ €popy = —39(e0+ po) (7.4.7)
alakot 6lt, ahol Xy = 0 ¢y = ¢(Xo,00) = Xo + po és po = p(Xo,00). Tovibbi

hasznos osszefuggest kapunk, ha a (7.4.6) egyenletbél kifejezziik ey-t és behelyettesit-
jik a (7.4.7) egyenlet bal oldalaba:

3

_ 2
o= 87TG(12‘sﬁ ’
! 3 AV a’ ? 3
€ = %(—261 a (E) + S Ca 2253.6 = -39(e+p),
(7.4.8)
ahonnan
9 — 5 = —4nGad*(ey + po) = —4mmp; (o + po). (7.4.9)

[rjuk fel ezek utén a skaldrperturbdcidkra vonatkozé egyenleteket.

A legegyszerilibb, ha megint longitudinalis mértéket hasznalunk, amikor — mint azt korabban
lattuk — az invarians ivelemnégyzet alakja:

ds? = a®(n)|(1+2®)dn* — (1 — 2W)5da’ dz"|. (7.4.10)

Ha a hidrodinamikai analdégia alapjén dolgozunk, akkor a (6.3.2) egyenletekbdl kiolvashatjuk az
energiaimpulzus-tenzor skalarperturbaciéjat:

STy = Je,
ST = (eo+ po)ouoéui,
§T) = —6'0p, (7.4.11)

ahol felhasznaltuk, hogy a~'dug + adu’ = a=*dug + a09006u0 = o~ Youg - a~'ouy = 0, tovabba,
hogy a perturbdlatlan 3-assebesség az egyiitt mozgé rendszerben zérus. Irjuk a skaldarmezot ¢ =
©wo(n) + d¢ alakba, ekkor

0 _ ©o
U - )
v2Xo
dp
U; = (5’(1,1': 18 5 (7412)
2Xo
tovabba linearis kozelitésben
de = €x06X + €00, (7.4.13)
ahol
1 00
0X = 569™(w0)* + 9 wod¢’
1.4 00 00
= 2(0 )?6900(¢0)* + %9 @40¢’
145 00 _ 00
= —5'9 a a’2®(ph)” + 9 oy
- 2X0( <I>+5i) (7.4.14)
©0
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mivel 6¢g*F = —Oga'yégwogw. Miésrészt €' (7.4.7) kifejezésébdl

X, 3
o = —exo_39(0tpo) (7.4.15)
%0 o

Ezeket felhasznalva kapjuk, hogy

de = €x0X +e€,0p

1)
ex0X + <_6,XX6 —39(eo +Po)) 90_%)
0

) )

= ex (5)( - Xé—f) — 39 (€0 + po) 2. (7.4.16)
Yo Yo

Vezessiik be a hidrodinamikai analdgia szerinti ¢s hangsebességet, ami valéjaban a skalarmezdben

a hulldmterjedés sebessége (kanonikus skaldrmezd esetén ez a vdkuumbeli fénysebesség, ¢; = 1):

2 p.x €0+ po
p— —_— 7.4.17
= e (7.4.17)

ahol felhaszndltuk a (7.4.5) Osszefliiggést. Ekkor azt talaljuk, hogy

+po [ 60X X dp dp
STO = de=2 = 0¥ 3 —
0 € Cz 2X0 2X0 QD{) 5(60 +pO)SOIO
€0+ po ( o' X 59@) ¢
—b 4+ —— — — | —39(eg + —. 7.4.18
Itt Xo = 55 ()2 és
1 1
Xy = ﬁ&%%’ - Eal%a
X/ /!
0 - <P_9 - ‘55
2Xo ©o
_Xp o ( _‘P_3)5_‘P. (7.4.19)
2X0 ¢ ©o) ¢’
tovabba
5o\’ 5o whde
(—,) - A (7.4.20)
Yo Yo (¢0)
ugyhogy végil
5 X§ Gy 5o\ | #hde ¢\ 0
et T oox o - et )ttt \ ) o
Yo 0 Yo Yo (¥0) Yo/ Po
AN
- <—<f7> + 92, (7.4.21)
Yo 0
amit felhasznalva azt kapjuk, hogy
+po [0\ | .o¢ S
5TY = 2 K—) + 89— —®| —39(eo + po)—. 7.4.22
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Nézziik most az energiaimpulzus-tenzor masik, fiiggetlen komponensét:

00
0o _ o 009 o 000 ¥y 0pi _ 0 / ]
0Ty = (eo+po)'g “uodui = (€0 +po)g X VaX = (€0 +po)ogoo( ,)2%5@,1
1
- (eo+po)(w—f) . (7.4.23)
0/ i

Vegyiik tovabba észre, hogy 5T]? nem diagondlis komponensei nullak, ami a longitudinalis
mértékben azt jelenti, hogy a metrika skaldrperturbacidja a ¥ = & egyetlen mértékinvarians
paraméterrel jellemezheto.

Longitudinalis mértékben annyi a dolgunk, hogy dp-t azonositjuk a mértékinvaridns dp
perturbaciéval, majd az energiaimpulzus-tenzor igy kapott mértékinvaridns komponenseit behe-

lyettesitjiik a (6.2.54) egyenletekbe. Ekkor (az elsd kett6bdl) az aldbbi egyenletek adddnak a ® és

&y ismeretlen perturbacidkra:

11/6p\ oo o
AD —35(P + H) = drmpa®(e +po){—2 [(£> + 92— } - 336—‘?},

Cs L\ %o %o %o

(7.4.24)
/ -2 2 @
(P +57J‘I))1Z = 4dmmpja (0 + po) (?) ) (7.4.25)
0/ i
de —perturbaciékrél 1évén szé — a masodik egyenlet azonnal atirhaté az alabbi alakba:
' -2 2 %

' +Hd = drmp;a(ey + po) (7.4.26)

©o

A tovébbiak céljabodl érdemes ezeket az egyenleteket még tovabb alakitani.
Helyettesitsiik be &' + HP kifejezését a (7.4.26) egyenletbdl a (7.4.24) egyenlet bal oldaldba, ekkor

-2 2
np _ AmmE izgo +po) (55’+526—ﬁ¢> (7.4.27)

adédik, ahol 6 = &/ ¢p- Helyettesitsiik itt a jobboldali kerekzardjeles kifejezésben $® helyére a
(7.4.26) egyenletbdl kapott 4mm p7a?(eg +po)d — @ kifejezést, majd hasznéljuk fel a hattér Hubble-
paraméterére vonatkozé (7.4.9) egyenletet, amelynek segitségével a jobboldali kerekzérdjeles kife-
jezés

98 + 926+ 96 = (95 + D). (7.4.28)

[gy a metrika mértékinvarians skalarperturbaciéjara a

4ra®(eg +po) [ . O !
ADd = —( — + (I)) 7.4.29
m%’lcgﬁ 9 ©0 ( )

egyenletet nyerjik.
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A (7.4.26) egyenletet a kovetkezdképpen alakitjuk 4t. Szorozzuk az egyenlet mindkét oldalét

$H-val,

H(P' +HP) = drmpia®(e+ p)Ho,

(7.4.30)

majd adjuk hozzd mindkét oldalhoz a 47wmpia®(eq + po)® tagot, és a bal oldalon haszniljuk fel a

(7.4.9) Osszefliggést,
D +9) + (92— 0P = drmpld®(e +p)(H6 + ).

Az igy kapott egyenlet mindkét oldalat szorozzuk a?/$H>-tel:

/ / -2 4
a2(%+2¢—%@) = %ﬁm(ﬁw&).

Vegyiik ezutan észre, hogy

(a2_<1>>/ _ 2ad'® a’d’ B a2®H’ 902 + a?d’ B a2®H’
5 - -

+ [
9 9 9H? 9 9H?
pontosan megegyezik az egyenlet bal oldalan allé kifejezéssel.

Végiil tehat a (7.4.26) egyenlet az alabbi alakot olti:

(@)’ _ 4ma’(e + o) (5@

-—+®)
9 m%l.ﬁ? ©0

Végiil a (7.4.29) és (7.4.34) egyenleteket atirjuk az
m}a/lzéb
4 (eo + po)'/?’

/
voO= m;?pa E,X<@+ %CI))

1j valtozokra vonatkozd egyenletekké:

csAu = z(g>,
z

U /
CsU = 9(5),

ahol

2 1/2 1 1 ~1/2
Z:a(eo+p0) C h= _ /8_7T_(1+@> _
Csﬁ Cs2 3 a €0

Vegylik észre, hogy a ,,hangsebesség”

o e+p _ [a*(e+p)  ale+p)'/?
° 2Xo€ x (0)%e x VoEX
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(7.4.33)

(7.4.34)

(7.4.35)

(7.4.36)

(7.4.37)

(7.4.38)

(7.4.39)



A (7.4.34) egyenletet a kovetkezOképpen alakitjuk &t,

4 + _ / 2(1)
(o) - (w33)
mp; Ny H ™
a*(e+p) w B 1/2a<1)
Ney  aEx a Pl 47$H
1/2
oy 9 a mp/l P
° a?(e+p)V/2\ 4719 ’
li
csv = 9(%) . (7.4.40)
A (7.4.29) egyenletet a kovetkezOképpen alakitjuk 4t:
/
mp' A a®(e +p) Bl (6— ©0 (I))
47 (e + p)t/? sz 2626)(e + p) /2 k) ’
1/2 !
CsA’LL = (E +p) <£ v )
Csf.) 906 a,/€ X
B 505 / B v /

Az aldbbiakban el6szor megkeressiik a perturbédciékra vonatkozé (7.4.36) és
(7.4.37) klasszikus egyenletek megoldasat. Ezt kovetden kvantéljuk az u és v tereket,
és meghatarozzuk a kvantumfluktuaciok spektrumat. A linearis kozelitésnek koszon-
hetoen az u és v terek egyszertien kvantalhatok.

7.4.3 A klasszikus egyenletek megoldasai

Ha kifejezziik a (7.4.37) egyenletbdl v-t és behelyettesitjiik a (7.4.36) egyenletbe,
akkor zart egyenletet kapunk u-ra:

9//

u” — EAu — U= 0. (7.4.42)
A mondottak értelmében
i
du = | ()] [(ﬂ
= z[0u —ud] = —uf"
= lu — zub”, (7.4.43)
Cs
ahonnan atrendezés utan
u”" —EAu—cozuf’ = 0 (7.4.44)

adédik, ami éppen a keresett (7.4.42) egyenlet.
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Mint kordbban lattuk (Id. a (6.3.28) egyenletet) a (7.4.42) egyenlet hidrodi-
namikai modellben tetszéleges allapotegyenlet esetén fennall. A (7.4.42) egyenletnek
a k (egyiitt mozgd) hulldmszamu, révidhullamu (c2k% > |0”/6|) sikhullim megoldésa

S

C
u R exp(ﬂ:z'k/cﬂn), (7.4.45)
ahol C integréaciés dlland6. A hosszihulldmu (c2k? < |0”/6|) megolddsok pedig

dn
u =~ Cle + Cge o ﬁ + O((k‘?])2) (7446)
alakuak, ahol C] és Cs integracios allandok.

Ha a (7.4.42) egyenletet megoldottuk u-ra, akkor a perturbécié keltette gravité-
ciés potencial a

® = drmp(eo + po)?u (7.4.47)
kifejezéssel hatarozhaté meg. Az inflatonmezd perturbacidjat pedig a
P)’ 0
'+ HP = % = drmpia®(e +p0)_g,0 (7.4.48)
0
egyenletbol hatarozzuk meg:
— m%,(a®) m2,(® + H®)
bp = — 2 = PO L T, 7.4.49
7 4rad(ey 4 po) " ° 4m(eo + po) 70 ( )

ahol H = a/a a Vildgegyetem tagulasat jellemz6 Hubble-paraméter. Ha figyelembe
vessziik, hogy

1 )
€0+po = 2Xopx = g(%)zp,x = sogp,x, (7.4.50)
akkor
® = drmp po/Px, (7.4.51)
és
— o+ HP
b = m%H—m—. 7.4.52
i Pl47TS00P,X ( )

Helyettesitsiik be ide a (7.4.45) megoldast, akkor a révidhulldmu sikhulldmu
perturbaciokra a kovetkezo adodik:

O w~ 4wm;}/20¢0,/11—xexp(ﬂk / dt%), (7.4.53)

2
5o o~ Tl (ﬂkﬁ FHA ) exp (ﬂk/dt%). (7.4.54)
\/CsD, x Cs a
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A (7.4.42) egyenlet hosszihullami megoldasai (6.3.30) alakiak:

o ~ AmE}/Q%G / adt) :Am;;ﬂ(l - g / adt), (7.4.55)
50 Amypo (d2 ad ) (1 )

=~ dntea tom\ae T aat)\a : 4.
¢ 4m(€o + po) \dt? o a/adt (7.4.56)

Az utébbi egyenlet jobb oldaldn

()3 fon) = (52 )=l o

amit visszahelyettesitve az adodik, hogy

_ Am2,o0H (1
55~ _L(—/ dt). 7.4.58
Y 4m(eo + po) \a “ ( )

A Vildgegyetem taguldsat meghatarozé (7.4.9) egyenletet a (7.3.46) transzformacioval
a fizikai idére attérve

i (it ,
5_<5> —H = —drm2(eo + po) (7.4.59)

alakra hozhatjuk, ahonnan latjuk, hogy —ﬁ.ﬂ)o) = mp;. A skaldrmezd hosszihul-

lamu perturbacidjara tehat azt kapjuk, hogy

_ 1
5~ Ag / adt. (7.4.60)

Hogyan is fejlédik a felfivodés soran valamely (adott k-moédusi) perturbaci6?
Amig a perturbécié révidhullamu, addig oszcilldl, ezt mutatjdk a (7.4.53) és (7.4.54)
megoldasok; a gravitacios potencial @g-tal aranyos és lassan né a felfivodasi szakasz
vége felé; ugyanakkor a skalarmezé perturbaciéjanak amplitudéja a skalafaktorral
forditott aranyban csokken. Amikor Ha ~ csk lesz, azaz a perturbécié hosszihulla-
muva valik, akkor a perturbécié tovabbi idébeli fejlédését a (7.4.55) és (7.4.60)
megoldasok irjak le. Ha teljesiilnek a lassu gordiilés feltételei, akkor ezeknek a
megoldasoknak az alakja tovabb egyszertisodik. Egymast koveto parcidlis integrala-
sok segitségével a kovetkezo sorfejtést kapjuk:

1 1 d 1
—/adt: —/aﬁz—/l-H‘lda
a a a a

1 ra 1

_ -1 _ - hd —1\e — -1 _ - —1 —1\e

= H a/a(H)da H a/H (H™")*da
1

_ -1 _ - . —1 —1\e

- H a/lH (H™)*da

= H_l_%&H_l(H_l).—l—é/a[H_l(H_l).]'



ahol a gorbiileti sugar derivaltja szerint halad a sorfejtés. Az utolsé tag lebomlik a
felfuvodas soran, elhanyagolhatjuk. Ezt felhasznalva, vezeté rendben azt taldljuk,

hogy

O~ Amp2(H™)* = —Amj, 5o~ A%. (7.4.62)
Ez a kozelités csak addig alkalmazhaté, amig a lassi gordiilés feltételei teljestilnek. A
felfivédas végén bekovetkezo oszcillacios szakaszban a (7.4.55) és (7.4.60) megoldé-
sok eredeti alakjat kell hasznalni. Ebben a szakaszban Ap™ alaku inflatonpotencidl
esetén a skalafaktor a(t) ~ t¥ alakd hatvanyfliggvény-viselkedést mutat, ahol n = 2
esetén (Id. a felfivédésrol szol6 részt kvadratikus potencidl, azaz nem énkolesonhatd
inflatonmez&s modell esetén) v = 2/3-nak adddott; kvartikus potencidl (n = 4)
esetén v = 1/2. Ebben a szakaszban a (7.4.55) és (7.4.56) Osszefliggésekbél

Aml_Dll/2 50 ~ Aot
) SO ~ )
v+1 v+1

~
~

(7.4.63)

ami azt jelenti, hogy a gravitacios potencial perturbaciéja befagy, amikor megtorté-
nik a szerencsés kimenetel a felfivédasi szakaszbol. Ezt kovetéen az inflaton-konden-
zatum energidja atalakul ultrarelativisztikus anyag (lényegében zérustomegiinek te-
kinthet& részecskék sugdrzasi) energidjava a felfiités (és az el6fiités) soran, aminek
kovetkeztében a skélafaktor a(t) ~ t'/? id6fiiggés szerinti skéldzasra valt &t (hiszen
megvaltozott az dllapotegyenlet, w = 1/3). A gravitdciés potencidl tovabbra is
marad befagyott allapotban, az 1j allapotegyenletnek megfelel6

d ~ ZAmp (7.4.64)

értéken. A felfivddasi szakaszban érvényes (7.4.62) Osszefiiggések alapjan meg-
becsiilhetjik az A integraciés allando értékét az inflatonmez6 fluktuaciéjanak azon
amplitiddja alapjan, amit akkor vesz fel, amikor a perturbacié atlépi a Hubble-
horizontot, azaz hosszihullamuva valik:

Hop
A~ —22 , (7.4.65)
Pompy csk~Ha
amit felhasznalva kapjuk, hogy a horizonton toértént atlépés utéan
2 2 Hép
O~ SAmpi S . (7.4.66)
3 3 Spompl csk~Ha

Ez a képlet dsszhangban van a kordbbi (7.3.64) becsléssel, és azt mutatja, hogy a
gravitaciés potencial perturbacidéjanak amplitidéja a sugarzasi korszakban csak 1
nagysagrendli szamfaktorban kiilonbozik attol az értéktol, ami a felfuvddas végére
mar kialakult.
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Ahhoz, hogy meghatarozzuk a gravitacios potencial amplituddjat a felfuvodast
koveto sugarzasi korszakban, elegendd ismerni, hogy mekkora az inflatonmezo per-
turbacidéjanak az amplitudéja abban a pillanatban, amikor a perturbacié atlépi a
horizontot (ld. a (7.4.66) egyenl6séget). Ezt a kvantumfluktudciok hatdrozzak
meg. Az is kérdés azonban, hogy melyik mértékben kell dp-t a kanonikus véltozdval
azonositani, mert ez a vélasztds kiillonboz6 szamfaktorokat eredményezhet az amp-
litidd becslése soran. Ez nem meglepd, mert a horizont atlépésékor nem tekinthe-
tink el a metrika perturbaciojatol, igy a Minkowski-metrika, mint kozelités, nem
alkalmazhaté. Ahhoz, hogy a mértékszabadsagot helyesen kezeljik, sziikség van a
perturbaciok kvantumelméletére, vagyis az inflatonmezo kvantumelméletére.

7.4.4 A perturbacidk kvantalasa

A kozmikus perturbaciok kvantumelméletéhez tobb lépésben jutunk el.

e Az S = Sgy + Siny hatds, amibdl kiindulhatunk, az Spy = [d*z/—g
R Einstein-Hilbert-hatds és a skaldris inflatonmezére vonatkozé S;,; hatés
Osszege, amelyet az id6t6l fiiggd hattér (a Friedmann-metrika és az inflaton-
kondenzatum) koriili perturbaciékban sorba fejtiink, majd a masodrendii ta-
gokkal bezarolag 6rizziik meg a tagokat. Ezt a programot azonban lerovidithet-
jik, ha eleve a perturbaciokra vonatkozd, az el6zéekben mar levezetett li-
nearizalt klasszikus mozgasegyenletekbdl indulunk ki, és olyan hatast szerkesz-
tink, amelybol ezek az egyenletek a legkisebb hatas elve alapjan visszanyer-
het6k. Nem nehéz beldtni, hogy a (7.4.36) és (7.4.37) egyenletek az alabbi
alakt hatasbol nyerhetok:

/dndgx[<g>/é<%> —5¢ 2(Au)Ou + 20 200v|.  (7.4.67)

Itt O = O(A) egyelére meghatédrozatlan, id6tol fliggetlen operator, ahol A =
V? az egyiitt mozgé koordinatdkban, 3-dimenzids térben felirt Laplace-Beltra-
mi-operator, formdlisan a 3-dimenzids V kovaridns gradiens négyzete (konkrét
alakja attol fligg, hogy milyen a tér: lapos, gdmbi, vagy hiperbolikus).

Csakugyan, az els6 funkciondlis derivaltak eltlinését kovetelve visszakapjuk a mozgasegyenle-

teket:
88  1.(v\ . NN
0 = 50 = 50( ) — ¢i0(Au) = ¢;0 {z(;) - cSAu}, (7.4.68)
!
0 — ﬁ = —lo< ) + CgOA’U = CSO [9(2) + CS’U:| . (7.4.69)
ov z 0

Itt szokds az u teret kifejezni a (7.4.36) klasszikus téregyenletbol,

u = EA—1<§>/ (7.4.70)

Cs
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és az eredményt behelyettesiteni a klasszikus hatas kifejezésébe, ami igy kizaro-
lag a v tér funkcionaljaként all eld:

/dndgx z2<g) OAA_I(E> - lz2 (E> OAA_I(E) + lcgvév}
z z 2 z z 2
/ R / .
%/dnd?’x {z2<g> OA_1<E) + cngv]. (7.4.71)

Az O operdtort a kovetkez8képpen szokds megvalasztani. Felirjuk a tomeg
nélkiili szabad skalarmez6 hatasfunkcionaljat lapos térgeometriaju de Sitter-
téridében, majd az igy kapott hatds ¢o/H — 0 hatédresetét képezziik és azt
hasonlitjuk ssze a (7.4.71) hatéssal; ekkor O = A adédik. (Emlékezziink,
hogy a de Sitter-téridot kapjuk a Friedmann-egyenletek megoldésaként, ha
anyagmentes homogén és izotrép Vilagegyetem felfuvddasat vizsgaljuk az in-
flatonmez6 hatdsdra. Mdsrészt a felfuvodds feltétele, hogy @2 < V ~ H?
azaz, hogy |¢o|/H < 1. Ez a két kortilmény indokolja, hogy a fenti mdédon
rogzitsiik az O operétort.)

S

Végiil tehat irhatjuk, hogy

s = [dnds E%KY)/}Z%@AU]. (7.4.72)

z

A Kkifejezés els6 tagjat parcidlis integraldssal atalakitjuk:

1 v\'1? 1 ol ,/v\']
Janes|(2)] = 5 fowst](2)]
2 z 2 z | z
ol

dnd3x<(v')2 + Z—v2>. (7.4.73)

Végezetiil tehat a hatéas

"

S = /dnd%ﬁ = %/dnalg:z:((v')2 + 2vAv + %1)2) (7.4.74)
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alakot olt. Innen a klasszikus téregyenlet

Z//

0 = vV —cAv—"v (7.4.75)
2
alakban adddik, amit gy is megkaphattunk volna kozvetleniil, hogy a (7.4.36)

egyenletbdl kifejezett u-t behelyettesitjitk a (7.4.37) egyenletbe.

Miel6tt ratérnénk a kvantalasra, vegyiik észre, hogy a klasszikus hatas,
ill. téregyenlet formalisan az m?*(n) = —2"/z id6tél fiiggd tomegpara-
méterii, szabad v skalarteret irja le. A perturbaciok ,,tomege” a tagulod
Vildgegyetemet jellemz6 homogén ¢y hattérrel torténd kolcsonhatds miatt
fligg az idotol. Kovetkezésképpen a tér, vagyis a perturbacié energiaja nem
marad meg, hanem a perturbaciok gerjesztodhetnek a tagulé Vilagegyetem
energidjanak rovasara.

A kvantalast a Heisenberg-féle kanonikus kvantédlassal végezziik el. A hatas
(7.4.74) kifejezése alapjan v a kanonikus koordinéta,

/
v o= a 67)((@—0—%\11), (7.4.76)

ami definicié szerint mértékinvarians valtozd. A hozzd tartozd kanonikus im-
pulzus

oL _
avl—v.

Kiréjuk a kanonikus valtozdkra a Heisenberg-féle egyideji csererelacidkat:

(7.4.77)

T =

—

[0(n, T), 0(n, ¥)] = [7(n, D), 7(n, §)] =0,
[0(n, 7), 7 (n, ¥)] = i6(F — 7).

(7.4.78)

Ezéaltal v és m térmennyiségek a v és 7 téroperatorokka valnak, a klasszikus
téregyenletbdl pedig hasonld alaki operator-egyenlet lesz:

"
0 = o —EAb— . (7.4.79)

z

Keressiik a klasszikus téregyenlet f; = vg(n)e_"’;f alaku, 1d6fliggd médusoknak

megfelel6 megoldasait. Ezeknek az id6tol fiiggd amplituddira
vl +wi(mup = 0 (7.4.80)

alaku egyenletek adodnak, ahol a korfrekvencia maga is fligg az id6tol,

Z//

wi(n) = ck* - =—. (7.4.81)

z
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A klasszikus téregyenlet altalanos megoldasa ilyen id6fiiggdé moédusfiigg-
vények (,,temporal mode functions”) linedris kombinacija,

d3k kT —ikT
v(n,T) = f ) ovaslag vg(n)e B atug(n)e ™). (7.4.82)

Mivel v valds térmennyiség, igy minden modus mellett szerepel additiv médon
a komplex konjugdltja is a linearis kombinaciéban. Az altalanos megoldasban
ag és az jeloli rendre az f; és az f7 modusok linedrkombindcids egyutthatoit.
Ezek az ido6tol fiiggetlen egytitthatok operatorokka kell valjanak, ha elvégezziik
a kanonikus kvantalast. Konnyl belatni, hogy ha kiréjuk rajuk a szokasos

bozonikus
W =0
dg] = §(k—K) (7.4.83)

csererelaciokat, akkor a (7.4.78) Heisenberg-féle cserereldciokkal akkor és csak
akkor lesziink Osszhangban, ha teljesiill a modusfiiggvények amplitiddinak
normélasara a

= 2 (7.4.84)

vévz — UEUE/
egyenlOség. Itt a jobb oldal nem fligg az id6t6l, a bal oldalra ez azért igaz,
mert az nem mas, mint a médusokra vonatkozé (7.4.80) differencidlegyenlet
két fiiggetlen megolddsabodl, a vp és a v megolddsokbol alkotott Wronski-
determinans.

A (7.4.80) egyenletnek a megoldésai és ezaltal az dg operatorok is akkor lesznek
egyértelmiien meghatérozva, ha megadjuk valamilyen n = n; kezdeti id6-
pillanatban a v;-ra és v]%—re vonatkozé kezdofeltételeket. A kezdofel-
tételeket ugy valasztjuk, hogy azok a hatarozatlansagi relacio altal
megengedett legkisebb fluktuacioknak feleljenek meg. Vezessiik be az
rz(n) és agp(n) valds fliggvényeket a

vp(n) = (e (7.4.85)

definiciéval. Ekkor a médusfiiggvények normalasi feltételébdl (azaz a (7.4.84)
Wronski-determinansbdl)

=1 (7.4.86)

2
TEOZ

ol

adodik. A k-mdédust reprezentald linearis harmonikus oszcillator energiaja

1
Be = 5 (1ob +whnlugl)
1
= 3 ((r}ﬁ-)2 + r%(a%f + w%r%)
1 1
= 3 ((7‘;;)2 +ot w%r%). (7.4.87)

K
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Ezt az energiat az n; kezdeti idopillanatban minimalizaljuk. Az energiamini-
mum sziikséges feltételei:

0E 2 ,
O = E - —F + 2w r,
oF
0 = W = ’f’,, (7488)

ahonnan ' = 0, r = w2, feltéve, hogy w? > 0 és ezért w valés pozitiv
szam. Jegyezziik meg azonban, hogy csak azoknak a médusoknak az energidja
rendelkezik minimummal az 7; kezdeti idSpillanatban, amelyekre w?(n;) >
0, azaz amelyekre a ¢2k* > (2"/z),, feltétel teljesil. Ezek a rovidhulldmu
modusok, és az energidjuk minimumat az

re(m) =0, rp(n) = [wp(mi)] ™ (7.4.89)
kezdeti feltételek jelentik, amelyekkel

1 .
() = iR,
wi (i)
ve(ni) = ial(m)vg() = iyJwp(m)e' ). (7.4.90)
Meg kell jegyezni, hogy a fluktudcidk ag(n;) kezdeti fazisaira nem kapunk

megszoritast. Mivel ezek lényegtelenek, — kés6bb latjuk, hogy nem lépnek fel
az erOspektrum kifejezésében, — azért zérussa tehetok.

A vakuumallapotot az
d15|0> =0 (7.4.91)

feltételek definialjak. A Hilbert-tér fliggetlen allapotainak teljes rendszerét
pedig az ag operatorok ismételt alkalmazasaval kaphatjuk meg a vakuumaélla-
potbdol. Ha wy nem fiiggne az id6tdl, akkor a Minkowski-téridében szokdsos
vakuumot és Hilbert-teret kapnank meg.

Az wy frekvencia idéfiiggése azonban tovabbi megfontoldsokat tesz sziikségessé.
Egyrészt, ha feltessziik, hogy ¢, adiabatikusan, azaz idoben nagyon lassan
valtozik, akkor a nagyon rovidhullimt médusok, c2k? > (2”/z) nem ger-
jesztédnek (hiszen w% csak nagyon lassan valtozik a felfivédds soran), és
a minimdlis fluktudcidk jol definidltak. A hosszihullami médusok, c2k? <
(2"/z) esetében viszont w2 < 0 és a minimdlis fluktudcik nem értelmezhetdk
egyértelmiien. Szerencsére azonban ezek olyan moédusok, amelyeknek a fizikai
hullamhossza mar kezdetben is meghaladja a Hubble-sugarat, s igy a felfuvodas
soran olyan rendkiviil hosszui hullamuva valnak, amilyen méretii inhomogenité-
sok messze meghaladjak a megfigyelhet6 Vilagegyetem méretskaldjat. A meg-
figyelhet6 méretskélan észlelt szerkezetekért olyan, kezdetben rovidhullamu
fluktuaciok felelosek, amelyek esetében a minimalis fluktudciok egyértelmiien
definialhatok.
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e A fluktuicidk altal keltett gravitiaciés potencidl erdspektrumaét (és an-
nak id6fliggését) a gravitdcids potenciél térkorrelacios fliggvényébdél hatarozzuk
meg. Idézziik ehhez vissza, hogy a klasszikus elméletben a

d = drmpi(eo + po)Y?u, (7.4.92)
és az
/
u = EA—1(9> (7.4.93)
Cs Z

osszefliggések allnak fenn, ahol u kielégiti a

/!

u” — A — Zu =0 (7.4.94)
egyenletet. Ha tehat a v teret kifejtjiik linearisan e~% &5 ek% médusokba

rendre vg(n) és v%(n) idéfiiggd moédusfiggvények és idétol fiiggetlen ag és

a> egyiitthatok segitségével, akkor az u tér ugyancsak el6all az e~ és k@
i
modusok linedris kombinacidjaként rendre ugyanezen ag és az egylitthatok és

olyan ug(n) és u;%(n) moédusfiiggvények segitségével, amelyek kielégitik az u-ra

vonatkozo differencidlegyenletet, azaz amelyekre

9//
ug + <c§k2 - g)u,—% = 0. (7.4.95)
A megfelel6 moédusfiiggvényekre az
z (v’
ugln) = —— (f) (7.4.96)

osszefliiggések allnak fenn.

A v mez6 kvantélasa a fenti Gsszefliggések alapjan maga utdn vonja, hogy u
és vele egyiitt a fluktudciok altal keltett gravitacios potencidl is kvantélt lesz,

S 4 (o + po)'” . ikZ —ik&
(I)(nv LE‘) = m2 \/5 / (271')3/2 [aE U;;(n)e g + a;;r“;;‘(n)e ]
Pl

(7.4.97)

A gravitacids potencial korrelacios fiiggvénye, mint az n > n; id6 fliggvénye a
kezdeti |0) vakuumadllapotra vonatkoztatva

C@@E—i) = (0|®(n,7)(n,)]0). (7.4.98)

Helyettesitsiik be ide a gravitacios potencial operatoranak moduskifejtését.
Felhaszndlva a kelt6 és eltiinteté operatorok csererelacioit, majd a térszog
szerinti integralast elvégezve, az adédik, hogy

sin(kr)
kr

(7.4.99)

S _y [ dk
C@—1) = mp! [~ T+ po)lug K’
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ahol r = |# — ¢] és kihaszndltuk, hogy uj izotrép. Innen kiolvashatjuk a
korabbi definicionak megfelel6en, hogy a gravitacids potencial fluktuaciéjanak
erospektruma

3 (k,m) = 4mp;leo(n) + po(m)]|ug(n)*k’. (7.4.100)

Az eréspektrum explicit kifejezését akkor kapjuk meg, ha meghatarozzuk az
uz(n) fiiggvényeket, az u-tér médusai amplitiddinak idofiiggését. Ehhez eldszor
atirjuk a v; és vl’; kezdeti értékeire vonatkozd feltételeket az u-tér modusai amp-
litudodinak kezdofeltételeivé.

Hasznaljuk fel az u és v tér kozotti linedris kapcsolatokat. Ekkor azt kapjuk, hogy egyrészt

z v;; 2y 1 ,  Z
YT Tek2\ T T 22 ) T a2 _UE—’—;UE ’
1 , '
ugn) = (e ) (7.4.101)
masrészt pedig
I
- 9’
csvp = 9(%’“) Zu/,;—guga
0 Cs 0
u% = CSUE_'—EUJE:—Q}E_FEUE. (7.4.102)

Rovidhulldmi médusok esetén, amikor w? = cik* — (2"/2) ~ c2k* (mert az
els6 tag sokkal nagyobb, mint a masodik), azt kapjuk kozelitéleg, hogy

{
ug (i) Tk
i) ~ Yo (7.4.103)

L1/2

(Mindkét esetben elhanyagoltuk a kifejezések masodik tagjat, amelyek maga-
sabb rendfiek a (c,kn;)™! < 1 kicsiny paraméterben.) Ezutdn c2k? > (0" /0|
esetén az uy(n)-ra vonatkozé differencidlegyenlet kozelité (WKB-kozelitésben
kapott) megoldésa

ugn) ~ () exp ik /n?cs(é)dﬁ)w—mexp@k [ e.0)di).

(7.4.104)

Ro6vidhulldmid mdédusok esetén, amelyekre ¢k > Ha(t), az er6spekt-
rum,

- 1 2 4(eo + po)
2 . 4 3 _
54)(]{7, t) = 4mPl (60 + pO) (7 W) k° = W, (74105)
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skala-fiiggetlen, minden hullamhosszra azonos az értéke.

Hatarozzuk most meg a fluktuaciok amplitudéjat kozvetleniil azutan, hogy a
k-moédusu perturbacié atlépi a hanghorizontot. A felfuvédéds soran |67 /6] ~
n~2|H/H?| [1], ahol |H/H?| < 1, ezért létezik olyan idéintervallum, amikor
fennall, hogy

i b %|H/H2|1/2. (7.4.106)
Ez a hanghorizont (Hubble-horizont) &tlépése utani nagyon révid idéinterval-
lum, amikor a révidhulldmok esetében talalt (7.4.104) megolddsunk még min-
dig alkalmazhato. Ezalatt az exponencialis fliggvény kitevoje majdnem allandé
(hiszen 7 az intervallumot befutva alig valtozik meg), és ezért az uy ampli-
tudo be van fagyva. Masrészrol amikor a perturbacié hosszihullamuva valik
a tagulds sordn, akkor a megoldas (I1d. kordbban)

2,0, 2 Ax H
¥ " ¥ SN O
A7t(eg + po)t/?  4Am(eo + po)t/? a

Q

Am(eq + po)V/? H?
mp Ay H? —4n(e + po)

_ (€0 +po)*"?
47 (€9 + po)t/? H?

H>
(7.4.107)

Q

~ 2 -
~ mp Ay,

ahol a masodik sorban felhasznaltuk a Hubble-sugar szerinti sorfejtés vezetd
rendii tagjat (1d. a klasszikus megolddsndl), a harmadik sorban pedig, hogy
H? < |H| a felfavédés soran. Ha Osszehasonlitjuk a hosszihullimi megoldas
(7.4.104) és (7.4.107) alakjat a (7.4.106) idéintervallumban, akkor meg tudjuk
hatdrozni Ag-t. Ilymédon ,,0sszevarrjuk” a révidhulldmu kozelitd megoldést a
hosszuhullamu kozelité megoldéssal, kihasznalva azt, hogy 1étezik az a rovid
idointervallum, amikor a perturbacié méar hanghorizonton tuli, de még al-

kalmazhat6 rd a révidhullamu kozelités is. A (7.4.106) idSintervallumban

(5027‘;)1/2 csaknem allando, ezért
: —2772
1 mp H
o~ Pi 7.4.108
F ek (e + po) /2 | )

valoban kozel allando, és ekkor

2
) = g (1= o)
up(n) = (et o)1 L= — [adt), (7.4.109)

ugyhogy
5%(]{3, t) ~ 4m1_3;l(€0 +po)|uk|2k53
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Q

4 2 2
—4 mPl|AE| H
4mp; (€ +p0)—16ﬂz(€0 o) 1— — /adt

1213 2
|Ak| K (1—£/adt)

Q

472 a
1 H* H 2
~ 1— —/ dt> . 7.4110
4dr2e, €9 + po < a “ ( )

Mivel 3H? = 8mmp; ey, ezért

16  mple H 2
S2(kt) ~ [ LO] (1— —/ dt) 74111
vk 1) 9¢cs 1+ (po/€o) ) cak~Ha(t) al ( )

a hosszuhullamt modusok eréspektrumara, amelyeknek egyiitt mozgd hullam-
szama Ha(t)/cs > k > Ha(t;)/cs.

Hatérozzuk meg az erdspektrumot V = 1m?p? potencidli, témeges, nem
onkolesonhaté inflatontér esetén a A, ~ a(t)/k fizikai hulldimhossz fiiggvé-
nyében, ami az ido fliggvényében novekszik, ha adott k-modusu fluktuaciét
vizsgalunk. Ekkor ¢ = 1 (a klasszikus téregyenletbél), tovabba a felfividas
sordn |H| > H? miatt 4mmp2(eo 4+ po) ~ —H a H-ra vonatkozé Friedmann-
egyenletbdl, tigyhogy a rovidhulldmui k > Ha(t), azaz Ay, = 27a(t)/k < H!,
fluktuacidk erdspektruma

5y~ | Aot po) —H __m (7.4.112)
Cs mpT mpp/3m

ahol felhasznaltuk, hogy H(t) = %2(tf—t), azaz H = —m?/3. A révidhulldmn
er6spektrum tehat nem fligg a fizikai hullamhosszt6l. Meg lehet mutatni, hogy
a hosszihullamu spektrum logaritmikus, azaz

1, ha A < H,
o ~ — { ’ o) (T4.113)

S (1 + %) ha H-'< Ay, < H-1o0
ha a; < a(t) < ay, azaz a felfuvédasi szakaszban. A hosszihulldmu fluktuacidk
erospektruma logaritmikusan no a fizikai hulldimhosszal. Amikor tehat vala-
milyen instabilitasok fizikai hullamhossza meghaladja a Hubble-suga-
rat, akkor az ilyen instabilitasok kozti térbeli korrelacio logaritmiku-
san megno, és ez lehet a csiraja a kozmikus szerkezetképzodésnek.

Amikor megtorténik a szerencsés kimenetel a felfivodasi szakaszbdl, akkor az
inflaton-kondenzatum részecskékre bomlik (1d. el6- és visszamelegedés), ame-
lyek ultrarelativisztikus gazként, 1ényegében sugarzasként viselkednek. Ebben
a sugarzas altal uralt szakaszban a(t) ~ /2, a ~ (1/2)t7Y2, H = 1/(2t),

173



Hja = 1/(2t32), [adt ~ (2/3)t%, (1 — (H/a) [adt) = 2/3, Ggyhogy a
hosszuhullamt komponens erospektruma

16 [ 1 mpre

2 o~ —7]
® 81 Les 1+ (po/€o) ) eskmtale)

. (Hafes)p > k> (Hafcs)i

(7.4.114)

a (Ha/cs); > k > (Ha/cs); intervallumba es6 médusokra. Ez az inter-
vallum a fizikai hullimhosszban akkora, ami magédba foglalja a megfigyelt
Vildgegyetem méretét. Ezért azt mondhatjuk, hogy a Hubble-sugarnal
nagyobb hullimhosszi fluktuacidk (,,fluctuations on supercurvature
scales”) erdspektruma be van fagyva, és ezek a fluktudcidk egészen a rekom-
binaciés korszakig tulélnek evvel az erdspektrummal. Kivételt csak azok a
fluktuaciok képeznek, amelyek hullamhossza a lassul6 tagulds soran tjra kiseb-
bé valik a gorbiileti sugarnal, vagyis ,,amely fluktuaciék ujra belépnek a hori-
zonton beliilre.”

Meg lehet mutatni, hogy V' (¢) = (A/n)¢™ potenciallal jellemzett, énkéleson-
haté inflatontér esetén a hosszuhullamu fluktudcidk erdspektruma szintén lo-
garitmikusan fligg a fizikai hullamhossztol,

128 (nm?,)/2)=2 Aph
2 Pl D
- 1

% 27 (47)n/? [ ( >

)\'Y
ahol A\, a héttérsugdrzas tipikus hullamhossza.

(n+2)/2
, (7.4.115)

Az er8spektrum ddélése (,,spectral tilt”). Az erdspektrum (7.4.114) képle-
te alapjan lehet arra kovetkeztetni, hogy a fluktuaciok erdspektruma kisebb
egyiitt mozgo k skalan nagyobb, mint a nagyobb skaldkon, azaz, hogy a spekt-
rum a ,,vOros fel6l a nagyobb frekvencidk felé haladva lejt”. A (7.4.114) képlet
azt mutatja, hogy az erOspektrumot részben az ¢, energiastiriiség hatarozza
meg, részben pedig az allapotegyenlet eltérése a vakuumétél, azaz hogy 1 +
(po/€0) mennyire kiilonbozik nullatél. A felfuvédas, tagulds sordan €y mindvégig
csOkken, a nevezoben szerepl6 14 (pg/€g) viszont a felfuvédas végén jelentGseb-
bé kell, hogy valjon, ami biztositja a szerencsés kimenetelt a felfuvddasbol.
Ezért a (7.4.114) egyenlet jobboldali kifejezése az id6 fiiggvényében lassan
csokken. Ebbdl kovetkezik, hogy azok a fluktuaciok, amelyek hamarabb 1épik
at a Hubble-horizontot (kisebb a k-juk és nagyobb a kezdeti fizikai hulldmhosz-
szuk), erGsebbek, mint azok, amelyek kés6bb lépik &t a Hubble-horizontot
(amelyeknek nagyobb a k-juk és kisebb a kezdeti hullimhosszuk). Elegend6en
kis skalatartomanyon a k-fliggést hatvanyfiggvénnyel kozelithetjiik,

63 oc kmsTH (7.4.116)
ahol ng a spektralis index (,,spectral index”),
dln &3
ns—1 = -t (7.4.117)
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Ha figyelembe vessziik, hogy (7.4.114) jobb oldalét a horizont atlépésekor kell
kiszdmolni, amikor ¢k ~ Ha, akkor dInk ~ dIlna = Hdt (ha elhanyagoljuk
cs és H valtozdsat),

dInd2 1 d

dink Hdt<n€ n(1+(p/e)) HCS)
1. 1d 1 dlnc,

= e g+ 0/e) - F——,

(7.4.118)

de homogén és izotrép, tagulo Vilagegyetemben é = —3H (e + p), tgyhogy

1dlnc,

ns—1 = =3+ (far)) — 55 3 W+ (/o)) — 3 o

(7.4.119)

ahol a jobb oldalt azon t; idépillanatban kell venni, amikor a k-moédus atlépi a
horizontot, azaz amikor ¢k &~ Ha(ty). Mivel a kifejezés minden tagja negativ,
ezért a spektralis index kisebb, mint 1, ng < 1. Ez a kiilonbo6z6
felfuvédasi modellek altalanos vonasa, mint ahogy az is, hogy n, ~ 1.
A kiilonb6z6 modellek alapjan kapott becslések alapjan 0,92 < ng <
0,97 adddik.

7.4.5 A felfavédas altal keltett gravitaciés hullamok

A felfuvodas a skalarfluktuaciokhoz hasonléan hosszihullamu gravitaciés hullamokat
is tud kelteni, amelyekért a tenzorfluktuaciok a felel6sek. A tenzorfluktudciokat
hasonléképpen kvantalhatjuk, mint a skaldrfluktudcidkat. Ertelmezhetjiik a ten-
zorfluktudciok térkorrelaciés fliggvényét, és abbdl kiolvashatjuk a tenzorfluktudciok
erospektrumat.

e Térelméleti modell és az er6spektrum leszarmaztatasa. Az Einstein-
egyenletekbdl, vagy — ami ezekkel egyenértékii — az S = (167)'m%, [ d*z/—g
R Einstein-Hilbert-hatasbdl indulunk ki. Lattuk, hogy lineéris kozelitésben a
skalar- és a tenzorperturbaciok szétcsatolodnak, tovabba azt is lattuk, hogy
a tenzorfluktudciok lecsatolodnak linedris kozelitésben az anyagrél. Ezért fel-
tehetjiik, hogy a keletkezd gravitdaciés hulldmoknak elhanyagolhaté a vissza-
hatésa a felfivédasra. Tehat a felfivodd homogén, izotrép Vildgegyetemet
jellemz6 hattér-metrika koriil végezziik az Einstein-egyenletek linearizalasat a
perturbaciokban. Ez azt jelenti, hogy a hatast a transzverzalis, zérus spiru
hj- tenzorfluktudciékban kvadratikus tagokkal bezardlag fejtjitk sorba (i, j tér-
indexek). Ekkor a tenzorperturbécidkra a

2
mpy

S —
641

/ dnd®c a® (Wb’ — i bt (7.4.120)
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hatdst kapjuk [1], ahol d;,-val lehet fel- és lehtizni a térindexeket. Fejtsiik itt
ki az egyiitt mozgd k hullamvektor szerinti médusokba a fluktuaciét:

Wi(Fm) = / (;zﬂ/;: he(n)el (k)e™, (7.4.121)

ahol e§(l§) a polarizacids tenzor. Ezt a felbontdst behelyettesitjiik a (7.4.120)
hatas kifejezésébe:

mPl

S
641

/ dnd®k aeled (Wl - — K*hzh_p). (7.4.122)

Vezessik be a

i,
6]6

327

Vp = Mmp h]; (7.4.123)

1j valtozokat, amelyek egy valés skalartér Fourier-modusainak tekinthetok.
Ezek segitségével a hatas

_ 2//61?7@[3 {U o - <k2 OZ/)UEU_E} (7.4.124)

alakot 6lt. Innen a modusokra vonatkozd klasszikus mozgasegyenletek

a’(n)
afn)
A kvantidlas ezutan ugyanugy torténik, mint a skalarfluktudciok esetében.

Az er6spektrumot pedig ismét a fluktudciok térkorrelacios fiiggvényének in-
tegrandusabol olvassuk ki:

Cp(r=2—7) = (0|h5(n, 2)hi(n, 7)|0)
~ [dk 8 5, 3sin(kr)
= ) Tra
(Fel kell hasznalni v definiciéjat, a h-tér moduskifejtését, tovabba a Wronski-
determinans alapjan v helyes norméldsat.) A kezdofeltételek most is (a
skaldrperturbaciok vy médusaival valé analégia alapjén)

vEtwimug = 0, wiln) =k -

(7.4.125)

(7.4.126)

Ve\ni) = —F/—;

s ezek megint csak a kezdetben révidhullami médusokra értelmesek, amelyekre

2> (d"/a),,. Végilis a k egyiitt mozgé hulldmszdmmal jellemzett, kezdetben
rovidhullamu fluktuaciok eréspektruma

v (i) = iy/wr, (7.4.127)

??‘i\

8mp,
Onkm) = —Llupl*k*. (7.4.128)
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e Az er6spektrum a felfiivodas soran. Az erdspektrumot tanulsagos de
Sitter-téridoben megvizsgalni. Mint az elézéekben, didaktikai okokbdl most is
a lapos térgeometridju Vilagegyetem esetére szoritkozunk (de Sitter-téridében
ez egy specialis koordinatarendszer valasztasat jelenti, mint kordbban errol szé
volt). A (p = —e allapotegyenletii vakuumnak megfelel6) de Sitter-téridében
torténd targyalast utélag az indokolja [1], hogy a tenzoridlis fluktudciék szem-
pontjabdl az allapotegyenlet nem olyan fontos, mint a skalarfluktudciok szem-
pontjabol. Most tehat azt képzeljiikk, hogy a felfuvddas jo kozelitéssel de
Sitter-téridében megy végbe, s ezen a héttéren, ill. ehhez a (klasszikus, ill.
kvaziklasszikus) hattérhez képest jelennek meg tenzoridlis h;; kvantumfluktua-
cidk. Lapos rétegzésii de Sitter-téridoben

a = Hy'e"™
dt 1 1
— —:H/dt —HAt _ omHAt — _© T

7 /a(t) A ‘ ‘ eflat  Hpa’
a(n) = —(Han)™,

al — Hxln—Q’

a// — _QHXIn_g,

"

2
% = (7.4.129)

ugyhogy a vy mésudokra vonatkozé (7.4.125) egyenletben szereplé frekvencia
(7.4.130)

maga az egyenlet pedig
2
vr + <k:2 — ?>v,; = 0 (7.4.131)

alakot oOlt. Vegyiik észre, hogy 0 < t; < ty-nek n; < ny < 0 felel meg, vagyis
n(t) szigorian monoton névekvé fiiggvény, amely t — oo esetén nulldhoz tart.
A (7.4.131) egyenlet egzakt megoldasa analitikus alakban felirhato:

1 . .
vi(n) = 5(01 [kn cos(kn) — sin(kn)] + Cs[knsin(kn) + cos(k‘n)]).
(7.4.132)
Vizsgéljunk olyan gravitdciés hullimokat, amelyekre k|n;| > 1 a felfividés

kezdetén, azaz amelyekre kezdetben wg(n;) ~ k. Ekkor a (7.4.127) kezdéfeltéte-
lekb6l meghatarozhatjuk a C4 és Cy egylitthatokat, és a megoldas
1

- ~ i ik(n—m;)
wln) & o (1 4 kn)e . (7.4.133)
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A kezdéfeltételek az

1 1
—— = — | Cyn;cos(kn;) + Con;sin(kn;) | = C1 cos(kn;) + Co sin(kn;),
e~ o (Cumoostin) + Carysinion) ) = Ci cos(kng) + Casin(io)
11 1
ik ~ ———+4 —(—Cik*sin(kn;) + C kzcoski> 7.4.134
b (—ukPsingen) + Cak cos(o) (7.4.130)
egyenleteket jelentik, ahonnan a Cy és a Cy allanddékra az
1
a=——= = C(Cicos(kn;) + Cysin(kn;),
Py 1 cos(kn;) + Casin(kn;)
1 1 1
=—+——— =~ —Cysin(kn;) + Cycos(kn; 7.4.135
B k\/E kmk\/E 1 (ki) 2 (ki) ( )
algebrai egyenletrendszert kapjuk, amelynek megoldasa
Cy = acos(kn;) — Bsin(kn;),
Cy = Bcos(kn;) + asin(kn;). (7.4.136)

Helyettesitsiik be ezeket a vi(n) altaldnos megoldés alakjaba, csak a kn-ban vezetd rendi
tagokat hagyva meg:

vp(n) =~ k <01 cos(kn) + Co sin(kn)>

%

k {a (cos(kn) cos(kn;) + sin(kn) sin(k:m-)>

+6 (Sin(/m) cos(km;) — cos(kn) Sin(km))]

Q

k(a cos(k(n — 1)) + Bsin(k(n — m)))

~ k| conthn = )+ (14 sin(kly )|
~ % (1 - kim)ei“""i). (7.4.137)

Ezen kozelitést az indokolja, hogy az exponencidlis tdgulds viszonylag rovid ny —n; id6 alatt
létrehozza az €0 — e"0-szeres felfivédast, igyhogy kn ~ kn;.

Ennek segitségével az eréspektrum:
8mprk? 1 1 SH?
5h(k7 /’7) ~ T HAT] kf (]‘ + ]{52772> ~ Mp T [1 + (kn) ]

87”1_3121112\ { (kph)z}
— 11+ 7.4.138
F[ ) ( )

Q

ahol k,, = k/a a fizikai hulldimszam, ami 27 /k,, = A, kapcsolatban &ll a
fizikai hullimhosszal. A kapott Osszefiiggés akkor haszndlhatd, ha k|n;| > 1,
azaz

k 1
k== > = HyL. (7.4.139)

|7h|a Ui
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-1
Amig A\, o 1/kp, nagyon kicsi, A\, < Hy', addig 6, ~ \/E%, azaz

Aph
amig a k-moddus fizikai hullAmhossza kicsi, addig az er6spektrum a

fizikai hullamhosszal kb. forditott aranyban csokken, majd amikor
Hy' < M\ < Hy'(ni/n), akkor az erdspektrum &llandé (lapos), 6, ~

8
)
My

H,. Ez az érték a de Sitter-téridében allandé, de realisztikus felfuvodasi

modellekben a Hubble-paraméter lassan novekszik. A gravitaciés hullamok
hosszuhullami médusai azonban ilyen modellekben is be vannak fagyva,
8 9 64

2 ~ ——H2 ., N ——€inHa 7.4.140
h Wm%l k~Ha Sm‘}plek H ( )

ahol felhasznaltuk, hogy a héttér energiastirtisége H? = (87/3)mpre a Fried-
mann-egyenletek egyike szerint. A tenzoridlis fluktuaciék eréspektrumanak
indexe, a tenzoridlis spektrélis index (,,tensor spectral index”) tehdt

_ dlné; Po
o= S __3<1+%)k~m (7.4.141)

A spektralindexet megint olyan ¢, idépillanatban kell kiszamolni, amikor a
k egyiitt mozgd hullamszami modus éppen atlépi a horizontot, azaz amikor
k ~ H(ty)a(ty) = a(ty). A lapos rétegzésti de Sitter-téridében ezért 5, —
t; = Hy'ln[k/(Haa;)]. Vegyiik észre, hogy a tenzor- és a skaldrfluktudciok
er6spektrumanak indexe kiilonbozéképpen van definidlva. A jobboldali kife-
jezés negativ, és ennek kovetkeztében a tenzorfluktudciok spektruma 47 ~
k" szerint gyengén a voros felé emelkedik (,,is tilted to the red”).

A k ~ Ha kapcsolat miatt,
dlnk ~dlna = Hdt (7.4.142)

és ezért Ind7 = Ine + const. derivéltja

dlnéi ~dlne -1

= €€

nr =

dink _ Hdt
= —3<1+@> (7.4.143)
€0/ k~Ha

ahol felhasznaltuk, hogy ¢ = —3H (¢ + p).

Hatarozzuk meg, hogy milyen az er6spektrum a felfivodast kovetoen.
A felfavédast kovetden a perturbaciék mar klasszikusan viselkednek. Fliggetle-
niil attol, hogy hogyan valtozik az allapotegyenlet, a szuperhorizont-skalan a
gravitaciés hullamok amplitidéja allando, amint ezt a klasszikus tenzorper-
turbacidk vizsgdlata soran targyaltuk. A felfuvédast kovetd, lassulva tagulod
Vilagegyetemben azonban a gravitaciés hullam ujra beléphet a horizonton
beliilre, azaz egy adott k-modus fizikai hulldimhossza Gjra kisebbé véalhat, mint
a Hubble-sugar. Attol kezdve, hogy ez bekovetkezik, a hullim rovidhullamu
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perturbacié lesz, amelynek amplitiddja viszont a skalafaktorral forditottan
aranyosan csokken. Errdl ugyancsak meggyozodtiink a klasszikus tenzorper-
turbaciok diszkusszidja soran.

A fentiek miatt a felfuvédast kovetéen a spektrum csak a szuperhorizont-
skalan marad valtozatlan, azaz olyan, mint a felfivédasi korszak végén, a
Hubble-sugéaron beliil azonban megvaltozik. Tegytik fel, hogy a Vildgegyetemet
a felfuvodast kovetoen sugdrzas és hideg sotét anyag , keveréke” uralja. Meg-
mutathaté, hogy ekkor a korabbi H(a) és a jelenlegi Hy Hubble-paraméter a z
relativ voroseltolodas segitségével az alabbi kapcsolatban vannak egymaéssal:

H(a) =~

3/2
{ (ap/a)*?, ha 2z < zg (7.4.144)

ze_ql/2(a0/a)2, ha z> 2,

ahol z., a voroseltolédas, amikor a sotét anyag és a sugarzas energiastirisége
megegyezik, ag pedig a skalafaktor jelenlegi értéke.

A por és sugarzas keverékét tartalmazo Vildgegyetemben

2
n° 2y
‘- (?H‘)
2n 2
r_
a = aeq (% + 7’]_*) N (74145)

tovabba a Hubble-paraméter H = a’/a? és a voroseltolédds z = ag/a. A sugérzds uralta
korszakban z > 2.4 és

2n

!
Hy, = —, (7.4.146)
ahonnan

Hs = G He. (7.4.147)

H< = — = —_—

uy (7.4.148)



ahonnan

204 Hoag
U no
2 2 1/2 3/2
He = Ho21 - Hoa—g<i) - HO<@) . (7.4.149)
a= no a® \ ao a
A por és a sugarzas egyensilya idején ezért
an \ 372
H,, = Ho( 0 ) , (7.4.150)
Qeq

amit befrva Hs kifejezésébe azt kapjuk, hogy
a2 an \ 32 a2 70N\ 2
w5 i) ) (3)
a Gegq ao a
ap 2
Zeq (;) (7.4.151)

Ezzel belattuk, hogy a Hubble-paraméter hogyan viselkedik a voroseltolédas fliggvényében.

I
5
|
-
~
)

Abban a pillanatban, amikor a k-moédusi tenzorperturbacié tjra belép a ho-
rizonton beliilre, a Hubble-paraméter a Hy g, ~ H(ay) = k/ay relaciénak tesz
eleget. Ez abban a t; id6pillanatban torténik meg, amikor a(t;) = k. A belépés
utan a gravitacios hullam amplitidéja a skalaparaméterrel forditott aranyban
csokken, jelenleg a ty, pillanatbeli amplitudé ay /ag-szorosa. A jelenben mérhetd

fizikai hulldimhossz Ay, o< ag/k fiiggvényében végiil a spektrumra a kovetkezo
adodik [1]:

HA Ze_ql/z()\tho), ha )\ph < (Hozeq)_l .
Sn(An) o —{ onHo)?.  ha (Hozg) ™t < A < Hy' .
et ha Hy' < A
(7.4.152)

ahol Hy a Hubble-paraméter értéke a felfivodéas végén. Az utolsé sor azokra a
hullamokra vonatkozik, amelyek hulldimhossza annyira nagy, hogy a mai napig
sem léptek be tjra a horizonton; a mésodik sor azokra, amelyek a por (hideg
sotét anyag) uralta korszakban léptek be, és végiil az elsé sor azokra, amelyek
mar a sugarzas uralta korszakban tjra beléptek a horizonton.

Ezeknek a gravitaciés hullimoknak az eréssége kb. 10717 a néhdny fényévnyi
hullamhossz esetén a realisztikus felfivodasi modellekben, a kisebb hulldmhosz-
szak felé haladva pedig linedrisan csokken [1], igyhogy a kozvetlen detektéalasuk
nem latszik reményteljesnek. Ugyanakkor ezek a gravitaciés hulldmok ki-
hatassal vannak a CMB homérsékleti fluktudcidira, ami lehetové teheti a
kozvetett észlelésiiket.
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Figure 17: A gravitaciés hullamok er6spektruma napjainkban a sugarzas és hideg
sotét anyag keveréke altal uralt Vildgegyetemben.

7.4.6 Az onfenntarté Vilagegyetem (,,self-reproduction of the Universe”)

A (7.3.73) egyenlet hatdrozza meg a skaldrperturbaciok eréspektrumét a hosszihul-
ldmu tartomanyban,

n+2
n+2

S0~ miP A2 (In(ay fa)) " ~ D >\1/2<1n(>\thk)> " (7.4.153)

ahol k ~ Hyay és A\, = 2mas/k, ha a felfavédast V' = (1/n)Ap™ potencidllal
jellemzett 6nkolesonhatéd inflatonmez6 idézi el6. Azok a fluktuaciok a legerésebbek,
amelyek a legnagyobb fizikai hulldimhosszra tettek szert, vagyis amelyek a felfivodas
kezdetén lépték at a horizontot. Ezekre k =~ H;a;. Vegyiik a tomeges, nem 6nkéleson-
haté inflatonmez6 esetét. Azok a fluktuaciok, amelyek a felfavédas kezdetén 1épték
at a horizontot, azaz amelyekre k ~ H,a;, a felfuvédds végén Ay, ~ Hi_l(af/ai)
hulldmhossztiak és erésségiik (0¢)mae = 0a(k ~ H;a;) = (m/mp;) ln(af/az) Més-
részt a felfivodas soran az inflatonmezé kondenzatuménak amplltudOJa 02 s ~p? —
(2m)"'m3p; In(as/a;), ahonnan azonban ¢} > ¢} 1évén kozelitéleg mp, In(ay/a;) ~
©2. Bzért alegerSsebb fluktuacick hullimhosszéra Ay, ~ H; ' (as/a;) ~ H; tel#i/me)’,
ersségére pedig a (7.3.73) Osszefiiggés alapjan a

(00)maz = (m/mpl)ln(af/al)wmm;?gof (7.4.154)

becslés adhatd. A kezdeti kondenzatum amplitiddjatél meg kell kovetelni (mint
arrdl a felfivodas altalanos kovetelményeinek targyaldsakor beszéltiink), hogy a
kondenzatum értéke a felfivédasi szakasz kezdetére ¢; ~ m%m~! nagysdgrendfire
vagy az ald essen vissza. Ez biztositja, hogy a felfivdédast megelozéen a kon-

denzatum m?@?/2 energidja az m%,; Planck-skdla feletti értékrél visszaessen az ald,
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az ~ m*m%,; értékre, azaz az inflatonmezd kezdeti kvantumfluktudciéi klasszikus

fluktuaciokka valhassanak a felfuvodasi szakasz kezdetére. Masrészt, ha feltessziik,
hogy ugyanakkor ¢; > mp;(m/mp;)~/2, akkor a Aph ~ H;'(a/a;) hulldmhosszakon
a fluktuaciok nagyon erdsek lesznek, dp > 1 és teljesen megsziintetik a homogenitast.
Ezek azonban az m tomeg realisztikus értékei esetén is dridsiak. Pl. m/mp; ~ 1076
esetén kozelit6leg A\, ~ H; 'exp(mp/m) ~ H; 'exp(10°%), ami messze megha-
ladja a megfigyelhetd ~ H; 'exp(70) méretskalat. Ugyanakkor a Vildgegyetem a
Mpn < H; ' exp(mp;/m) skélan kozelit6leg homogén marad (,,quasi-homogeneous”).
A kezdeti inflaton-amplitudé mp;(m/mp)™t > ¢; > mPl(m/mPl)_1/2 interval-
luma tehat egyidejtileg tudja biztositani, hogy a Vilagegyetem egy a megfigyelhetot
jocskan magaba foglald része homogén és izotrép marad, mig a lathatéd Vilagegyetem
méretét messze meghalado skalan a kezdeti kvantumfluktuacidk éridsi inhomogenitast
hoznak létre.

Ervek szélnak amellett, hogy a Vilagegyetem jelenleg lathato tar-
tomanyan tuli részében a felfivédas a végtelenségig folytatédik vala-
hol a térben. Tegyiik fel, hogy a t; ~ tp; pillanatbeli Vildgegyetem egy H;
méretll kauzdlisan Osszefiiggd tartomanyaban az inflaton-kondenzatum értéke ¢; >
mpi(mp;/m). Ennek a tartomanynak a mérete Aty =~ H[l Hubble-id6 alatt HZ-_1
eHidtn — ¢ -1 méretiire nd, azaz a térfogata az eredeti térfogat €3 ~ 20-szoroséra.
Az egyes H; ' méretli tartomdnyokban az inflatonmezd jé kozelitéssel homogén,
viszont az egyes ilyen tartomanyokban a mez6 atlagértéke erésen ingadozik. A
klasszikus inflatonmezé értéke Aty ido alatt Apy; megvaltozast szenved, amit a lasst

1

gordiilésnek megfeleld 3H;p = —V,, téregyenlethdl (V = Smy? potenciél esetén)

Vv
Apy =~ —3;; Aty =~ —%AtH ~ —mmp H; ! (7.4.155)

P

nagysiginak becsiiliink, masrészt viszont H? ~

(m/mp;)p;, Ggyhogy

9 mpg v

2
mQQDZZ ~ (ﬂ> @2 miatt H; ~

App ~ —3mpp;t. (7.4.156)

Az inflatonmez6 varhato értéke az egyes H; ' méretii tartomanyokban részben
a Apy; klasszikus megvaltozasbdl, részben a kvantumfluktuaciok okozta Ayy, meg-
valtozasbol adddik. Itt azokrél a kvantumfluktudciokrél van szo, amelyek a ¢; pil-
lanatban a Hubble-sugarnal kisebb hullamhossziak, de a Aty Hubble-id6 alatt a
felfuvodas kovetkeztében a Hubble-sugarnal nagyobb hullamhosszuva véalnak. Az
utébbiak nagysagrendje |Apg,| ~ H; ~ (m/mp;)p; . A tartomédnyok felében a
kvantumjarulék véletlenszertien csokkenti, a tartomanyok mésik felében meg noveli
az inflatonmez6 varhato értékét. Egy olyan tartoméanyban, amelyben a kvantum-
fluktuaciéo megnoveli a mez6 varhaté értékét, az inflatonmezo teljes megvaltozasa

Ao = Apy+ |Apg| ~ —mboit + (m/mp) ;. (7.4.157)
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Ha ¢; > mpi(mp;/m)t/?, akkor m%,0; " < (mpm)? és (m/mp)g; > (mpm)
ugyhogy A~ ¢ > 0. A Hubble-id6 eltelte utan mindig lesz tehat a teljes Vilagegyetem
megnétt térfogataban olyan homogén tartomany, amelyben tovabb folyhat a felfi-
védas.

A teljes Vildgegyetemben tehdt exponencialisan né azon tartomanyok szama,
amelyekben a kvantumfluktuaciék hosszanak névekedése miatt az inflatonmez6 amp-
litudéja nagyobb lesz, mint annak kezdeti értéke. fgy a térben valahol mindig
tovabb folyik a felfivodas, a Vildgegyetem onfenntartéva valik. Azokban a tar-
toméanyokban, amelyekben az inflatonmez6 az onfenntartési p. ~ mp;(mp; /m)l/ 2
érték ald keriil, a kvantumfluktuaciok szerepe elhanyagolhatova valik. Ezek a tar-
tomanyok is exponencialisan nének és beldliik nagyon nagy méretii homogén tar-
tomanyok fejlédnek ki. Mindez azt jelenti, hogy a Vildgegyetem szerkezete nagyon
nagy (a mai lathaté Vildgegyetem méretét joval meghaladd) méretskaldkon igen
bonyolult lehet. Ennek a globalis szerkezetnek a kozvetlen megfigyelése csak sok-
sok milliard év mulva lesz lehetséges.
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FUGGELEK

A Meértékegységek

A.1 Természetes egységek

A kozmolégidban kényelmes Planck-féle (méasképpen: természetes) egységeket hasznélni,
amikor a GG gravitdcios allandd, a h redukélt Planck-dllandd, a c fénysebesség és a kp
Boltzmann-allandé értékét egységnyinek tekintjiik:

G=h=c=kp=1. (A1)

A fenti univerzalis dllandokbdl felépithetjiik egyszerii dimenziondlis megfontolasok alapjan
a Planck-hosszisagot, a Planck-id6t, a Planck-tomeget és a Planck-hémérsékletet, ame-
lyeknek értékét SI mértékegységekben is megkapjuk, ha behelyettesitjik G, h, ¢, kg SI
egységekben adott értékeit:

tp = (Gh/c®)E =1,616-10% m,
tpp = Ipj/c=5,391-10"" s
mp = (he/G)Z =2,177-1078 kg = 1,2209 - 101°GeV /2,
Tp; = mpic/kp = 1,416 - 103 K = 1,221 - 10! GeV. (A.2)

Természetesen a Planck-i £p;, tp;, mp;, Tp; egységek segitségével barmilyen méas meny-
nyiség Planck-i egysége megszerkeszthetd, pl. a térfogaté Vp; = E?jgl = 4,220 -1071%m3 és
az energiastiriiségé ep; = mp;/ 53}31 = 5,159-10°"kg/m3. Hasonléképpen, ha adott valamely
mennyiség értéke SI egységekben, akkor a Planck-i egységekben kénnyen kiszamolhatjuk
a megfeleld természetes egységekben mért (dimenziétlan) mennyiséget, pl. a kozmikus
mikrohulladmu hattérsugarzas T = 2,73 K homérséklete természetes egységekben

273K
T = — 2" —193.107%% A3
1,416 - 1032 K = (A-3)

Néha kényelmes a kvantumtérelméletben hasznalatos h = ¢ = kg = 1 egységrendszer-
ben dolgozni. Ekkor

~1/2

bpp=tp = m]_gll, G =mp;, Tpi=mp (A4)

adddik, az energiastiriiség egysége pedig ep; = m‘}gl, tovabba 4-dimenziés téridében a ¢
skalarmez6 mértékegysége mp;.

A.2 Cesillagaszati egységek

A csillagdszatban a tavolsdgokat parsec (parszek),

1 pc = 3,26 fény év = 3,086 - 10'° m, (A.5)
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és megaparsec, azaz 1 Mpc= 10° pc egységekben szokas megadni; a galaxisok és galaxis-
klaszterek tomegét pedig az

me = 1,989 -10%° kg (A.6)

Naptomegben.

A csillagdszati objektumok I luminozitiasa az égitest altal idGegység alatt ki-
bocsatott energia, egysége a watt. Az égitestbol a megfigyelohoz érkezé ' bolometrikus
fluxus az égitestbdl a megfigyel6hoz idGegység alatt, a sugarzds irdnydra merdleges egység-
feliileten érkezd energia, egysége J/s/m?2. Az mp, bolometrikus magnitidé a bolometrikus
fluxus negativ logaritmusa, mp, = —2, 5lg;oF.

A.3 Toltés

Az e elemi toltést a Heaviside-Lorentz-rendszer szerint fogjuk haszndlni, mint ahogy azt
szamos részecskefizikai tankonyv teszi. Ekkor két, egymastol r tavolsidgra elhelyezkedo,
nyugvé elektron kozotti Coulomb-eré F' = e?/(4nr?) és a finomszerkezeti allandé o =
e?/(4m) = 1/137.

A.4 Térido-sokasag szignaturaja

Mindeniitt a (+,—, —, —) Lorentz-szignatirat fogjuk haszndlni, dgyhogy a Minkowski-
téridében az elemi fvhossz négyzete ds? = dt? — da? — dy® — dz>.

A.5 Kozmoloégiai paraméterek

A Vildgegyetemet mai allapotaban az aldbbi kozmoldgiai paraméterek jellemzik:

e a kritikus energiastirtiség: ex,(to) ~ 1072 g/ cm?,

e a CMB energiastirtisége: €,(to) ~ 10 €k, (to),

a barion-hdnyad: Qp ¢ = 0,04,

a sOtét anyag hanyada: 4., o =~ 0, 26,

a sOtét energia hanyada: Q4 ¢ =~ 0,7,

a teljes energiasiriség és a kritikus energiastirtiség hanyadosa: Qg ~ 1.

B Nem relativisztikus idealis folyadék

Emlékeztet6ill a nem relativisztikus hidrodinamika egyenleteit foglaljuk Gssze surlédas-
mentes folyadék dramlédsa esetén. Az dramlas jellemz6i,

e a ¥(7,t) sebességmezb, ami megadja, hogy a ¢ id6pillanatban éppen az # helyen
tartézkoddé anyagdarabnak mekkora a sebessége,
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az €(7,t) tomegsilirtiség-mezo,
az s(7,t) entrépiasiiriiség-mez8, azaz az egységnyi tomeg entrépidja,
a p(7,t) nyomdsmezd,

a ¢(7,t) gravitdciés potencidl.

Osszesen 7 fiiggetlen mez6t vezettiink be, koziilik 3 (a sebességmez6 komponensei) egy
térbeli polarvektor 3 komponenseként transzformalddik térbeli elforgatasok soran, a masik
4 mez6 skalar. Ezeknek a mezOoknek a bevezetése hallgatélagosan feltételezi, hogy lokalisan,
a folyadék kis darabkdiban termodinamikai egyensulyi allapot alakul ki, amelyet ezekkel
az intenziv mennyiségekkel lehet jellemezni. Ehhez az sziikséges, hogy a bevezetett mezdk
id6beli és térbeli valtozasanak karakterisztikus ideje és térbeli valtozdsanak karakteriszti-
kus tavolsaga sokkal nagyobb legyen, mint rendre az atomok atlagos szabad reptilési ideje
és atlagos szabad tuthossza. A folyadék mozgdsit a hidrodinamika egyenletei irjédk le.
Feltessziik a tovdbbiakban, hogy a folyadék nem viszkézus.

Az idedlis folyadék hidrodinamikai egyenletei az alabbiak:

A tomegre érvényes a lokalis tomegmegmaradas torvénye, amit a

Je =,
0 = a—kV(ev) (B.1)

kontinuitasi egyenlet fejez ki.

Ha Newton II. torvényét tetszolegesen kiszemelt tomegdarabra alkalmazzuk, akkor
az Euler-egyenleteket kapjuk a sebességmezore:

=+ (T-V)i+-—+Vp = 0. (B.2)

Ha elhanyagoljuk az energiadisszipaciét (azaz a folyadék idedlis, nem viszkézus),
akkor minden tomegdarabka entrépidja éllandé; ha 7(t) az anyagdarabka pélyéja,
akkor entrépidjanak allanddésagat a

TS = S (Vs =0 (B.3)

egyenlet irja le.

A tomegsiirtiség a Poisson-egyenlet alapjdn hatdrozza meg a gravitaciés potencidlt:

A¢p = 4nGe. (B.4)

Az egyenletek rendszere akkor valik zarttd, ha megadjuk a folyadék
p = p(E, 3) (B5)

allapotegyenletét.

Az egyenletekben a 6; =V egyszerlisito jelolést hasznaltuk.
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C A virialtétel

A viridl definicié szerint egy N-részecskés klasszikus mechanikai rendszer skalaris tehetet-
lenségi nyomatéka id6 szerinti elsé derivaltjanak az 1/2-edszerese. A Newton-i mechanika-
ban a skaldris tehetetlenségi nyomaték

N
0 = > ma, (C.1)
a=1

ahol my, ill. 7, rendre az a-adik részecske tomege, ill. helyzetvektora. Képezziik ebbdl a
0 skalaris virialt,

1do I ol
= 53 L = ajlizzz if27 2
Pl 5 az::lmvr Dal (C.2)

a=1

ahol v, és p, = myU, rendre az a-adik részecske sebessége és impulzusa. Képezzik a
skalaris virial id6 szerinti els6 derivaltjat:

40 N N . N N
= = 2 Mt Y maita = 2K + ) Ffl, (C.3)
a=1 a=1 a=1

ahol K a részecskerendszer kinetikus energidja, F, az a-adik részecskére hato eredd ere.

Tegyiik fel a tovabbiakban, hogy az erék parkolcsonhatasbdl szarmaznak és konzer-
vativak. Legyen u(r) barmely részecskepar kolesonhatési potenciélis energidja (centralis
kolecsonhatast tételezlink fel), ahol az a-adik és b-edik részecskébél alkotott péar esetén r
helyére 1y, = |7y — 7|-t kell helyettesiteni. Fejezziik ki a (C.3) egyenlet jobb oldaldn all6

Osszeget a potencidllal. Az a-adik részecskére haté er6 F, = Z{,\;a F’M_b, ahol Fm_b a
b-edik részecske altal az a-adikra kifejtett erd. Ekkor

N R N N R
jg:-beb = z{::{:lau—bf;
a=1

a=1b#a

N N
= DD Faesiat 3 FueiTa: (C.4)

a=1b<a a=1b>a
Alakitsuk 4t a mésodik Gsszeget:
Fieort +Fiesrt +Fieqrm ... +FiNT1
N +Ey 37y +Fo gty ... +Fo NTH
Z Z F, w7, = +F3. 473 ... +F3. NT3
a=1b>a :

+EN 1o NTN_1
= Fieom
+Fy 37 + Foe s
FFy Ty + FoeaTo + Fy g
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+F NI+ For NTo+ .o+ FN 1 NTN-1
N

= Y 3 Fat (C.5)

a=1b<a
Ezt és a hatas-ellenhatas torvényét felhasznélva a kovetkez6 egyenlGségre jutunk:

N N N
Zﬁafa = Zzﬁa&bfa"i'zzﬁh—afb
a=1

a=1b<a a=1b<a

N
= 3 N Fop(Fa — 7). (C.6)

a=1b<a

Mivel Fop =t/ (rap)(Fy — 7a) /T, ahol o/ (1) = du(r)/dr, az adédik, hogy

N N
Do Fafa = =32 > ' (ran)ran (1)
a=1

a=1b<a

A skalaris viridl id6 szerinti elsé derivéltja tehat

A0 N . N
o = 2K - az::l FaTy =2K = > > "/ (rap)rap. (C.8)

a=1b<a

Specidlis esetben, amikor a parkolcsénhatds potenciélis energidja hatvanyfliggvény
alaki, u(r) = ar?, akkor u/(r)r = afr® = pu(r), dgyhogy ebben az esetben

a0

N
ol 2K — Y Fyity = 2K — Uy, (C.9)

a=1

ahol Uy, a mechanikai rendszer teljes potencidlis energidja. Gravitacids kolesonhatéds
esetén B = —1, ugyhogy

d
U kiU, (C.10)
dt
1d6 szerinti atlagolas utén,
1 T
(e = [ s (C.11)
T Jo

a (C.8) egyenletbdl az aldbbi, egzakt egyenletet kapjuk:
dg N
<%> = 2K)r + Y (Faia)r- (C.12)
T a=1

A virialtétel azt mondja ki, hogy ha a skalaris virial id6 szerinti els6 de-
rivaltja zérus, akkor az atlagos kinetikus energia meghatarozhaté a részecskék
mozgasanak és a rajuk haté er6knek az ismeretében:

N
2<K>T = _Z<ﬁafa>r- (013)
a=1
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Gravitaciés parkolcsonhatas esetén
2<K>7’ = _<Ut0t>'r' (014)

A tétel lehet6vé teszi, hogy nem egyensilyi rendszer atlagos kinetikus energidjdt is meg-
becsiiljiik, amikor nem értelmezhetd a hémérséklet.

Egyetlen kérdés marad, hogy mikor alkalmazhaté a tétel, mikor tiinik el a skalaris
viridl els6 derivaltja. Altalaban kotott rendszerek esetén, amikor a részecskék orokké

egyittmaradnak <%> eltiinik a 7 — oo hataresetben. Ekkor ugyanis a részecskék

sebességei és koordinatai alulrdl és feliilrdl is korlatosak, igy a U = >, pur, Osszeg is
korlatos, Vmin <V < Vpnar. Ekkor

hm‘<@>' = lim l/T@
T—oo| \ dt T 50| T o dt
— lim ‘w‘ < lim Dimaz = Bimin _ 0. (C.15)
T—00 T T—00 T

Szamunkra az lesz a kozmoldgidban az érdekes, amikor egy kozmoldgiai nemlinedris
struktura, pl. galaxis, galaxishalmaz mar elegendden stabilla valt és hosszu ideje egyiitt
van. Ekkor alkalmazhatjuk jé kozelitéssel a viridltételt, és azt mondjuk, hogy az adott
struktira virializalédott.

D Négyzetes kozépértékek

Legyen f(Z) zérus véarhaté értékii véletlen mezé. A véletlen f(Z) mez6 2-pont korreldcios
fliggvénye,

§(@—y) = (F@f(@) (D.1)

lehet6vé teszi, hogy a véletlen mezd barmely linearis fliggvényének szorasnégyzetét kisza-
molhassuk. Erre a legegyszertibb példa maganak a véletlen mezonek a szordsnégyzete:

(f2) = &1(0). (D.2)

A tovabbiakban tegytlik fel, hogy a rendszer térben homogén és izotrép, azaz a korreldcids
fiiggvény csak az r = |¥ — y] tavolsag fliggvénye.

Gyakran az is érdekes, hogy a véletlen mezd f = % [y dV f(Z) térfogati dtlaganak

mi a (f?) szérasnégyzete, ahol a térfogati atlagot a mezd értelmezési tartoméanyat képezd
teljes térfogatnak valamely kisebb V térfogati cellajara képezziik. Ekkor

7 = (3 [ et@s [ @)
_ VL /V e /V dPye(17 - 7). (D3)

Tegylik fel, hogy a korrelacids fiiggvény csak valamilyen r < 7. tavolsagok esetén kiilonbo-
zik lényegesen zérustol, ahol r. a korrelacidés hossz. Legyen tovabba az atlagolidshoz
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haszndlt cella linedris mérete jéval nagyobb, mint a korreldciés hossz, V > r3. Ilyen
esetben jé kozelitéssel

| @veria-an = [ duera. (D.4)
(7 = 3 [ e, (D5)

Ha felhasznaljuk, hogy a korrelacids fliggvény csak a korrelaciés hosszon beliil kiillonbozik
lényegesen zérustdl, akkor az alabbi becslést tehetjiik:

3

(P = 0. (D.6)

Azt mondhatjuk , hogy a véletlen mez§ térfogati dtlaganak négyzetes kozépértéke (,,root

mean square, rms”) a véletlen mezé négyzetes kozépértéke osztva v/ N-nel, ahol N = r3/V
a koherencia-térfogatok szama az atlagolashoz hasznalt térfogatban.
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