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I. A SPECIALIS RELATIVITAS ELMELETE



1. A specidlis relativitasi elv [1, 3, 4]

Ebben a fejezetben azt a kérdést tessziik fel, hogy a természet jelenségei mogdtt meghizddo
természeti torvények fiiggenek-e attol, hogy milyen inercialis vonatkoztatédsi rendszerbdl figyeljitk
meg azokat? Osztondsen azt varjuk, hogy amennyiben a természeti jelenségeket szabalyozo6 torvények
egyetemesek, akkor azok nem fiigghetnek attél, hogy az inerciarendszer, amelyben a megfigyeld
nyugalomban van, milyen mozgast végez. Ugy is mondhatnank, hogy csak akkor beszélhetiink
arrél, hogy a jelenségeket természeti torvények szabdlyozzak, ha azok fiiggetlenek attél, hogy a
megfigyel6 milyen mozgést végez.

Maris elorebocsatom a valaszt: a természet torvényei valamennyi inerciarendszer-
ben azonosak. Inerciarendszerekbdl végtelen sok van és azok egymashoz képest egyenes vonali
egyenletes mozgast végeznek.

A jelenségek korét a fizikai jelenségekre sziikitve le, a vilag azért olyan gazdag jelenségekben,
mert a testek egymassal kolcsonhatnak. Felvetodik az a kérdés, hogy egy test hogyan hat kolcson
egy mashol levé maésik testtel? Ha az egyik megvaltoztatja a helyét, sebességét, sth., akkor azt a
masik test mikor észleli? Rogtén a véltozéds pillanataban, avagy esetleg csak bizonyos id6 eltelte
utan?

A tapasztalat altal sok oldalrdl megerdsitett tény az, hogy a kbélcsénhatasok véges se-
bességgel terjednek, amelynek maximalis értéke a fény sebessége a vakuumban. A
fénysebesség minden inerciarendszerben és minden iranyban ugyanakkora.

Meg fogjuk mutatni, hogy az elmondottaknak rendkiviil silyos kovetkezményei vannak
vildgképiink alakuldsdban. A fizikai torténések (elemi események) a maguk egymdasmellettiségében
és egymasutanisasagaban vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen geometriai szerkezetet
hataroznak meg: ez a térid6. Ha ezt a geometriai szerkezetet valamely megfigyel6 valamely
vonatkoztatasi rendszerbol nézi, akkor a torténésekhez helyet és idét tud rendelni. Megtorténhet
azonban, hogy két esemény, amely az egyik inerciarendszerben egyidejii, egy maésikban méar nem
az. A hely és az id6 az esemény vonatkoztatasi rendszertol fiiggdé koordinatai. Ezek a koordinatak
azonban annak a téridonek a pontjait jellemzik, amelynek a geometriai szerkezete fliggetlen a vo-
natkoztatdsi rendszertol. Ezen fiiggetlen geometriai szerkezetben hely és id6 nem valik kiilon,
hanem egységet alkot.

A specidlis relativitas elmélete szerint a tér és az idé szoros egységet alkot, a térid6t. Nem
beszélhetiink a térrdl, mint eleve adott szinpadrol, amelyben az események zajlanak. Sokkal inkabb
az események a maguk sokasdgdval hatdrozzék meg a téridot. A hely és az id6, amit az egyes
eseményekhez rendeliink esetleges, fligg attol, hogy az események sokasagat mely inerciarendszerbol
figyeljiilk meg, azaz hogy melyik az az inerciarendszer, amelyben nyugalomban vannak a hely és az
idoméréséhez haszndlt méterrudak és orak.

A specialis relativitas elve értelmében nincsen kitiintetett inerciarendszer. A fizikai torvények
szempontjabol minden inerciarendszer egyenértékii. Ennek koszonhetSen nincsen abszolit nyuga-
lomban levé inerciarendszer sem, mint amit a Newton-i mechanika feltételezett.

Ebben a fejezetben megtanuljuk, hogy a téridének milyen, vonatkoztatasi rendszertol fiigget-
len jellemz6i vannak, mi a kapcsolat azon hely- és id6koordinatak kozott, amelyek egy eseményt
kiilonbo6z6 inerciarendszerekben jellemeznek, és a hely- és az id6koordinatak viszonylagossaganak
néhany kovetkezményét.



1.1. Vonatkoztatasi rendszerek, inerciarendszerek [1, 4]

A jelenségeket mindig valamilyen testhez, testek rendszeréhez rogzitett mérémiiszerek segitségével
vizsgaljuk. Ezek egyiittese alkotja a vonatkoztatasi rendszert. Ugy képzelhetjiik, hogy a vonat-
koztatasi rendszer minden pontjaban all egy megfigyeld kezében éraval és méroruddal. Ezek a meg-
figyel6k mérérudjaik segitségével térbeli koordinatarendszerrel tudjak behalozni a teret. A térbeli
koordinatarendszer kijel6lésére természetesen végtelen sok lehetéség kindlkozik. A vonatkoztatési
rendszer a vélasztott tér-koordindtarendszer és az annak pontjaiban rogzitett érak osszességének
is tekintheto.

A vonatkoztatasi rendszerek kozott vannak olyanok, amelyekben az egyenes vonald egyen-
letes mozgdast végzo test megtartja egyenes vonali egyenletes mozgasat, ha semmilyen test nem
hat rd. Ezek az inerciarendszerek. Ha egy vonatkoztatdsi rendszer inerciarendszer, akkor min-
den hozza képest egyenes vonali egyenletes mozgast végzé rendszer is inerciarendszer. Kovet-
kezésképpen, végtelen sok inerciarendszer van. Inerciarendszerben az egyenes vonali egyenletes
mozgés leirdsa akkor a legegyszeriibb, ha Descartes-féle koordinatarendszert valasztunk.

1.2. A specidlis relativitasi elv [1, 3, 4]

A specidlis relativitasi elv azt a tapasztalatot mondja ki, hogy a természettorvények
minden inerciarendszerben azonosak. Ez azt jelenti, hogy a természettorvények fiigget-
lenek a vonatkoztatasi rendszertsl, nem viszonylagosak, hanem egyetemesek. Késébb a
specialis relativitasi elvnek a matematikai lefrasban hasznalhatébb megfogalmazdasat fogjuk adni,
amely szerint a természeti torvényeket leiré egyenletek valamennyi inerciarendszerben
azonos alakuak.

A specidlis relativitasi elv azt a tapasztalatot fogalmazza meg, hogy az inerciarendszerek
kozott semmilyen fizikai kisérlettel nem lehet kiilénbséget tenni. A kiilénb6z6 inerciarendszerek a
fizika szempontjabdl teljesen egyenértékiiek.

Itt jegyzem meg, hogy ennek a tapasztalatnak az els6 megfogalmazasa Galileo Galilei nevéhez
fliz6dik. Hadd 4lljon itt a ,,Pdrbeszédekbdl” vett idézet (1d. 1., 2., 3. és 4. 4bra):

A specialis relativitdselméletet Albert Einstein dolgozta ki.

1.3. Tavolhatas — kozelhatas [1]

A mechanika Newton-féle megfogalmazasaban egy test megvéltoztatja mozgasallapotat, ha masik
testtel kolcsonhatdsba 1ép és az er6t gyakorol rd. Az er6torvény, ami az er6 nagysagat adott
pillanatban megadja, a Newton-i mechanika szerint olyan, hogy csak a testeknek a pillanatnyi
helyzetétdl, sebességétol, stb. fiigg. Ezért, ha az egyik test mozgasallapota megvéltozik, akkor
azt a masik test azonnal észreveszi, fliggetlentil attdl, hogy milyen tavolsagban tartézkodik. Ezért
azt mondjuk, hogy a Newton-i mechanika a kolcsonhatédst tavolhatdasként kezeli. Sok mechanikai
jelenségnél a kolcsonhatéd testek egymassal érintkeznek, s ilyenkor nem jelentkezik élesen az a
kérdés, hogy hogyan is lehetséges tavolhatas.

Nagyon fontos, mar a Newton-i mechanikdban is vizsgalt jelenség, a szabadesés, amikor a
Fold és a szabadon es6 test nem érintkeznek. Itt mar nem nyilvanvald, hogy hogyan is fejt ki erdt a
Fold a vele nem érintkezo6 testre. Vélaszként megfogalmazodott az a feltevés, hogy a kolcsonhatas
nem tavolhatasként, hanem kozelhatasként valosul meg. Pl. a Fold gravitacids teret kelt és a Hold



SALVIATI. A pillanat alkalmasnak latszik
arra, hogy annak kimutatdsa soran, hogy a
felsorolt kisérletek nem érnek semmit, fel-
tegyem a koronat azzal, hogy megmutatom,
miképpen lehet azokat a lehetd legkisebb fa-
radsaggal kiprobalni. Zarkdzzal be egy ba-
ratod tarsasiagdban egy nagy hajé fedélzete
alatt egy meglehetésen nagy terembe. Vigyél
oda szunyogokat, lepkéket és egyéb ropksdd
allatokat, gondoskodjal egy apré halakkal telt
vizesedényrél is, azonkiviil akassz fel egy
kis vodrot, melybél a viz egy aldja helyezett
szik nyaku edénybe csopdg. Most figyeld

1. dbra. Galilei: ,,Parbeszédek”, idézet.

ebben szabadon esik. A szabadon es6 testre, a Holdra a gravitacids erétér fejt ki erét kozelhatéas
révén ott, ahol az éppen tartézkodik. A klasszikus mechanikdban azonban feltételezziik, hogy a
Fold mozgaséallapotdban bekovetkezd barmilyen valtozasra a Fold altal keltett gravitacids ertér
azonnal (id6késleltetés nélkiil) hozzdidomul. A klasszikus mechanika kozelhatdsrol alkotott képe
szerint tehat végtelen nagy sebességgel terjed az a hatds, ami az egyik test mozgasédllapotanak
megvaltozasardl a masik testhez a testek kozotti er6térben ,,hirt visz”. A Galilei nevével jelzett
relativitasi elvbe a kolcsonhatasok végtelen nagy terjedési sebességét is hallgatolagosan bele szokés
érteni.

Az elektromdagneses hullamok felfedezése 6ta tudjuk, hogy a testek kozotti kolcsonhatéas
valéjaban mindig dgy valdsul meg, hogy az egyik test erdteret kelt, ami kozelhatdst gyakorol a
benne elhelyezked6 masik testre. Azt is tudjuk, hogy az erSteret kelté test mozgasallapotanak
megvaltozdsa nyoman az erétérben ,zavar”, elegansabb nevén hulldm terjed tova, ami mindig
energiat hordoz. Ez a zavar az a hatéas, ami ,,hiriil viszi” a teret kelté test mozgasallapotdban
bekovetkezett valtozdst. A kblcsOnhatds (a zavar, a jel) terjedésének sebessége a tapasztalat
szerint mindig véges. Azt, hogy valahol egy fizikai torténés (egy esemény) ment végbe, mas
testek csak idében megkésve ,,veszik észre”. A kdlecsonhatds terjedési sebességét gy kapjuk, hogy
a masik testnek az esemény helyét6l mért tavolsagat osztjuk azzal az idovel, amelynél kordabban
nem figyelhet6k meg rajta olyan folyamatok, amelyeket az adott esemény valtott ki.

1.4. A kolcs6nhatds maximadlis terjedési sebessége: a fénysebesség [3, 4]

A tapasztalat szerint a kolcs6nhatasok terjedési sebességének 1étezik maximalis értéke:
ez a c fénysebesség, az elektromagneses hullamok terjedési sebessége vakuumban. Ha
a kolcsonhatasok maximélis terjedési sebességének 1éte természeti torvény, akkor a specidlis re-
lativitas elve értelmében ennek a sebességnek minden inerciarendszerben azonosnak kell lenni.
(Egyébként kiilonbséget lehetne tenni az inerciarendszerek kozott.) Abbdl a feltevésbdl, hogy az



meg gondosan, hogy a repiil§ dllatok milyen
sebességgel ropkiédnek a szobdban minden
iranyba, mig a hajo all. Meglatod azt is, hogy
a halak egyforman tszkdlnak minden irdny-
ban, a lehullé vizeseppek mind a vodor alatt
ill6 edénybe esnek. Ha tarsad felé hajitasz
egy tirgyat, mind az egyik, mind a mdsik
iranyba egyforma erdvel kell hajitanod, fel-
téve, hogy azonos tdvolsagokrél van sz6. Ha,
mint mondani szokds, paros ldbbal ugrasz,
minden irdnyba ugyanolyan messzire jutsz.
Jol vigydzz, hogy mindezt gondosan megfi-
gyeld, nehogy barmi kétely tamadhasson ab-
ban, hogy az 4116 hajéon mindez igy torténik.
Most mozogjon a hajé tetszés szerinti sebes-
séggel: azt fogod tapasztalni — ha a mozgas
egyenletes ¢és nem ide-oda ingadozé —,
hogy az emlitett jelenségekben semmiféle
valtozds nem kovetkezik be. Azoknak egyi-
kébdl sem tudsz arra kovetkeztetni, hogy
mozog-e a hajo, vagy sem. Ha ugrasz, ugyan-
akkora tivolsagra fogsz jutni, mint az elébb,
és bdrmily gyorsan mozog a hajo, nem tudsz
nagyobbat ugrani hétrafelé, mint elére:. pe-
dig az alattad levé hajépadlé az alatt az idd
alatt, mig a levegéhen vagy, ugrdsoddal el-
lenkezg irdnyban elmozdul eldére. Ha tdrsad
felé egy targyat hajitasz, nem kell nagyobb
ergvel hajitanod, ha bardtod a hajo elején
tartozkodik, mint akkor, amikor hatul van.
A cseppek éppugy bele fognak hullani az
als¢ edénybe, mint elébb, egyetlenegy sem
fog az edény mogé esni, pedig az, mig a
csepp a levegdben van, tobb hilvelyknyi utat

2. abra. Galilei: ,,Parbeszédek”, idézet folytatdsa.
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tesz meg. A halaknak sem kell az edényben
nagyobb er6t kifejteni, hogy az edény ele-
jére tuszhassanak, és ugyanolyan kénnyed-
séggel fognak a tdpldlék utin menni, ha az
edény barmely részén van is. Végil a szu-
nyogok és a lepkék is kiilénbség nétkil fog-
nak barmely irdnyba repkedni. Schasem fog
eléfordulni, hogy a hatsé falhoz nyomodnak,
mintegy elfdradva a gyorsan haladé hajé ko-
vetésétsl, pedig mig a levegében tartozkod-
nak, el vannak vdalasztva téle. Ha egy szem
tomjént elégetiink, egy kevés fiist képzddik,
mely felszall a magasba és kis felhé gyanant
lebeg ott, és nem mozdul el sem az egyik,
sem a masik iranyba. A jelenségek ez egy-
formasiganak az az oka, hogy a hajé mozga-
saban minden rajta levs targy részt vesz,
beleértve a leveg6t is. Azért is mondtam,
hogy a fedélzet alatt kell elhelyezkednetek,
mert fent, a szabad levegén, mely nem Kki-
séri a hajé mozgasat, az emlitett jelenségek-
t8l tobbé-kevésbé észrevehetd eltéréseket ta-
pasztalhatnitok. Igy példaul a fiist éppugy
elmaradna, mint a levegd. A szinyogok e€s
a lepkék sem tudnédk kdvetni a hajét a leve-
g6 ellendlldsa miatt, ha a hajotél jelentékeny
tavolsigra keriilnének, de ha a kézelben ma-
radnak, minden akaddly és erdfeszités nel-
kiil utolérhetnék a hajét, mert az mint sza-
balytalan épitmény a szomszédos légréetege-
ket magdval viszi. Hasonl6é okokbdl lathatjuk
azt is, hogy a kellemetlen szinyogok és bd-
gblydk kovetni tudjdk a gyorsan végtaté lo-
vakat, ¢s majd az egyik, majd a masik test-

3. abra. Galilei: ,,Parbeszédek”, idézet folytatdsa.
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résziikon helyezkednek el. A lehullé csep-
peknél azonban a kiilonbség egészen csekély,
az ugrasnal és sulyos testek hajitdsdnal ész-
revehetetlen lenne.

SAGREDO. Biar még sohasem jutott
eszembe a tengeren, hogy a felsorolt megfi~
gyeléseket ebbdl a célbdl végrehajtsam, tébb
mint bizonyos vagyok benne, hogy valdban
az adott eredményre vezetnek. Igy példdu!
arra is emlékszem, hogy fiilkémben tartéz-
kodva igen sokszor vetettem fel magamnak
azt a kérdést, hogy mozog-e a hajd, vagy
all-e, és gondolataimba elmeriilve sokszor
hittem azt, hogy az egyik irdnyba megy, pe-
dig éppen az ellenkezé irdnyba haladt. Ezért
teljesen meg vagyok most elégedve és szi-
lardan meg vagyok réla gydzddve, hogy hid-
bavalé minden olyan kisérlet, amely a Féld
forgdsa mellett vagy az ellen dénté mddon
szélna. Még egyetlen ellenvetést kell elin-
tézni, mely azon a tapasztalaton alapszik,
hogy azok a tirgyak, amelyek egy forgs gé-
pen vannak, a gyors forgds kévetkeztében le-
repiilnek-e réla. Ezért gondoltdk sokan, kbz-
tik Ptolemaiosz is, hogy ha a F5ld akkora
sebességgel forogna a tengelye koriil, akkor
a kévek és az allatok egészen a csillagokig
repiilnének, és az épiileteket a mégoly erds
malter sem tudnd a talajhoz kotni, hogy
megmentse ettdl a pusztulastél.

AW TYT i rriw - -

4. abra. Galilei: ,,Parbeszédek”, idézet folytatasa.
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inerciarendszerekben nincsenek kitiintetett iranyok, kovetkezik, hogy a fény terjedési sebessége min-
den irdnyban azonos. Ezt nevezziik a fényterjedés izotrépidjanak. A fény terjedési sebessége
tehat valamennyi inerciarendszerben és minden iranyban azonos.

Michelson és Morley kisérlete bizonyitotta [3, 4], hogy a fény terjedési sebessége csakugyan
minden inerciarendszerben azonos. Amikor a kisérletet végezték, mar tudtak, hogy az inercia-
rendszerek kozott mechanikai kisérletekkel nem lehet kiilonbséget tenni. Ismeretes volt tovabbé
az elektrodinamikanak az az eredménye, hogy a fény a koézegmentes térben minden irdnyban azo-
nos sebességgel terjed. A kérdés csak az volt, milyen vonatkoztatési rendszerhez képest terjed a
fény c sebességgel. Az volt a feltételezés a Newton-i mechanika hagyoméanyos alldspontja szerint,
hogy létezik egy abszolut nyugalomban levé inerciarendszer, az éter, és a fény ehhez képest ter-
jed c sebességgel. A kisérlet célja az volt, hogy meghatarozzak az interferométer v sebességét az
éterhez képest (I1d. [3]). Konnyli beldtni, hogy az interferenciacsikoknak el kellene tolédniuk, ha
az interferométert abbdl a helyzetbdl, amikor egyik karja a ¢ sebesség irdnydba mutat, elforgatjuk
mondjuk 90 fokkal a sikjara merdleges tengely koriil. Képzeljiik magunk elé a Foldet, amint a
Nap koriil kering. Tegyiik fel, hogy a Nap sebessége az éterben 17, a Fold keringési sebessége
pedig a Naphoz rogzitett inerciarendszerben w. Ekkor az interferométer feltételezett sebessége az
éterhez képest v = V+4. Eza sebesség nem lehet a Fold keringése soran mindig azonosan nulla.
A Foéldén nyugvé interferométer elforgatasakor tehét jelentkezni kellene altaldban az interferen-
ciacsikok eltoléddsédnak. A tapasztalat azonban az, hogy nem észleltek csikeltolédast. Ez csak ugy
érthet6, ha nem ragaszkodunk ahhoz, hogy a fény az éterhez terjed, hanem elfogadjuk, barmely,
az interferométerrel a kisérlet idején éppen egyiittmozgé inerciarendszerhez képest ugyanazzal a
c sebességgel terjed. Ez azt jelenti viszont, hogy még a fény sem tiinteti ki az inerciarendszerek
valamelyikét. Akkor nincs is értelme arrél beszélni, hogy létezik abszolit nyugvé inerciarend-
szer, hiszen semmilyen kisérlettel sem lehet megkiilonboztetni egyik inerciarendszert a mésiktol, a
Michelson-kisérlettel sem. Ez vezette Einsteint a specialis relativitas elvének megfogalmazésihoz,
azaz annak kimondasahoz, hogy nincsen kitiintetett inerciarendszer, s igy abszolit nyugalomban
lev6 inerciarendszer sincs.

Végiil néhdny fontos megjegyzés, ami a kolcsonhatdsok véges terjedési sebességének je-
lent6ségét mutatja:

o Az er6tér fogalma azért valik tulajdonképpen fizikaivd, mert benne a zavarok véges se-
bességgel tudnak terjedni. Ennek koszonheto ugyanis, hogy a tavolhatas és az erGtérre ala-
pozott kozelhatds koziil csak az utébbival lehet a fizikai jelenségek kozotti oksagi kapcesolatot
helyesen magyarazni.

e Nyilvdnval6 az is, hogy a fénysebességnél nagyobb sebességii test nem létezhet, mert akkor
ez a test olyan kolcsonhatdst valésithatna meg, amely a fénysebességnél gyorsabban terjed.
Marpedig akkor a fénysebesség nem lehetne a kolecsonhatdsok maximalis terjedési sebessége.

e Miutan a fénysebesség valamennyi inerciarendszerben minden irdnyban azonos, a fényjeleket
felhasznalhatjuk, hogy adott inerciarendszerben az egymashoz képest nyugvéd érdkat szink-
ronizaljuk. Legyen pl. O az origéban nyugvé éra. Amikor az to = 0 id6t mutat, ak-
kor bocsassunk ki az origébdl minden irdnyban fényjeleket. Amikor a fényjel az origdtdl £
tavolsdgra levd O’ 6rét eléri, akkor &llitsuk azt tor = £/c-re. Ezzel az eljdrdssal az Osszes,
az adott inerciarendszerben nyugvo érat szinkronizalhatjuk. Ez azt jelenti, hogy valamennyi
inerciarendszerben létezik egységes t rendszeridd, amelyet a szinkronizalt érak mérnek.

e Ha formalisan a c fénysebességgel, mint a specidlis relativitaselméletben szerepld paraméterrel
a végtelenhez tartunk, akkor az annak felel meg, hogy a kolcsonhatasok maximalis ter-
jedési sebességével végtelenhez tartunk. Ekkor vissza kell kapjuk a klasszikus mechanika
hataresetét. Ez a formalis 1épés akkor hordoz fizikai tartalmat, ha olyan rendszerek leirasara
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toreksziink, amelyekben a részecskék a fénysebességhez képest lényegesen kisebb sebességgel
mozognak.

1.5. Elemi események invarians ,,tavolsaga”: ivhossz [1]

Miutdn a kolcsonhatdsok mindig kozelhatdsként, lokalisan valésulnak meg, a fizikai torténéseket
gondolatban mindig felbonthatjuk pontszerli elemi események lancolatara. Hogy még egyszeriibb
legyen gondolkoznunk, gondolatban minden pontszeri elemi eseményt azonosithatunk egy fényjel
(pl. egy foton) kibocsatdsdval ill. elnyelésével.

Gondolatban elképzelhetjiik, hogy egy adott vonatkoztatédsi rendszerben minden helyen min-
den pillanatban torténik egy elemi esemény. FEzen (lehetséges) elemi események sokasiga az,
ami meghatarozza adott vonatkoztatisi rendszerben a helyet és az id6t. Az elemi események
azonban, mint fizikai torténések nem viszonylagosak, minden vonatkoztatasi rendszerben lezajla-
nak. A pontszerii elemi eseményhez barmely inercidlis vonatkoztatdsi rendszerben rendelhetiink
Descartes-féle helykoordindtakat, 7 = (x!,22,23) (més jelolésben z¢ (i = 1,2,3)), valamint a ¢
idékoordinatat, amely megfelel az 7 pontban nyugvé éra altal mutatott idének. Ugyanazon elemi
eseményt kiillonb6z6 vonatkoztatasi rendszerekben jellemzé koordinatak kozott altaldban bonyolult

kapcsolat van, amelyre még visszatériink.

Feltehetjiik azonban azt a kérdést, hogy vannak-e az elemi események sokasaganak olyan
tulajdonsagai, amelyek fliggetlenek a vonatkoztatdsi rendszert6l? A valasz az, hogy az elemi
események sokasdga vonatkoztatasi rendszertdl fiiggetlen geometriai szerkezettel rendelkezik. Az
elemi események sokasaga geometriai szerkezeténél fogva meghatarozza a téridét.

Vezessiik be az invaridns ivhossz fogalmat. Tegyiik fel, hogy két esemény infinitezimalisan
kozeli, az egyik egy fényjel emisszidja, a masik ugyanennek a fényjelnek az abszorpciéja. Ha ezen két
esemény koordindtakiilonbségei a tetsz6leges K inerciarendszerben dx? és az események kozott eltelt
idS pedig dt, akkor a fénysebesség dllandésaga kovetkeztében a (cdt)? — (da')? — (dz?)? — (dz®)? = 0
egyenléség all fenn tetszoleges K inerciarendszerben.

Vegyiink most két tetszoleges, egymashoz infinitezimalisan kozeli eseményt és képezziik a
ds* = (cdt)? — (dz')? — (dz?)? — (d2®)? (1.1)

mennyiséget, amit az ivhosszelem négyzetének neveziink. Ennek értéke dltaldban nem zérus.
Most azonban megmutatjuk, hogy az ivhosszelem négyzetének értéke minden inerciarend-
szerben ugyanaz. Tegyiik fel, hogy a K; inerciarendszer v7, a Ko inerciarendszer pedig ¥s
sebességgel mozog a K rendszerhez képest. Az ivhosszelem négyzete az egyik ill. a masik rend-
szerben azonos rendben kicsiny mennyiség, ezért ds? ~ ds? és ds3 ~ ds?, ahol ds? az fvhosszelem
négyzete a K rendszerben. Az ardnyossagi tényez6 a tér homogenitdsa és izotropiaja miatt csak
a K és Ky ill. a K és K, inerciarendszerek relativ sebességének nagysagatdl fiigghet, a helyko-
ordinatdktél és az idékoordindtatdl és a sebesség iranyatdl nem: ds? = a(vq)ds?, ds3 = a(v2)ds?.
Legyen a K és a Ky inerciarendszerek relativ sebessége v12. Ekkor a % hanyadost képezve latjuk,
hogy fenndll az '

a(’Ulg) = (12)

egyenlet. Itt azonban a baloldal altalaban fligg a v és a U5 sebességek sz6gétol, mig a jobboldal
nem. Az egyenl6ség tetszOleges K1, Ko és K inerciarendszerek esetén csak ugy allhat fenn, ha
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az aranyossagi tényez6 allandd, de akkor a = 1. Eazzel belattuk, hogy az ivhosszelem négyzete
invarians mennyiség, értéke tetszéleges inercialis vonatkoztatdsi rendszerben azonos.

Az infinitezimalis tavolsagok invarianciajabdl a véges ivhossznégyzetek invariancisja is kovet-
kezik.

1.6. Térid6, fénykip, eseményhorizont [1]

Az elemi események tehdt (inerciarendszerekbdl nézve) olyan geometriai szerkezetet alkotnak,
amelyben a kozottilk levé négydimenzids tavolsagok vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlenek. Az
elemi események altal az invarians ivhossz révén definidlt geometriai strukturat ne-
vezzik téridének. Az elnevezés kifejezi, hogy a térido geometriai szerkezetében nem valik kiilon
a hely és az id6. Tér ésid6 szoros egységet alkot. Azt a geometridt, amelyet a téridében értelmezett
invarians ivhossz definial, pszeudoeuklideszi geometrianak nevezziik.

Vizsgaljuk meg egy tetszéleges O elemi eseményhez képest a téridé szerkezetét. Taldlunk
olyan elemi eseményeket, amelyeknek az ivhossznégyzete zérus. Ezeket fényszertien elvalasztott
eseményeknek nevezziik. Ezek alkotjdk az un. fénykiapot. Azok az események, amelyekre az
O eseményhez viszonyitott ivhossznégyzet pozitiv, az id6szeriien elvalasztott események. Az
idOszertien elvalasztott események a fénykip belsejében helyezkednek el. Csak a fénykupon és
a fénykap belsejében elhelyezked6 események allhatnak az O eseménnyel oksagi kapcsolatban.
Ekkor ugyanis a kiszemelt esemény és az O esemény kozotti térbeli tdvolsag és a kozottiik eltelt
id6 hanyadosa semmilyen inerciarendszerben nem haladja meg a fénysebességet. Ezzel szemben
a fénykipon kiviil elhelyezkedd eseményekre az ivhossz négyzete negativ. FEzek a térszeriien
elvalasztott események. Ko6zottiik és az O esemény kozott nem lehetséges oksagi kapcsolat, mert
ehhez a fénysebességnél gyorsabban terjed6 kolcsonhatést kellene feltételezni. Az eseményeknek ez
az osztélyozésa (tetszbleges elemi eseményre vonatkoztatva) fényszeriien, iddszertien és térszeriien
elvélasztott eseményekre az invaridns ivhossz fogalman alapul és igy fiiggetlen a vonatkoztatdsi
rendszertdl és a térid6 invaridns szerkezetének nagyon fontos jellemzdje.

Itt jegyezziik meg, hogy az események egyhelyiisége és egyidejlisége a vonatkoztatdsi rend-
szertol fiiggo fogalmak:

e Ha két esemény valamely inerciarendszerben egyhelyi és egyidejii, akkor minden inerciarend-
szerben az; a térid6 egyazon pontja.

e Annak a sziikséges feltétele, hogy létezzen olyan inerciarendszer, amelyben két esemény egy-
helyli, az, hogy a két esemény legyen id&szeriien elvélasztott.

e Annak a sziikséges feltétele, hogy létezzen olyan inerciarendszer, amelyben két esemény egy-
idejii, az, hogy az események legyenek térszeriien elvalasztva.

A fénykipon beliili eseményekrél egyértelmiien (vonatkoztatdsi rendszertdl fiiggetlentil) eldont-
heto, hogy azok korabbiak vagy kés6bbiek, multbeliek vagy jovobeliek az O eseményhez képest. fgy
az oksagi viszonyok barmely inerciarendszerben valtozatlanok. Azok az események, amelyeknek
O érezheti elvileg a kovetkezményeit, mind a multbeli fénykupon belill, ill. annak a feliiletén he-
lyezkednek el. Masrészrol az O eseményt csak azok a megfigyel6k észlelhetik, akik megfigyelésiiket
valamely a jovébeli fénykupon beliili eseménnyel egyhelytien és idejlileg végzik. Az O elemi torténés
szempontjabdl tehat a ,,vildgegyetem” a multbeli és a jovSbeli fénykipbdl all. A fénykup feliilete
az az eseményhorizont, amelyen kiviil elhelyezkedd eseményeknek O-ra semmiféle hatasa nem lehet
és amelyekre O-nak sem lehet semmilyen hatdsa. Ezek az események az O esemény szempontjabdl
olyanok, mintha nem is torténtek volna meg, ill. nem is torténnének meg.
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1.7. Sajatidé. A miion élettartama. Ikerparadoxon [1, 3]

Azt a kérdést akarjuk megvizsgédlni, hogy hogyan telik az id6 az egymdashoz képest mozgd érakon.
Ebbél egyuttal az is kideriil, hogy az id6 fliiggeni fog a vonatkoztatédsi rendszertol, amelyben nyugvd
oraval mérjiik.

Legyen K tetszéleges inerciarendszer, amelyben egy éra tetszOlegesen mozog. A K-ban
felvett koordinatarendszer legyen (¢, x', 22, 2%). Legyen az 6ra sebessége a K rendszerben a t id§
tetszéleges fliggvénye: 0(t). Tegyiik fel, hogy a mozgd éra a K rendszerbdl nézve dt idS alatt
dz® elmozduldst szenved. A t ill. dt id6t a K-ban nyugvé (szinkronizalt) érak mérik. Mennyi
idé telik el a mozgd ora fenti elmozduldsa alatt magan a mozgd éran? A mozgd éraval az adott
pillanatban egylittmozgé inerciarendszer legyen K’'. Mekkora tehét a K’'-ben nyugvé éran eltelt
dt' id8? Tudjuk, hogy az éra K’-ben nyugalomban van, tehét (dz?)’ = 0. Az fvhosszelem négyzete
invarians, tehat:

ds* = (cdt)? — (dz')? — (d2*)? — (da®)? = (cdt')?. (1.3)
Innen a mozgd éra nyugalmi rendszerében eltelt id6:
dt' =dt \/1— (v?/c?) < dt (1.4)

A K rendszerben mozgé éra tehat lassabban jar, mint a K rendszerben nyugvé 6rak. Az éra sajat
nyugalmi rendszerében eltelt id6t sajatidének nevezziik és a késébbiekben dr-val fogjuk jeldlni.
A fenti példaban az 6ra véges elmozdulasdhoz tartozé sajatido és a K inerciarendszerben eltelt idé

kozott az Osszefiiggés:
ta 2(¢
— / dtq/l—vg)<t2—t1. (1.5)
t1 ¢

Az (1.3) képletbdl 14tjuk, hogy az 6ra &ltal dr sajatidé alatt befutott {vhossz ds = edr.

Ha a mozgd dra v sebessége K-hoz képest allandd, akkor az déra nyugalmi rendszere, K’
mindvégig inerciarendszer. Ekkor természetesen az éra 7 sajatideje éppen a K’ inerciarendszerben
a t’ rendszeridd. Ha K'-ben két egyhely(i esemény kozott At’ idé telik el, akkor eme két esemény
kozott a K-ban nyugvd oran

!/
At = A715>At’ (1.6)

_ v
02

ido telik el. A dolog azonban meg is fordithaté: ha két, a K-ban egyhelyl esemény kozott K-

ban mérve At id6 telik el, akkor ugyanezen két esemény kozott eltelt id6t a K'-ben nyugvé 6rdk

ugyancsak hosszabbnak mérik: At' = —2L_ > At. Az tn. id6dilatacié tehat nem tiinteti ki egyik

==

inerciarendszert sem.

Ismeretes a kovetkez6 jelenség [3]. A miionok a miionikus atomok belsejében kb. 1079 s alatt
bomlanak el. Ugyanakkor a Fold felszinétol kb. 10 km magassagban kozmikus sugarzas hatdsara
keletkeznek miionok. Ezeknek a milonoknak a sebessége nagysdgrendileg a fénysebességnél annak 1
%-4val kisebb. A tapasztalat szerint a magas légkorben keletkezett miionok elérik a Fold felszinét.
Hogyan lehetséges ez? A magyarazat abban rejlik, hogy a nagy sebességgel mozgd miionok 6rédja
lassabban jér, s igy az a kb. 107 s id8, amire a Fldon nyugvé éran mérve sziikségiik van ahhoz,
hogy lejussanak a Fold felszinére, az 6 sajatidejiikben mérve csak a 1076 s élettartamnak felel meg

(d. [3)).
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A mozgé érék lelassuldsa révén megfogalmazhaté az ikerparadoxon. Tegyiik fel, hogy két
orank van: az egyik, O1, nyugalomban van a K inerciarendszerben, a méasik, Os, pedig zart palyan
mozogva elindul onnan, ahol O; tartézkodik, majd valamennyi id6 multan visszatér ugyanoda. A
fentiek szerint az Og sajatidejében eltelt id6 Oz elindulasa és visszatérése kozott kisebb, mint az
O;-en ekozben eltelt id6. Ha az orakkal egyiittmozgé ikertestvéreket képzeliink el, akkor arra
a paradoxonra jutunk, hogy az induldskor egykoru ikertestvérek koziil az, amelyik az O, dréval
(pl. egy visszatérd {irhajéban) egyiitt mozgott, fiatalabb a visszatéréskor, mint a testvére, aki
a K, inerciarendszerben nyugalomban volt. Ez paradoxon, ha feltessziik, hogy a vonatkoztatasi
rendszerekben a természeti torvények azonosak. A paradoxon felolddsa nyilvanvaléan abban rejlik,
hogy az Oz-vel egylittmozgd Ko vonatkoztatasi rendszer nem inerciarendszer, igy nem alkalmazhato
rd a specidlis relativitas elve. A Ky vonatkoztatasi rendszer nem kell hogy egyenértékii legyen a
K inerciarendszerrel, amelyben O nyugszik.

1.8. A Poincaré- és a Lorentz-transzformaciék [1, 4]

(Ebben a fejezetben az egyszeriiség kedvéért tobbszor az z! = z

haszndlom a térkoordindtékra.)

2?2 = y és 23 = 2 jelolést

3

Amig a relativitdsi elvet nem alkalmazték a fényre, hanem csak a mechanikai jelenségekre,
addig meg lehetett maradni annal a szemléletnél, hogy az id6 valamenynyi inerciarendszerben
azonos médon telik. A klasszikus mechanikaban a K inerciarendszerben nyugvo 6rak dltal mutatott
t id6t és a hozza képest tetszOleges 1% sebességgel mozgd K’ inerciarendszerben nyugvé dérakkal
mért ¢’ id6t azonosnak tekintjiik, ¢ = ¢'. Ez azt jelenti, hogy a klasszikus mechanikdban létezik
az inerciarendszer megvélasztasatol fiiggetlen abszolit id6. Mindazok a mechanikai jelenségek,
amelyek olyan rendszerekben 1épnek fel, amelyekben a részecskék a fénysebességnél lényegesen
kisebb sebességgel mozognak, a tapasztalat szerint helyesen irhatdk le a klasszikus mechanika
szerint.

Az egyik inerciarendszerr6l a masikra torténd attérést matematikailag koor-
dinatatranszformacio irja le. Ugyannak az elemi eseménynek keressiik a koordindtait az egyik
ill. a masik inerciarendszerben és azt kérdezziik, hogy mi a kapcsolat kozottiikk. A klasszikus
mechanikdban ezt a Galilei-transzformacié adja meg. Tekintsiik azt az esetet, amikor a K’
inerciarendszer V sebességgel mozog a K inerciarendszerhez képest annak = tengelye irdanyaban, a
két rendszerben a megfelel6 koordinatatengelyek a térben parhuzamosak, és az idé mérést akkor
kezdtiik, amikor a két rendszer origdja egybeesett. (A késdbbiekben, a speciélis relativitdselméletrél
sz016 fejezetekben a kiilonb6zé mennyiségek transzformacioit mindig erre a specidlis esetre fogom
konkréten megadni.) A K inerciarendszerben bevezetett (¢,z,y, z) koordinatdk és a K’ inercia-
rendszerben hasznélt (¢, 2, y’, 2") koordindtdk kapcsolatdt megadd Galilei-transzformécio:

t=t, x=2"+Vt =vy., z=7. 1.7
b b y y7

Megtanultuk ugyanakkor, hogy ha a fénysebesség végességét komolyan vessziik és a fény
terjedésére is alkalmazzuk a specidlis relativitas elvét, akkor abbdl tobbek kozott az is kdvetkezik,
hogy a kiilonboz6 inerciarendszerekben nyugvé (fizikailag azonos) érak kiilonbozdképpen jarnak,
vagyis t' # t A fenti K és K’ inerciarendszerekben felvett koordindtak kozott azonban fennall az
ivhossz invariancigjat kifejezé

R (etf 2yt =2 = () - (@ - ) - () (18)

osszefiiggés. A (ct,x,y,2) = (2° = ct, 2! = z,2% = y, 23 = 2) 4 darab téridé-koordindtét tgy
tekinthetjiik, mint egy olyan 4-dimenziés tér x* vektordanak komponenseit, amelyben a vektorok
hosszéat az s? ivhossznégyzet adja meg. Az ilyen vektorteret Minkowski-térnek nevezziik.
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Az egyik inerciarendszerrél a mésikra valé attérésnek megfelel$ koordindta-transzforméacidkat
tehdt azok kozott a transzformécidk kozott kell keresniink, amelyek az x# vektorok hosszat in-
varidnsan hagyjak. Ezek a transzformécidk az un. Poincaré-transzformaciok:

Eltolasok id6irany1 eltolasok 1
eltolasok a térben az 3
xt, 22, 23 irdnyokban 4
Lorentz-transzforméciok | forgatasok a térben 3

az (2t 2?), (2, 23), (22, 23) sikban
Lorentz-16kések (boost): forgatdsok az | 3
(20, 21), (2°,22), (2%, 23) sfkban 6

Az eltolasok az idémérés kezdetének, ill. a térkoordinatarendszer origdjanak megvaltoztatasat
jelentik. Rendre 1 ill. 3 fiiggetlen ilyen eltolds van. Az eltoldsok segitségével mindig elérhetjiik,
hogy a K és K’ inerciarendszerben hasznalt z# ill. z#’ 4-dimenziés koordinatarendszerek origéja
egybeessen, azaz hogy a két inerciarendszerben hasznalt térkoordinatarendszerek origdi a t =
t’ = 0 pillanatban essenek egybe. Ezt a Lorentz-transzformécidk tovdbbi vizsgdlata sordn mindig
feltételezziik. A térbeli forgatasokbdl 3 fliggetlen van, ezek annak felelnek meg, hogy adott
inerciarendszerben elforgatjuk a térbeli koordinatarendszeriinket, mikézben az idé valtozatlan, hi-
szen tovabbra is ugyanazokkal; a nyugvé érdkkal mérjitkk. Végiil a Lorentz-16késeknek nevezett
forgatasok azok, amelyek egy térkoordinatat és az idokoordinatat osszekeverik. Nyilvan ezek fe-
lelnek meg az egyik inerciarendszerrdl a masikra torténd attérésnek. Bel6lik 3 fliiggetlen van,
hiszen a K’ rendszer a K-hoz képest mozoghat annak x!, z? ill. 2> tengelye irdnydban, aminek
rendre az (29, 21), (20, 22) és (29, 2%) sfkban torténd forgatdsok kell hogy megfeleljenek. A térbeli
forgatasok és az inerciarendszerek kozotti attérést leiré Lorentz-lokések egylittesen alkotjak a
Lorentz-transzformaciékat. Osszesen 4 fiiggetlen eltolds és 6 fiiggetlen Lorentz-transzformécio,
azaz 10 fiiggetlen Poincaré-transzformacié van. Mindegyiket egy folytonos paraméter jellemzi, ezek

1. az id8beli eltolas mértéke, a, t' =t + a;

2. a térbeli eltolasokat megadd b vektor 3 komponense, ' =gt 4 b (1=1,2,3);

3. az x, y és z tengely koriili térbeli forgatasok szogei;

4. a Lorentz-lokéseket megadé 3 paraméter, ami a K rendszer és a K’ rendszer V relatfv se-

bességének a 3 komponense.

Emlékeztetének alljon itt a térbeli forgatdsokra egy példa. Ha a K’ koordindtarendszer a
K-hoz képest az 2® = 13 tengely kériil ¢ szdggel van elforgatva (forgatés az (x',22) sikban),

akkor

1_ 1/ 2/ 2 _ 1 2/
T = cosyp+x° sine, T = —x siny+x° cosyp,

2 =7 20 = 29", (1.9)

3

Keressiik most meg a Lorentz-10kést leird transzformacié explicit alakjat abban az esetben,
amikor a K’ inerciarendszer a K rendszerhez képest annak z! tengelye irdnyaban V sebességgel
mozog és megfelelé6 koordindtatengelyeik parhuzamosak. Mivel most is forgatasrél van szd, a
transzformécid, hasonléan a térbeli forgatasokhoz, linedris:

I ! ! !
20 = az® + bl ot =da¥ +ext’.

a? = 2%, 2 =% (1.10)
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Itt az a, b, ¢ és d egyiitthatokat kell meghatarozzuk abbdl a feltételbdl, hogy a transzformacio
soran az ivhossz négyzete invaridns:

(2°)? = (a1)? = (%)% — (21 (1.11)

Az (1.10) képleteket behelyettesitve az azonossdg baloldaldba, leolvassuk, hogy az akkor és csak
akkor teljesiil, ha

e -t =1, d? —a? = —1, ed — ab = 0. (1.12)
Ezt az egyenletrendszert kielégiti, ha az allandékat az aldbbi médon paraméterezziik:
a = e = cosh, b = d = sinh . (1.13)

A 1 paraméternek nyilvanvaléan a transzformécié egyetlen fizikai paraméterétél, az inerciarend-
szerek V relativ sebességétol kell fliggenie. A keresett Lorentz-l0kés

20 =z cosh ) + 2! sinh Y, 2! =z sinh vy + z! cosh (1.14)

alaku. A pszeudo-euklideszi geometria kovetkeztében a trigonometrikus fiiggvények helyett hiper-
bolikus fiiggvények szerepelnek.

A ¢ paraméter és a V sebesség kapcsolatdt gy kapjuk meg, hogy a K’ rendszer origdjanak
mozgasat vizsgaljuk. Erre egyrészt P 0, masrészt

20 = 2%’ coshp, 2! =2 sinh . (1.15)

A két egyenlet megfelel§ oldalait elosztva egymadssal megkapjuk a keresett Gsszefiiggést:

azaz
B Vi 1. 1+V/c)
¥ = ar tanh e 2lnl_ Vo) (1.17)

Végiil a hiperbolikusfiiggvényekre vonatkozé azonossagokat felhasznalva:

e
ViI= (/e
20 = M (1.18)

V1i=(V/eZ

L=z és 29 = ct jelolésben frva:

Ugyanezt az x

'+ Vvt
V1= (/)2

_ (/e (1.19)

V1= (V/e)®
Ez tehdt az 2! irdnyt Lorentz-16kést leiré koordinatatranszformécié a téridében.

Néhéany fontos megjegyzés:
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1. A Lorentz-transzformacié mindig két elemi esemény koordinédta-kiilonbségeinek a transz-
formécidjat adja meg [3]. Ha ezt nem jeldljiikk kiilon és a koordindtdk transzformécidjat
irjuk fel, akkor hallgatélagosan az egyik elemi eseménynek a K és K’ rendszerek origdjdnak
egybeesését tekintjiikk. Ez példdul abbdl latszik, hogy az ivhossz négyzete, (1.8), amelynek
allandosagat megkoveteltiik a kiszemelt esemény és az origdk egybeesése mint esemény kozti
invaridns tavolsdg. A mondottak kdvetkeztében a Ax* koordinatadifferencidk és a dx* ko-
ordinatadifferencidlok transzformaécidja is ugyanolyan alaki mint az x* koordinataké.

2. Miutan a fénysebességnél nagyobb sebességii részecske nem létezhet, azért az inerciarendsze-
rek V sebessége sem lehet nagyobb mint a fénysebesség. A képleteink azonban azt mutatjak,
hogy fénysebességgel mozgd inerciarendszer sem lehetséges.

3. Ha a K’ rendszer a fenti példdban a K-hoz képest ellentétes irdnyban mozog, akkor az (1.18)
és az (1.19) képletekben meg kell forditani V' el8jelét.

4. A Lorentz-1okések a V' < ¢ hatdresetben a Galilei-transzformécidkba mennek &t.

1.9. Hosszisag és idotartam
1.9.1. Tavolsagkontrakcié [3]

A Lorentz-transzforméciék ismeretében megvizsgdljuk, hogy milyen hosszinak létszik a V' se-
bességgel mozgo rud.

Legyen a rud a K rendszerben nyugalomban, és az abban nyugvd megfigyelok altal mért
hossza, a nyugalmi hossz, legyen Az = £y3. Mozogjon a K’ rendszer a K-hoz képest V sebességgel
az z tengely irdnyaban. Mérjiik a rid hosszit K’-ben. Ez két egyidejii esemény K’-ben, At’ = 0,
amikor azok a megfigyel6k, akik mellett a rud egyik ill. masik vége éppen elhalad, bemondjik
az o} és !, koordindtdjukat. A (1.19) transzformécid szerint ez a két esemény a rud nyugalmi
rendszerében nem egyidejii, At = CKQA:Z: = C%KO. A mozg6 rud hossza tehdt a K’ rendszerben

Az — VAL
KZCEIQ—(Ell :A$/:w:£0\/l—(V/0)2<go (120)

Ezt a jelenséget, hogy a mozgé rid a nyugalmi hosszandl révidebbnek 1atszik, tavolsdgkontrakcionak
nevezik. A dolog fentihez képest forditott helyzetben is igaz, ha K-bdl nézziik a K’-ben nyugvd
rudakat, akkor azok is rovidebbnek latszanak a nyugalmi hosszuknal.

1.9.2. Térfogat

A tavolsagkontrakcié kovetkeztében egy mozgé test V térfogata kisebbnek latszik a test Vo nyugalmi

térfogatanal: ¥V = Vy+/1 — (V/c)2.

1.9.3. Sajatids

A sajatidére vonatkozé eredményiinket a Lorentz-transzformaciok képletébdl is kiolvashatjuk. Tel-
jen el a K-ban nyugvé éran At = A7 sajatidé. A mutaté kezdeti és végso alldsa a K-ban két
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egyhelyli esemény, Az = 0. Ennek a két eseménynek a K’ rendszerben

_ 2
AY - At — (V/e )A:C: AT (1.21)

L=(V/e)  1=(V/e)?

az idokiilonbsége.

1.9.4. Egyhelytiiség, egyidejliség
A Lorentz-transzforméciok segitségével belathatjuk, hogy

1. két idGszerlien elvalasztott esemény esetén mindig taldlhaté olyan inerciarendszer, amelyben
a két esemény egyhelyli. (A Az = 0 mindig kielégithetd, ha a K'-rél olyan K rendszerre
tériink at, amelynek —V, sebessége —V = —Axz’/At’, hiszen ez a sebesség az események
id8szerti elvélasztottsdga miatt kisebb mint c.)

2. két térszerlien elvédlasztott esemény esetén mindig taldlhato olyan inerciarendszer, amelyben
a két esemény egyideji.

A két esemény id8szerii (térszerll) elvdlasztottsdga tehdt nemcsak szitkséges, hanem elégséges
feltétele is annak, hogy létezzen olyan inerciarendszer, amelyben a két esemény egyhelyl (egy-
idejlt).

Noha a specialis relativitdaselmélet 1ényege az, hogy a természet torvényei minden inercia-
rendszerben azonosak, ,,melléktermékként” kidertil bel6le, hogy az idétartamok és a tavolsagok,
ill. az egyhelyliség és az egyidejiiség fogalmai vonatkoztatasi rendszertol fiiggbek,
relativak. Ez annyira jelentés valtozas a térnek és az idének a Newton-i mechanikdaban kiala-
kult szemléletéhez képest, hogy az elmélet 1étrejottekor ezt hangsulyoztdk, amikor azt ,relati-
vitdselmélet”-nek nevezték el. Ez nem valtoztat azon, hogy a relativitaselmélet a természet
torvényeinek egyetemességét, altalanos érvényét foglamazza meg alapelvként. Sajnédlatos
médon a koztudatban ez nem eléggé valt ismertté.

1.10. A sebességek Osszeadasa. A Fizeau-kisérlet [1, 4, 3]

Mozogjon egy részecske a K’ inerciarendszerben o/ sebességgel, a K’ inerciarendszer pedig a K
inerciarendszer x tengelye irdanyaban V sebességgel. Azt kérdezziik, hogy mi a részecske sebessége
a K’ rendszerben.

/

A Newton-i mechanikdban tudjuk a vélaszt: v, =V + v}, v, = v, v, = v..

A specidlis relativitaselméletben ez masképpen van. A két esemény, amelynek a koor-
dinatait vizsgdljuk, a részecske kezdeti és infinitezimalisan késébbi két helyzete. Ezek koordinata-
és id6kiilonbségeinek hdnyadosa adja a sebességet az egyik és a mdsik inerciarendszerben is. A K’

inerciarendszerben tehét vj, = dx'/dt’, v, = dy'/dt’, v = dz'/dl’, a K rendszerben pedig az (1.19)
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transzformécio differencialis alakjat felhasznalva:

dx dx' +Vdt' v+ V
Ve = —7 = = 7
dt  dt' + (V/c2)dac 1+ Y
d v,/ 1 — (V2 c2
Uy = Y= —(V2/c?) /)
‘ dt  dt' + V/c2 1+ ch
dz dz' 1- (V2/02)
P = _—_ - 1 - V2 2 1'22
v it~ dt' + (V/2)dx' (VE/e) = (122)

Fizeau kisérlete igazolja [3], hogy ezt a sebességisszeaddsi szabdlyt kell hasznalni nagy se-
bességek esetén. A kisérlet lényege, hogy egy interferométer karjaiban viz aramlik, és az egyik
karban a fény az dramldasi sebességgel egyiranyban halad, a mésik karban ellentétes irdnyban. Ha
az aramldst megsziintetjiik, akkor az interferenciacsikok eltolédnak. A csikeltolédés azzal kapcso-
latos, hogy a fény kozegben a kozeghez képest terjed ¢/n sebességgel (n a torésmutatd), s ezért az
egyik karban a laboratériumhoz képest c; = (¢/n) + v, a mésikban c_ = (¢/n) — v sebességgel
kellene terjednie a Newton-i mechanika szerint. fgy nyilvan kiilénboz6 idok alatt futja be a fény
a két kart, ha az dramlasi sebesség nem nulla. A megfigyelt csikeltolodast azonban nem lehetett
igy helyesen értelmezni. Ugyanakkor a tapasztalat osszhangban van a sebességek relativisztikus
Osszeadasi szabalydval, amely szerint a fény sebessége a laboratériumi rendszerben

= ol CEDIGED

Q

% +o (1 _ i) +0(1/c). (1.23)

1.11. Tenzorok [1, 4]
1.11.1. Négyes-helyzetvektor

Az elemi események sokasdgdnak inerciarendszertol fliggetlen geometriai struktirdja a térido.
Ha valamely K inerciarendszerben Descartes-féle térkoordinatarendszert jeloliink ki és a K-ban
nyugvé orakat szinkronizaljuk, akkor minden elemi eseményhez, azaz a téridé minden pontjahoz
4 koordinatat rendelhetiink hozza, amelyek a Lorentz-transzformécié szerint transzformalédnak.
Ilymédon a téridé pontjaihoz

o = (2% =ct,2") = (ct,7) (1.24)

négyesvektorokat rendelhetiink hozza. A harom térkoordindta természetesen a haromdimenzids
térben az esemény helyzetvektora. (A tovdbbiakban a gbrdg indexek a 0, 1, 2, 3 értékeket futjdk
be, a latin indexek pedig a harmasvektorok 1, 2, 3 értékeket befuté indexei.) A térid6 ill. a kapott
koordinatarendszer 4 = 3 + 1 dimenzids, 3 térbeli és 1 idédimenzidja van. Az x* helyzetvektort
kontravarians négyes-helyzetvektornak nevezziik.

Az z# négyes-helyzetvektor hossza az s? = (z9)% — Z?Zl(:vi)Q fvhossznégyzet, ami a 4-
dimenziés koordinatarendszer origéjanak és az x* négyes-helyzetvektor hegye altal jelolt eseménynek
az invaridns tavolsdga. A helyzetvektor hosszat egyszerii alakban irhatjuk, ha bevezetjitk a ko-
varians négyes-helyzetvektort:

z, = (ct,—a")= (ct,—7), (1.25)
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ezzel ugyanis

3
s? = Zx“wu. (1.26)
pn=0

A tovabbiakban haszndlni fogjuk azt a konvencidt, hogy az egyez6 kontra- és kovaridns indexekre
a képletekben Gsszegezni kell. Ekkor azt kapjuk, hogy

s* = atz,, ds* = dxtdz,,. (1.27)

1.11.2. Négyesvektorok

Minden olyan A* mennyiséget, amelynek komponensei Lorentz-transzformaciékor ugyanugy transz-
formélédnak mint az dz#* koordindtanovekmények, kontravarians négyesvektornak neveziink.
A négyesvektor A° komponense skaldr a 3-dimenzids forgatdsokkal szemben, az A* térbeli kom-
ponensek pedig egy @ 3-dimenziés vektort alkotnak: A* = (A% @). A megfelel kovaridns
négyesvektor, A4, = (A% —a) komponensei gy Lorentz-transzformécié hatdsira gy transz-
formalédnak mint a dz, kovaridns koordindtanovekmények. A négyesvektor hossza invaridns a
Lorentz-transzformdciokkal szemben: A*A, = (A%)? —@?. PL a (1.18) Lorentz-16kés hatdséra az
A* négyesvektor transzforméciéja:

o _ AWV A (Vo)A

VI=(V/e? ' VI=(V/e?

Az A* és a B* vektorok skaldrszorzata A*B,, alakban van értelmezve és Lorentz-invaridns.

A2 =A% A3 =A% (1.28)

A négyesvektorok komponenseit kényelmes néha oszlopvektorba rendezni:

(z) = ; . (1.29)

1.11.3. Lorentz-skalar

Minden olyan ® mennyiséget, amely a Lorentz-transzformaciékkal szemben invaridns marad, Lorentz-
skalarnak neveziink. Ilyen példaul a ds ivhosszelem és altalaban két tetszoleges négyesvektor
skalarszorzata.

1.11.4. Négyes-tenzorok

Azokat a T, mennyiségeket, amelyeknek komponensei Lorentz-transzformécidk sordn gy
transzformélédnak egymas kozott mint a dxtdz¥dx? ---dx.drydrs - -+ szorzat, n-szer kontra-
varidns és m-szer kovaridns n + m-edrendli négyestenzornak nevezziik (n a kontravaridns, m a
kovaridns indexek szdma).

Pl. a kétszer kontravarians mésodrendii 7" tenzor komponenseinek transzformacidjat a
kovetkez6 séma szerint talalhatjuk meg:

dz® dz" + (V/e)dat'da® + (V/e)da® dzt’ + (V2 /c2)dat dat’
V1=V 1= (V2/e?)

dzdax® =

(1.30)
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mintajara

T 4 (V)T + (V/e) T + (V2/e)Tt

TOO
1—(V2/c?) ’

(1.31)

stb.

1.11.5. Kontrakcié

Tenzor rendjét csokkenthetjiik 2-vel, ha egy kontravaridns és egy kovaridns indexét Gsszeejtjiik és
osszegziink rd. Pl a T' kontrakci6 a 7", masodrendii tenzorbol skalart allit eld.

1.11.6. Egységtenzor

Az egységtenzor tetszOleges négyesvektorral szorozva azt 6nmagdba viszi at: 65 A7 = AF.

Ennek az elemei a

1000
0100

wy

@ =1 001 0 (1.32)
00 01

alakba rendezhet8k. Az egységtenzor spirja df; = 4. Az egységtenzor inverze 6nmaga: 0565 = df.
Az egységtenzor Lorentz-transzformécié soran 6nmagaba megy &t.

1.11.7. A metrikus tenzor

Bevezetjiikk a g"” metrikus tenzort azzal a definiciéval, hogy tetszdleges kovarians vektorbol
allitsa el6 a megfelel6 kontravaridns vektort: A* = g"”A,. A megfelelé kovaridns tenzor g,, A” =
A, tulajdonsagi. A metrikus tenzor tehat a tenzorindexek fel és lehtzasara szolgal.

A metrikus tenzor komponenseit matrixalakba rendezve:

1 0 0 0
0 -1 O 0
Yy — =
(") = (9uv) 0 0 -1 0 (1.33)
0 0 0 -1
A kovaridns metrikus tenzor a kontravaridns metrikus tenzor inverze: ¢"“g,, = 0. A
metrikus tenzor determindnsa g = det (¢g"¥) = —1.

A metrikus tenzor segitségével a {vhosszelem négyzete ds? = g, dat'dx’ = g"dz,dz,. A
metrikus tenzor tehat megadja, hogy hogyan kell kiszamitani az ivhosszelem négyzetét
a koordinata-differencidlokbdl. A metrikus tenzor (4, —, —, —) szignatiréja fejezi ki, hogy a
téridé pszeudo-euklideszi geometridju.
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1.11.8. Masodrendii antiszimmetrikus tenzor

Az F,, masodrendd antiszimmetrikus tenzor F; komponensei egy E 3-dimenzi6s térbeli polarvektor
E' komponenseinek tekinthet8k, ugyanakkor az F;; komponensekbdl egy 3-dimenzids B axiélvektor

alkothaté: B, = —Fia, By = Fi3, By = —Fb3. Az antiszimmetrikus tenzor elemeit matrixalakba
rendezve:
0 E, E, E,
- —FE, 0 —-B, By
(F) = _E, B. 0 _B, . (1.34)
-F, -By B, 0

1.11.9. Skalarfiiggvény négyesgradiense

Legyen p(z) skalarértékii figgvény, amely a Minkowski-téren van értelmezve. Ekkor %% kovaridns

vektorként, 667“’ pedig kontravaridns vektorként transzformalédik. (Ez rogton kovetkezik abbol,
I

hogy dp = (%—ﬂdx“ = (%—“‘;dxu skalar.) Formélisan a 0, = 8% ill. a " = % operatorokat

kovarians ill. kontravarians vektoroknak kell tekintentink.

1.11.10. Vektormez6 négyesdivergencidja

Legyen A" tetszOleges, a Minkowski-téren értelmezett vektormezo. Ennek négyesdivergencidja,

9A" .
o = 0 A" Lorentz-skaldr.

Megjegyezziik, hogy tenzormezé divergenciajat képezve, 2-vel alacsonyabb rendii tenzor az
eredmény.

1.11.11. Térfogati integral. Gauss tétele

A Lorentz-16kések (1.18) képletébdl latszik, hogy a négyestérfogatelem,
dQ = da®dat da’da® = cdtdV (1.35)
Lorentz-invarians.

A négydimenzios Minkowski-térben is érvényes Gauss tétele: négyesvektor négyes-diver-
gencidjanak tetszéleges véges négyestérfogatra vett integralja egyenlé ezen négyesvektor érinté-
iranyd komponensének a négyestérfogatot hatdrolé zart feliiletre vett integraljaval. Jeldlje dS,
a feliletelem vektordt (a felilletelem teriiletével ardnyos nagysdgu, a feliilet kiils6 normalisdnak
irdnydba mutaté vektort), akkor

0A*

Q 8(17“

aQ = j{A“dSM. (1.36)

1.12. A specidlis relativitas elve: Lorentz-kovariancia.

A természet torvényei a specidlis relativitas elve értelmében fliggetlenek attél, hogy mely inercia-
rendszerben fogalmazzuk meg azokat. Ez matematikailag azt jelenti, hogy a természet torvényeit
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leir6 egyenletek alakjanak minden inerciarendszerben azonosnak kell lennie. Ezt az biztositja, ha
a torvényeket kifejez6 egyenletek Lorentz-kovariansak, azaz

négyestenzor = 0

alakdak. Ekkor ugyanis Lorentz-transzformacié soran az adott tipusi négyestenzor ugyanolyan
tipusi négyestenzorba transzformélodik és ezaltal megorzodik az egyenletek matematikai alakja.

1.13. A hatas Lorentz-skalar

A fizikai rendszerek mozgasegyenleteit a legkisebb hatas elve alapjan szarmaztatjuk. A legki-
sebb hatds elve kimondja, hogy 1étezik az altalanos koordinatdaknak és az altalanos sebességeknek
olyan funkciondlja, amely az adott kezd6- és végpont kozotti valdsdgos mozgasra nézve extremdlis,
ez a hatasfunkciondl. A hatdsfunkciondlban az altalanos koordindtakat az idé fliggvényének te-
kintjiikk. A speciélis relativitdselméletben megkoveteljitk, hogy a hatds Lorentz-invarians, azaz
Lorentz-skalar legyen. Ez természetes, hiszen a hatas az a mennyiség, amely a rendszer mozgéasara
vonatkoz6 torvényt (torvényeket) fejezi ki, mégpedig a legaltaldnosabban és a legtomorebben. A
specidlis reltivitas elve értelmében tehat ennek a mennyiségnek fliggetlennek kell lennie az inercia-
rendszer megvalasztasatol.
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2. Pontrészecske mozgasa [1, 4]

2.1. Négyessebesség, négyesgyorsulas

A pontrészecske mozgdasa sordn a téridében egy vonalat rajzol ki, ezt nevezziik a részecske vildgvonalanak.
Ha valamely K inerciarendszerben a részecske koordinatdit az x* koordinatdk adjak meg, akkor

a vildgvonalat paraméterezhetjiik a vildgvonal s ivhosszaval, amelyet a részecske ,,torténetének”

adott elemi eseményétél mériink: x#(s). Ezzel egyenértékii természetesen az ugyanettdl az elemi
eseménytél mért T sajatido, hiszen s = cr.

Ertelmezziik a részecske négyessebességét a vilagvonal s paraméterti pontjaban az

ub(s) = d“’;f) (2.1)

definiciéval, a négyesgyorsulasat pedig a

d?xH(s)
wh(s) = ————= 2.2
(5 - (22)
definiciéval. A definiciébdl kévetkezik, hogy u# a vildgvonal érintéegységvektora, utu, = 1, hiszen
ds? = dx*dz,. Ennek viszont az a tovabbi kévetkezménye, hogy a négyesgyorsulds meréleges a
négyessebességre:
d?at dr, 14d

o T =0. 2.3
ds? ds 2ds(u Up) (2.3)

T
’U}’U/H—

Egyuttal azt is vegyiik észre, hogy a részecske vilagvonalanak érintGje, a négyessebesség idGszerii
vektor és u® > 0, azaz a vildgvonal adott pontjdnak érintéje mindig az ehhez a ponthoz tartozd,
jovobeli fénykupon beliil helyezkedik el. Ez a tény fejezi ki, hogy a részecske sebessége mindig
kisebb mint a fénysebesség.

Nézziik meg, hogy mi az igy bevezetett négyessebesség kapcsolata a részecske v sebességével.
(Utébbi a 3-dimenzids térben értelmezett vektor.) Ehhez 4ttériink a vildgvonalnak a K inercia-
rendszer ¢ rendszeridejével torténd paraméterezésére. Ekkor 2°(t) = ct,

dxt(t)

’u,‘u' = =

cdt dri(t)
cdt /1 — 20 cdt \/ —

T it [T 28

2

c2

(2.4)

1 v'(t)
\/1—”262“}\/1—%
2.2. Szabad részecske mozgasegyenlete

2.2.1. A hatas

A mozgasegyenletet a legkisebb hatds elve alapjan kapjuk meg, amely kimondja, hogy létezik
a palyagorbének olyan funkcionalja, a hatas, amely adott kezdo- és végpont kozott megvaldsuld
mozgas palyajara szélsOértéket vesz fel. Ha tehat a részecske vildgvonalat a valésdgoshoz képest
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infinitezimalisan megvaltoztatjuk, mikozben a vilagvonal kezdd- és végpontjat nem valtoztatjuk,
akkor a hatasfunkciondl ennek megfelel6 §.5 megvaltozasanak zérusnak kell lennie:

5S 0. (2.5)

rogzitett végpontok

Az els6 kérdés az, hogy mi a hatds, amely a szabad pontrészecske mozgasat megadja. A
hatdstél megkdveteljiik, hogy Lorentz-invaridns, vagyis hogy Lorentz-skaldr legyen. Az egyetlen
Lorentz-skalar, ami a pontrészecske mozgasat jellemzi, a ds elemi ivhossz, amit a részecske két
infinitezimalisan kozeli helyzete hataroz meg, vagyis ami a részecske vildgvonala infinitezimalis
darabjdnak az ivhossza. A legegyszeriibb kifejezés, ami ebbdl képezheto, a linearis. A hatédst ezért

s = " ds (2.6)

alakban vessziik fel. Itt a és b a részecske vilagvonalanak két tetszOleges pontja, az o > 0 allandét
pedig kés6bb fogjuk rogziteni. A negativ eldjelet azért vélasztjuk, hogy a hatdsnak minimuma (és
ne maximuma) legyen a valdsdgos mozgas palyajan. (Megjegyezziik, hogy az invaridns {vhosszal
teljesen egyenértékii paraméter a részecske 7 sajatideje, amely az ivhosszal ds = cdt Gsszefliggésben
all.)

2.2.2. A mozgasegyenlet

Szarmaztassuk most le a hatds fenti kifejezésébol a szabad részecske mozgasegyenleteit. Ehhez
valasszunk egy tetszéleges K inerciarendszert. Legyen ebben a részecske vildgvonaldanak pa-
raméteres alakja x#(s). A hatds kifejezése a K inerciarendszerben atirhaté az aldbbi alakba:

B 5t dzt(s) dz,(s)
S = —Oé/sa ds T T (27)

Képezziik ennek a 4.5 megvaltozasat a vilagvonal tetszbleges, elképzelt infinitezimalis megvaltozasa,
azaz variacidja,

at(s) — zt(s) + oz (s) (2.8)

esetén:

sb de(S) dhdu(S)
58 = — ds—ds ___ds
a/sa s T,
A2zt

Sp d
= —« /sa ds [E (utdx,) — (5:10“?}

Sb d2 o
- —a [u“5x#|z—/ ds&r#d—:z]. (2.9)

a

Ha feltessziik, hogy a pélya kis valtoztatdsat ugy végezziik, hogy a kezd6- és a végpont ne valtozzon,
és megkoveteljiik, hogy a hatds se valtozzon, ahogy azt a legkisebb hatés elve értelmében tenni
kell, akkor azt kapjuk, hogy a hatds megvéltozdsdra (varidcidjara) a

A2zt

Sp
9.5 rogzitett végpontok = O‘/ ds&rﬂﬁ =0 (2.10)

a
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egyenletnek kell tetszbleges dz# varidcié esetén fenndllni. Ez akkor és csak akkor lehetséges, ha az
integrandusban a tetszéleges dx* varidciot megszorzo kifejezés azonosan eltlinik, azaz

A2zt

Ez az egyenlet a szabadon mozgd, azaz semmilyen er6 hatdsa alatt nem &llé pontrészecske mozgéasegyenlete.
Szabadon mozg6 részecske négyesgyorsulasa zérus.

2.2.3. A mozgéasegyenlet megoldésa

Szabadon mozgd részecske négyesgyorsulasa zérus. A szabadon mozgé részecske négyessebessége
tehdt a vildgvonal mentén alland6. A vildgvonal tehat egyenes. A négyessebesség allanddsaga azt
jelenti, hogy a részecske U 3-dimenzids térben értelmezett sebessége tetszéleges inerciarendszerben
allandé. A szabadon mozgé részecske tehat tetszéleges inerciarendszerben egyenesvonald egyenletes
mozgast végez.

2.3. A Poincaré-szimmetria és a megmaradé mennyiségek
2.3.1. Klasszikus mechanika. Megmaradé mennyiségek

Mar a klasszikus mechanikdban megtanultuk, hogy zart fizikai rendszerben a jelenségek lefolyasa
nem filigg attdl, hogy az iddmérést mikor kezdjitk. A zart fizikai rendszerek invaridnsak az id6beli
eltolassal szemben. Ennek az a kévetkezménye, hogy a rendszer energiaja megmarad.

Legyenek az N szabadsagi foki rendszer allapotat megado fiiggetlen altalanos koordinatdk
qa(t) és az altaldnos sebességek ¢, (t) (@ = 1,2,...,N). Irja le a klasszikus mechanikai rendszert
az L(qa(t), 4o (t)) Lagrange-fliggvény, ill. az

ta

s = [t ) (2.12)
t1

hatds. A hatéds az id6mérés kezdetének t — t' = t + Ja infinitezimalis eltoldsa esetén

to+da
S = / dt' L(q,(t' — da), . (t' — da))
t1+da

to
daL|}? +/ dt' L(qa(t' — da), ¢u(t' — da))

ty

(2.13)

lesz. A hatds megvaltozasa tehat:

S = §'-S=
oL oL Y oL
= a | = — Ga(t) — ——Ga(t)] . 2.14
L |5 =2 e~ X gy (214)
A valdsdgos mozgés palydjan
oL 0L

— = 2.15
taqa 0qa ( )
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Helyettesitsiik ezt a hatas megvaltozasaban a masodik tagba, majd integraljunk parcialisan. Ekkor
a valédi mozgds palyajan vett hatasnak az idébeli eltolas kovetkeztében bekovetkezett megvaltozasa:

N ar]”
L— 'at_.
;q ()aqa]t da

t N
2 oL ., oL .
+ /n dt aE:1 [__ada Ga(t) + o0, Ga(t) | - (2.16)

0S5

val6di mozgas

Itt a mésodik sorban &ll6 integrédl azonosan zérus. A rendszer az idébeli eltoldssal szemben akkor
és csak akkor invaridns, ha a hatds fenti megvaltozasa tetszéleges da infinitezimadlis eltolds esetén
zérus, vagyis ha a valédi mozgas soran teljesiil, hogy

N
., OL
Seog -

to

= 0. (2.17)

t1
Ez azt jelenti, hogy a H = Ziv:1 (jag—i — L mennyiség értéke a valdodi mozgas soran allandé. Ez a
megmaradé mennyiség pedig éppen a rendszer energidja (a Hamilton-fiiggvény).

Nagyon hasonléan lehet azt is belatni, hogy a klasszikus mechanikdban az impulzus és
impulzusmomentum megmaradasa annak a kovetkezménye, hogy a rendszernek a térbeli eltolas,
ill. elforgatas rendre a szimmetridja.

A XKlasszikus mechanikdban tehat a tér és az id6 szimmetridinak megmaradasi
torvények a kovetkezményei. Az energia, az impulzus és az impulzusmomentum
megmaradasa annak a szimmetridnak a kovetkezménye, hogy a rendszer invaridns
rendre az id6beli eltolassal, a térbeli eltolassal és a térbeli forgatassal szemben. En-
nek alapjan az energia, az impulzus és az impulzusmomentum fogalmat az alabbi
modon altalanositjuk a specidlis relativitaselméletben: azt a mennyiséget nevezzik
energidnak, impulzusnak ill. impulzusmomentumnak, amelynek megmaradasa an-
nak a kovetkezménye, hogy a rendszernek az id6beli eltolas, a térbeli eltolas és a
térbeli forgatas rendre a szimmetridja. Azt a transzformaciét nevezziik szimmetria-
transzformaéciénak (réviden szimmetridnak), amellyel szemben a hatis invarians.

2.3.2. Négyesimpulzus

Hatérozzuk meg a pontrészecske energidjat és impulzusdt. Legyen x#(s) a részecske vildgvonala
a tetszbleges K inerciarendszerben. Nézzilkk meg, hogyan valtozik meg a hatdsnak a valésagos
mozgés palydjan felvett értéke, ha a koordinatarendszert a téridében infinitezimélisan eltoljuk:
a# — zt + Ja*. A hatds megvaltozdsa a (2.9) képlet alapjan:

o d d?zt(s)
0Svalédi palydn = — / ds [E(UH&L#)_&L#W

= —day (auM)[ . (2.18)

A téridébeli eltolds szimmetridja a pontrészecskének, ezért a hatds fenti megvaltozasa tetszbleges
da* eltolds esetén zérus:

0S5

valédi palyan 0. (2.19)
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Ekkor azt kapjuk, hogy a p* = au* négyesvektor mozgasdllandé. Miutdn ennek megmaradasa a
téridSbeli eltoldsi szimmetria kovetkezménye, azért a p° komponenst a pontrészecske energidjaval,
a p' komponenst pedig a pontrészecske impulzusaval fogjuk (dllandé egyiitthatéktol eltekintve) de-
finici6 szerint azonositani. A p* négyesvektort négyesimpulzusnak nevezziik. Szabad mozgast
végzo pontrészecske négyesimpulzusa allandé: p* =all.

A négyesimpulzus térszerii komponensei:
» - av’
p = au'=—— (2.20)

c/1— (2/c2)
A Klasszikus mechanika v < ¢ hatéresetében p'-nek 4t kell mennie az impulzus klasszikus de-
finici6jaba,
Pt = av'/c=me, (2.21)

ahol my a részecske nyugalmi témege (a sajit nyugalmi rendszerében mért tomege). Innen az
« allandé értékét rogzithetjik: o = mge. A részecske impulzusa tehat
mo’l}i

7 —

= =m, 2.22
p Tt (2.22)
ahol

S 2.23
1—(v?/c?) ( )

a részecske in. mozgasi tomege.

A négyesimpulzus id6szerii komponense:

P’ = _mec (2.24)

V1= (W2/32)

Ennek értéke a klasszikus mechanika hatdresetében (v < c¢):

1 2
P = (moc2 + ot ) . (2.25)
C

2
Ezt ugy értelmezziik, hogy a részecskének az %m0v2 kinetikus energidja mellett a nyugalmi témegébdl
adédéan még moc? nyugalmi energidja is van. A hatdresetben felvett alak mutatja, hogy a részecske

E energidja és a négyesimpulzus p° komponense ardnyos egyméssal: p® = E/c.

Szabad részecske négyesimpulzusanak megmaradasa azt jelenti tehat, hogy a
részecske energiidja és impulzusa megmarad.

Relativisztikus esetben a részecske energidja

2
E = = L E——1 (2.26)

Ez Einstein hires képlete, amely az energia és a (mozgasi) tomeg azonossigit fejezi
ki.
Tovabbi hasznos Gsszefliggést kapunk, ha a négyesimpulzus nagysagat képezziik:
pp, = oPutu, = o = mic?. (2.27)

Egyrészt latjuk, hogy a négyesimpulzus hossza a nyugalmi tomeggel ardnyos. Masrészt az alabbi
Einstein-féle Osszefiiggést kapjuk a részecske energiaja és impulzusa kézott:

E? = mdct+p2l (2.28)
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2.4. Pontrészecske impulzusmomentuma

A szabad mozgédst végzd pontrészecske hatdsfunkciondlja invaridns a téridébeli elforgatdsokkal
szemben (hiszen Lorentz-skaldr). Ennek kovetkeztében taldlni fogunk egy megmaradé mennyiséget,
amit definici6 szerint a részecske négyes-impulzusmomentuméanak neveziink.

Legyen a téridébeli koordindtarendszer infinitezimdlis elforgatdsét leiré (linedris) transz-
formécié z# — x¥+x, 0w’ . Ez eleget kell hogy tegyen annak a kévetelménynek, hogy a tetszbleges
x# négyesvektor hosszat valtozatlanul hagyja (a Lorentz-transzforméacidkat igy definidltuk):

(a + x, 0w ) (x, + 2P 0wy,) = ata,. (2.29)

Innen a transzformacié infinitezimalis paramétereire az alabbi megszoritas adédik: dwH” = —dw".
Azaz a transzformdciénak csak 6 darab fiiggetlen infinitezimdlis paramétere van: dw® (3 fiiggetlen
Lorentz-16kés) és dwl?, dw'3, dw?® (3 fiiggetlen, térbeli forgatés).

Képezziik a hatds megvéltozdsit infinitezimélis Lorentz-transzformdcidk sordan (1d. (2.9)):

sp d
05valédi palyan = —moc/ dSE(u“&uW:z:)

= — p'uxy(sw#yﬁz
Sp
—0. (2.30)

Sa

1 v v
= —i(p'“x —pYat) dwpy

Azt kapjuk tehat, hogy a hatdsnak az infinitezimalis Lorentz-transzformacidkkal szemben mutatott
invarianciajabdl kovetkezik, hogy az antiszimmetrikus

JH = ghp¥ —a¥ph = all (2.31)
négyestenzor megmarad. Ezt nevezzik az impulzusmomentum négyestenzoranak.

Vizsgaljuk meg az impulzusmomentum-tenzor komponenseinek jelentését, és annak a je-
lentését, hogy azok mozgasallandok.

Az antiszimmetrikus méasodrendii tenzornak 6 fiiggetlen komponense van. Koziiliik 3 kom-
ponens a haromdimenzids térben értelmezett j impulzusmomentum 3 komponense:

Gl = g2 = g2p3 — 3p2, 2= g8 = a8pl _glp3 3 = J12 = plp?  g2pl (2.32)

azaz ; = 7 x p. Az impulzusmomentum-tenzor megfelel J% komponenseinek megmaradasa tehat
azt jelenti, hogy a szabad részecske impulzusmomentuma megmarad.

Az impulzusmomentum-tenzor J° komponensei hdromdimenziés poldrvektort definidlnak:
(J) = c(tp' —(B/P)a'). (2.33)
Ennek allandésiga a mozgas soran,
2
7 = &l + Eﬁt = &ll. + vt (2.34)

azt jelenti, hogy a mozgés 7(t) palydja tetszleges inerciarendszerben egyenes, amelyen a részecske
egyenletes mozgast végez, miutdn az F energia és a p impulzus megmaraddsa kdvetkeztében a
T = ?p/E = p/m sebessége is dllandé. Az impulzusmomentum-tenzor J% komponenseinek meg-
maradésa tehat azt jelenti, hogy szabad részecske egyenesvonali egyenletes mozgasa megmarad.

Szabad részecske impulzusmomentum-tenzoranak megmaradasa azt jelenti tehat,
hogy a részecske impulzusmomentuma és egyenesvonali egyenletes mozgasa megma-
rad.
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3. Ponttoltés elektromagneses térben [1]

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk egy vektormezével kolcsonhatéd részecske mozgasat. Meg fog-
juk mutatni, hogy tudunk olyan kolcsonhatasi tagot hozzdadni a szabad részecskére vonatkozo
hatéshoz, hogy az pontosan a ponttoltés mozgasat irja le az elektroméagneses térben. Ezt onnan
fogjuk felismerni, hogy a mozgasegyenletben megjelenik a Lorentz-er6, amelyet a tapasztalatbdl
ismertink. Egyuttal meg fogjuk mutatni, hogy Newton méasodik torvénye a kiils6 térben mozgd
ponttoltésre érvényben marad.

3.1. A kolcsonhatéas és a fizikai mezo

Mar a klasszikus mechanikaban megfogalmazddott az a felismerés, hogy két részecske kolcsonhatasa
fizikai tér, mas néven mezd kézvetitésével torténik. Az egyik részecske valamilyen tulaj-
donsagandl fogva, amelyet nevezhetiink altalanosan t6ltésnek, fizikai teret kelt maga koriil, amely
a beléhelyezett masik részecskére erével hat, ha annak ugyanilyen fajta toltése van. A fizikai te-
ret térmennyiség jellemzi, amely a harom-dimenziés tér minden pontjaban és minden
id6pillanatban jol meghatarozott értékii. A tér a benne tartézkodd részecskére olyan
er6t fejt ki, amely aranyos a részecske toltésével és csak attdl fiigg, hogy mekkora a
térmennyiség értéke a részecske tartézkodasi helyén az ott-tartézkodasa pillanataban.

A relativitdselmélet szerint a kdlcsénhatédsok véges sebességgel terjednek. Ha a mezét
kelt6 valamelyik toltés kicsit elmozdul, akkor véges id6 telik el, amig ennek kovetkeztében az elmoz-
dult to6ltéstol véges tavolsagra a fizikai mezét jellemz6 térmennyiség értéke megvaltozik. Véges idé
telik el tehat addig, amig egy részecske elmozduldsat a masik, téle véges tavolsagra levo részecske
,»eszleli”. Elektromagneses mez6 esetén a kolcsonhatds terjedési sebessége a fénysebesség. A fizi-
kai mez6 tehat maga is fizikai objektum, amelyben az azt kelt6 részecskék elmozdulasa
a térmennyiségben olyan lokalis valtozast hoz létre, amely aztan a harom-dimenzids
térben véges sebességgel tovaterjed.

Ezen felfogds szerint a k6lcsonhatas mindig lokdlis: a részecske (ponttoltés) hat a mezdre a
sajat tartézkodési helyén, a mezd barmely infinitezimaélis térfogateleme hat a szomszédos térfogatelemekre,
és a mez6 hat a benne tartézkodd részecskére (ponttoltésre). Az eréhatds értéke adott helyen és
pillanatban mindig csak attdl fliigg, hogy mi a térmennyiség értéke az adott helyen és pillanatban.

A fizikai mezdbket a fentiek szerint térmennyiség irja le, amely a téridé minden
pontjaban értelmezve van. Ahhoz, hogy a természettorvények Lorentz-kovaridns matematikai
alakot Oltsenek, a térmennyiségnek a Lorentz-transzformacidk soran vagy skalarként,
vagy vektorként, vagy masodrendii tenzorként, stb. kell transzformalédnia.

3.2. A hatas

Olyan hatést szerkesztiink, amely az elektromos ponttoltés mozgasat irja le a kiilsé elektromédgneses
térben. Feltessziik, hogy az elektromagneses teret vektormez6 jellemzi. A koélcsénhatas konkrét
alakjanak megvalasztasakor a Poincaré-szimmetria meg6rzése és az egyszeriiségre valé
torekvés vezet.

Vizsgaljuk meg azt az esetet, amikor a fizikai mez6t négyesvektor irja le:

AM(z) = (Ao(t,F),/Y(t,F)) . (3.1)

33



Nevezziik ezt a négyesvektort vektorpotencidlnak. A vektorpotencidl tehdt a téridé minden
pontjdban értelmezve van. Ha adott inerciarendszerbél nézziik a fizikai mezét, akkor azt a ¢(t, 7) =
AY(t,7) skaldrpotencial és az ff(t, 7) harmas-vektorpotencidl adja meg, amelyek minden 7 helyen
és minden ¢ idépillanatban értelmezve vannak.

Probaljuk meg kitalalni, hogy mi a hatdsnak az a tagja, ami a ponttoéltésnek a vektor-
potencidllal valé kolesonhatdsat lefrja. Mozogjon a ponttdltés az a#(s) vildgvonalon. Miutdn a
kolcs6nhatds lokalis, a kolesonhatdsi tagban a vektorpotencidlnak azon xz#(s) pontban felvett
AF(x(s)) értéke kell szerepeljen, amely megadja a ponttoltés helyzetét a vildgvonaldn. A tapasz-
talat szerint érvényes a linaris szuperpozicié elve, azaz két kiilonb6z6 t6ltéstol szarmazo
elektromdagneses tér altal a prébatoltésre kifejtett eré olyan, mintha azokat az erdket adnank vek-
torilag Ossze, amelyek akkor lépnének fel, ha csak az egyik ill. csak a masik toltés keltené a
teret. Ahhoz, hogy ezt a hatds biztositsa, az elektromdgneses mez6 és a toltés kolesonhatdsanak
a vektorpotencialt linedrisan kell tartalmaznia. Ezutan feltehetjiik a kérdést, hogy milyen masik
négyesvektorral kell megszorozzuk a vektorpotencidlt? Utdébbinak nyilvan a részecske jellemzéi
koziil kell kikeriilni. A részecskét jellemzd négyesvektorok: xt(s), u*(s) = dxt(s)/ds, w"(s) =
d?x#(s)/ds?, . ... A négyes-helyzetvektor nem szerepelhet szorzéként, mert az elrontana a hatdsnak
azt a szimmetridjat, hogy az invaridns legyen a téridébeli eltoldsokkal szemben. A legegyszeriibb
eset tehdt, amikor szorzéként a ponttoltés négyessebessége szerepel: A*(z(s))u,(s). A vektorpo-
tencidltérben mozgd ponttoltésre tehat az aldbbi hatasfunkcionalt kapjuk:

S = —moc / Y ds— e / " s AP (2(s))up (5). (3.2)

a a

Itt explicit médon szerepeltetjilk az e toltést, ami megmutatja, hogy milyen erds a kolecsonhatas a
mez6 és a ponttoltés kozott. Esetleges tovabbi allandok is szerepelhetnek, amelyeket a A tényezével
jeloltiink. Ennek értékét késobb hatirozzuk meg gy, hogy a hatasbdl levezetett mozgasegyenlet
csakugyan az elektromos ponttoltés mozgasegyenlete legyen kiilsé elektromagneses térben.

3.3. A hatas variacidja

Lattuk a szabad pontrészecske mozgasanak vizsgalata sordn, hogy a mozgasegyenletek és a megma-

rad6 mennyiségek leszarmaztatdsahoz egyardnt sziikségiink van arra, hogy ismerjiik a hatasfunkciondl
infinitezimalis megvéltozdsat a részecske palyajanak tetszoleges, elképzelt, infinitezimalis megvaltoztatasa
(varidcidja) esetén. Ezt szdmoljuk most ki.

......

a (2.9) egyenletet). Ezért most hatdrozzuk meg a hatds

dy(s)
ds

Skn = —)\e/Sb dsA*(z(s)) (3.3)

a

kolesonhatési tagjanak a megvaltozasat a térids-koordindtdk elképzelt infinitezimadlis 2z (s) megvaltozdsa
esetén. Ehhez sziikségiink lesz a vektorpotencial infinitezimalis megvaltozasara:

Af(x +0x) = AF(x)+ 0,A" - 52 + O(62?). (3.4)

A hatés kolcsonhatési tagjanak infinitezimalis megvéltozésa:

Sk = —)\e/ ds [6,,/1“ ‘ZC—:WJFAMC%&% . (3.5)
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Integraljunk a jobb oldalon a masodik tagban parcialisan és hasznaljuk fel, hogy

d dx”
I3 - I3
dsA (x(s)) O, A A (3.6)
ekkor
5o dx dx¥
- _ TR S [t
0Skn e /Sa ds {&,A I ox 0,A I 53:#]
—Xe [A“(x(s))(h#]zz
5o dxt dx¥
= — v o o
e /Sa dso, A, ( I o I o >
—de [A#(x(s))(Sx“]zZ . (3.7)

A jobb oldalon az els6 tag integrandusdban a zérdjeles kifejezés antiszimmetrikus a u és a v
indexekben. Ezért az elotte allo kifejezés helyébe irhatjuk annak antiszimmetrikus részét,

1
A, — 3 (0vA, —0LAY), (3.8)
majd ezutan az antiszimmetrikus
1 (dx* dz”
(st — I
5 ( 1 ox 2 ox ) (3.9)

kifejezést lecserélhetjiik a %&v” kifejezésre. Bevezetve az
F, = 0,4, —-0,A, (3.10)
masodrendli antiszimmetrikus tenzort a vektormezo jellemzésére, a hatas kolcsonhatasi tagjanak

a variacigja:

sp
Sk, = —)\e/ dsF,u” ozt — Ne [A,02H] . (3.11)

a

Adjuk ehhez hozzd a szabad részecskéhez tartozé hatdsnak a (2.9) alakd megvaltozasat. Ekkor

......

Sb deH s
S = moc/sa ds 72 o' —moc [u,0xh] !
S
—)\e/ dsFu"dz" — e [A#(S:r“]zl; . (3.12)

a

Most mar készen allunk arra, hogy megkeressiik a ponttoltés mozgasegyenletét és a mozgas
soran megmaradé mennyiségeket.

3.4. A mozgasegyenlet

A legkisebb hatds elve értelmében a hatds 4.5 varidcidja eltiinik a mozgds valésagos x# (s) vildgvonaldn,
ha a varidcit rogzitett kezdd- és végpontokkal képezziik. Legyen ezért dxz#(s) olyan tetszdleges
varidcié, amelyre 0zt (sq) = dz#(sp) = 0 teljestil. A §S = 0 feltételt ilyen varidciokra megkdvetelve
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a (3.12) egyenletben a szogletes zardjelekben szerepld tagok eltlinnek. Az el nem t{in6 tagokat
kozos integrél ala irjuk:

* dzx# v
0 = i ds |mgpc 75 — AeFu”| ozt (3.13)

Ez akkor és csak akkor all fenn tetsz6leges dz# (s) varidcié esetén, ha a szogletes zérdjelben szerepld
kifejezés azonosan eltlinik, azaz ha
2
d°z,

moc—5- = AeF, u” (3.14)

teljesiil. Ez a ponttoltés mozgasegyenlete a vektormezében.

Ha nincs jelen kiilsé tér, azaz A*(z) = 0, akkor természetesen F),,, = 0 és viszszakapjuk a sza-
bad részecske mozgdsegyenletét. Az egyenlet bal oldaldn a részecske p,, = mocu,, négyesimpulzusanak
az ivhossz szerinti derivéltja &ll. Newton masodik torvényével Gsszhangban kell maradjunk a
klasszikus mechanikai hataresetben, ha a részecske sebessége sokkal kisebb mint a fénysebesség,
v K c. Ezért a mozgédsegyenlet jobboldalat tgy kell értelmezniink mint a részecskére hato
négyeser6 er6torvényét. A kérdés tehdt az, hogy mi ez az er6torvény, ami az altalunk konstrualt
hatasbdl kovetkezik. Alabb belatjuk, hogy a A dllandé alkalmas megvélasztasa esetén a Lorentz-erd
er6torvényét kapjuk meg. Miutan a részecskére haté négyeseré ardnyos az F),,, tenzorral, nevezziik
ezt a térerdsség tenzoranak.

Vizsgaljuk a ponttoltés mozgasat tetszolegesen valasztott K inerciarendszerben. Ebben az
inerciarendszerben a négyespotencidlnak az 7 helyvektortdl és a t rendszeridétél fliggé o(t,7) =
AY(z) skaldrpotencidl és az A*(t, ) hdrmas-vektorpotencidl adjik a négy komponensét. Mint mér
errdl szé volt, az F),, masodrendii antiszimmetrikus négyestenzor komponensei definidlnak egy E
hérmas-vektort és egy B hdrmas-axidlvektort: E' = Fy;, B3 = —Fjo, B2 = Fi3 és Bl = —Fys.
Ezeket az Osszefiiggéseket a térerdsségtenzor (3.10) definicidja alapjén részletesen is kifrhatjuk a
tetszolegesen vélasztott K inerciarendszerben:

, A . .
E=——— — grad ¢, B = — rot A. (3.15)
c

A térerfsségtenzor komponenseit métrixalakban a kovetkez6képpen rendezhetjiik el (1d. (1.34) ):

0o E, B, E, 0
| -E, o -B. B, wn | B 0 -B. B,
F)=1 5 B 0o -8B | 97| E B 0o -B
-E., -B, B, 0 E., -B, B, 0

-E, -E, -E.
(3.16)

<

frjuk fel a K inerciarendszerben a mozgasegyenletet a négyesimpulzus térkomponenseire:

d _ -
Epl = e (Ezuo + F”uj) /1 — (v?/c?)
1
= Ace (El-i-—F”’Uj) . (3.17)
c

Ha a A = 1/c vélasztassal éliink, akkor a mozgéasegyenlet az aldbbi alakot 6lti:

dp

o 7 x B. (3.18)

eE+
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Az egyenlet jobb oldalan felismerjiik az elektromagneses térben mozgd ponttoltésre
hat6 Lorentz-erd er6torvényét.

Végiil olvassuk ki a ponttoltés kovarians alakban felirt mozgéasegyenletébdl a négyesimpulzus
p? = E/c = (mc?)/c id6komponensére vonatkozé egyenletet:

dn®
W EF()l’ul,c\/l—(vQ/cQ), (3.19)
c

dt

azaz

@ = ekv. (3.20)

A bal oldalon a ponttéltés E = mc? ,,mechanikai” energidjanak idSegységre es6 megvaltozésa all,
a jobb oldalon pedig az elektromdagneses tér altal a ponttoltésen idGegység alatt végzett munka. Az
egyenlet kifejezi, hogy a ponttsltés mc? ,,mechanikai” energiaja kiils6 elektromos térben
nem marad meg, idGegységre es6 megvaltozasa egyenlé a ponttoltésen a tér altal
idGegység alatt végzett munkaval.

3.5. A megmaraddé négyesimpulzus

Az el6z6ekbdl mar kideriilt, hogy a pontt6ltés ,,mechanikai” p* = mgcu’ négyesimpulzusa
kiils6 elektromagneses térben tortén6é mozgas esetén nem marad meg. Keressiikk meg
a kiils6 elektromédgneses térben mozgd ponttéltés megmaradé PH négyesimpulzusat. Ez definicié
szerint az a négyesvektor, amelynek megmaradéasa a hatasnak a téridébeli koordinatarendszer el-
tolasaival szemben mutatott invariancidjabdl kovetkezik.

Tekintsiik tehat a hatds (3.12) megvéltozdsét a mozgas valdsdgos palydjén tetszbleges dat (s) =
da* =4ll. infinitezim4lis eltolds esetén:

08,

e st
valédi mozgas - (mOCU“ + EA“) day. (3.21)

Sa

Az eltolasi szimmetria kovetkeztében ez zérus tetszéleges da* eltolds esetén. A zérdjeles kifejezés
tehat mozgéasallandé, a megmaradoé négyesimpulzus:

pro= pry San = 41 (3.22)
&

Tetszolegesen véalasztott K inerciarendszerben a ponttoltés
H=cP’=cp’ + e =mc® +ep (3.23)
megmaradé energidja (Hamilton-figgvénye) és megmaradé
P=7+(e/c)A (3.24)

impulzusa kozott az alabbi osszefiiggés all fenn a ptp, = m3c? egyenléség kovetkeztében:

2
<H_e¢> —(13—221')2 = mc. (3.25)

c

Ezt atrendezve megkapjuk a ponttoltés megmarado energidjat:

L e 2
H = (/m2c+ (P— EA) + e (3.26)
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A megmaradé energia tehat a megmaradéd P impulzussal szdmolt mc? ,,mechanikai”
energidnak és a ponttoltés e¢ potenciilis energidjanak az Gsszege. A vektorpotencialt
és a skaldrpotencidlt a fenti képletben adott ¢ pillanatban azon az 7(t) helyen kell venni, ahol a
részecske éppen tartézkodik.
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4. Az elektromagneses mezo

4.1. Az elektromos térerdsség és a magneses indukcio transzformaciéja

Az el6z6 elbaddsokon megtanultuk, hogy a ponttoltésre elektromagneses térben haté négyeseré az
FHY = 9rAY — 0¥ AP térerGsség-tenzorral adhatd meg:
dpt
ds
ahol e a részecske elektromos toltése, u” pedig a négyessebessége.

e
= Py, 4.1
S (4.1)

Az E elektromos térerdsség és a B magneses indukcié a térerdsség-tenzor megfelelé kompo-
nenseib6l alkotott, 3-dimenzids térben értelmezett poldr- ill. axidlvektor:

0 B B, E 0 -BE, -BE, —E.
| -E. 0o -B. B wr | B. 0 -B. B,
)=\ g, B 0o -m|° )| E B 0 -B (4.2)

~E. -B, B, 0 E. -B, B, 0

Ismétlés! A 3-dimenziés térben az ¥ — —7 transzformaciét tértitkkrézésnek nevezzik.
Azokat a hdrom-komponensii mennyiségeket, amelyek a hdrom-dimenziés tér forgatdsaikor és
tértiikkrozéskor ugy transzformdlédnak, mint az 7 helyzetvektor, polarvektoroknak nevezziik.
Azokat a 3-komponensti mennyiségeket, amelyek tértiikkrozéskor valtozatlanok maradnak, és a
koordinatarendszer forgatdsaikor vektorokként transzformalédnak, axidlvektoroknak nevezziik.
Két polarvektor vektori szorzata axidlvektor. A helyzetvektor, a sebesség, az impulzus, az erd
polarvektorok, az impulzusmomentum pedig axidlvektor. Az E elektromos térerdsség polarvektor,
a B magneses indukcié pedig axialvektor.

Lorentz-transzformaci6 soran a térerdsség-tenzor komponensei egymas linearis kombinaciéiba
transzformdalédnak. Ezért ha ugyanazt az elektromdgneses mez6t kiilonbozé inerciarendszerekbol
figyeljilk meg, akkor az elektromos térerésséget és a magneses indukciét inerciarendszerenként
kiilénbozonek talaljuk.

Tegyiik fel pl., hogy a K’ inerciarendszer a K inerciarendszerhez képest az egymaéssal
parhuzamos z és =’ tengelyek irdnyaban allandé V' sebességgel mozog. Legyenek a megfelel6 koor-
dindtatengelyek parhuzamosak. A térerdsségek transzformacids képleteit konnyen megkaphatjuk,
ha

o felhaszndljuk a megfelel6 Lorentz-16kés képleteit:

da’ + Lda® da® + Ydz'!
> — € P dxozu dy:dy/, dz:dzl; (4.3)

VI=(V/e) VI=(V/e)

e felhaszndljuk, hogy az F*” tenzorkomponensek ugy transzformalédnak mint a dx*dz” ren-
dezett szorzatok.

Példaul irhatjuk, hogy

0 o, () (@ + )
—-E,=F ~ dzr’dr =

1—(V/e)?
Fov 4 % (F”/—l-FOO/) 4 ‘c/_;FwI
~ = _E/ 4.4
1= (V/opP ” (44
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Ugyanezen séma szerint kapjuk a tobbi Osszefiiggést is. Végiil tehat a vizsgdlt x irdnyd Lorentz-
16kés soran az E térer6sség és a B magneses indukcié transzformécidja:

E,=E E _ ByteB EzziE;_%B;
VA (R L= (V/e)?’
B — KEI B’ 4 KEI
BzzB;7 BU:M, B, =—=_—<c ¥ (4.5)
‘ 1= (V/e)? V1= (V/e)?

A transzformaécios képletekbdl azt a tanulsagot sztirhetjiik le, hogy az elektromos térerdsségnek
és a magneses indukciénak a 1% sebességgel parhuzamos komponensei a 1% irdnyu Lorentz-10kés
soran nem valtoznak meg, ugyanakkor a sebességre merdleges sikban az elektromos térerdsség és
a magneses indukcié komponensei egymassal ,.keverednek”. Ez explicit médon mutatja, hogy az
elektromdagneses mezd olyan fizikai ,,test”, amelynek az elektromos és a magneses tulajdonsiga
fligg attdl, hogy a mez6t melyik inerciarendszerben allva figyeljiik meg.

4.2. Invariansok

A kolcsonhatasok véges terjedési sebességének koszonhet6en az elektromagneses mezo
dinamikai valtozasokra képes, valddi fizikai objektum. Kontinuum végtelen sok sza-
badsagi foka van, az A* vektorpotencial értékei a tér pontjaiban, egy tetszéleges adott pillanat-
ban.

Az elektromagneses mez6 dinamikdajat, ,,mozgasat” leir6 egyenleteket a legkisebb hatds elve
alapjan fogjuk megkapni. Ehhez a hatés kifejezését kell megsejteniink. A hatds legfontosabb tulaj-
donsaga, hogy Lorentz-skalar. A hatds megszerkesztéséhez segitséget fog jelenti, ha el6z6leg megke-
ressiik azokat a Lorentz-invaridns kifejezéseket, amelyeket a térerésségtenzorbdl tudunk késziteni.

A térertsségtenzorbdl két invarians kifejezés készithetd:

F, F*" = skalar,
e“”“AFWF,M = pszeudoskalar . (4.6)

Itt e#"* a teljesen antiszimmetrikus negyedrendi tenzor, komponenseinek értéke +1 (—1), ha
(uvr) a (0123) indexsorozat paros (paratlan) permutdcidja, és nulla egyébként (vagyis amikor
legaldbb két index értéke megegyezik). A pszeudoskaldr olyan egy-komponensli mennyiség, amely
Lorentz-transzformdcidkkal szemben invaridns, de a (3-dimenzids) tértitkrozéskor elbjelet valt. A
skalar, ezzel szemben, nem valt tértiikrézéskor eldjelet.

Felhasznalva a térerésség tenzoranak F* = 0t A¥ — 9V A* definicidjat, és az E = —%(%/Y —
ﬁAO, B = rot A Osszefliggéseket, az invaridnsokat tetszoleges K inerciarendszerben ki tudjuk

fejezni, az ott uralkodé E elektromos térerosséggel és B magneses indukcioval:

F,Fmv = 2 (§2 _ E2) — skaldr,
VAR F o~ EB = pszeudoskalar . 4.7
s

Az invaridnsokbdl még a hatds megszerkesztése el6tt sok érdekeset olvashatunk ki az elekt-
romagneses mezére vonatkozéan. Ha létezik olyan inerciarendszer, amelyben az elektromos térerésség
és a magneses indukcié merdlegesek egymasra, akkor azok minden inerciarendszerben merélegesek
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egymasra. Ha létezik olyan inerciarendszer, amelyben az elektromos térer6sség és a magneses in-
dukcié nagysiga egyenld, akkor azok minden inerciarendszerben egyenlé nagysdguak. (Az utébbi
allitas Gauss-egységekben igaz. SI mértékrendszerben a skaldr-invaridns a c?B? — E? kifejezéssel
ardnyos és ezért, ha F = cB teljesiil valamely inerciarendszerben, akkor E' = ¢B’ minden iner-
ciarendszerben.) Csak érdekességként emlitem itt meg, hogy az elektromdgneses hullamban (igy
a fényben is) a térerésség és a médgneses indukeid tetszéleges inerciarendszerben merdlegesek és
egyenl6 nagysaguak.

4.3. A szabad elektromagneses mez6. A hatas

Miutédn az elektromagneses mez6 sajat dinamikdval rendelkezé fizikai objektum, azért létezik
olyan hatds, amelybdl az elektromagneses mez6 mozgasegyenletei a legkisebb hatés elve alapjin
leszarmaztathatok. Taldljuk ki, hogy milyen alaki lehet ez a hatés.

A hatdsnak Lorentz-skaldrnak kell lennie. Azt sem engedjitkk meg, hogy a hatéds eléjelet
valtson, ha a térkoordinataknak megfeleld tengelyek iranyitdsat ellentétesre valtoztatjuk, hiszen ez
a koordinatarendszer énkényes megvaltoztatasa csupan, amitdl a fizika nem fiigghet. Ezért csak
a térerdsség tenzorabdl alkotott skaldr-invaridns johet széba. A hatés kifejezésében tehat a téridd
egyes pontjaiban vett F),, F'*” kifejezésnek kell dllnia. Adott ¢ pillanatban a fizikai mezét ugy lehet
megadni, hogy a tér minden 7 helyzetvektoru pontjaban megadjuk az A* négyes-potencidl értékét,
azaz ezdaltal az F'* mennyiség és a bel6le képezett skalarinvarians értékét. Ha feltessziik, hogy a
3-dimenzids tér egyes pontjaiban vett vektorpotencidlok fiiggetlen szabadsagi fokok, akkor

1. a mez6 infinitezimalis térfogatelemeinek jarulékai a Lagrange-fiiggvényhez aranyosak a dV'
térfogatelemmel (a fiiggetlen szabadsdgi fokok szdméval),

2. és akkor az egyes térfogatelemektdl szdrmazé F),, F'*VdV jarulékokat a Lagrange-fiiggvényben
egyszerien Ossze kell adni. Egz, infinitezimdlis térfogatelemekrdl 1évén szd, térfogati in-
tegralast jelent.

A szabad elektromdagneses mez6 Lagrange-fliggvénye tehdt:

L = / AV Fo (7, ) F™ (7 1), (4.8)

ahol a a allandét késébb valasztjuk meg. A hatdst ebbdl az idé szerinti integrélassal kapjuk
rogzitett kezdeti ty és végsé t, idopillanatok kozott:

ty
S / it / AV F (7, ) F™ (7, 1). (4.9)
ty

Vegyiik figyelembe, hogy a dVedt = dS2 négyes térfogatelem Lorentz-skalar. Ekkor a hatast
s5=-_2 / dQF,, (x)F* (z) (4.10)
c

alakba irhatjuk. A térerésség mértékegységének alkalmas megvalasztasival: a = %. Végiil tehdt a
szabad elektromagneses mezo6t leiré hatas:

S = ——/dQFW VM (o /dt/dV ) (4.11)
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A negativ el6jelet a hatds kovaridns alakjdban az indokolja, hogy a hatdsnak legyen mi-
nimuma. Az E2 kifejezés tartalmaz ugyanis a legmagasabb hatvanyon idéderivaltat, (Bff/ ot)?.
TetszOlegesen gyorsan valtozo térben ennek értéke tetszdlegesen naggya vélhat. Ezért a negativ
eléjel elhagydsa esetén a hatdsnak nem lenne minimuma.

4.4. Toltésrendszer és elektromagneses tere
4.4.1. Diszkrét ponttoltések rendszere

Vegyiik most azt az esetet, amikor a vizsgalt rendszerbe beleértjiik az elektromdagneses teret kelto
toltéseket is. Ennek a rendszernek a hatéaskifejezése harom tagbdl all:

1. a toltésekre, mint szabad pontrészecskékre vonatkozé S, taghdl,

2. a ponttoltések és az elektromdagneses tér kozotti Sk kolesonhatasbol,

3. a szabad elektroméagneses teret leiré Se,, tagbol.

Tehat a hatas:

S = Sr+ Skn+ Sem

_ Z (moc / ds>a -3 <S / dsu“(z(s))A#(I(s))) - ﬁ / dOF o (2)F™ (),

a a

(4.12)

ahol )" a ponttoltésekre végzett Osszegzés, a (...)q jelolés azt jelenti, hogy a zardjelben levé
mennyiségeket az a-adik ponttoltés x# (s) vildgvonaldn, az a-adik ponttoltés jellemzbivel kell kiszdmolni.

4.4.2. Folytonos toltéseloszlas. Négyes-aramsiiriiség

Ha valamely térfogatban makroszkopikus szamu toltés van jelen, akkor a toltéseket nem érdemes
egyesével, kiilon-kiilon szambavenni. Ehelyett adott inerciarendszerben allé megfigyel6 az ottani
j aram- és p tOltéssiiriiséget szokta hasznilni. A kovaridns aramsturiiséget a kovetkezéképpen
tudjuk bevezetni. Induljunk ki abbdl, hogy a tetszlleges infinitezimalis térfogatelemben
talalhat6 d@ t6ltés minden inerciarendszerben azonos, Lorentz-skalar. Ez azért van igy,
mert a tapasztalat szerint az elektron t6ltése minden inerciarendszerben ugyanakkora.
Tetszoleges K inerciarendszerben d@ = pdV, ha dV ott az anyagdarabka térfogata.

Szorozzuk meg a d@ invarians toltésmennyiséget azzal a dz* kovaridans elmozduldssal, ame-
lyet ezek a toltések a K rendszerben mért dt infinitezimdlis idS alatt (dtlagosan) elszenvednek:
dx

n
dt. (4.13)

AVdz" = pdV
pavEr = Pev " g

A kapott mennyiség, egy skalar és egy négyesvektor szorzata, maga is négyesvektor. frjuk ezt a
négyesvektort az alabbi alakba:

1 da* 1 [ da*
“pEaVedt = - (pi) dq. (4.14)
c d c



Miutén d2 = dVedt, az invarians térfogatelem skalar, a zaréjelben szereplo
dxt
it = p— 4.15
j o (4.15)
mennyiség négyesvektor. Ezt a négyesvektort nevezziik az adramsiriiség négyesvektora-
nak, mert a komponensei

i = (pe. = p0) (4.16)
a 3-dimenzids térben értelmezett p toltéssiiriség (¢ faktortdl eltekintve) és j aramsuriség.

Folytonos eloszlast toltések esetén a hatasnak a toltések és az elektromégneses tér kolcsonhatasat
leiré Sk, tagja az egyes térfogatelemekben lev8dQ(7,t) = pdV toltésmennyiségekre tartalmaz
Osszegzést (ami térfogati integraldst jelent):

1 dxt 1 dxt
1

— [ a0 j"A,. (4.17)

c2

Skn

A kolcsonhatast tehat a négyes-aramsiiriiség és a vektorpotencial szorzata irja le.

4.4.3. Mértékszimmetria. Toltésmegmaradas. Kontinuitisi egyenlet

Vegyiik észre, hogy a hatds nemcsak a Poincaré-transzformaciékkal szemben invarians, hanem egy
tovabbi szimmetriaval is rendelkezik. Végezziik el az

AM(z) = Al(z) + 0" f(z) (4.18)

transzforméciét, amelyet mértéktranszformacionak neveziink. Nem nehéz belatni, hogy mértéktranszformacié
esetén a térerOsség tenzora valtozatlan marad:

FH =9k AY — VAt — OMAY — VAP + (OMOV f — 0" oM f) = FHV. (4.19)

Ennek kovetkeztében a szabad elektromagneses térre vonatkozé hatds is invarians a
mértéktranszformaciéval szemben.

Induljunk ki abbdl a feltevésbol, hogy nemcsak a szabad elektromégneses térre vonatkozo
hatds mértékinvaridns, hanem, a mértékszimmetria az elektromagneses tér és a toltott
részecskék kolcsonhatasanak is tulajdonsaga. Megmutatjuk, hogy a mértékszimmetria
kovetkeztében a toltésre lokalis megmaradasi torvény, igynevezett kontinuitasi egyen-
let érvényes: tetszlleges térfogatban a toltés csak annak aran tud megvéaltozni, hogy
a térfogatot hatdrold zart feliileten t6ltés dramlik ki vagy be. (T6ltés nem keletkezhet ill.
tlinhet el.)

Induljunk ki a hatds (4.17) kolcsonhatdsi tagjdbdl és koveteljitk meg annak mértékszimmetridjat,
azaz hogy

1 ) 1 .

alljon fenn tetszéleges f(z) fliggvénnyel adott mértéktranszformécié esetén. Ez akkor és csak akkor
lehetséges, ha

/de“@,tf =0 (4.21)
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tetsz6leges f(z) fluggvényre fenndll. Hajtsunk végre parcidlis integréldst,

/anH (j”f)—/de@“jM = 0, (4.22)

és irjuk 4t az elsd tagban a térfogati integralt Gauss tételének alkalmazdsdval feliileti integralla. A
teljes térid6-tartomdnyt hatdrolé zart feliilet térben végtelen tavoli felilletdarabjain (azaz |7] — oo
esetén) az aramsfirliség nulla. Legyen tovdbba f(z) olyan tetszéleges fiiggvény, amely ¢ — +oo
esetén eltlinik. Ekkor a feliileti integrél eltiinik és

—/de(:c)[)#j“(:zr) =0 (4.23)
azaz
Ougt(x) = 0 (4.24)
adédik. Ez az egyenlet a kontinuitasi egyenlet kovaridns alakja.

A kovetkezéket olvashatjuk ki beldle:

1. Integraljuk a (4.24) egyenlet mindkét oldalat az 2° = cty, és az 2° = ct,, kezdeti ill. végs6
idépontoknak megfelel§ hipersikok kzotti téridé- tartoményra. Az dramsiirtiség négyesdivergencidjanak
négyes-térfogati integréljat Gauss tétele értelmében &t lehet irni a négyes-aramsiirtiség kiilsé
normalis irdnyu komponensének a hatarfeliiletekre vett integraljava. Felhaszndalva, hogy az
aramsliriiség a térben végtelen tavoli hatarfeliileteken eltiinik, a feliileti integralhoz csak az
20 = cty, és ¥ = ct, hipersikok adnak jarulékot. Mivel az 2° = ct;, hipersik kiilsé normalisa
az x° tengellyel parhuzamos negativ irdnyba mutat, ennek a siknak a jaruléka negativ. Az
allandé 20 értékhez tartozé hipersikokon a négyes-feliiletelem éppen a dV térfogatelem. Mind-
ezeket felhaszndlva:

/dQBMj“ = /deO(F, ty) —/deO(F,tk) =0. (4.25)

Ez azt jelenti, hogy a térben levs teljes toltés idében allandd, azaz a rendszer
Ossztoltése megmaradsé mennyiség. Ez a globélis toltésmegmaradéas térvénye.

2. frjuk fel a kontinuitasi egyenletet tetszélegesen véalasztott K inerciarendszerben:
dp+ divy = 0. (4.26)

Integraljuk a kontinuitdsi egyenlet mindkét oldaldt tetszbleges (id6tdl fiiggetlen) V' 3-dimenzids
térfogatra, és hasznaljuk fel Gauss-tételét:

d
= [ avp = _jédfjn, (4.27)

ahol F' a V térfogatot hatarold zart feliilet, 7, a 3-dimenzids j aramstriségnek az F' feliilet
kiils6 normalisa iranyaba mutaté komponense. Az egyenlet jelentése az, hogy tetszdleges V'
térfogatban levo fV dV p toltés idGegység alatt bekovetkez6 megvaltozasa egyenl6
a térfogatot hatarolé zart feliileten idGegység alatt ataramlott toltések elGjeles
Osszegével. Bedramld (kidramld) toltés jaruléka pozitiv (negativ), mert ekkor —j, > 0
(=jn < 0). Ez a toltés lokdlis megmaradasanak térvénye. Az utébbibdl a globélis
toltésmegmaradas is kdvetkezik minden olyan rendszerre, amelynek feliiletén nem aramlik ki
és be toltés.
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4.4.4. A Maxwell-egyenletek

Az elektromagneses térrel kolcsonhaté toltések rendszerére megsejtettitk szimmetriaelvek alapjan

a hatdst. Most a legkisebb hatas elve alapjan leszarmaztatjuk a hatisbdl az elekt-

romagneses mez6 mozgasegyenleteit. Eredményiil a Maxwell-egyenleteket fogjuk kapni.
Miutan a Maxwell-egyenleteket ill. azok kévetkezményeit a kisérletek teljes mértékben

igazoltak, ezért igazolt az is, hogy a felirt hatias csakugyan az elektromagneses teret

irja le az azt kelt6é és benne mozgé6 ponttoltésekkel egyiitt.

4.4.5. A térerdsség-tenzorra érvényes azonossagok

Kezdjik azzal, hogy a térerdsség-tenzor definiciéjabdl azonnal kévetkeznek az alabbi
egyenletek, mint azonossagok:

OPFHY + QHFYP + OV FP* = 0. (4.28)
Errol az F* = 0* AY — 0¥ A* definiciét behelyettesitve kozvetleniil meggy6zédhetiink.

A (4.28) egyenletek 4 fiiggetlen egyenletet jelentenek, mert a 4 Lorentz-index koziil 3 paronként
kiilonbozét 4-féleképpen lehet kivélasztani:(pur) = (012), (013), (023), (123). Az elsé hdrom le-
het6ség a

0, (4.29)

U
rot £+ -0;B
c
egyenletet, a negyedik lehetdség pedig a
divB = 0 (4.30)

egyenletet jelenti. Azt latjuk tehat, hogy két Maxwell-egyenlet kézvetleniil a térer6sségtenzor
definici6jabdl kovetkezik.

4.4.6. A legkisebb hatas elve

A masik két Maxwell-egyenlet valéban igazi dinamikai egyenlet, amelyek a legkisebb
hatas elve alapjan vezethetd6k le.

Keressiik ehhez a hatas megvaltozasat a mezo ,,altalanos koordinatdinak”, azaz a térmennyiségeknek
elképzelt, infinitezimdlis A* — A* 4+ §A*(x) megvaltozdsa (varidcidja) esetén. Koveteljiik meg,
hogy ez a varidcié a hatdsban szerepld téridétartomanyt hatdrolé zart felilleten t{injon el. A
térerdsség-tenzor variacioja:

OFH = OMJAY — OVSAF, (4.31)
aminek kovetkeztében:
S(FuF*) = 4F,0"0A". (4.32)
fgy a hatas szabad elektromégneses térre vonatkoz6 Se,, tagjanak megvaltozasa:
08em = —i /dQ4FW6“6A”
= %/dQ@“FHV -0AY + { felilleti integral , (4.33)
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ahol a mdsodik sort parcidlis integrélds és Gauss (matematikai) tételének alkalmazisdaval kap-

......

téridétartomanyt hatarold zart feliileten eltiinjon.

A hatds kolcsonhatdsi tagjanak a varidcidja:

0Skn, = —CI—Q/deH(SA#. (4.34)

A toltésrendszerbdl és annak elektromdagneses terébdl all6 fizikai rendszerre vonatkozé hatés
varidciéja: 0S = 0Skn + 0Sem- A legkisebb hatds elve értelmében ennek a ,,valédi mozgas”, azaz
az elektromdgneses mezét ténylegesen megad6 A*(x) térkonfigurdcié esetén el kell tiinnie: §.5 = 0,
azaz

/ i <%8”FW 1 jl,> 5AY =0, (4.35)

c2

ami akkor és csak akkor allhat fenn tetszéleges 0 AY varidcié esetén, ha a kerek zaréjelben alld
kifejezés azonosan zérus. Innen az alabbi mozgédsegyenletek adédnak:

1
QP = ——j. (4.36)

A (4.28) és a (4.36) egyenletek egyiittesen a kovaridns alakban felirt Maxwell-egyenletek.

A (4.36) egyenleteket is atirjuk nem kovaridns alakba. A p = 0 komponenst véve
divE = p (4.37)
adddik, a p =1 =1, 2,3 komponenseket véve pedig az alabbi egyenletet kapjuk:

= 10E | 1-
tB = ——+—7J. 4.38
o c ot * c’ (4.38)
Az (4.29), (4.30), (4.37) és (4.38) egyenletek a Maxwell-egyenletek nem kovaridns
alakban.

Ezeket, mint az elektromédgneses mez6 mozgdsegyenleteit, a tapasztalat messzemenden iga-
zolta. Ezért most mér biztosak vagyunk, hogy az S.,, hatas, amelyet a Lorentz-szimmetriat és az
egyszerliséget szem elott tartva konstrualtunk, helyes.

4.4.7. Az energiaimpulzus-tenzor

Ha a mozgdasegyenleteket ismerjiik, akkor minden fizikai rendszer esetén azt szoktuk kérdezni, hogy
melyek a megmaradé mennyiségek. Tudjuk, hogy azok megmaradasa dltalanos szimmetria-elvek
kovetkezménye. Az a célunk, hogy keressitk meg, mi a toltésrendszerbdl és annak elektromdagneses
terébdl 4116 fizikai rendszerben a megmarado négyesimpulzus. Mi az a mennyiség, ami a rendszernek
a téridében végzett konstans eltoldsokkal szembeni szimmetridja miatt marad meg?

Kiilon vizsgaljuk a hatés
1 2% 1 pso | =
Sem + Skh - dQ —4 F#VF — c_2A j# = dQE (439)

C
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tagjainak és a részecskék (t6ltések) mechanikai mozgasibdl szérmazé S, tagjdnak a megvéltozasat
az infinitezimalis z#* — z#' = z* + da* eltolds kovetkeztében. Az egyszeriibb attekinthetéség
kedvéért bevezettilk az £ Lagrange-suriiséget.

Kezdjiik az (4.39) tagok megvéltozdséval:

) (Sem + Skh) =
oL oL oL

— Iz _ v_ pAY _ 85
/dQ <5a OuL = 504" = gy 007 A 8]_”(5],,) . (4.40)

Az egyes tagok jelentése és el§jele analég médon adédik, mint a (2.14) egyenlet levezetésekor. Az
infinitezimalis eltolas kovetkeztében:

§AY = 0,AY-5a"
SOPAY = 0rO,AY - Sat,
55" = O, - Sat. (4.41)

Ezeket behelyettesitve adodik:
(Sem + Skh)
[ O e

oL oL oL
_ar v 2 vo_ ; w
0 (3(3P 41,)3HA ) + 0 B0r U)BMA a7, 0, | da

oL
= 4 v n
/an (gpuﬁ 0 U)BMA >6a

oL a.c ,

oL
/an, Oujv 6a*. (4.42)
Szamoljuk ki most az £ Lagrange-siiriiség parcialis derivaltjait:
oc 1.
814” - CQ.?IM
oL

S = —=Fy,

O(orAv) r
oL
= = _—A”, 4.4
0jy c? (4.43)

Ezeket behelyettesitve a kovetkezéket kapjuk:
1) (Sem + Skh) =
1
= /anp (gpuﬁ + EvaauAy) dat
1 1.
+ [ dQ| —=0"F,, + —Jv oat
¢ c
1 ..
+/dQc—2A Oujv 6a’. (4.44)

Tekintsiik ezt a valédi mozgasnak megfelelé térkonfigurdcié esetén. A valdsigos térkonfiguracio
eleget tesz a Maxwell-egyenleteknek, kovetkezésképpen a fenti kifejezés jobb oldalan a masodik
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integral zérus. Egészitsiik ki az els6 integral integrandusanak masodik tagjat ugy, hogy abban csak
a térerdsség-tenzor szerepeljen. Ezutan bontsuk fel a Lagrange-siiriiséget a szabad elektromégneses
tértdl szarmazé Ley, = —ﬁF””FHV ésaz Ly, = —C%A”j,, kolesonhatasi tag Osszegére. Azonos at-
alakitasokkal kapjuk, hogy

1) (Sem + Skh) =

1 1
_ / Q0" (gp#,c +oF )+ Epra”A#) sa*
1 .
+/dQC_2AV6u3V da*
1
= /dQ@p (gpuﬁem + EFP”FHU) da*
1. 1 1
+ [ dQO” | —gpu—5ivA” | 6a" + [ dQ| 0P F,, 0¥ Ay + —Fp, 070" Ay, | dat
c c c
1 .
+/dQC—2AV3#j,, dat
0 1 . v w
= an gpu£+ EFPVF# + Epra AH 5(1
1 .
+/dQC—2AV3#j,, oa*
1
= /dQ@p (gwﬁem + EFPUF#”) dat
dQor 1'A”5“ dQ) 1'3”/1 oa*
+ _gpuc_gju a” + 0_2.711 w | oa
1 v . v
+/dQC—2 04 (A" jy) — ju0,A”] da"
1
= /dQ@p (gpuﬁem + EFPUF#”) da*

+ / dQCiQ G FY bar. (4.45)

Ezekutan vizsgaljuk meg a ponttoltések szabad mozgasanak megfelel6 S, hatdstagot. A sza-

......

Azt a (2.9) kifejezés adja meg a vildgvonal tetsz8leges dx# megvéltoztatdsa esetén. Ilyen kife-
jezéseket kell most Osszegezni az Gsszes ponttdltésre, > ..., valamint el kell végezziik a dz# =
da* =4all. helyettesitést:

88, = Y </ds%>a6a“ - > (py), oa*

a a

Sy

(4.46)

Sk

Ezt hozzdadjuk a hatas tobbi tagjanak a megvaltozasahoz és az eredményt a valdsdgos mozgas
esetében vesszitk. Annak érdekében, hogy a tagok Osszehasonlithaték legyenek, a §(Sem + Skn)
kifejezésében az aramstiriiséget tartalmazé tagot atirjuk diszkrét toltésekre:

1. . 1 dx
/dQC—2j,,F#5a“ = E/dt/de WFV#(SCLH

= Z %‘1 (/ dsu”Fyu)a&l”- (4.47)

a
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Ezt a kifejezést a (4.46) kifejezés elsd tagjdhoz adva zérust kapunk a ponttoltések valésagos mozgdsa
esetén, mert akkor a (3.14) mozgdsegyenlet teljesiil minden egyes ponttoltésre:

(&), - (rma), o

Ezt figyelembe véve a toltésrendszert és az elektromdagneses terét egytittesen leiré S hatds
megvaltozasa infinitezimalis da* téridébeli eltolas soran és a toltésekbol és az elektromégneses
mezobdl 4ll6 fizikai rendszer valdésdgos mozgasa esetén:

6 (Sr + Sem + Skh)valsdi mozgds

1 v
= /anp (gpwcem + EFPVFM > - Z (p#)a

a

vég
oat. (4.49)
kezdet

Vezessiik be a kerekzdrdjelben all6 kifejezés jelolésére a T,Eﬁ’”) tenzort:

ngletm) = —cgoulem — Fpu )/

1
= gp,uZFR)\FK)\ - FquHU- (450)

Ez a tenzor az elektromagneses teret jellemzi, szimmetrikus masodrendi tenzor.

Ha a toltésrendszerbol és az elektromégneses terébol dllé fizikai rendszernek a téridébeli
eltolasok szimmetriai, akkor

3 (Sr + Sem + Skh)valodi mozgas 0, (4.51)
tetszéleges infinitezimédlis da* eltolds esetén, azaz
vég

1 em
—E/anPTgH Y=Y (o), ak = 0. (4.52)
a kezdet

Alkalmazzuk a fenti kifejezésben a négyesdivergencia térfogati integréljara Gauss tételét. Ekkor
a Tp(Zm)éa” vektor feliileti integraljat kapjuk az €2 téridétartomanyt hatarold zart felilletre. 2 az
a tartomany, amelyre a hatasban integrdlunk. Legyen ez a térirdnyokban végtelen, akkor ezen
irdnyokban a hatarfeliilet végtelen tavol van, ahol a térerdsség eltiinik, ezért ezek a hatarfeliiletek
nem adnak jarulékot a feliileti integralhoz. 1d6 (2°) irdnyban valasszuk az x° = cty, és az 20 = ct,
,,sikokat” a tartomany hatdrainak. Ezeken a (3-dimenziés) hatéarfelilleteken a , feliletelem” a dV

térfogatelem, és a vektorunk kiilsé normélis irdnyaba mutaté komponense rendre —T(J(Zm)zsa“ és

tr
T(J(Zm)éa” . Az eltolasi szimmetria kovetkeztében tehat:
ty
1 "
(em) _
[E / AV Ty, —|—Z(p#)a] sa* = 0 (4.53)
a th

tetszbleges dat négyesvektor esetén. Ez azt jelenti, hogy a

1 em
P, = Z(pu)a—i—z/dVTo(M ) (4.54)

a
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négyesvektor megmaradd, nem valtozik a mozgds sordn. A P, vektort nevezziik az elektromagneses
tér és a toltésrendszer négyes-impulzusanak. Ez két tagbdl tevidik Ossze: a toltések ,,me-
chanikai” mozgdsabdl szarmazé négyesimpulzushbdl és az elektromagneses mez6

pemu - 1 / dytem) on (4.55)
c

négyes-impulzusabodl. Az elektromagneses mez6 tehat négyes-impulzust, azaz adott
K inerciarendszerben energiat és impulzust hordoz. Mint az a négyes-impulzus kife-
jezésébdl latszik, ahhoz az elektromagneses mez6 minden egyes térfogateleme ad egy meghatdrozott
jarulékot, amelynek nagysaga csak attdl fiigg, hogy a mez6 adott térfogatelemében mekkora a
térerdsség. Ezért azt kell mondjuk, hogy az elektromagneses mez6 minden egyes térfogateleme
edV = T gV energidval és g'dV = 17(™ %qV impulzussal rendelkezik. Ekkor ¢ =
T(em) 00 &g gi = %T(em) Y rendre az elektromagneses mezd energia- és impulzussiiriisége. A
T(em) piv tenzort ezért az elektromigneses mezd energiaimpulzus-tenzoranak nevezziik.

Rovid szamolas utan kapjuk, hogy az energiaimpulzus-tenzor komponensei az elektromos
térerdsséggel és a mégneses imdukcioval kifejezve tetszOleges K inerciarendszerben a kovetkezo
alakuak:

em 1 ~ >
mgw - L 52),
TO(iem) = (_’XE’)Z"
em 1 o >3
TS™ = —BiE; - BiB; + 50 (B2+52). (4.56)

Ha az eltolasi szimmetria kovetkezményét tetszéleges olyan ) téridétartoményon nézziik,
amelyben nincsenek ponttoltések, (azaz a hatdst eleve ilyen téridétartomdnyon definidljuk) és tjra
elismételjiik a hatds megvaltozasanak kiszamoldsat infinitezimalis eltolas esetén, akkor a

1

—= / dQOPTe™sa" = 0 (4.57)
cJa

egyenletre jutunk tetszéleges da* eltolas és ) tartomany esetén. Ez akkor és csak akkor teljesiil,
ha fennall a

d,rlemer  — g (4.58)

egyenlet. A szabad elektromagneses mez6 energiaimpulzus-tenzoranak divergenciija
tehat eltlinik. A p index kiilonbo6z6 rogzitett értékei esetén ugyanolyan alakd egyenletek allnak
fenn, mint amilyen az elektromos toltésre vonatkozd kontinuitési egyenlet. Ezért ezek az egyenle-
tek mind fizikai mennyiségek lokalis megmaradasat fejezik ki. Miutdn az energiaimpulzus-tenzor
néhany komponensének a jelentését mar tisztaztuk, az is nyilvanvald, hogy mely fizikai mennyiségek
kontinuitasat, azaz lokalis megmaradédsat fejezi ki a szabad elektromédgneses mez6 energiaimpul-
zus-tenzoranak divergencia-mentessége.

1. Vegyiik a 4 = 0 esetén az egyenletet: 6pT(€m) PO = 0. Ttt T(¢™) 90 = ¢ 3 mezd energiastiriisége.
Az egyenlet,

%HV%T@’””O = 0, (4.59)

tehit az energia lokalis megmaradasat fejezi ki és az energiaimpulzus-tenzor 7°(¢™) 0
komponensei az S¢ energiadramsiiriiséggel allnak S* = ¢7'(¢™) 0 kapcsolatban. Az ener-

giadramsiriség S vektorat Poynting-vektornak nevezziik.
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2. Vegyiik az energiaimpulzus-tenzorra vonatkozd kontinuitasi egyenletet = j = 1,2, 3 esetén:
%(’“)pT(em) Pi = 0. Itt %T(em) 07 = g7 a mezd impulzussiirtisége. Kovetkezésképpen az egyen-
let az impulzus lokilis megmaraddsét fejezi ki, és az 2T(™ % = o mennyiségeket a j
irdnyd impulzus dramsiisiisége ¢ irdnyd komponensének (az ¢ irdnyd normadlissal rendel-
kezd egységfeliileten idéegység alatt dtadott j irdnyd impulzusnak) kell tekinteni. Ez azt
jelenti, hogy az elektromdagneses mez6 ,,darabkai” kozott mechanikai fesziiltség ébred. Ezért
-t Maxwell-féle fesziiltségtenzornak szokis nevezni.

A fentiek alapjan a szabad elektromégneses mez6 energiadramstiriisége és impulzussiirisége kozott
az S = 27 Osszefiiggés 4ll fenn. Az energiaimpulzus-tenzor komponensei jelentésiik alapjin a
kovetkezoképpen foglalhaték matrixalakban Gssze:

€ Cqz ng Cg-
T(em) wvo Sw/c Oxx Ozxzy Ogxz (4 60)
Sylc Oys Oyy Oy '
S./c O Ouy Oz

A komponenseket explicit médon kiirva meggy6zédhetiink réla, hogy az elektromagneses
mez06 energiaimpulzus-tenzoranak spurja zérus:

Tlemn = o, (4.61)
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