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1 A STATISZTIKUS FIZIKA ALAPELVEI

1.1 A statisztikus fizika célja

A statisztikus fizika arra vallalkozik, hogy ,,hidat verjen” a makroszkopikus testek
fizikdja és a mikrovilag fizikdja kozott. A makroszkopikus testek mikroszkopikus,
azaz atomos, ill. molekuldris, avagy annal is részletesebb szubatomi szerkezetérol
mérési tapasztalataink alapjan mikroszkopikus modellt alkotunk. A kvantumme-
chanikdban ezt a mikroszkopikus modellt a testnek, mint egymdssal kolcsonhato
részecskékbdl (atomokbdl, molekuldkbdl, stb.) &ll6 fizikai rendszernek a mikroszko-
pikus Hamilton-operdtora irja le matematikailag. A Hamilton-operator — a fizikai
modell jésdgatdl fliggden — jol-rosszul visszatikrozi, hogy a test atomos felépitése
milyen és, hogy a testet alkoté atomok, molekuldk koézott milyen kolesonhatdsok
uralkodnak. A statisztikus fizika a test ezen mikroszkopikus modellje alapjan meg-
mondja, hogy milyennek észleli az a megfigyel6 a test fizikai viselkedését, aki csak
makroszkopikus mérdeszkozoket hasznal. A makroszkopikus mérdeszkozok kozos
sajatsaga, hogy

1. nem észlelik az atomi mozgdsok idoskalajan végbemend ,,gyors” valtozasokat,
hanem azokra idében , kidtlagolnak”;

2. nem észlelik az egyes atomok mozgasat, hanem térben is , kiatlagolnak” a
testnek kicsiny, de makroszkopikus darabkaira, amelyek linearis mérete sokkal
nagyobb, mint az atomok atlagos tavolsiga.

A makroszkopikus mérések tehat nem érzékelik a test mikroszkopikus szerkezetébdl
adodé finomabb részleteket. Amikor a statisztikus fizika megmondja, hogy makro-
szkopikus mérések sordn a test milyen fizikai tulajdonsdgokat, viselkedést mutat,
akkor adottnak veszi nemcsak a test mikroszkopikus modelljét, hanem a mikroszko-
pikus alkotd részek (atomok, molekuldk, stbh.) kozotti kolesonhatdsok erétorvényeit
és a mikrovilagban uralkod6 kvantumfizikai mozgdastorvényeket.

A statisztikus fizika mddszere a becslés: a makrotestek makroszkopikus jel-
lemzoinek valtozasat becsiili a test mikroszkopikus modellje szempontjabdl hidnyos
adatok ginformécié) alapjan. Az adatok hidnyossaga azt jelenti, hogy a becslés a test
mikroallapotdnak pontos ismerete nélkiil torténik. A mikrodllapot a testnek, mint
mikroszkopikus szerkezettel rendelkezé kvantummechanikai rendszernek a kvantum-
mechanikai allapota.

A kozvetlen 1t a mikrovilag és a makrovilag torvényei kozotti kap-
csolat tisztazasara az lenne, hogy megoldanank a mikroszkopikus dinamika moz-
gasegyenleteit, azaz a test kvantummechanikai allapotat meghataroznank a kvan-
tummechanika dltal eléirt médon. Ez az Ut azonban &ltaldban nem jarhaté.
Egyetlen, jol definialt hullamfiiggvénnyel jellemzett allapot megadasdhoz pontosan
annyi darab egyidejiileg mérheto, fiiggetlen fizikai mennyiség értékének megadasa
(megmérése) sziikséges, amennyi a test szabadsagi fokainak a szdma. Az egyide-
jileg mérheto fizikai mennyiségeknek azt a rendszerét, amelyek ismerete
sziikséges és elegend6 a kvantummechanikai dllapot megadasahoz, a fizikai
mennyiségek teljes rendszerének nevezziik. Ennyi adatnak a rogzitése is
egy hasonléan sok szabadsagi foku rendszer allapotaként lehetséges, tehat tech-
nikailag valéjaban megoldhatatlan. Ugyanakkor a makroszkopikus megfigyel6 csak
néhdny fizikai mennyiség értékét figyeli meg, amelyek a fizikai mennyiségek teljes



rendszerében szereplé mennyiségeknek altaldban specidlis kifejezései. Ezek nem
hatdrozzdk meg a test mikrodllapotdt egyértelmiien. A makroszkopikus mennyiségek
kiilonb6z6 értékcsoportjaihoz kvantummechanikai allapotok paronként ortogonalis
alterei tartoznak. Egy-egy ilyen altér még altalaban nagyon sok dimenzids lehet,
azaz a mikroallapot még akkor is nagyon sokféle lehet, ha valahany makroszkopikus
mennyiség értéke rogzitett.

A fentiek alapjan a statisztikus fizikaban arra az alldspontra helyez-
kediink, hogy a testek makroszkopikus jellemzéséhez nincs is sziikség a
mikroallapotuk pontos ismeretére, hiszen sem a makroszkopikus kornyezet nem
hatarozza azt meg egyértelmiien, sem pedig a rendszerre vonatkoz6 makroszkopikus
mérések nem hordoznak arra vonatkozoan kimeritd informdciét. A statisztikus
fizikai becslés minésége azonban fiigg(het) attdl, hogy hogyan vélasztottuk azokat a
makroszkopikus mennyiségeket, amelyek segltsegevel akarjuk vizsgalni a makroszko-
pikus test viselkedését, mas hasonlé testekkel valé kolcsonhatasat.

1.2 Kolcsonhatas a kornyezettel

1.2.1 Zart és nyilt fizikai rendszerek

A testek a kornyezetiikkel (mds testekkel) vald kélesonhatdsuk tekintetében lehet-
nek zart vagy nyilt fizikai rendszerek.

1. Zart fizikai rendszeren olyan testet értiink, amely a kornyezetével
nincsen semmilyen kolcsonhatidsban. Mint azt korabbi tanulmanyainkbol
tudjuk, az ilyen test Hamilton-operatora invarians az inercialis vonatkoztatasi
rendszer térbeli eltoldsaval és térbeli elforgatasaval szemben, valamint az id6-
beli eltolasokkal szemben is. Kovetkezésképpen az ilyen testnek rendre allandé
a teljes impulzusa, a teljes impulzusmomentuma és az energidja. A tovab-
biakban csak olyan rendszerekkel fogunk foglalkozni, amelyekben részecskék
nem keletkeznek, és nem semmisiilnek meg. Az ilyen rendszerek leirhatok
a kvantummechanika segitségével, és ha zartak, akkor benniik a részecskék
szama is dlland6. (Ha kiilonb6zd tipusi részecskékbél all a zart rendszer, és
nem mennek benne végbe kémiai, vagy atommagreakciok, ill. a részecskéi sta-
bilak, nem bomlanak el, akkor minden részecsketipusra kiilon-kiilon is érvényes
a részecskeszdm megmaraddsa.) Ezenkiviil zart rendszer 6sszt6ltése is dllandé
az elektromos toltésre érvényes lokdlis megmaraddsi torvény értelmében. (A
toltés ugyanis csak akkor tudna megvéltozni, ha ki- vagy bedramlana a test
feliiletén, ez viszont ki van zdrva, ha nincsen koélcsonhatds a kornyezettel.)

Altalaban, ha ez lehetséges, akkor a statisztikus fizikai vizsgalatot olyan vonat-
koztatasi rendszerben szoktuk végezni, amelyben a test, mint egész nem végez
sem haladd, sem forgé mozgast, azaz a teljes impulzusa és impulzusmomen-
tuma zérus.

2. Nyilt fizikai rendszeren olyan testet értiink, amely a tobbi testtel
kolcsonhatasban all. A kolesonhatas rendezettsége tekintetében két esetet
érdemes megkiilonboztetni.

(a) Test kiils6 térben. Ekkor a fizikai rendszernek a kornyezettel
valé kolcsonhatasa a kornyezo6 testek valamilyen kollektiv visel-
kedésének az eredménye. Pl. a kornyezo testek graviticids mezot,



elektromdgneses mezdt, stb. keltenek, amelyeknek a térerdsségei, ill. po-
tencidljai az id6 adott fiiggvényeiként valtoznak a test kiilonbozé pontjai-
ban. Ugyancsak ide soroljuk azt az esetet is, ha az id6 adott fliggvényeként
valtoztatjuk kiviilrdl a test makroszkopikus jellemzéit, mint pl. a részecs-
kéinek a szamat, az Ossztoltését, a térfogatat, stb. Utdbbit pl. egy
dugattyuinak az id6 fiiggvényében adott moddon torténé mozgatasaval
érhetjiik el, azaz a kiilso kornyezet kollektiv mechanikai mozgasa révén.
Az ilyen kolcsonhatasok leithatok anélkiil, hogy a kornyezet egyes sza-
badsagi fokainak egyedi mozgasardl tudnunk kellene. Elegend6 néhany
&k (t) kollektiv paraméter, mint az id6 adott fiiggvénye, amelyek a test
Hamilton-operatoraban szerepelnek.

Széhasznélat: Ha a kollektiv & (t) paraméterek nem fiiggnek az id6tol,
akkor sztatikus kiilsé térrdl beszélink. Ha pedig az 1d6 fliggvényé-
ben bekovetkezd lényeges megvaltozasuk karakterisztikus 7 ideje sokkal

nagyobb mint a gyors, atomi (szubatomi) mozgasok 7, karakterisztikus
ideje, 7¢ > 7,, akkor kvazisztatikus kiils6 terekrdl beszéliink.

(b) Rendezetlen kolcsonhatdsrdl beszéliink, amikor a test és a kor-
nyezete kozotti kolcsonhatas nem jellemezhet6 semmilyen kol-
lektiv paraméterrel. A test Hamilton-operdtora ilyenkor nem értel-
mezhet6 csak akkor, ha elvonatkoztatunk a kornyezettel valé kolcsonha-
tastol. A kolcsonhatdsi tagok egyarant tartalmazzak a test és kornyezete
részecskéinek szabadsagi fokait, és igy nem rendelhetok sem kiilon a test,
sem kiilon a kornyezet Hamilton-operdtordhoz. Ilyenkor nem létezik a
test hullamfiiggvénye sem.

1.2.2 A zart rendszer csak idealizacio*

A zirt rendszer definicié szerint olyan test, amely semmilyen kélcsénhatdsban sincsen a kérnyeze-
tével. Ez azonban, — bar jol kozelithetd, de mégis megvaldsithatatlan. Legjobban azt tudjuk
megvaldsitani, hogy a vizsgélt test és a kornyezetében levé mas makroszkopikus testek kozti
kolcsonhatast megszlintessiik. Hivatkozva a hallgatdsdg dltaldnos fizikai ismereteire, ez jelentheti
azt, hogy

1. a testet vdkuumban helyezziik el, azaz kelléen tdvol vissziikk minden maés testtdl;

2. a testet olyan ,,falakkal” vessziik koriil, amelyeket nagy vidkuum vesz koriil, s igy a ,,falakon”
se részecskék nem haladhatnak &at, sem pl. elektromégneses mez0 nem ,haladhat at”.
Utébbit gy lehet megvaldsitani, hogy a ,,falak” idedlis vezetdk, amelyek teljesen ledrnyé-
koljak a kiils6 elektromdégneses teret. Ekkor sem kiilsé elektromagneses sugarzas, sem kiviil
tartézkodd részecskékkel elektromdgneses kolcsonhatds nem lehetséges. Megjegyzem, hogy

altalaban kettds, vezeto falakat szoktak haszndlni a gyakorlatban és a két fal kozott vakuum
van.

Azt gondolndnk, ha mindezt sikeriil optimélisan megvalésitani, akkor a vizsgélt test zart. Szigordan
véve azonban még ekkor sem zart rendszer a vizsgalt test, mert az (a kettds fald edényen beliil is)
kolcsonhatasban van az elektromégneses mezével, ami a vdkuumban is mindeniitt jelen van. Ezért
tulajdonképpen a vizsgdlt test és a benne, ill. vele egyiitt (a kettds fald edényen belil) jelenlevd
elektromégneses mezé az, ami egylittvéve zart rendszer. Amikor tehdt a vizsgdlt testet csak a
beliil taldlhaté kondenzalt anyaggal azonositjuk, akkor még a fenti esetben sem beszélhetiink zart
rendszerrél, hiszen a kondenzalt anyag és a mindeniitt jelenlévd elektroméigneses mezd kozotti
kolesonhatds elvileg sem sziintethet6 meg. A kolcsonhatds kozottiikk azért van mindig jelen,
mert a kondenzalt anyag, bar természetes koriilmények kozott elektromosan semleges, de toltott
részecskékbdl épiil fel: atomokbdl, amelyekben pozitiv t6ltésii atommag és negativ toltési elekt-
ronok vannak.



1.3 A mikroallapot. A betoltési valoszinliségek létezésének
elve

1.3.1 A mikrodllapotok kvantummechanikai jellemzése

A testet alkoté részecskék (atomok, molekuldk, stb.) vildgdban a kvantummechanika
torvényei uralkodnak. A test allapotanak mikroszkopikus részletességii megadasa
ezért a kvantummechanika szabdlyai szerint lehetséges. A test mikrodllapotat némi-
leg eltéréen tudjuk megadni, ha zart, vagy kiilso térben elhelyezkedd nyilt rendszerrol
van sz0, amelynek 1étezik a Hamilton-operdtora, ill. olyankor, ha a kornyezettel ren-
dezetlen kolcsonhatasban 1év6 nyilt rendszerrdl van szé, amelynek nem beszélhetiink
(a kolesonhatéstol vald elvonatkoztatds nélkiil) a Hamilton-operdtorarol.

1. Zdrt rendszernek, ill. kilso térben elhelyezkedd rendszernek 1étezik a H Hamil-
ton-operdtora. A rendszer mikrodllapotét a rendszer ¥(zy, ..., zy;t) hulldm-
fiiggvénye irja le kimeritéen, ahol z, a rendszerben taldlhaté a-adik (a =
1,2,..., N) részecske véltozdi: z, = (7, Sa), Ta, ill. s, az a-adik részecske
helyzetvektora, ill. spinjének a z-tengelyre vett vetiilete; N a részecskék szama
a rendszerben; t az ido. Az x1,...,zy ,,koordinatdk” a fizikai mennyiségek
egy teljes rendszerét alkotjak. A hullamfuggvény a

HY = ihd, ¥ (1.1)

Schrédinger-egyenletnek adott Wo(xq,...,zx) = ¥(x1,...,TN; ) kezdbfelté-
telhez tartozé megoldasa. A linedris szuperpozicié elvének értelmében barmely
két lehetséges allapot hullamfiiggvényének linearis kombinacidja is egy lehetsé-
ges allapot hullamfiiggvénye. Ezért az 6sszes mikrodllapot matematikailag egy
linedris vektorteret feszit ki, a fizikai rendszer mikrodllapotainak Hilbert-terét.

Ha a rendszer Hamilton-operatora nem fiigg explicit médon az id6t6l (zért
rendszer vagy rendszer sztatikus kiilsé térben), akkor a rendszer energiasajat-
allapotai staciondrius allapotok, amelyek a stacionarius Schrodinger-egyenlet
megoldasai:

I:[¢n,r = En¢n,r (12)

ahol az n index a rendszer lehetséges energiaszintjeit indexeli az energidval
szigorian monoton novekedve. Ha feltessziik, hogy a test véges V' térfogati,

akkor az energiaszintek diszkrétek. Altaldban d,, darab fiiggetlen F, en-
ergiajui stacionarius allapot van. Az azonos energidju fiiggetlen stacionarius
allapotok d,, szamét az F, energiaszint elfajultsagi fokdnak nevezziik. A sta-
ciondrius allapot hulldmfiiggvényének tovdbbi r indexei arra utalnak, hogy
altalaban az E,, energiasajatértékhez nem egy egy-dimenzids altér, hanem egy
d, dimenziés altér tartozik a rendszer mikroallapotainak a Hilbert-terében.
Ezért altalaban a rendszer energidjahoz tovabbi fizikai mennyiségeket kell
hozzavenni, hogy a fizikai mennyiségek egy teljes rendszerét kapjuk. Ez azt
jelenti, hogy létezik tovabbi véges sok fizikai mennyiség, amelyek operatorai a
Hamilton-operatorral és egymassal paronként felcserélhetok, és amelyek sajat-
értékei az energidval egyiitt sziikségesek és elegendék a mikrodllapot egyértel-
mi meghatdrozdsdhoz. Ezen tovabbi fizikai mennyiségek értékeinek egyitittesét
jeloltiik r-rel. Mivel a stacionérius allapotban minden (az idétél explicit médon
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nem fiiggd) fizikai mennyiség varhaté értéke allando, azért a rendszer E, e-
nergidja mellett a staciondrius allapot egyértelmi megaddsdhoz sziikséges és
elegendé tovabbi d,, darab r fizikai mennyiség varhato értéke is allandé. Ezek
egyuttal a széban forgd, az energiaval egyidejiileg mérhet6 mennyiségek opera-
torainak a sajatértékei, az in. ,,j6 kvantumszamok”.

Minden valésdgos fizikai rendszernek van legalacsonyabb energidju allapota,
legyen ennek energidja Ey. Az ilyen dllapotot alapallapotnak nevezziik. Alap-
allapot mindig létezik. Ha nem létezne ilyen allapot, akkor a rendszer egyre
alacsonyabb allapotokba torténé kvantumatmenetek révén tetszolegesen nagy
energiat tudna leadni. Az ilyen rendszer tehat nem lenne stabil és beldle
korlatlanul lehetne energiat kinyerni, ami ellentmond a tapasztalatnak.

A statisztikus fizika szempontjabdl hasznos, ha leszamlaljuk a mikroélla-
potokat. Legyen E egy tetszélegesen valasztott energiaérték. A test azon
mikrodllapotainak szama, amelyek FE,, energidja nem nagyobb a tetszélegesen
valasztott E értéknél, legyen

SE)= Y dy=Y d.0(E-E,), (1.3)
{n|Eo<E,<E} n=0
ahol
1, ha <0
o) = { 0, ha >0 (1.4)

a Heaviside-féle 1épcsofiiggvény. A kapott i(E ) fiiggvény az energidnak 1épcsos
fliggvénye, véges d, ugrasai vannak azokban az E pontokban, ahol £ = E,
éppen valamelyik energiasajitértékkel egyezik meg.

Ha a test térfogata nagyon nagy (V — o0) és a gerjesztési energia F, —
Ey > E,, akkor dltalaban a szomszédos energiasajatértékek nagyon kozel
helyezkednek el egyméshoz. Ekkor a lépcsés X (F) fiiggvényt jol kozelithetjiik
egy folytonos X(F) fiiggvénnyel, amelyet definidlhatunk mozgé dtlagoldssal,

E+3AE oy
> (E) :/E—lAE dE'S(E"), (1.5)
2

ahol az atlagolashoz haszndlt energiaintervallum A F szélességét ugy valasztjuk,
hogy az sokkal nagyobb legyen, mint a szomszédos energiaszintek egymdashoz
képesti tavolsaga, és sokkal kisebb, mint az F— F, gerjesztési energia. A kapott
Y(E) sima fiiggvény jelentése, hogy a ¥(E + dE) — X(E) kiilonbség megadja
a rendszer [E, E + dF)] enerigaintervallumba esé mikrodllapotainak a szdmét.
Ennek segitségével definidlhatjuk a mikrodllapotok g(F) allapotstiriiségét:

S(E + dE) — X(E) = g(E)dE, azaz g(E) = 0pX(E). (1.6)

. A kérnyezetével rendezetlen kolcsonhatdsban lévd rendszer mikroallapotaradl

csak valészintiiségi kijelentéseket tehetiink. Legyen H a rendszer Hamil-
ton-operatora, ha nem vessziik figyelembe a kornyezettel valé rendezetlen
kolcsonhatést, és s a test szabadsagi fokainak szama. Legyen a rendszer
allapotainak Hilbert-terében ¢y} (az id6tdl explicit médon nem fiiggd) fizikai
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mennyiségek {F; (i =1,2,...,s)} teljes rendszerének {f;} sajatértékeihez tar-
tozd, kozos sajatfiggvényeinek ortonormalt teljes rendszere:

Fi(}s{fi} = fi¢{fi}’ (1.7)
és

AT 18)

ahol [{fi}) jeldli a ¢,y hulldmfiiggvényii dllapot vektorat a Hilbert-térben, és
(...]...) az allapotvektorok skaldrszorzatanak jele. Ha a fizikai mennyiségek
teljes rendszerébe az energidt is belevesszik, akkor a fizikai mennyiségek tel-
jes rendszerét (FE,,{F;}) alakban irjuk, ahol n indexeli a rendszer energia-
sajatértékeit, novekvo sorrendben. Az F; mennyiségek i = 1,2,...,d, szama
pedig az n-edik energiaszint elfajultsdganak foka. A korabbi jelolésiinkben
haszndlt r index az egyidejilleg mérhetd mennyiségek r = {f;} értékeinek hal-
mazat jeloli.

A mikroallapotot altaldban tgy adhatjuk meg, hogy megvalasztjuk a fizikai
mennyiségek egy {F;} teljes rendszerét, és megadjuk annak a 0 < pgpy =
pr < 1 valészintiségeit, hogy a rendszert ezen mennyiségek valamelyik kozos
by = &k sajdtéllapotaban taldljuk. A p, valészinliségeket betoltési valo-
sziniségeknek nevezziik. A rendszert bizonyosan meg kell taldljuk a sajatal-
lapotok valamelyikében, ezért az Osszes, ¢, sajatallapothoz tartozd betoltési

valdszintliség Osszege:
Doy =2 =1 (1.9)
{fi} k

Ha a p; betoltési valoszinliségek kozott legaldbb kettd nullatél kilonbozo,
akkor kevert allapotroél beszéliink. Ha a betoltési valdszinliségek egy kivé-
telével mind nulldval egyenldk, akkor tiszta dllapotrdl beszéliink. A piry =
[T;=: 97,50 betoltési valészintiségek pl. tiszta dllapotot jelentenek, amikor a
test pys,,} = 1 valészintiséggel az |{ fi}) allapotban taldlhatd, és nulla annak

a valészintlisége, hogy a testet barmelyik masik [{f;}) (fi # fio) dllapotban
talaljuk. A zart, ill. a kornyezetével csak kiilso terek révén kolcsonhaté rend-
szer esete ilyen tiszta allapot.

Miutdn a kvantummechanikai rendszer kevert allapota specidlis esetként tar-
talmazza a hullamfiiggvénnyel leirhato tiszta allapotot is, dltaldban minden kvan-
tummechanikai rendszer allapotat leirhatjuk kevert allapotként.

1.3.2 A kevert és a tiszta allapot kapcsolatarél. Dekoherencia*

Kondenzalt anyagbdl 4116 test (részecskék rendszere) elvileg nem tekinthetd zart rendszernek, mert
a vakuumban mindeniitt jelenlevd elektromégneses mezdkkel allandé kdlcsonhatasban van, ami
semmilyen médon nem sziintetheté meg. Az elektromédgneses mezd és a test kolcsonhatdsa ren-
dezetlen, a test gerjesztési energiat képes véletlenszertien leadni, amit az elektromédgneses mezd fel
tud venni. Ez az dllandd, rendezetlen kolcsonhatds az, ami idével egy zart, kezdetben jél definiélt
hullamfiiggvénnyel rendelkezé kondenzalt test mikrodllapotabdl kevert allapotot ,,csindl”.

Tegyiik fel a kérdést, hogy mi is a lényegi kiilonbség a tiszta és a kevert &llapot kozott.
Vegyiink az egyszerliség kedvéért olyan rendszert, ami N = 1 darab részecskébdl all. Tegyiik fel,
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hogy a részecskének 2 lehetséges energia-sajatallapota van, amelyek energidja Ey és E; > Ey,
és ezen staciondrius dllapotok (id6tél fiiggetlen) hulldmfiiggvénye rendre ¢y, ill. ¢;. Tegyiik fel,
hogy a részecske olyan kettds fald edény belsejében helyezkedik el, amilyet az 1.2.2. fejezetben
irtunk le. Az edény bels6 faldval hatérolt térrészben, mint vezetének az iiregében, elektromagneses
mez6 van jelen elektromdgneses sugarzas formdjaban. Tegyiik fel, hogy a részecske kolcsénhat az
elektromdgneses mezbvel. Le tud annak adni AE = E; — Ej energiat elektromégneses sugédrzas
révén, ill. el tud nyelni elektromégneses sugarzdst, és igy kaphat AFE energiit. Tegyiik fel, hogy a
t = 0 kezdeti idopillanatban eldallitottuk a részecskét a

TG0+ ) (1.10)

szimmetrikus hullamfiiggvénnyel jellemzett tiszta allapotban. Ha nem lenne kélcsénhatés az elekt-
romagneses mezdvel, akkor ez az allapot a részecske H,x, Hamilton-operdtoranak a hatdsara

T(0) =

¥(1) = 5 leo(t)n + 1 ()61 (111)
szerint valtozna az id6 fiiggvényében, ahol
co(t) = e~ wHot at)=e —r Bt (1.12)
lenne. Ez azt jelenti, hogy a két béazisallapot relativ fazisa
co(t)*cr(t) = e #AE T (1.13)

az id6 jol definialt fliggvényeként periodikusan valtozna. A részecske édllapota megmaradna a

¢o(t) és ¢1(t) staciondrius dllapotok % amplitudéji, koherens szuperpozicigjanak.

Késébb latni fogjuk, hogy vezetd iiregében tin. hémérsékleti sugarzas van jelen. Ennek az
itt a szerepe, hogy a részecske véletlenszeriien adhat le ill. vehet fel energidt az elektromdagneses
mez6tél. Ennek kovetkeztében a részecske ,,allapotdban” a két bazisallapot relativ fazisa nem
marad tObbé az id6nek jél definidlt fiiggvénye. Az allapot koherencidja megsziinik. Helyette
azt kell mondjuk, hogy vagy a ¢g, vagy a ¢ staciondrius allapotban taldljuk a részecskét, s en-
nek meghatdrozott rendre a po, ill. a p; valdésziniisége. A két allapot azonban a relativ fazisok
véletlenszerlisége miatt nem szuperpondlédik linedrisan egyetlen hullamfiiggvénybe. Az dllapotot
csak kevert 4llapotként, a ¢¢ és a ¢1 allapotok py és p1 betdltési valdszintiségeivel tudjuk leirni.
A relativ fizisok kezdeti jol definidltsdga megsziinik, véletlenszeriivé valdsukat nevezziik deko-
herencianak.

Arra, hogy az elektromégneses mez6 kvantumdanak, a fotonnak a véletlenszer(i kibocsatédsa
megsziinteti a hullamfliggvény koherencigjat van kozvetlen kisérleti bizonyiték. KettGs résen
bocs4tanak &t nagy molekuldt (pl. C™-molekula). Ennek hulldmfiiggvénye két olyan allapot
szuperpozicidja, amikor a részecske az egyik, ill. a masik résen halad at. Ezt a kett6s rés mogotti
felfogé erny6n észlelt interferencia-kép bizonyitja. A molekuldkat azonban a kettds résen vald
athaladés el6tt 1ézerrel fel tudjak melegiteni. Ha elég magas a hémérsékletiik, akkor megnd a
valészintisége, hogy a molekula elektromégneses (hdmérsékleti) sugarzas, fotonok kibocsatasa révén
energiit veszit. Mivel a foton detektaldsa révén eldonthetévé valik, hogy melyik résen haladt at a
molekula, az interferenciakép a hémérséklet ndvelésével fokozatosan megsziinik. (Tovabbi részletek
olvashaték a http://physicsweb.org/article/news/8/2/9 honlapon.)

Tegyiik fel, hogy a kondenzilt anyagot j6l definidlt hulldmfiiggvénnyel leirhaté alapélla-
potban, azaz tiszta allapotban sikeriilt 1étrehozni. A kondenzdlt anyag toltott részecskéinek a
kolcsénhatdsa az elektromdgneses mezével, itt nem részletezhetd kvantumfizikai megfontoldsok
alapjan olyan, mintha ezek a részecskék végtelen sok, kiilonb6z6 frekvenciaju, fiiggetlen, kvantalt
line4ris harmonikus oszcilldtor rendszeréhez lennének csatolva. Az elébbiekkel szemben tegyiik
fel, hogy kiviilrél ,,mesterségesen” biztositjuk, hogy az elektromégneses mez6t alkoté linedris har-
monikus oszcilldtorok alapéllapoti (abszolit zérus hémérsékletii) gdzt alkossanak. Az érdekes
az, hogy a hozzajuk csatolt kondenzilt anyag nem marad alapéllapotban ekkor sem, hanem
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az elektromdagneses mez§ oszcilltorainak zérusponti kvantumfluktudcidi gerjesztik. Ennek az a
kovetkezménye, hogy a kondenzalt anyagnak a hémérséklete zérustdl kiilonb6z6, O(h) nagysigrendii
lesz (1d. quant-ph/0402176). A jelenségnek van egy olyan kovetkezménye is, hogy ha kezdetben a
kondenzdlt anyag jol definidlt hullimfiiggvénnyel leirhaté dllapotban volt, akkor véges ids elteltével
kevert allapotiva valik, azaz ilyenkor is bekOvetkezik a dekoherencia jelensége. A dekoherencia, ill.
a kevert allapot megjelenése mogott az a tény hizddik meg, hogy a kondenzilt anyag és az elekt-
romagneses mezd egyiittes rendszerének alapallapota nem a kondenzalt anyag alapallapotdnak és
a mez6 alapallapotdnak a szorzata a koztiik levd kolcsonhatds miatt. A dekoherencia kérdésének
tisztazdsa a fizika egyik aktudlis kutatési teriilete.

1.3.3 A betoltési valészintliségek

A test mikrodllapotainak az k = {f;} kvantumszamokkal t6rténé jellemzése a kvan-
tummechanika altal megengedett legrészletesebb mikroallapotjellemzés. Annyira
részletes, hogy a fizikai mennyiségek teljes rendszerének minden {f;} értékegyiittese

egy-egy egy-dimenzids alteret hataroz meg a H Hamilton-operatorral modellezett
test allapotainak Hilbert-terében, amely alterek paronként ortogonalisak.

Az elmondottakbdl az is kovetkezik, hogy ha az {f;} mennyiségek koziil csak
néhanynak az értékét adjuk meg, akkor ezzel paronként ortogonalis, magasabb di-
menzios altereket jeloliink ki a Hilbert-térben. Legyen pl. H, egy ilyen altér, amely-

heza ¢\, ..., ¢{®) paronként ortogonalis dllapotok egy-dimenzis alterei tartoznak,
és amelyeknek a betoltési valosziniiségei rendre pﬁ"), cee, piff)- Ekkor a ‘H, altér n,

dimenzids, és annak a valésziniisége, hogy a rendszert a H, altérben taldljuk, p, =

>, p. Bz azt jelenti, hogy akkor is léteznek jél definidlt betdltési valoszintiségek,
ha a test mikrodllapotdt nem jellemezziik kimeritéen, vagyis nem arrél beszéliink,
hogy a test milyen p; valészintiséggel talalhaté az egyes ¢ mikroallapotok valame-
lyikében, hanem csak arrél, hogy milyen p, valésziniiségekkel taldlhaté a mikroal-
lapotok bizonyos, paronként ortogonalis H, altereiben. Ezt — a kvantummechani-
kabol kovetkezo tényt — a betoltési valésziniiségek 1étezése elvének nevezziik.
A betoltési valosziniiségek létezése nagyon fontos a statisztikus fizikdban, amikor
altaldban nem fogjuk a test mikroallapotat kimeritéen jellemezni.

1.3.4 Fizikai mennyiségek varhaté értékei
A mikrodllapotok jellemzésére az egyidejiileg mérhetd fizikai mennyiségek {F;} tel-
jes rendszerét valasztottuk. Hogyan szamolhatjuk ki kevert allapotban a

testen értelmezett tetszdleges I’ fizikai mennyiség F’ varhaté értékét? A
valészintliségszamitas szabdlyai szerint:

F'=3" puFy (1.14)
k
ahol / .
ke = (KIET|R) (1.15)

az F' mennyiség véarhat6 értéke a |k) dllapoti rendszerben.
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A kvantummechanikai varhato érték képzésének szabdlya lehetové teszi, hogy
értelmezziik a test slirtiség-operatorat:

b= pelk) k] (1.16)

Ez az operdtor onadjungalt, a sajatértékei a valés, nulla és egy kozé esé py betoltési
valészintiségek. A strtiség-operator spurja 1, ami biztositja, hogy >, pr = 1, azaz
hogy annak a val6sziniisége, hogy a testet a |k) mikrodllapotok valamelyikében meg-
talaljuk, 1-gyel egyenl6. A fizikai mennyiségek teljes rendszerének kozos sajatfiiggve-
nyei, mint bazis segitségével értelmezett sliriiség-operatort a tovabbiakban egzakt
suruség-operatornak nevezziik; ez jellemzi a test mikroallapotat, mégpedig azzal
a legnagyobb részletességgel, amit a kvantummechanika megenged.

A stlirliség-operator segitségével barmely fizikai mennyiség varhaté értéke
F' = Tr(pE"), (1.17)
ugyanis

Te(pF') = D (K|pE'K') = > (K'|K)pe (k| F'|K')

K’ kK’
= > oulkIF' k) = peF g (1.18)
k k

Legaltaldnosabban tehat a fizikai rendszer mikrodllapotat a stiriiségoperdtoraval
lehet jellemezni. Abban a ¢, bédzisban, amelyben a siirliségoperator matrixa di-
agonalis, a diagonalis matrixelemek a p; betoltési valdsziniiségek.

Az |kg) tiszta dllapotban a test stiriiségoperatora

p = o) (ol (1.19)

1.3.5 Mikroszkopikus dinamika

Viélasszuk most egészen altalanosan az egyidejiileg mérheto fizikai mennyiségeknek
a mikroallapotok jellemzéséhez hasznalt teljes rendszerét. Jeloljiik a mikroallapotok
igy kapott kvantumszdmainak egyiittesét k-val. A kevert dllapotban taldlhaté rend-
szer id6beli valtozdsat az mutatja, hogy az egyes ¢, hullimfiggvényi |k) allapotok
pr betoltési valdszintliségei valtoznak az id6 fliggvényében. S6t, az is eléfordulhat,
hogy az id6 fiiggvényében azoknak a fizikai mennyiségeknek a halmaza is valtozik,

amelyeknek sajatallapotaiban a stliriiségoperator diagonalis. Altalénosségban tehat
azt kell feltenniink, hogy a rendszer stiriiségoperdtora az id6nek a fiiggvénye: j(t).

Altaldban nem tudunk kézvetleniil mozgasegyenletet felirni a stirtiségoperator-

ra. Fontos azonban a késobbi becsléseink szempontjabdl a zart rendszer, pontosab-
ban a tiszta allapoti test esete. Ekkor a

ihdy k) = H(t)|k), ihdy(k| = —(k|H(t) (1.20)
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Schrodinger-egyenletb6l leszdrmaztathatjuk a tiszta allapot p(t) = |ko)(ko| siiriiség-
operdtoranak a mozgasegyenletét:

ihdp(t) = z‘hat(|ko><ko|)
= H(t)[ko) (ko — [ko) (ko H (1)
= [H®), /()] (1.21)

Ez az egyenlet a Neumann-egyenlet, amely zart rendszer, ill. a kornyezetével
csak kiils6 terek révén kolcsonhatd rendszer esetén érvényes. A Neumann-egyenlet
nem érvényes akkor, ha a test és a kornyezet kozotti kolcsonhatds nem irhatéd le
kimeritGen kiilsé terekkel. A Neumann-egyenlet megoldasa id6tdl fiiggetlen Hamil-
ton-operator esetén

p(t) = e B0 (g )er F(t—to) (1.22)
alakba irhato.

Fontos specidlis eset, amikor a testet olyan médon allitjuk eld, hogy a stirtiség-
operdtora éppen a ¢,, energiasajatallapotok altal képezett bazisban diagonalis.

Ekkor [p, H] = 0, azaz a siirliségoperator felcserélheté a H Hamilton-operdtorral (és
a vele felcserélheté r mennyiségek operatoraival is). A p,, betdltési valoszintiségek
ilyenkor annak a valoszintiségét adjék meg, hogy a test felveszi a ¢, , stacionérius
allapotot. Ilyen esetben a siirtiségoperator nem fiigg explicit médon az id6tol.

1.3.6 Siriiség-operator a statisztikus fizikaban

Az egrakt p siirtiségoperatornak a kvantummechanikai alapokon, a fenti médon
torténd értelmezéséhez abbdl kellett kiindulni, hogy létezik a testet jellemzo fizikai
mennyiségeknek egy teljes rendszere. Azokat a valosziniiségeket kellett rendre meg-
adni, amelyekkel a test megtaldlhaté a fizikai mennyiségek teljes rendszerének kozos
sajatallapotaiban.

A statisztikus fizikdban alapelvként elfogadjuk a stiriiségoperator létezését,
vagyis azt, hogy mindig léteznek olyan betoltési valoszintliségek, amelyek megadjak,
hogy a test milyen valosziniiséggel taldlhaté egy alkalmasan valasztott teljes rend-
szeren beliili dllapotok valamelyikében. Ez a betoltési valdsziniiségek 1étezésének
elve, amely a kvantummechanikabdl kovetkezik. Az ujszeri a statisztikus fizikai
becslés, ami abbdl 4ll, hogy alkalmas médon az egzakt p siiriiségoperatort

helyettesitjiik valamilyen kdzelitd R stirtiségoperatorral.

1.4 Klasszikus mechanikai modell

Bar a makroszkopikus rendszereket alkoté részecskék a kvantummechanika torvé-
nyei szerint mozognak, sok esetben mégis mellézheté a kvantummechanikai leirés.
Helyette a vizsgalt fizikai rendszer klasszikus mechanikai modelljébél indulhatunk
ki. Ez akkor lehetséges, ha a rendszerben egy részecske atlagos kinetikus energiaja
lényegesen nagyobb, mint a részecske alapallapoti kvantumfluktudcidinak energidja.
Természetesen a klasszikus mechanikai modell hasznédlata esetén is kiilonbséget kell
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tenniink azon eset kozott, amikor a fizikai rendszer zart, vagy csak kiilsé terek
révén hat kolcson vele a kornyezete, és azon eset kozott, amikor a kérnyezettel vald
kolcsonhatds rendezetlen, azaz nem irhato le csak kiilsé terekkel valé kolcsonhatés-
ként.

1.4.1 Zart, ill. kiils6 térben mozg6 klasszikus mechanikai rendszer

1. Mikrodllapot a klasszikus mechanikdban

Ismételjiik at el0szor azt, amit a klasszikus mechanikdban a Hamilton-i rend-
szerek mozgasardl tanultunk. A rendszer minden pillanatban 2s fiiggetlen
véltozéval, a (g1, ¢qo, - - -, qs) altaldnos koordindtdkkal és a hozzdjuk kanoniku-
san konjugélt (pi,pa,...,ps) impulzusokkal jellemezhetd, ahol p, = 0L/0q,
és L a rendszer Lagrange-fiiggvénye. Azon Sqa,pa parok s szdmat, amelyek
sziikségesek és elegendOk a rendszer mikrodllapotanak megadasdhoz, a rend-
szer szabadsagi fokai szamanak nevezziik. N darab pontszert, belsé szabadsagi
fokokkal (spin, izospin, stb.) nem rendelkezd részecskét tartalmazé rendszer-
ben s = 3N, ha az altalanos koordinatak és impulzusok kozott nem allnak fenn
kényszerek altal eloirt tovabbi Osszefliggések. Azt a 2s-dimenziés Descartes-

koordindtarendszert, amelynek tengelyeire a (qi,¢qa, - - -, qs, P1, P2, - - -, Ps) Val-
tozdk értékeit mérjiik fel, fazistérnek nevezziik. A rendszer mikroallapotat
a

(Qaﬂ) = (qlaQQa"'aqsaplap2,"':ps) (123)

pont, a fazispont dbrazolja a fazistérben.
Dinamikai mennyiségeknek vagy mas szohasznalattal fizikai mennyisé-
geknek azokat a b(g,p) mennyiségeket nevezziik, amelyeknek minden (g,p)

mikroallapotban jél meghatarozott értéke van. A dinamikai mennyiségeket
megadé b(g, p) fiiggvényeket analitikus fiiggvényeknek tekintjiik.

2. Mozgasegyenletek
Tegyiik fel, hogy ismerjiik a rendszer mikroallapotat a kezdeti ¢t = 0 idopilla-
natban. A rendszer id6beli fejlddését a H (g, p;t) Hamilton-fiiggvény vezérli

a
OH OH
= Do = — =1,2,... 1.24
6pa bl pa aqa (a’ P bl S) ( )

mozgdsegyenleteknek, a Hamilton-egyenleteknek megfeleléen. A Hamilton-
egyenletek 2s darab kozonséges, elsorendii, csatolt differencidlegyenletbdl allo
rendszert alkotnak. Ezek az egyenletek altalaban nem linedrisak.

A Hamilton-egyenletek egyértelmiien meghatdrozzdk a rendszer adott

(40,20 = @, ) (1.25)

Ga

kezddallapothoz tartozé

(g(g(o), p;1), p(g®, p; t)) (1.26)

végéllapotat tetszSleges ¢ idépillanatban. A rendszer mozgdsit a (¢(9, p(®)
ponton athalad6 gorbe, az Uin. fazistrajektoria abrazolja a fazistérben.
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3. A fizikai mennyiségek vdltozdsa

Tetszoleges mikroszkopikus dinamikai mennyiség idofliggését legkézenfekvobb
modon az ezen mennyiséget megado fiiggvény értékének valtozasaval irjuk le.
Ez a mikroszkopikus mennyiségek id6fiiggésének in. aktiv szemléle-
te: A fliggvény értéke azért valtozik, mert a fiiggvény valtozdinak, az dltaldnos
koordinataknak és a hozzajuk kanonikusan konjugalt impulzusoknak az értéke
valtozik az id6 fiiggvényében. Utdbbiak idéfiiggését pedig a Hamilton-egyen-
letek hatdrozzdk meg.

Tekintsiik azt a fizikai mennyiséget, amelyet a b() (g, p) fiiggvény hatdroz meg,
és amelynek értéke a kezdeti ¢ = 0 idépillanatban b (¢©@, p(®). A fizikai
mennyiség idéfiiggését b (¢(t), p(t)) hatdrozza meg az aktiv szemlélet szerint.
Az q(t) és p(t), mint a Hamilton-egyenletek megolddsai, fiiggenek azonban
a kezdeti feltételtdl, azaz ¢(®-tél és p(t)-tél, mint paraméterektél. Ezért
értelmezhetiink egy olyan b(*) (g(o), ]_0(0)) fliggvényt, amelynek fiiggetlen valtozoi
a t idé és az (¢, p©) paraméterek:

p(® (g(o) ’ 2_9(0)) = p© (g(g(o) ’ 2_,(0); t), 22(g(o) : Q(o); ). (1.27)

Id6 szerint derivaljuk az azonossag mindkét oldalat:

b0 (g, p®) _ db(q(¢,p; 1), p(a*, 0 1))
ot dt
(o0 o
= a; ( 01t 5y pa>
S, 9H 9 9H
A 1<8qa Opa  OPa 04a

) ‘q(q(o)p(o);t),p(q(o)p(o);t)

= {09, H}p (@@ p)18).p(a@p)12) (1.28)
ahol " 0f 9 o o
g g

fratp = ( - ) 1.29

thake a; 0qa Opa  Opa 94a (1.29)

az f(q,p) és a g(g,p) fiiggvények Poisson-zardjeles kifejezése. Latjuk, hogy
a b (g, p) fiiggvény idéfiiggését csak tigy lehet megtaldlni, ha elézdleg
megoldjuk a Hamilton-egyenleteket.

A mikroszkopikus fizikai mennyiségek idofiiggését mas mddon is leirhatjuk:
a fizikai mennyiséget megadé fiiggvénykapcsolat valtozasaval. Ez a mikro-

szkopikus fizikai mennyiségek idobeli valtozasanak tin. passziv szem-
1élete. Ilyenkor az idéfejlédés leirasdra olyan b(g, p;t) fiiggvényt hasznélunk,

amelynek értéke a fazistrajektoridk mentén dllando:

b(g(¢, p'V;1), p(¢'?, p0, 1); 1)) = b (¢, p?). (1.30)

A koordinatdk és impulzusok és a dinamikai mennyiség kozotti kapcsolat ugy
valtozik idében, hogy maga a fiiggvényérték allandé marad. Képezziik az
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ut6ébbi esetre vonatkozé (1.30) egyenlet mindkét oldaldnak idéderivaltjat:

ob 5. Ob ob
it 5 _— 5 | = 1.31
ahonnan
ob(g,p; 1) B ‘. (0bOH 0bOH\ _
o~ 2\onon dpog) = BH (32

A passziv szemlélet elénye az aktiv szemlélettel szemben, hogy a fizikai men-
nyiség idéfiiggését meghatdrozé b(g, p; t) fiiggvény megtaldlhaté anélkiil, hogy
explicit médon meg kellene oldani a Hamilton-egyenleteket.

. Kanonikus transzformdciok

Az id6fejlodést leird egyenletek az in. kanonikus transzformadacidk specialis
esetét jelentik. A kanonikus transzformacidk a fazistérnek onmagdra torténo

olyan (g,p) — (g’ (¢, p;1), P (¢, p; t)> leképezései, amelyek soran a Hamilton-

egyenletek alakja valtozatlan marad, azaz a leképezés soran

H(q,p) — H'({, 1) (1.33)

és a transzformalt H'(¢, p’) Hamilton-fiiggvénnyel a transzformalt véltozék

) OH' ) OH'
lh= G =g (134

mozgasegyenletei ugyanolyan alakiak, mint az eredeti valtozoknak az eredeti
Hamilton-fuggvénnyel felirt

oH . oH
T ope DT o,

da (1.35)

mozgasegyenletei. A Hamilton-egyenletek alakja tehat a kanonikus transz-
formacidkkal szemben definicié szerint invaridns. Ez azt jelenti, hogy a Hamil-
ton-i leirds az 4ltaldnos koordindtdk és a hozzdjuk kanonikusan konjugdlt im-
pulzusok megvalasztasatol kanonikus transzformaciok erejéig fiiggetlen.

Meg lehet mutatni, hogy a Hamilton-egyenleteknek az adott (g(o), 1_)(0)) kezdo-
feltételhez tartozéd (g(g(o),z_)(o);t), p(q©@, pl0; t)) megolddsa szintén kanonikus

transzformacié, amely a t pillanatban az

(g, p®) = (g(g“’) 20, p(¢”, p® t)) (1.36)

leképezést valdsitja meg.
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5. Allapotsﬂrﬁség

A fazistér minden pontja megfelel egy mikrodllapotnak. Ebbdl az kovetkezik,
hogy a fazistér egy tetszoleges, véges tartomdnyaban taldlhaté mikrodllapotok
szama ardnyos ezen tartomany térfogatdval. A fazistérben a tetszéleges (g, p)
pont koriil, dg, és dp, (a =1,2,..., s% infinitezimélis novekményekkel kijel6lt
hiperkocka térfogatat fazistérfogatelemnek nevezziik:

dw = ][ dgadp.. (1.37)

a=1

Be lehet bizonyitani Liouville tételét: a fazistérfogatelem kanonikus tran-
szformécidkkal szemben invaridns, azaz — kanonikus transzforméciék erejéig —
fliggetlen az altalanos koordinatak és impulzusok megvalasztasatol.

A fazistérfogatelemben taldlhaté mikroallapotok szama és a fazistérfogatelem
térfogata kozotti aranyossagi tényezot kvantummechanikai megfontolasok 1t-
jan hatdrozzuk meg. A kvantummechanikdnak vannak ugyanis olyan ko-
vetkezményei, amelyekkel akkor is szamolnunk kell, ha egyébként klasszikus
mechanikai modellt hasznalunk a test mikroszkopikus jellemzésére. A hata-
rozatlansagi elv és a részecskeazonossag kovetkezményeit figyelembe
kell venniink. Ez akkor deriil ki, ha — itt nem részletezett médon — a
klasszikus mechanikai modellt a megfelelé6 kvantummechanikai modell kvazi-
klasszikus hataresetének tekintjiink.

(a) A hatdrozatlansigi elv kévetkeztében semelyik ¢, altaldnos koordi-
nata nem mérhetd egyidejiileg a hozzd kanonikusan konjugalt p, im-
pulzussal tetszoleges pontossdaggal, hanem csak olyan pontossaggal, hogy
szorasaik szorzata alulrdl korlatos, s ez az alsé korlat i nagysagrendjébe
esik. Ebbdl az kovetkezik, hogy a fazistér kozeli pontjai nem tekinthetdk
kiilonboz0 fizikai allapotoknak. Pontosabban h®, ahol h a Planck-alland6
és s a test szabadsdgi fokainak a szdma, az az elemi faziscella, ame-
lyen beliili pontokat fizikailag azonos mikrodllapothoz tartozénak kell
tekinteniink. Ezért a dw infinitezimélis fazistérfogatelemben taldlhaté,
fizikailag kiilonboz6 mikroallapotok szama

dw
B (1.38)
(b) A részecskeazonossig a kvantummechanikdban azt jelenti, hogy az
azonos részecskék tokéletesen azonosak, azaz elvileg sincsen mdéd arra,
hogy valamilyen méréssel kiilonbséget tegyiink koztiik. Ezért, ha N darab
azonos részecske van egy rendszerben, akkor nem kaphatunk a kvantum-
mechanika szerint egy mdasik mikrodllapotot gy, hogy a részecskéket
permutdljuk. A részecskék permutdlasaval kapott N! szdmu részecske-
konfiguracié mind ugyanaz a mikroallapot. Ugyanakkor a klasszikus
mechanikai modellben ez N! darab kiilonb6zo allapot lenne, mert a klasszi-
kus mechanikai részecskéket lehet sorszdmozni. (Gondoljunk azonos kis
golydkra, amelyekre sorszamokat festiink. A kvantummechanikiaban az
elektronokat nem tudjuk semmilyen kisérlettel ,,megszdmozni”.) Azért,
hogy ne szdmoljuk t6bbszordsen a kvantummechanika szerint azonos mik-
roallapotokat, N darab azonos részecskébol allo rendszer esetén a dw
fazistérfogatelemben talalhaté mikroallapotok szamat gy kapjuk, hogy
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még N'-sal is osztjuk a fazistérfogatelem térfogatat:

dw
hsN!

(1.39)

Ha kiilonb6z6 tipusu részecskékbél van rendre Ny, N,, stb. darab a rend-
szerben, akkor az azonos tipusiu részecskék egymas kozti permutaciéi nem
jelentenek 1j mikrodllapotokat, igyhogy a mikrodllapotok szdma a dw fa-

zistérfogatelemben
dw

NN, (1.40)

A klasszikus mechanikai modell alapjan tehat azt mondhatjuk, hogy IV darab
azonos részecskébol allo rendszer esetén a fazistérben az allapotsiiriiség
allandé:
1
9(g,p)

LT N

(1.41)

Most is leszdmolhatjuk azokat a mikrodllapotokat amelyeknek H(g,p) ener-
gidja nem nagyobb, mint egy elére megadott E érték:

dw
M(F) = E—-H : 1.42
Ennek derivaltjaként értelmezhetjiik a fizikai rendszer mikroallapotainak
energia szerinti g(F) stirtiségét:

0%(E) dw
= = E—-H . 1.43
Ennek jelentése, hogy ¢g(F)dFE adja meg a fizikai rendszer azon mikroéllapo-
tainak a szamdt, amelyek energidja az [E, E + dFE] energiaintervallumba esik.

9(E)

1.4.2 Nyilt fizikai rendszer

Ha az A fizikai rendszer nyilt, azaz a B kornyezetével rendezetlen kolcsonhatas révén

is kolcsonhat, akkor az A fizikai rendszernek csak abban az értelemben létezik a H 4

Hamilton-fliggvénye, ha elhanyagoljuk a kornyezettel valé rendezetlen kolcsonhatdsat.
Ekkor természetesen beszélhetiink a fizikai rendszer fazisterérdl, mikroallapotairol

és abban a mikroallapotok stirliségérol, ahogyan ezt eddig is tettiik.

Tobbnyire, ha elég nagyra valasztjuk a B kornyezetet, akkor az A rendszer
viselkedése szempontjabol kozombos, hogy a B kornyezet kolcsénhat-e még tovabbi
(A-t6l kiilonbozo) fizikai rendszerekkel. Ekkor az egyesitett U = A U B rendszert
jo kozelitéssel mar zartnak tekinthetjiik. Ilyenkor az egyesitett rendszer Hamilton-
fuggvénye:

HU(ga b, Qa Ba gk) = HA(ga b; gk)) + HB(Qa B) + HA,B(ga b, Qa B)a (144)

ahol (¢,p), ill. (Q,P) rendre az A rendszer, ill. a B kornyezet mikrodllapotét
meghatarozo fazistérbeli koordinatédk, H4(q, p), ill. Hp(Q, P) rendre az A rendszer,

21



ill. a B kornyezet Hamilton-fiiggvénye, &(t) a kiilsé tereket leiré paraméterek,
mint az id6 fliggvényei, és Ha (g, p,Q, P) az A rendszer és a B kornyezet kozotti

rendezetlen kolcsonhatas energidja. A rendezetlen kolcsonhatast leird tag egyarant
fligg az A rendszer és a kornyezet altalanos koordindtaitol és a hozzdjuk kanonikusan
konjugdlt impulzusoktdl. Ha tehat nem tekintiink el a rendezetlen kolcsonhatéstol,
akkor valéban nem lehet a teljes Hy Hamilton-fliggvénybol egy olyan tagot egyértel-
miien ,levalasztani”, amelyre azt mondhatnank, hogy ez az A rendszer Hamilton-
fliggvénye.

1.4.3 Betoltési valoszintliség

A klasszikus mechanikai modellben is bevezetjiik a mikroallapotok beto6ltési
valésziniliségét. Itt a kvantummechanika egy tovabbi kovetkezményét vessziik fi-
gyelembe, a betoltési valosziniiségek 1étezésének elvét. Hogyan lehet ezt indokolni?

1. Zért (vagy a kornyezettel csak kiilsé terek révén kolesonhatd) rendszer esetén
mondhatnank, hogy ennek nincsen értelme, mert a ¢ = 0 idopillanatban adott

(¢, p©) kezdeti allapothoz t # 0 idépillanatban egyértelmfien tartozik a

Hamilton-egyenletek megoldésaként kapott (g(g(o), Q(O);t),p(q(o),g_)(o);t)) al-

lapot. Ez az &dllapot 1 valészintiséggel valésul meg, az Ossze tobbi pedig
nulla valészintiséggel. A fizikai rendszer zartsagat biztosité makroszkopikus
feltételek azonban nem hatarozzak meg egyértelmiien a kezdeti dllapotot, mint
err6l a kvantummechanika leirds kapcsan beszéltiink. Ezért, ha egy zart
rendszerdl csak annyit tudunk, hogy megvalésitasa soran a makroszkopikus
feltételek az energidjat, a részecskék szamat, a térfogatat, a toltését, stb.
hatarozzak meg, akkor az a rendszer még kiilonb6z6 valdszintiségekkel kiilonbo-
z6 mikroallapotokban lehet. A mikrodllapotoknak ezt a valdsziniliségi megha-
tarozottsagdt a klasszikus mechanikai modellel dolgozé statisztikus fizikai meg-
fontolasokba is beépitjiik.

2. Nyilt, a kornyezetével rendezetlen kolcsonhatdsban is allé rendszer esetén a
betoltési valdsziniiség bevezetésének sziikségessége még nyilvanvalébb. Ekkor
még ha fel is tennénk, hogy a kezdeti ¢ = 0 idopillanatban sikeriilt az A
rendszert Ugy eldallitani, hogy ismert a pontos (Q(O),]_)(O)) mikroallapota, a
B kornyezettel valé rendezetlen kolcsonhatas miatt nem mondhaté meg 1
valosziniiséggel, azaz bizonyosan, hogy ¢ id6 miulva milyen &allapotba keriil
a rendszer. Azt tételezziik csak fel, — Osszhangban a kvantummechanikai
leirdssal, hogy legaldbb valészintiségi kijelentés tehetd arra nézve, hogy mi
lesz az A rendszer allapota a t idépillanatban.

A klasszikus mechanikai modell keretében a betoltési valdszintliséget a fazistéren
értelmezett p(q, p) 2s-valtozos fiiggvény adja meg, amelyrdl fel kell tegyiik, hogy

1. nem negativ, azaz

p(g,p) >0, (1.45)
2. és hogy a fazistérre vett integrdlja 1, azaz
dw
=1. 1.4
| xiolap) (1.46)



Ezek a tulajdonsagok biztositjdk, hogy p(g, p) matematikai értelemben valészintiségi

stirliség, azaz hogy
dw
1.47
S pla,) (1.47)

annak a valésziniisége, hogy a dw fazistérfogatelemben megtalaljuk a rendszert.

Ezek utan tetszéleges F'(g, p) fizikai mennyiség makroszkopikusan mér-
heto értékét varhato értékként értelmezziik:

—/hsN,p p)F'(q,p)- (1.48)

Azt mondjuk, hogy miutdn a test makroszkopikus eléallitdsa (makroszkopikus jel-
lemzése, makroszkopikus kdrnyezetben torténd megvaldsitasa) csak a p(g, p) betdltési

valoszmuseget hatarozza meg, ezért a testre vonatkozé minden mikroszkopikus fizikai
mennyiséget valdsziniliségi valtozoként kell értelmezni, amelynek varhato értéke mér-
het6 makroszkopikusan.

1.4.4 Liouville-egyenlet

A p(g, p; t) valészintiségi stirtiség fliggvény idébeli valtozdsara dltaldban nem tudunk
mozgdsegyenletet felirni, ha a test, amelyet p(q,p;t) jellemez, és kornyezete kozott

rendezetlen kolcsonhatds is van. Ha azonban a test zart rendszer vagy csak kiilso
tereknek van aldvetve, akkor létezik a test Hamilton-fiiggvénye és a testet jellemzo
altaldnos koordindtdk és impulzusok a Hamilton-egyenletek &altal meghatarozott
modon valtoznak. Ez lehetévé teszi, hogy értelmezziik a betdltési valdsziniiség
idofiiggését:

p(¢ @, p 0t = 0)dw® = p(g(t; ¢, p®), p(t; ¢, p@); 1) dw®, (1.49)

ahol (g9, p©) a kezdeti feltételek, dw® a (¢(©, p®) fézispont koriili infinitezim4lis
fazistérfogatelem, dw® pedig ennek a képe a t pillanatban. Utébbi gy &ll eld,
hogy a (¢, p() fazispont koriili dw(® fazistérfogatelem egyes pontjainak megfeleld
fizikai rendszereket a Hamilton-egyenleteknek megfelelen fejlesztjiik idében, és ezen
rendszereknek a t pillanatban felvett mikrodllapotait dbrazoljdk a dw® fazistér-

fogatelem pontjai. Liouville tétele értelmében dw® = dw®, mert a Hamilton-
egyenletek vezérelte idobeli fejlodés is kanonikus transzformacié. A mikroallapotok
betoltésének valdszintiségi siirtiségére kirott osszefiiggésiink tehat azt irja el6, hogy

az id6beli fejlédés soran a mikrodllapotok szdma nem valtozik meg, a dw(®) fazistér-
fogatelemben taldlhaté valamennyi mikroallapot elfejlédik a dw® fazistérfogatelem

valamelyik pontjaba, és csak ezek a mikroéllapotok fejlddnek a dw® fizistérfogate-
lemben talalhaté mikrodallapotokba.

A mikrodllapotok betdltési valésziniiségének stirtiségére az aldbbi mozgase-
gyenletet kapjuk:

& (0p(g,p;t) . Oplg,pit) . op(gq, p; t)
0= Z< aQa ¢ 8pa pa)+ at

a=1
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q,p;t) OH(g,p;t)  Oplg, p;t) OH (g, p; t)) L Orlg.pit)

a1 Ga Opa OPa 04, ot
op(g, p;t
= {p(¢:p;t), H(g, p;t)}e %, (1.50)
AZaZ 8 ( t)
% = —{p(q,p;1), H(g, p; t) }p- (1.51)

Ez az in. Liouville-egyenlet. A Liouville-egyenlet tehat zart rendszer, vagy kiilso
térbe helyezett rendszer esetén alkalmazhaté arra, hogy meghatarozzuk, hogyan
valtozik az id6 fiiggvényében a mikroallapotok betoltési valészintiségének stirtisége
a fazistérben. Ehhez kezdéfeltételként meg kell adni a betoltési valdsziniiség stiri-
ségének p(q, p; to) alakjit a kezdeti ¢y idépillanatban.

Vegyiik észre, hogy a Liouville-egyenlet a von Neumann-egyenletnek a klasszi-
kus fizikai megfelelGje.

1.5 Statisztikus sokasag

Nézziik a kovetkezd fontos kérdést! Mit is kell azon érteni, hogy egy fizikai rendszer

adott makroszkopikus kornyezetben a R striiség-operdtorral leirt médon valésul
meg? Itt allhat az egzakt vagy egy becsiilt stirliség-operator. Mindig létezik olyan
{Jk%} bézis a Hilbert-térben, amelyben a stiriiség-operator métrixa diagondlis. (A
suruség-operator hermitikus, ezért diagonalizdlhat6 a métrixa. A Hilbert-tér, amely
felett a stirtiség-operator hat, a fizikai rendszer olyan mikrodllapotainak Hilbert-tere,
amelyek akkor jol definidltak, ha eltekintiink a test és kornyezete k6zotti rendezetlen
kolcsonhatastol. A rendezetlen kolcsonhatdst éppen azzal vessziik figyelembe, hogy a
test nem bizonyossiggal a |k) dllapotok valamelyikében van, hanem ezek barmelyikét

csak meghatédrozott valsziniiséggel veszi fel.) Ha a slirliség-operdtor matrixat di-
agonalizaltuk, akkor a diagondlisban allé p, = (k|R|k) = Ry, matrixelemek rendre
annak a valdsziniiségei, hogy a fizikai rendszer a |k) mikrodllapotokat felveszi. En-

nek a valésziniiségi kijelentésnek a kovetkezéképpen lehet pontosabb fizikai jelentést
adni.

1. Gondolatban hozzuk létre ugyanazt a fizikai rendszert nagyon sokszor (mond-
juk M > 1 példdnyban) és mindig azonos makroszkopikus kiils6 koriilmények
kozott. A fizikai rendszer igy kapott példanyait szokds képidknak, azaz
masolatoknak nevezni.

2. A fizikai rendszer egyes példanyainak mikrodllapotat ezen mésolatok halma-

zdban vélasszuk az R strliségoperator altal meghatirozott ny = M p; gyako-
risdggal a |k) dllapotnak.

A fizikai rendszer masolatainak igy kapott halmazat az adott siirliség-operatorhoz
tartozé statisztisztikus sokasagnak nevezziik. Adott makroszkopikus koriilmé-
nyek kozott megvalésuld fizikai rendszerhez adott siirtiség-operdtor és igy adott
statisztikus sokasag tartozik. A statisztikus sokasdg elemei, az azonos makroszko-
pikus koriilmények kozott megvaldsitott fizikai rendszer masolatai. A statisztikus
sokasdgrol beszélve mindig feltételezziik, hogy a kopidk szama tart a végtelenhez,
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M — oo. A sokasdgon belill az egyes masolatok csak a mikrodllapotukban kiilon-
boznek. Az értelmezésbil kovetkezdéen annak a valdsziniisége, hogy a statisztikus
sokasdgban a fizikai rendszer képidjat valamely |k) mikrodllapotban taldljuk, éppen

Pk

A statisztikus sokasag segitségével konnyen értelmet adhatunk annak, hogy
a varhaté értékek mit is jelentenek. Tegyiik fel, hogy mérjiik a fizikai rendszeren
az F' fizikai mennyiség értékét. Mivel a fizikai rendszert pr valdsziniséggel a |k)
allapotban talaljuk, ezért a mérés eredménye mas és mas lehet, py valdsziniiséggel

kapjuk az F! = (k|F'|k) eredményt. Ha a mérést nagyon sokszor megismételjiik a
test nagyszamu kopidjan, akkor a sok mérési eredmény silyozott atlaga hatarozza

meg az R L
k k

varhaté értéket, amit sokasdgatlagnak is szoktunk nevezni. Az egyedi mérések
tényleges eredményei azonban altalaban szérnak ezen atlag koriil, amelyet a négy-
zetes szoras jellemez:

AZF =Y pk<k‘(ﬁ" _Fy
k

k> — Tr (’R(F _ F’)2), (1.53)

amit a

AF = 5 pilhI(FP ) = (P = (PP = (PP = T (Reey) = (1xRE))

1.54
alakba is atirhatunk. A sokasagatlag azért jatszik fontos szerepet, mert (sok 2
a gyakorlat szidmara fontos — esetben a szérasnégyzet annyira kicsi, hogy
a makroszkopikus fizikai rendszeren elvégzett egyedi mérés eredménye
gyakorlatilag a sokasagatlaggal azonosithaté. Errol késobb még részletesen
lesz sz6.

Késébb 1atni fogjuk, hogy a makroszkopikus, egyensulyi rendszerek esetében a mikroszkopiku-
san értelmezett fizikai mennyiségek jé kozelitéssel normalis eloszlasi valdszintiségi valtozdk. Ez az
oka, hogy jellemzésiikben elegendé az eloszlasuk varhaté értékét és szérasat vizsgalni. Ha olyan je-
lenséggel keriiliink szembe, amikor a valdszin{iségi valtozo eloszldsanak ,,hoszid farka van”, akkor az
eloszlds magasabb momentumai is fontosak lesznek. Ilyen esetekkel lehet pl. taldlkozni részecskék
nagyenergias litk6zéseiben keletkezett 4j részecskék zaporaiban.

1.6 A varhato értékek idofiiggése

A fizikai rendszerekben dinamikai folyamatok mennek végbe, amelyeknek soran
valtozik a fizikai mennyiségek értéke.

1.6.1 Tiszta allapot esete

Mit is mond a kvantummechanika a Hamilton-operatorral leirt, tiszta allapoti rend-
szer esetében errdl a valtozasrdl? A |¢(t)) dllapot a Schriodinger-egyenlet szerint fiigg
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az id6tol:

ihdiy () = H(1)|(1)), (1.55)

és egy f(t) (dltaldnosségban az id6t8l explicit médon is fiiggd) fizikai mennyiség
értéke ebben az allapotban

A (@) f(1)]w (1))

ih
! dt

= (WO, HOW (@) + (0 (@0)[ihd f () |(2)) (1.56)

modon fiigg az idotol. Itt az elsé tag az dllapot valtozdsdnak kovetkeztében 1ép fel,
a masodik pedig az f(t) fizikai mennyiség explicit id6fiiggés miatt. Ezt az idGbeli
valtozas Schrodinger-kép szerinti leirasanak nevezziik.

Ugyanezt masképpen is elmondhatjuk, ha a kvantummechanikai

WOIF @)1 (0)) (1.57)

varhaté értéket azonos modon atalakitjuk a Schrodinger-egyenlet megoldasanak fel-
hasznaldsaval. A Schrodinger-egyenlet megoldasa mindig

(1)) = U(t, to) vo) (1.58)

alaku, ahol |1)g) a test dllapota a ty kezdeti idépillanatban, U (t,t0) pedig a Hamilton-
operator segitségével értelmezett unitér operator, az in. evoluciés operator. Zart

rendszer esetén a H Hamilton-operator nem fiigg az id6tol, és ezért az evolucios
operdtor egyszeru alaku:

A~

Ult, ty) = e #H(tt0), (1.59)

Ha a Hamilton-operator fiigg az id6tol, akkor az evolucids operatort akkor is ki lehet
fejezni a Hamilton-operator segitségével, de ez meghaladja a jelen jegyzet kereteit.
Az evoluciés operator segitségével a varhatoé értékeket azonosan atirhatjuk

@@OIF @) (0)) = (WolUT (¢, 10) F()U (£, t0) [100) = (thol fua(t)[th0) (1.60)
alakba, ahol idotdl fiiggetlen allapotok kozott kell képezni az tin.
fu(t) = U'(t,10) f ()T (1. 0) (1.61)

Heisenberg-képbeli operdtor varhaté értékét. Ekkor a fizikai mennyiség id6 szerinti

els6 derivaltja X
d(¢ol fu(t)|do)

dt = <¢0|fH(t)‘¢0> (1-62)

alakot olt, ahol bevezettiik a

7

Fult) = 18 4l + (20) (1.63

operatort, amit az fH (t) Heisenberg-operator id0 szerinti elsé derivaltjanak nevezhe-
tunk. Ekkor mindkét tag a fizikai mennyiség operatoranak idoéfiiggésébol szarmazik.
Ez a fizikai mennyiség id6fiiggésének Heisenberg-képben torténd leirasa.
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1.6.2 Kevert allapot esete

Mit mondhatunk egy nyilt rendszeren értelmezett fizikai mennyiség vérhato érté-

kének valtozasarol? Errdl ugy alkothatunk képet, hogy megvizsgaljuk pl. egy Hy
Hamilton-operatorral adott zart rendszer valamely A részrendszerét, amelynek Ha-

milton-operdtora H 4, ha nem vessziik figyelembe az A rész és az azt az egész rend-
szerré kiegészitd B kornyezet kozotti kolesonhatdst. Ugyanilyen értelemben legyen

Hg a B kornyezet Hamilton-operdtora és H, p a vizsgalt A fizikai rendszer és a B

kornyezet kozotti kolesonhatds Hamilton-operdtora. Ekkor Hy = Hq+ Hp + Hy p.
Az A és B részek egyesitésébol allo U fizikai rendszer py stiriiség-operatorabdl a B
kornyezet mikroallapotai szerinti spurképzéssel kapjuk az altalunk vizsgalni kivant
A részrendszer siirliségoperatorat:

pa =Trgpy =) (kslplks) (1.64)
kB

ahol {|kg)} a Hp Hamilton-operatort kornyezet Hilbert-terében tetszGlegesen va-
lasztott ortonormélt bézis. A teljes U fizikai rendszer siirfiség-operdtora (a Schro-
dinger-képben) eleget tesz a von Neumann-egyenletnek:

ihdypy = [Hy, pul. (1.65)

Ebbdl az egyenletbdl a B kornyezet mikrodllapotaira vonatkozé spurképzéssel kapjuk,
hogy

thOipa = TI'B[I_:IU; pul = TrB[ﬁA +Hg+ I:IA,Ba pu]
= [Ha, pa] + Trp[Hg, py]| + Trp[Ha,s, pu]
= [Ha, pa] + Trp[Hap, pu)- (1.66)

A masodik sor masodik tagja zérus, mert a spur alatt az operatorok sorrendje eze-
setben megcserélhetd. Latjuk, hogy nyilt rendszer sliriiség-operatordra nem sikeriilt
zart alakban mozgasegyenletet felirnunk.

Tetszoleges, az A részrendszeren értelmezett fA (Schrédinger-képbeli opera-
torral leirt) fizikai mennyiség varhaté értéke:

f_A = TrA(ﬁAfA)- (167)
Ennek id6 szerinti els6 derivaltja:
dfa d .2
— = —T . 1.68
dt dt r4(pafa) ( )

Ha a spurt id6t6l fliggetlen |k4) bazisdllapotok ortonormalt teljes rendszere szerint
képezziik, akkor

d r R R . ~
% = Tra(0ipa fa)+ Tra(padifa)
= 1y, ([FIA, ﬁA]fA) - %TTATI'B ([ﬁA,B, ﬁU]fA) + Tra(padifa)-

h
(1.69)
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A Schroédinger-képben tehat a varhaté érték idobeli valtozasat annak
tulajdonitjuk, hogy a siiriiség-operator fiigg az id6t6l. Ez annak felel meg
(id6tél fiiggetlen bazisallapotokat hasznaltunk!), hogy az idé fiiggvényében véltoznak

az egyes |ka) bazisdllapotok betdltési valGsziniiségei.
A varhaté érték ido szerinti elsé derivaltjanak kifejezését azonban azonosan
atalakithatjuk a kovetkez0 moédon. Vadlasszuk le a p4 stliriiség-operdtorrdl a Hx

Hamilton-operator 4ltal meghatérozott, U 4(t,t0) evolucids operdtorral leirt id6fiig-
gést:

pat) = Ua(t, to)palte) UL (L, to). (1.70)
Ekkor
dfa i A i s aa a2
i _ﬁTrA([HAa palfa) — ﬁTrATrB([HA,BapU]fA) + Tra(pa0:fa)
= —%TYA(ﬁA[fA, Hal) + Tra(padsifa) — %TTATYB(ﬁU[fA, Hyu p)
=~ Tra(Palta) U5 1, 10) i, HalOa(t,10))

+Try (ﬁA(to) T4 (t,to) 0y fa Ualt, to))
i P
—ﬁTI"ATI“B (pulfa, Ha,gl)

= —%TrA (ﬁA(to)[fA n, Ha H]> +Try (ﬁA(to)(ath)H)

—%TrATrB(ﬁU[fA, Hug)). (1.71)

Ha a vizsgdlt A fizikai rendszer és B kornyezete kozott nincsen rendezetlen kéleson-
hatds, akkor a jobb oldal harmadik tagja zérus és ekkor a jobb oldal gy is olvashato,
mint egy id6tol fiiggd operator idotol fiiggetlen siirliség-operatorral képzett spirja,

ahol az id6t6l figgd fau = Ul(t,t0)faUa(t, to) Heisenberg-képbeli operstor idé
szerinti elsé derivaltja

(;A)H = %[ﬁA i, fa 1] + (0:fa)m (1.72)

lép fel. Ha tehat nincsen rendezetlen kolcsonhatas a vizsgalt fizikai rendszer és
kornyezete kozott, akkor a varhaté értéket egyardnt tekinthetjiik

1. Schrodinger-képbeli operator id6tol fliggd statisztikus sokasdg szerinti dtlagé-
nak, ill.

2. Heisenberg-képbeli operator idotél fiiggetlen sokasdg szerinti atlaganak.

Az is kideriil azonban, hogy ha van rendezetlen kolcsonhatas a vizsgélt fizikai rend-

szer és a kornyezete kozott, akkor a masodik értelmezés nem miikodik. fgy altala-
nossagban a dinamikai folyamatokat id6tol fiiggd statisztikus sokasaggal,
azaz idotol fiiggd siuriség-operatorral irhatjuk le.
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Az ebben a fejezetben targyalt evolucids egyenletek szigorian kovetkeznek
a kvantummechanikabél, és olyan siirliség-operatorra vonatkoznak, amely a kvan-
tummechanika szerinti egzakt idébeli fejlodéssel rendelkezik. Ilyen tulajdonsagu az
egzakt slirliség-operator, ill. az olyan striliség-operator, amelyet a kezdeti idopilla-
natban becsiilt surtiség-operatornak a kvantummechanika szerinti (unitér) fejleszté-
sével kapunk. Ha az egymast kovetd idopillanatokban mindig tjra kozelitjiik, azaz
becsiljiik a stirtiség-operatort, akkor ez természetesen azt jelenti, hogy nem azt
nézziik, hogyan fejlodne az a kvantummechanika egyenletei szerint, és ekkor a fenti
evolucids egyenletek nem allnak tobbé fenn.

1.7 Az eloitéletmentes becslés elve

A kvantummechanikai alapokon bevezetett egzakt stirliség-operatort altalaban nem
tudjuk meghatdrozni. Néhdny makroszkopikus mennyiség megaddsa a testre és
(vagy) annak a kornyezetére vonatkozéan nem teszi lehetévé, hogy pontosan meg-
mondjuk, mekkorak is az egyes | k) mikrodllapotok (egy-dimenzids altereket feszitenek
ki) betoltési valdszintiségei. Ehelyett a statisztikus fizika annak megbecsiilését
teszi lehet6vé, hogy milyen R, valdsziniiséggel tolt be a test bizonyos
‘H, alterekbe es6 mikrodllapotokat, mik6zben egy-egy ilyen altérhez tar-
tozo valamennyi mikroallapot betoltését egyenloen valdszintinek tekinti.
A becsléshez azt feltételezziik, hogy a vizsgdlt fizikai rendszert jellemz6 néhdny
makroszkopikus mennyiség értéke meghatarozott. Ez kétféleképpen lehetséges:

1. A szobanforgé fizikai mennyiségek mikroszkopikus megfelel6i 71, ..., 7, és
ezeknek az R, ..., R, varhato értékei adottak. Ez azt feltételezi, hogy a
vizsgdlt fizikai rendszer és a kornyezete kozott olyan kolecsonhatds van, ame-
lyek a szébanforgé varhaté értékeket az adott értékekre , bedllitja”. Mint
latni fogjuk, a statisztikus becsléshez csak arra lesz sziikségiink, hogy ennek
a kolcsonhatdsnak a tényét feltegyiik, de nem érdekes, hogy a kolcsonhatas
hogyan valésul meg.

2. Az is lehet, hogy a vizsgdlt fizikai rendszer bizonyos & % = 1,2,...,n')
fizikai mennyiségek sajatallapotdban van. Azt mondjuk, hogy ezen fizikai
mennyiségek szempontjabol a fizikai rendszer zart. Ez azt jelenti, hogy a

kornyezettel valé kolcsonhatds (korabbi jellésiinkben) Hy p Hamilton-ope-
ratora felcserélhet6 a megfelel6 fizikai mennyiségek operatoraival, [é,, H A8,
(1t = 1,2,...,n'). Ekkor a szébanforgé fizikai mennyiségek varhaté értékei
ezen mennyiségek bizonyos &; (i = 1,2,...,n') sajatértékei. Ezek, mint para-
méterek jelennek meg a vizsgalt rendszer H, Hamilton-operatorsban, ill. a
becsiilt stirliségoperatorban.

A statisztikus fizikai becslést ugy végezziik, hogy az egzakt p stirtiség-operatort
egy becsiilt, kozelité R siirtiség-operdatorra cseréljiik. A vizsgalt fizikai rendszerhez

olyan statisztikus sokasagot rendeliink, amely ennek a becsult R stirliség-operatornak
felel meg. A makroszkopikus testen mért fizikai mennyiségeket pedig az igy értelme-
zett statisztikus sokasag szerinti varhaté értékekkel azonositjuk. A sirtiség-operator
becslését gy végezziik, hogy valahany darab 71, ..., 7, mennyiség varhaté értékére

29



a helyes Ry, ..., R, értékeket kapjuk, azaz hogy
R; = Tr(pi;) = Tr(R#;) (1.73)

teljesiiljon. A becslést ugy fogjuk elvégezni, hogy annak soran a test mikroallapotara,
azaz egzakt sliriség-operatorara vonatkozdéan semmilyen tovabbi informdciét ne
haszndljunk fel, mint ami abban az n darab allitdsban rejlik, hogy az #; fizikai
mennyiségek varhaté értékei az adott R; (j = 1,2,...,n) értékek. Ebben az
n darab allitasban rejlé informécié nem elegend6é ahhoz, hogy megkonstrualjuk
az egzakt sliriség-operatort. Ha nem hasznalunk fel mds informéciét a sirtiség-
operator becsléséhez, mint ezt az n darab allitast, akkor nem lesz semmilyen el6ité-
letiink a test mikroallapotara, azaz siirliség-operatorara vonatkozoéan, ezért lesz a
becslésiink elGitéletmentes.

Az eloitéletmentes becslést gy tehetjiik kvantitativva, hogy megtanuljuk elo-
szOr szamszeriien mérni az informaciét. Ezutan be fogjuk vezetni az entrépia fo-
galmat, ami arra szolgdl, hogy mennyiségileg mérje a hidnyzé informdciét, azaz
azt az informdciémennyiséget, amely nem all rendelkezésre a test mikrodllapotéra
vonatkozoan. Végiil, azt a becsiilt siirliség-operatort fogjuk megkeresni, amelyik
maximalissa teszi a test mikrodllapotara vonatkozéan hidnyzé informaciot az adott
n darab fizikai mennyiség varhaté értékének rogzitése, mint mellékfeltétel mellett. A
fizikai rendszer mikrodllapotara vonatkozo6 informécié hidnyos volta abbdl szarmazik,
hogy amikor a fizikai rendszert olyan makroszkopikus kornyezetben valésitjuk meg,
amely csak az n darab #; (j = 1,2,...,n) mennyiség varhat6 értékét és néhany

tovébbi & (j' =1,2,...,n') mennyiség sajatértékét rogziti, akkor a fizikai rendszer
mikroallapota nincsen egyértelmiien meghatarozva. A fizikai rendszer mikroal-
lapotara vonatkozéan hianyzo informacid, ill. a fizikai rendszer entrépiaja
azt méri mennyiségileg, hogy mennyire nincsen egyértelmiien meghata-
rozva a fizikai rendszer mikroallapota az olyan makroszkopikus kornye-
zetben, amely csak az R; (j =1,2,...,n) varhaté értékeket hatirozza meg,

és megoérzi a & (j' =1,2,...,n') sajatértékeket.

Mar el6ljaréban érdemes tisztazni, hogy a test mikroallapotara vonatkozé in-
formécionk akkor is ,,hidnyos”, ha az egzakt kvantummechanikai siirliség-operatort
ismerjik. Ez a stirtiség-operdtor éppen azt a tényt konyveli el, hogy nem tudjuk pon-
tosan a test mikroallapotat, hanem csak az egyes lehetséges mikroallapotokhoz tar-
tozd betoltési valdszintliségeket. Természetesen, ha nem ismerjiik még az Gsszes ilyen
val6sziniiséget sem, akkor még tovabbi informacionk fog hidnyozni a mikroédllapotra
vonatkozoan. Ezért azt varjuk, hogy a becsiilt silirtiség-operatorhoz mindig
nagyobb entrdépia tartozik, mint az egzakt silirliség-operatorhoz. Masrészt
az is nyilvanvald, hogy az entrépia-fogalmunk fiigg altalaban attél is, hogy milyen
7; (7 =1,2,...,n) fizikai mennyiségek alapjin értelmezziik azt. A statisztikus fizi-
kaban tehdat a becsiilt siliriiség-operator és az annak alapjan értelmezett entrépia
végtelen sokféle lehet. Pontosan annyiféle, ahdnyféleképpen megvélaszthatjuk a
,,vonatkoztatdsul” hasznalt n darab R; (j = 1,2, ..., n) makroszkopikus mennyiséget.
Ezek a mennyiségek az in. megfigyelési szintet definidljak. A statisztikus fizika-
ban ezért ugyanahhoz a fizikai rendszerhez kiilonbozo becsiilt stirtiség-operatorok és
entropidk tartoznak. Az entrépia fogalma csak akkor egyértelmii, ha meg-
mondjuk azt is, hogy milyen {R; (j = 1,2,...,n)} megfigyelési szinthez
tartozo entrépiarol beszéliink.

30



1.7.1 Hianyz6 informaécié és entrépia

A statisztikus leirdsnak van egy fontos vondsa. Nem tudjuk pontosan, hogy az
adott kisérleti koriilmények kozott megvalésulé test pontosan melyik mikrodlla-
potban taldlhaté. A test mikrodllapotara vonatkozé hidnyos informaciot az fejezi
ki, hogy a test mikrodllapotainak {fk)} halmazabdl melyik milyen valdésziniiséggel
toltédik be. Szeretnénk a mikrodllapotra vonatkozé ismereteink bizonytalansagat
mennyiségileg jellemezni. Erre a célra vezetjiik be az entréopia fogalmat.

Parhuzamot vonunk a matematikai véletlen kisérlet és a makroszko-
pikus fizikai rendszer adott makroszkopikus kornyezetben torténé kisér-
leti megvalésitasa kozott:

fizikai rendszer & véletlen kisérlet
lehetséges mikrodllapot & lehetséges kimenetel
mikroallapot valdsziniisége < kimenetel valdszintiisége

1.7.2 Az informacio mérése

Maéar a matematikai statisztikdban feltették azt a kérdést, hogy mi a mértéke egy
véletlen kisérlet eredményében jelentkezd bizonytalansidgnak. Mennyi I informdécié
rejlik a véletlen kisérlet lehetséges kimenetelében? Mennyi informdcié hidnyzik, ha
nem ismert a véletlen kisérlet kimenetele?

Most kitaldljuk, hogyan mérhetjiik az informéciét.

1. Képzeljink el egy véletlen kisérletet, amelynek két lehetséges eredménye van és
ezek eqyenld wvalésziniiségiiek. A kisérlet eredményének ismeretéhez egyetlen
igen-nem kérdés megvalaszolasa sziikséges és elegend6. Ez pl. lehet az a
kérdés, hogy ,,bekovetkezett-e az 1. eredmény”. Ekkor azt mondjuk, hogy a
kisérlet eredményében rejlo informéacié 1 bit. Ez az 1 bit informécié hidnyzik,
ha nem ismerjiik a kisérlet eredményét: I(bit) = 1.

2. Vegyiink most egy olyan véletlen kisérletet, amelynek 2 lehetséges kimenetele
van és mind egyenld valosziniségi. llyenkor maximélisan k£ darab logikailag
fliggetlen igen-nem kérdés teheto fel a kisérlet kimenetelére vonatkozdan, ame-
lyek megvalaszolasa sziikséges és elegendo a kisérlet kimenetelének egyértelmii
megaddsdhoz. Ez k bit informécié: I(bit) = k.

A példak alapjan elfogadjuk a véletlen kisérlet kimenetelében kédolhaté in-
formaciéo mérésének maodjat:

I(bit) = {a véletlen kisérlet kimenetelének egyértelmii megadisihoz
sziikséges és elegends logikailag fiiggetlen igen-nem kérdések
szdma}.

Ha nem ismerjiik a véletlen kisérlet kimenetelét, akkor ennyi a hidnyzé in-
formacio.
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3. Altaldnositsuk az informécié fogalmat olyan N kulonbozo kimeneteld véletlen
kisérletre, amelynek mind az N lehetséges kimenetele eqyenld p = 1/N vald-

szindségi:
I(bit) = log,N. (1.74)

4. Most kiterjesztjiik az informaci6 definiciéjat olyan véletlen kisérletekre, ame-

lyek N darab lehetséges kimenetele kilonbozo py, po, ..., pn valdsziniségi.
Ezt az esetet visszavezetjiikk arra az esetre, amikor minden kimenetel azonos
valoszintiségii.
Képzeljiink el egy M fliggetlen kisérletbol allo kisérletsorozatot, és legyen M —
co. A kisérletsorozat egy lehetséges kimenetele a nagy szamok torvénye ér-
telmében az egyedi kisérlet i-edik eredményét (p;M)—szer tartalmazza. A
kisérletsorozat egy kimenetelének valésziniisége

p=pM e ™ (1.75)

Osszesen a kisérletsorozatnak 1 /p lehetséges kimenetele van. A kisérletsorozat
egyes kimenetelei csak az egyes kisérletek eredményeinek permutacidjaban kii-

16nboznek egyméstél. Az egyes kimenetelek mind egyenlo valésziniiségiek. A
kisérletsorozat eredményének kédolasdhoz

1 N
Ml (bit) = log% = —logyp = —M > _ p;log,p; (1.76)

=1

bit informéacio sziikséges. fgy egy kisérlet eredményének kdédoldsdhoz atlagosan

1
I(bit) = M Ml (bit) = szlogzpZ (1.77)

=1

bit sziikséges.

Ha tehdat van egy tetszoleges véletlen kisérletiink, amelynek nem ismerjiik a kimene-
telét, akkor a hidnyzé informacié

I(bit) = Z pilog,p;, (1.78)

=1

ahol p; az egyes eredmények bekovetkezési valdszintisége.

1.7.3 Az informacié tulajdonsagai
Vegyiik észre a hidnyzo informécié alabbi tulajdonsagait:

1. Ha a véletlen kisérletnek egyetlen lehetséges kimenetele van, akkor
az eredményében kédolhato informacié zérus:

I(bit) = —1 -log,1 = 0. (1.79)
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2. A kimenetelek adott N szama esetén a hidnyzdé informacié olyan
véletlen kisérletben veszi fel maximalis értékét, amelynek valameny-
nyi lehetséges kimenetele egyenld valdszintiségii.

A logaritmus-fiiggvény konkdv, igy

a 1 Mol
I(bit) = Zpilong— < log, (Z pz-—) = log, N. (1.80)
i=1 i ‘

1=1 v

A bitben mért, hidnyzé informécié tehat nem haladja meg a véletlen kisérlet
lehetséges kimenetelei szimanak logaritmusat. Az egyenléség éppen akkor all

fenn, ha a kisérlet valamennyi kimenetele egyenlé p; = % valészintliségii:

N

1
I(bit) = > N10g2N = log, N. (1.81)
i=1

3. Tekintsiik az A és B kisérlet egyiittesébol all6 A& B kisérletet. Az
utébbiban nem kdédolhaté tobb informacié mint az A és B véletlen
kisérletek kimeneteleiben kédolhat6 informacidk Gsszege, azaz

Thep < Is+ Ip. (1.82)

Az egyenloség azt az esetet fejezi ki, amikor az A kisérlet eredményének is-
merete egyaltaldn nem segit a B kisérlet eredményének kitaldlasdban. Ilyenkor
A& B eredményének megadasahoz sziikség van az A és B eredményének kiilon-
kiilon torténé megaddsahoz sziikséges valamennyi igen-nem kérdés megvala-
szolasara. Ilyenkor azt mondjuk, hogy A és B fiiggetlen események.

Ellenkez6 esetben A eredményének ismeretébél mar kovetkeztetni lehet B
eredményére, igy A& B eredményének megadasahoz 14+ Ig-nél kevesebb igen-
nem kérdés megvdlaszoldsa is elegendd.

1.7.4 Az entrépia, mint hidnyzdé informacié

Vigyiik tovabb a matematikai véletlen kisérletek és az adott makroszkopikus koriil-
mények kozott megvaldsulo fizikai rendszer kozotti, korabban vazolt parhuzamot.
Képzeljiink el ehhez egy nagy M — oo szdmu fiiggetlen véletlen kisérletbdl allé
kisérletsorozatot. Ezt allitjuk padrhuzamba a statisztikus sokasdggal:

véletlen kisérletek & statisztikus sokasag
sorozata (M — o0)
a kisérletsorozat kimenetele < a sokasag konfiguraciéja

A sokasag gondolatkisérletben tgy valésithatdo meg, hogy eldallitjuk a rend-
szert (azonos makroszkopikus koriilmények kozott) egymastdl fiiggetleniil M —szer
(M — o0). Tegyiik fel, hogy N kiilénb6z6 mikrodllapot lehetséges. A sokasig egyes
elemei adott p, valdsziniiséggel talalhatok a k-adik mikrodllapotban. Vezessiik be
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a sokasag konfiguracidjanak fogalmat. Ezt azzal adjuk meg, hogy megmond-
juk a sokasdg megszdmozott elemeinek mikrodllapotdt. Ugyanakkor a sokasag
allapotan azt értjiik, hogy megmondjuk, hogy a sokasdgnak hany eleme taldlhato
rendre az egyes mikrodllapotokban. A véletlen kisérletek sorozata és a statisztikus
sokasdg kozotti analdgia alapjan mondhatjuk: ahogy a kisérletsorozat min-
den lehetséges kimenetele egyenlé valésziniliségii, ugyanugy a statisztikus
sokasag minden lehetséges konfiguracidja is egyenlo valészintiségii:

1
1p = (™M™ ™) (1.83)

Miutan nem ismerjiik a rendszer mikrodllapotat, azért a mikrodllapotra vonatkozdan
hidnyzé informécié mértéke

I(bit) = =Y prlogyps. (1.84)
k

Itt Osszegezni kell a rendszer Osszes mikroallapotara.

A hidnyz6 informacié helyett szokas az S entrépiat hasznalni:

k

ahol a kp allando6t a Boltzmann-allanddval szoktak azonosnak valasztani. Az entré-
pia azt méri, hogy adott makroszkopikus kornyezet esetén mennyi a rend-
szer mikrodllapotara vonatkozéan hidnyzé informacié, azaz hogy milyen
mértékben nem hatiarozza meg a makrokornyezet a rendszer mikroallapo-
tat. Fizziink ehhez a definiciéhoz még némi magyarazatot. A fenti fogalmazasban
ugy tiinhet, hogy az entrépia a megfigyel6tol fiiggd fogalom. Nem errdl van szo.
A vizsgdlt fizikai rendszer mikrodllapotat a makroszkopikus kérnyezete bizonyos
mértékben meghatdrozza. Meghatdrozza, hogy mely mikrodllapotokat vehet fel a
rendszer, és hogy az egyes mikrodllapotokat milyen valdsziniiséggel veszi fel. A
mikroallapot egyértelmi meghatarozasdhoz azonban a makroszkopikus feltételeken
tul még tovabbi, a rendszerre vonatkozé jellemzoket kellene fizikai iton rogziteni.
Ezt a makroszkopikus kornyezet nem teszi meg. Az entrépia azon hidnyz6 adatok
mennyiségét méri, amelyekre a makroszkopikus kornyezet megaddsan tulmenden
lenne még sziikség ahhoz, hogy a rendszer mikroallapota egyértelmiien meg legyen
hatarozva.

Az entrépia fenti definicigja a stlirliség-operator segitségével is felirhato.
Tegyiik fel, hogy adott a mikrodllapotok teljes {|k)} rendszere (paronként orto-
gonalis, normalt dllapotok), amelyben a siirtiség-operdtor diagonalis, akkor az entré-
pia fenti kifejezése éppen az alabbi spurral azonosithato:

S =—kgTrRInR. (1.86)

Az entrépia ilyen alakban torténo felirasanak az az elonye, hogy tetszoleges bazisban
érvényes, mig az eredetileg felirt alak csak abban a bazisban, amelyben a siirtiség-
operator diagonalis.

A kés6bbiek szempontjabdl érdemes felfigyelni a kovetkezokre. Vdlasszunk
olyan {|k)} ortonormadlt bazist a fizikai rendszer mikrodllapotainak # Hilbert-te-
rében, amelyben a siirliség-operator diagondlis. Ekkor az entrdpia kifejezésében
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fellépo spurhoz csak azok a mikrodllapotok adnak jarulékot, amelyeknek nem nulla
a betoltési valoszintisége, vagyis amelyekre p, , = (k|R|k) # 0. Ez abbdl kovetkezik,
hogy eltiin6 betoltési valésziniliség esetén a megfelel6 mikroallapot jarulékat nullanak
kell vegyiik az lim, oz Inz = 0 hatarérték értelmében. A fizikai rendszernek azokat
a |k) mikrodllapotait, amelyeknek a betdltési valészinilisége nem azonosan nulla,
megengedett allapotoknak nevezziik. Jelolje a megengedett allapotok alterét a
Hilbert-térben H,e, és az erre az altérre merdlegesen vetité operdtort

Pag= Y [K)HL. (1.87)
{lk) | R, 1#0}

Ekkor az entrépia explicit médon olyan alakban is felirhat6, amely alakban a meg
nem engedett allapotokra mar nem torténik Osszegzés:

S = —kgTtPuegRInR. (1.88)

1.7.5 Klasszikus mechanikai rendszer entréopijja

A klasszikus mechanikai rendszerek entropidjanak pontosabb értelmezése soran nem
felejtkezhetiink el arrél, hogy a klasszikus mechanikai viselkedés csupan a kvantum-
mechanikai viselkedés specialis koriilmények kozott bekovetkezd hataresete. Ezért
két dolgot okvetleniil figyelembe kell vegyiink: 1. a hatarozatlansagi elvet, 2. a
részecske-azonossag elvét. Mint korabban megbeszéltiik, ennek az a kovetkezménye,
hogy a dw infinitezimalis fazistérfogat-elemben taladlhaté mikrodllapotok szdma:

gdw = —— (1.89)

ha s a fizikai rendszer szabadsagi fokainak szama, és a fizikai rendszer N darab
azonos részecskébdl all. A betoltési valészintliség p(g, p) stirtiségét ezért az

[ pla.p) =1 (1.90)

feltétellel normaltuk, hiszen formélisan a mikrodllapotokra torténé osszegzést a

; =>/hf]°‘\’” (1.91)

szabdly szerint kell a fazistérre torténé integralassal helyettesiteni. Az entrépia
kifejezésére

S=—kp) prlnp, =S =—kp / diwp(q,p) ln(p(q,p)> (1.92)
P (2wh)sN1" == ==

adodik.
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” 2,

1.7.6 Az eloitéletmentes becslés

Eddig két elvet fogadtunk el a statisztikus fizikdban, a betoltési valdsziniiségek
l1étezésének az elvét, és azt az elvet, hogy a mikroszkopikus mennyiségnek megfeleld
makroszkopikus mennyiségeket az elobbiek sokasdgatlagaként értelmezziik. A soka-
sagatlag csak akkor rendelkezik konkrét jelentéssel, ha meghatarozzuk, milyen is a

becsiilt statisztikus sokasag, vagyis milyen R becsiilt stirtiség-operator jellemzi.

A statisztikus fizika tovabbi alapelve, hogy a becsléshez olyan siiriiség-operatort
kell valasztani, ami reprodukalja a rendszerre vonatkoz6 informéaciot, és ugyanakkor
a rendszer mikrodllapotara vonatkozdan hidnyzé informaciét maximalissa teszi. Ez
az eloitéletmentes becslés elve. Azért elbitéletmentes az ilyen becslés, mert
nem haszndl fel a rendszer mikrodllapotara nézve semmivel tobb ismeretet, mint
amennyi tényleg rendelkezésre all. A rendelkezésre allé informéacié egy része a
rendszer Hamilton-operatoraban van kédolva, mas része azonban csak kozvetve
veheto figyelembe. Az utébbi informéacié azt mondja meg, hogy melyek azok a
makroszkopikus mennyiségek, amelyek értékét a kornyezettel valo kolcsonhatas al-
litja be. Most megmutatjuk, hogy az el6itéletmentes becslés elve a siriiség-
operator egyértelmii definiciéjahoz vezet.

1.7.7 A becsiilt siiriiség-operator

Tegyiik fel, hogy a t = ¢, pillanatban tudjuk a rendszerrdl, hogy az 7; (j =
1,2,...,n) dinamikai mennyiségek makroszkopikusan mérheté R; (i = 1,2,...,n

értékeit a kornyezettel valé kolcsonhatas allitja be. Az R siliriiség-operatort az
eléitéletmentes becslés elve értelmében gy valasztjuk, hogy

7 = Tr(pr;) = Te(Ri;) =R, (j=1,2,...,n) (1.93)
legyen, és ezen mellékfeltételek mellett a hidnyz6 informdcié, azaz az entrépia
S = —kgTr(RInR) (1.94)

maximalis legyen. Tovabbi mellékfeltételt jelent, hogy a stiriiség-operator spirja
eggyel egyenlo, A A

1=Tr(R) =Tr(R1) =1, (1.95)
azaz, hogy az egység varhato értéke egy.

A becsiilt stirliség-operator meghatarozasa tehat egy feltételes szélséérték-fel-
adat. Ezt a \; (j = 1,2,...,n), ill. az a Lagrange-multiplikdtorok segitségével
atfogalmazhatjuk feltétel nélkiili szélsoérték-feladatta. Megkoveteljiik, hogy

S'=8S+kpla+1)1—kp DY \Fj (1.96)
7j=1
maximalis legyen. Az « és A\; (j = 1,2,...,n) Lagrange-multiplikdtorokat az

1 = Tr(R1) =1,



mellékfeltételekbdl hatarozzuk meg.

Képezziik S’ infinitezimalis megvéltozasat tetszéleges infinitezimélis R meg-
valtozas esetén. Ehhez sziikségiink van az In R operator megvaltozasara, ill. annak

kifejezésében az R operator inverzére. Az inverz azonban csak a Hilbert-térnek azon
az alterén létezik, amelybdl ki vannak zarva a meg nem engedett mikroallapotok,
amelyek alterét a siirtiség-operdtor zérus sajatértékhez tartozo sajatallapotai feszitik
ki. Az inverz tehat csak a megengedett allapotok alterén létezik, ezért az entrépia
megvaltozasanak kiszamolasdhoz azt a kifejezést célszerii haszndlni, amelyben a
spurképzés elott mar megtorténik a vetités a megengedett allapotok alterére:

55 = —kB(STr[ » (R mR - (a+ )R+ A,—fefj)]
7j=1
_ —kBTr{ » [(m(ﬁmegfe) 1= (a+ 1)+ Y Ajfj) 57%] } (1.98)
j=1
A szélséérték sziikséges
58" =0 (1.99)
feltételébol )
In(PregR) — a4+ Y Ajiy =0, (1.100)
j=1
azZaz n
R = Preg €xp (a -3 ,\jfj) (1.101)
j=1

adodik, felhasznalva, hogy a projekciés operator Pieg = pmeg tulajdonsiagu. Hatéaroz-
zuk meg a Lagrange-multiplikdtorokat. A normalasi feltételbdl kapjuk meg az «
paramétert:

N

1= Ppegl = "‘Tr[ meg exp( Z,\ 7“])] (1.102)
ahonnan
a=—InZ=a()), (1.103)
ahol

7Z = Tr[ megexp( 2/\ 7“])] = Z()\j) (1.104)
az un. allapotosszeg. Az allapotosszeg és o a \; Lagrange-multiplikdtorok fiigg-

vénye. A ); Lagrange-multiplikdtorokat az

0 InZ
Ri=r; = “Tr[r] megexp( E )\/rj)] :a;':_8ar)1\' (1.105)
J J

egyenletekbdl hatarozhatjuk meg. A Lagrange-multiplikétorok 1j makroszko-
pikus fizikai mennyiségek, amelyeknek nincsen mikroszkopikus megfelel6-
juk, nem valamely, a rendszer mikroszkopikus modellje alapjan értelmezett fizikai
mennyiségeknek a sokasagatlagai.

Be lehet bizonyitani, hogy
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1. a mellékfeltételek, azaz az R;(Aq,...,\,) Osszefiiggések egyértelmiien felold-
haték a Aj(Ry, ..., R,) Lagrange-multiplikdtorokra, mint az R; mennyiségek
fiiggvényeire, ha 7; egymassal paronként felcserélhetd, linedrisan fiiggetlen
operatorok;

2. a becsiilt stirtiség-operator az adott R; = Tr(pr;) = Tr(’RrJ) j=12,...,n)
mellékfeltételek mellett valéban maximdélissa teszi az entrdpiat, és hogy az
(1.101) stirtiség-operator az egyetlen olyan, a mellékfeltételeket kielégitd stirti-
ség-operator, amelyik az entropiat maximalissd teszi.

Az (1.101) stiriség-operator explicit kifejezése mutatja, hogy mindazon |k)
mikrodllapotok betoltési valdsziniisége azonos, amelyekben a mellékfeltételekben

szereplé n darab 7; (j = 1,2,...,n) fizikai mennyiség ugyanazokat az (k||k) =
(M) kg, (k|f2lk) = (Tg)k,k, oo, (k|Pu]k) = (1) érték-n-eseket veszi fel. Az egyes
((r)kges - - -5 (Tn)k k) érték-n- esek tehat olyan altereket jellnek ki a mikrodllapotok

terében, hogy egy-egy ilyen altéren beliill minden fiiggetlen allapotnak azonos a
betoltési valdszintisége. Azt, hogy hany darab fizikai mennyiség és mely fizikai
mennyiségek szerepelnek a mellekfeltetelekben a fizikai rendszer megvalésitdsanak
modja, a fizikai rendszer és a kornyezete kozti kolesonhatis milyensége hatarozza
meg. FEz azt is eldonti, hogy melyek a fizikai rendszer mikroallapotainak azon al-
terei, amelyeken beliil minden mikrodllapot egyenldéen valészinii. Az elditéletmentes
becslés pontosan azért elditéletmentes, mert egy-egy ilyen altéren beliil az Osszes
mikroallapot betoltési valosziniiségét azonosnak tekinti, minthogy ezen mikrodlla-
potok kozott a mellékfeltételekben szereplo mennyiségek értékei alapjan nem is lehet
kilonbséget tenni.

Az (1.101) stirtiség-operdtorhoz tartozé entrdpia

S[R] = —kpTe(RInR) = —kBTr[ ( i ) )]
= —kg (a - zij A,-Rj) = S(R)). (1.106)

Megallapithatjuk tehat, hogy a becsiilt fazisslirliséghez tartozé S(R;) entroé-
pia-fliggvény egyértelmiien meg van hatarozva, ha informacidként linedrisan
fiiggetlen R; mennyiségeket haszndlunk. Vegyik figyelembe, hogy ilyenkor -t és a
Aj-ket kifejeztiik az R;-k egyértelmi fiiggvényeiként.

A Lagrange-multiplikatorokat az entrépia-fiiggvény ismeretében explicit médon
is meghatdrozhatjuk, mint a mellékfeltételekben szerepld R; mennyiségek fiiggvényeit:

0 S(By) = —kn(Om,a\(Ry) = X = X Ry, )
j'=1
= —k3<z 8,\],,@()\]-/) 83],/\]-, - )\j - Z leaRj)\j/>
j’:l j’:l
= kp\;(Ry). (1.107)
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Matematikai kapcsolat van az S(R1, R, . . ., R,) entrépia-fiiggvény és az allapot-
Osszeg logaritmusa, mint a Lagrange-multiplikdtorok In Z(Aq, Ao, ..., A,,) fiiggvénye
kozott: ezek egymésnak Legendre-transzformaltjai (Id. az B. fiiggeléket).
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2 EGYENSULYI SOKASAGOK

Akkor mondjuk, hogy a fizikai rendszer statisztikus egyensulyban van, ha a rendszert
jellemz6 valamennyi, az id6tdl explicit médon nem fliggd fizikai mennyiség varhato

értéke dllandd. Ha az f fizikai mennyiséget a Schrodinger-képben értelmezett f
operdtorral irjuk le, akkor az id6tdl fiiggetlen varhaté érték az idotdl fuggetlen p

stirtiség-operatort kell jelentsen, ahhoz hogy a f = Trp f varhaté érték is id6tél
fliggetlen legyen tetszoleges f id6tol fiiggetlen operator esetén. Ekkor természetesen

az id6ben éllandd, néhany R; (i = 1,2,...,n) varhaté érték alapjan becsiilt R
stirliség-operator is fiiggetlen az id6tol.

2.1 Részrendszerek statisztikus egyensilya

Még miel6tt ratériink arra, hogy kiillonb6z6 kornyezeti feltételek mellett megvizsgdl-
juk a statisztikus egyensilyt, beszéljiink arrdl, hogy adott {R;} megfigyelési szint
esetén mit mondhatunk egy statisztikus egyensilyban levé makroszkopikus fizikai
rendszer makroszkopikus részeir6l? Tegyiik fel, hogy az R; mennyiségek, amelyek

alapjan a statisztikus egyensilyban levd fizikai rendszer R()\;) siirliség-operdtorat
becsiiljiik, additiv megmaradé mennyiségek. A fizikai rendszerben a statisztikus
egyensuly kialakulasaért a részecskék kozotti kolecsonhatasok felelosek. Tegyiik fel,
hogy ezek rovid hatétdvolsdgiak. (A kolesonhatds lehet eredendéen rovid hatéta-
volsdgi, mint pl. az atomok kozott haté Van der Waals-erd, vagy lehet arnyékolas
kovetkeztében rovid hatdtavolsagu, mint a rendszer makroszkopikus darabkainak
toltéssemlegessége miatt ledrnyékol6dé Coulomb-erd.)

A fizikai rendszer egyensilyat most olyan médon vizsgaljuk, hogy gondolat-
ban makroszkopikus darabkdkra osztjuk, majd feltesszik, hogy a fizikai rendszer
,,k0zel van” az egyensilyhoz, de még nem jott létre a statisztikus egyensily. Ezt
a statisztikus egyensilyhoz ,,kozeli” helyzetet altaldban jé kozelités olyannak tek-
inteni, amikor a fizikai rendszer kicsiny makroszkopikus darabkdin beliil mar meg-
valésul a statisztikus egyensily, csak ezen darabkdk kozott nem jott még létre az
egyenstly. Ekkor azt mondjuk, hogy a test lokalis egyenstilyban van. Milyen lesz
a helyzet, ha az egyensiily globalissa valik, azaz a test makroszkopikus darabkai
is egyensilyba keriilnek egymassal? A test makroszkopikus darabkai kézotti kéleson-
hatas ezen darabkak feliiletén elhelyezkedo részecskéktdl szarmazik, s bar alapvetéen
fontos a statisztikus egyensily kialakuldsanak folyamataban, mégis a darabkak fe-
liiletével aranyos kolcsonhatdsi energia tartozik hozza, ami igy elhanyagolhaté a
darabkak térfogattal aranyos ,,sajat” energidihoz képest. A kolcsonhatdsnak ez a
,,gyengesége” azt eredményezi, hogy egyensuly esetén a fizikai rendszer makro-
szkopikus darabkai lényegében egymadstdl fiiggetleniil veszik fel a mikro-
allapotaikat. Mivel a fliggetlen valdosziniiségek Osszeszorzédnak, azért ilyen eset-
ben a fizikai rendszer stirliség-operatora jé kozelitéssel a makroszkopikus darabkéi
stirliség-operatorainak a szorzata. (Szigoribb matematikai értelemben tenzori szor-

zata, amelyben minden tényez6 a megfelelé anyagdarabka édllapotterén hat.)

Az egyszerliség kedvéért bontsuk gondolatban a fizikai rendszert két darabra,

akkor R o
R ~ RURE (2.1)

ahol a felso index jeldli, hogy melyik darab stirliség-operatorarél van sz6. Az adott
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megfigyelési szintet jelenté mennyiségek alapjan elvégzett statisztikus fizikai becslés
ekkor azt jelenti, hogy megfigyeljilk az R; mennyiségeket rendre az 1l-es és a 2-

es darabon, legyenek ezek értékei rendre Rg-l] és Rgg]. Az eloitéletmentes becslés
eredménye:

A 1 N [0 4 [21002]
R~ e~ 2= Y T ) (2.2)

Y

ahol a )\g-a} (a = 1,2) Lagrange-multiplikdtorokat az

Rl ylal (L -3 A 5‘”7«[@1) (2.3)
) Z[a] ()\ga]) J

mellékfeltételekbol kell meghatarozni, és

nylalzla]
28\ = ylele D5 (2.4)
az egyes anyagdarabkakhoz tartozé allapotosszegek. A rendszer entrdpidja a
darabkai entrépidjanak Osszege annak kovetkeztében, hogy a darabkdk stirtiség-
operatorai Osszeszorzodnak:

S = —kgTr(RInR) = —kpTrITrPRURE (In R + In R
= —kp T (RWIn RMY) — kpTrlPl(RE In RI)
= SU(R[) + SE(RIY), (2.5)

A test statisztikus egyensulydnak az entrépia maximuma felel meg azon mellékfeltétel
mellett, hogy az additiv megmaradé mennyiségekre fenn kell allnia az

R; = R + R (2.6)
osszefiiggéseknek. Rogzitett R; értékek esetén az
S = S(RM, RY = R; — RIY) (2.7)

entrépiafiiggvény maximumanak sziikséges feltételei:

— 1 pl2l _ [1]

0 = — SRR = B~ )
J
— (8.mS(RY RP) — 9 »S(RY R )
(Rgl (R;", R;) R (R;", R;) RII_p, Rl
_ 1 plly _ [2]( pl2]
= GRE;]S (RJ) 8R§2]S (R] R?]:R' . (2.8)
AZaZ
1l _ 2]



Azt lattuk ezzel be, hogy makroszkopikus fizikai rendszer statisztikus egyen-
silyat az jellemzi, hogy a rendszer makroszkopikus darabkainak megfelel6
Lagrange-multiplikitorai kiegyenlit6dnek (ha azok additiv megmaradé mennyi-
ségekhez tartoznak). A kiegyenlitédés annak révén valésul meg, hogy az additiv
megmaradé mennyiségeknek a test makroszkopikus darabjaihoz tartozo értékei ugy
alakulnak a darabok kozotti kolesonhatds kovetkeztében, hogy a maximalis entrépiat
biztositsdk. Mivel ezeknek a mennyiségeknek a darabokra vett dsszegei, azaz a teljes
fizikai rendszert jellemzo értékei rogzitettek, az egyes Lagrange-multiplikatorok
kiegyenlitédése a megfelel6 additiv mennyiségeknek a darabok kozotti
adtadédsa (cseréje) révén torténik. Erre lehet példa a hémérséklet, a kémiai po-
tencidl, ill. a nyomds kiegyenlitédése rendre energia-, részecske-, ill. térfogatcsere
révén, amirdl kés6bb még fogunk beszélni.

Természetesen a fenti gondolatmenetet a kornyezetével statisztikus egyensuly-
ban 1év6 makroszkopikus testre és annak makroszkopikus kornyezetére is alkalmaz-
hatjuk. Az additiv megmaradé mennyiségekhez tartozé Lagrange-multiplikdtorok
olyan fizikai mennyiségeket jelentenek, amelyeknek a testre és a kornyezetre vonatko-
z6 értékei kiegyenlitddnek statisztikus egyensily esetén, ha biztositott a test és
kornyezete kozott a megfelel6 additiv megmaradé mennyiség cseréje. Ha a kornyezet
olyan nagy méretli makroszkopikus test, hogy az additiv megmaradé mennyiség
atadott értéke elhanyagolhaté a kornyezethez tartozé értékéhez képest, akkor az
ilyen kornyezetet tartalynak nevezziikk. Rendre hGtartalyrél, részecsketartaly-
rol, ill. ,,térfogattartalyrodl” beszéliink, ha a vizsgilt test és a tartdly kozott
csak rendezetlen munka révén van energiacsere, ha csak energia- és részecskecsere
van, ill. ha csak energia- és térfogatcsere van. A test és a tartaly kozotti megfelelo
kolcsonhatdsokat rendre termikus, részecskekicseréld, ill. térfogatkicserélo
(vagy mechanikai) kélcsonhatdsnak nevezziik.

2.2 Zart fizikai rendszer. Mikrokanonikus sokasag

Vizsgaljuk zart fizikai rendszer statisztikus egyensulydt. Ha a rendszer zart, akkor
nincsenek olyan mellékfeltételek, amelyek azt irjak le, hogy a kornyezettel vald
kolcsonhatds bizonyos mennyiségek varhaté értékét bedllitja adott értékiire. Ekkor
az eléitéletmentes becsléssel kapott siirtiség-operdtor:

A A

Rmikrokan. = eaPmeg: (210)

ahol Pmeg a test megengedett mikrodllapotainak H,e, Hilbert-tere felett haté egy-
ségoperator és
Zmikrokan. =e %= Tereg (211)

az Un. mikrokanonikus allapotdsszeg. A zart rendszer F energidja alland6. Ha
a rendszer véges V =all. térfogatban helyezkedik el, akkor ez egy diszkrét ener-
giaérték. A rendszer F energidju mikrodllapotai kifeszitik a megengedett mikrodl-
lapotok dpes dimenzids Hpes alterét a H Hilbert-térben. Az E energidji rendszer
mikrodllapotokat csak ebbél az altérbél vehet fel. Legyen |k) (kK =1,2,..., dmeg) €8y
ortonormalt teljes rendszer a Hneg altérben, amelyben a siirliség-operator diagonalis.
Ekkor barmely megengedett allapothoz ugyanaz az

1

Z, mikrokan.

Rk = (k|e® Preglk) = e = (2.12)
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betoltési valosziniliség tartozik, és a mikrokanonikus

Zmikrokan. = Z <k‘pmeg|k> = dmeg (213)
|k)eHmeg

Allapotosszeg az E energidju mikroallapotok szama. Ha a test térfogata
adott, és benne a részecskék szdma is adott, (és a részecskék nem alakulnak &t

egymasba), akkor a megengedett allapotok alterének dimenziéja, azaz a fliggetlen
mikroallapotok szama altalaban fligg a rendszer dllandé F energidjanak, részecskéi
N szaménak és V térfogatdnak az értékétél: Zmikrokan. = dmeg(E, N, V). A zart
rendszer entrépiaja, a mikrokanonikus entrépia:

Smikrokan.(Ea N, V) = _kBTr(,]%mikrokan. In 7éfrnikrokan.) = _kBTr (pmegea In e—a)

A

= kgaTr (Pmege"‘) = kpa
= kB In Zmikrokan. = kB In dmeg(Ea N: V) (214)

A mikrokanonikus entrépia tehat a megengedett mikroallapotok szamanak
logaritmusaval aranyos.

A valésagos rendszerek altalaban csak kozelitoleg tekinthetok zartnak, ami azt
jelenti, hogy energidjuk [F, E + AE] intervallumba esik, amelynek AFE szélessége
kicsi: AE <« FE. Zart makroszkopikus rendszer esetén a mikroallapotok szama
kozelitoleg kifejezhetd a rendszer allapotsiiriiségének segitségével:

Zmikrokan. = dmeg(EaN; V) I~ g(E’ N, V)AE I €$Smikrokan.(E,N;V)‘ (215)

Itt az allapotsiirtiség altalaban a térfogatnak és a részecskeszamnak is fiiggvénye.

2.3 Termikus egyensily. Kanonikus sokasag

2.3.1 A kanonikus allapotosszeg

Tegyiik fel, hogy olyan fizikai rendszert vizsgalunk, amely a kornyezetével ren-
dezetlen kolcsonhatasban all, amelynek révén a test a kornyezetével csak energidt
tud cserélni. FEzen pontosan azt értjiik, hogy a test energidja az egyetlen olyan
fizikai mennyiség, amelynek varhaté értékét a kornyezettel valé kolcsonhatds allitja
be. Ekkor az eloitéletmentes becslés elvét a

Tr(RH)=E (2.16)

mellékfeltétel mellett kell alkalmazni. Az eredmény az in. kanonikus stiriiség-
operator: )
Rkan. = megea_ﬂH, (217)

ahol az egyetlen A\ Lagrange-multiplikdtort hagyoméanyosan (-val jeloltiik és a-t a
kanonikus allapotosszeg hatdrozza meg:

€® = Zian.(B; N, V) = Tr (Pmege—ﬂﬁ> = Y e PP (2.18)
{|k)|N.V}
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ahol a megengedett dllapotokat az Gsszes olyan |k) allapot jelenti, amelyekben a
részecskeszdm és a térfogat az adott NV ill. V, és ahol a rendszer energidjat a |k)

allapotban E) = (k|I:I |k) jeloli. (Most is olyan bézist valasztottunk, amelyben a
stirliség-operator diagondlis.) A kanonikus sokasigban tehdt minden olyan
mikroéallapot betoltési valészinilisége azonos, amelynek energidja £, = F',
ez a betoltési valésziniiség

B 1 o
Rk = 2 BN 219

ami az dn. e #¥ Boltzmann-faktorral ardnyos. Vilasszunk a mikroéllapotok
jellemzésére a fizikai mennyiségekbdl teljes rendszert ugy, hogy az energia is szere-
peljen ezen fizikai mennyiségek kozott. Ekkor a kanonikus dllapotosszeg és az egyes
energiaszintekhez tartoz6 mikrokanonikus allapotosszeg alabbi kapcsolatat kapjuk:

Zian.(BiN,V) =3 e dppeg(E'; N, V). (2.20)

E’!

2.3.2 A mikrokanonikus és a kanonikus allapotosszeg kapcsolata

A diszkrét energiaszinteket folytonos spektrummal helyettesitve, az allapotdsszeg az
allapotsiiriiség segitségével a

Zian (BN, V) = [ dE'g(E'; N, V)e P¥ (2.21)

Eo

alakot 0lti. A matematikusok ezt az Osszefiiggést gy olvassak, hogy a jobb oldal
a g(E';...) dllapotstiriiség-fliggvénybdl transzformdcio révén eloalhtja a Zyan. gﬁ, )
fuggvenyt és a transzformdciot Laplace-transzformacionak nevezik. Mivel foly-
tonos energlaspektrum esetén a mikrokanonikus dllapotOsszeg dmeg(E'; N, V) o<

g(E’ N, V), ezért gy vehetjiik, hogy a kanonikus dllapotGsszeg a mlkrokano-
nikus éllapotésszeg Laplace-transzformaltja.

2.3.3 Energia szerinti eloszlas

Annak a valdszintisége, hogy a kérnyezetével termikus egyensulyban 1évo testet olyan
mikrodllapotban talaljuk, hogy energidja az (E', E' + dE') intervallumba esik,

1 ,

A test (E', E' + dE") energiaintervallumban t6rténé megtalélészinak a val6sziniisége
tehat az E' energidji mikrodllapotok betoltési valdszintiségének és az SE’ E'+dFE')
intervallumba esd energidju mlkroallapotok szaméanak a szorzata. Az allapotstirisé

az energidnak tobbnyire szigordan monoton névekvo fiiggvénye. Ekkor a P(E';. %
fliggvénynek éles maximuma van, mert a nagyon meredeken, szigorian monoton
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novekvé g(E'; ...) dllapotsiirtiség-fiiggvénynek és az exponencidlisan csokkend betdl-
tési valosziniliségnek a szorzata. A maximum sziikséges feltétele:

O P(E';..) < (=B + 0w Ing(E',...)) g(E"; ..)e P =, (2.23)

azaz a [ Lagrange-multiplikdtor jelentése nem mds, mint az allapotsiiriiség logarit-
musa derivaltjanak értéke a szélsoérték E' = E* helyén

B(E*;N,V) = 0p Ing(E"; N,V) : (2.24)
EI:E*
Definicid szerint a 1
T(E*:N,V) = 2.25

mennyiséget a test homérsékletének nevezziik. A homérséklet reciproka
tehat lényegében az allapotsiiriiség logaritmusanak az energia szerinti els6
deriviltja a termikus egyensiilyban levs test legvalésziniibb energidjandl.

A maximum elégséges feltétele a

b= 0% P(E;..) <0 (2.26)

E'=E*

egyenlGtlenség teljesiilése, azaz hogy

[82, Ing(E';..)+ (=8 + 0 Ing(E", ))]

<0,
E'=E*

0% Ing(E'; ...

<0 (2.27)

E'=FE*

A kornyezetiinkben el6fordulé makroszkopikus testek allapotsiiriisége altala-
ban g(E';...) o (E')*, ahol s’ a test szabadsagi fokai szimanak nagysagrendjébe es6

szam. Ezért a P (lE’ ; ...) fiiggvénynek altaldban nagyon éles maximuma van. Ilyenkor
a kovetkezo becsléseket tehetjiik:

1. A test F atlagenergidja kozelitoleg a legvaldsziniibb energiaérték, azaz

8,

ExFE"=—. .
5 (2.28)

2. Ezért a test homérséklete lényegében az atlagenergidja osztva a szabadsdgi
fokainak szamaval, azaz az egy szabadsdgi fokra juto energia:

1 F

kT = — ~ —.

B 57

3. A test energia szerinti eloszldsa normalis eloszlds. Jé kozelités ugyanis, hogy a
nagyon ,,csucsos” P(E';...) fliggvény logaritmusét fejtjiik sorba a legvalsziniibb
E' = E* energia koriil:

(2.29)

InP(E'; ) & In P(E%; ) + 5 (-)(E'— B + O((F' ~ E)),  (230)

azZaz L , )
P(FE';..) = P(E*;..)e 2t ~F") (2.31)
ahol b > 0.
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2.3.4 A szabadenergia

A kanonikus allapotosszeg negativ logaritmusédval szokas értelmezni a test F/(T; N, V)
szabadenergiajat, mint

F(T;N,V) = —kgT In Zian.(T; N, V). (2.32)

Itt a B valtozordl attértiink a 7" hémérsékletre, mint valtozéra. A test energidjanak
varhato értéke

00 1 00 )

E(T;N,V) = dE' E'P(E';N,V) = ———————— dE' E'g(E'; N,V)e PP
( ) ’ ) o ( ) ’ ) Zkan(ﬁaNaV) Bo g( ) ) )6

= —03InZn (B; N,V) (2.33)

alakban kozvetleniil meghatdrozhaté a kanonikus allapotosszegbdl, ill. a szabad-
energiabol

E = aﬂ[ﬁF(T;N,V)]:F(T;N,V)—h%kBT2aTF(T;N,V)

= F(T;N,V)—-TorF(T;N,V) (2.34)
alakban. A test entrépidja
—F(T(E;N,V);N,V)+ FE
T(E;N,V)

S(E;N,V) = —ky(—InZgn — BE) = , (2.35)
ahol a T = T(E;N,V) fliggvényt a (2.33) egyenlettel adott £ = E(T;N,V)

fliggvény T valtozéban torténd invertaldsaval kell meghatarozni. Ezt az egyenletet
atrendezhetjiik az alabbi alakba:

F(T(E;N,V);N,V)=E —T(E; N, V)S(E; N, V). (2.36)

Ezt az egyenletet 6sszehasonlitva az (2.34) egyenlettel, észrevehetjiik, hogy az entrépiat
is megkaphatjuk a szabadenergiabdl derivalassal:

S(E;N,V) = —8rF(T;N,V) (2.37)

ahol a jobb oldalon a homérsékletet a test energiajanak fiiggvényeként kell tekinteni:
T =T(E;N,V).

2.3.5 Az energia ingadozasa

Feltehetjiik végezetiil azt a kérdést is, hogy mekkora a test normadlis eloszlas sze-
rint, véletlenszeriien ingadozé E' energidjanak az E varhaté érték koriili
négyzetes szérasa:

A’E — /oodE’(E’—E)QP(E’;...)z T AE'E *P(E';..) - E?
EO EO

_ 1 o | i
= maﬁzkan.(ﬁa]v, V) (aﬂ In Zkan_(ﬁ,N, V))
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1
IR Ak (Zk“'(ﬂ; N, V)0 1n Zian.(B; N, V)) - B

2
_ (agankan_(ﬂ;N,V)) + 0210 Zign (B; N, V) — E?

- az In Zkan. (B: Na V)
—03E(B; N, V) = kgT?0rE(T; N, V)
k'BTQCv(T; N, V), (238)

Il

ahol
Cy(T; N, V) = 0, E(T; N, V), (2:39)

azaz, CydT atermikus egyensilyban levo test energidjanak d7" homérsékletvaltozasra
bekovetkezo megvéltozasa allandé N részecskeszam és V' térfogat esetén, az tn.
allandé térfogati hokapacitdas. Az energia szorasnégyzetét tehat az allandé
térfogati hékapacitas hatarozza meg.

Ezzel az eredménnyel kapcsolatban fontos még az aldbbiakat megjegyezni. Az
energia szorasnégyzete masrészrol

1
2 _
NE =, (2.40)

mint a P(E’;...) normélis eloszldshoz tartozé szérasnégyzet. Mivel az energia sze-
rinti eloszldas maximuma létezésének elégséges feltétele b > 0, azért a test és a
kornyezete kozotti termikus egyensily elégséges feltétele az, hogy a test
allandé térfogati hokapacitasa pozitiv legyen,

Cy(T;N,V) = 0rE(T;N,V) > 0. (2.41)

Egyébként a test nem keriilhet termikus egyensiilyba a kornyezetével.

2.4 A ho- és részecsketartallyal egyensilyban levo test. A
makrokanonikus sokasag

2.4.1 A makrokanonikus allapotosszeg

Vizsgéaljunk olyan testet, amely a kornyezetével energidt és részecskéket tud cserélni,
azaz amikor a kornyezettel valé kolcsonhatas allitja be a test véletlenszeriien in-
gadozé E' energidjanak E és részecskéi ugyancsak véletlenszeriien ingadozé N szé-
manak N varhato értékét. Ekkor az eloitéletmentes becslést a

Te(RHy)=E, Tr(RN)=N (2.42)

mellékfeltételekkel kell elvégezni, ahol Hy az N részecskés rendszer Hamilton-o-

perdtora, N pedig a részecskeszdm operatora. Az elbitéletmentes becslés alapjan
az

) 1 A .
Rm rokan. — —BUHN —1N) 2.43
arokan. Zmakrokan.(/B; M V) ¢ ’ ( )
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ugynevezett makrokanonikus stiriiség-operatort kapjuk, mint azt a becsiilt
surtiség-operatort, amelyik az adott mellékfeltételek mellett maximalizdlja az ent-
ropiat. A Lagrange-multiplikdtorok bevezetésekor a A\; és Ay vélasztas helyett a

szokasosabb A1 = 3, A\ = —[u valasztassal éltiink. A makrokanonikus allapotdsszeg
Zrnakeoan. (B, 11, V) = Tre P -ul) = §™ oful' - §™ o BBy (2.44)
N=0 (N Eln)|V}

ahol a spur kiterjed az osszes, rogzitett V térfogathoz tartozd, adott N részecske-
szammal jellemzett [N, E/’v,r} mikrodllapotra, ahol r jeloli a részecskeszam és az

energia mellett a bézis megaddsidhoz sziikséges tovdbbi kvantumszdmokat (az N

részecskés rendszer Hy Hamilton-operatoraval felcserélheté tovabbi fizikai meny-
nyiségeket), és N felveheti a N =0,1,2,... nem negativ egész értékeket.

2.4.2 A makrokanonikus és a kanonikus allapotosszeg kapcsolata

Ha a diszkrét energiaspektrumot folytonossal kozelitjiik, akkor kozelitoleg irhatjuk,
hogy a makrokanonikus allapotosszeg
= eﬂuN *° ! ! —BE’
Zrna.krokan. (ﬁa M3 V) = A[Z_O N' / dE g(E ,N; V)e (2'45)

Ex o

alaki, ahol g(E',N;V) az E' energidji, N részecskés rendszer allapotsiiriisége,
amelybdl a részecskeazonossidg miatti N'!-sal t6rténd osztést explicit médon leva-
lasztottuk. Ilymdédon nyilvanvalé a makrokanonikus allapotosszeg és az egyes N
részecskeszamokhoz tartozé kanonikus allapotosszegek kapcsolata:

Zmakroka,n.(ﬁa M3 V) = Z eﬂuNZka,n (ﬁaN7 V) (246)
N=0

2.4.3 Energia és részecskeszam szerinti eloszlas

A makrokanonikus statisztikus operator szerkezete alapjan mondhatjuk, hogy annak
a valészinlisége, hogy a V térfogati test energidja a [E', E'+dE'] intervallumba essen,
részecskéinek szdma pedig N legyen,

1

Zmakrokan. (ﬁa 5 V)

Ennek a valdsziniiségnek altalaban éles maximuma van 1gy az energia, mint a
részecskeszam fiiggvényében. Az energia fiiggvényében a maximum létezését adott
részecskeszam esetén mar a kanonikus sokasag példajan megértettiik. A részecske-

szam fiiggvényében altaldban azért jelentkezik maximum, mert az N fiiggvényében
az N g(E',N;V) tényezd szigorian monoton nd, mig a 5 tényez8 szigortian

monoton csdkken, és gyorsabb iitemben. A szélséérték sziikséges feltételei:

(=8 +0m g (B A3 1) ) P(EL A V)

P(E',N;V)dE' = e MNWBUN=BE (B! N VYAE'.  (2.47)

= 0,

E'=E* N=N*

(— InN + ,B/L)P(E',./\/'; V) = 0. (2.48)

E'=E* N=N*
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Itt feltettik, hogy N* > 1, és ezért N' = N* kozelében InN! ~ NInN — N j6
kozelités, és felhaszndltuk, hogy altaldban Ing oc s'In ' =~ 3N In E' miatt Oy Ing =

O(1), ami elhanyagolhaté az O(InN) tag mellett. Igy

5 = aEllng(E',N;V)) ,
E'=E* N=N*
~InN*+Bu = 0, (2.49)

ahonnan a f = = inverz hémérséklet jelentése megmarad valtozatlanul, mint a

test allapotsiiriisége logaritmusanak energia szerinti elso derivaltja a legvaldsziniibb
energia és részecskeszam értékeknél. A pu paraméter pedig, amelyet kémiai po-
tencidlnak neveznek, a legvalésziniibb részecskeszamot hatarozza meg az

N* = Pt (2.50)

osszefiiggés alapjan. Ha az allapotsiiriiség logaritmusanak energia szerinti masodik
derivaltja a szélsOérték helyén negativ, akkor az energia fliggvényében maximumot
taldlunk. Azt is latjuk, hogy

1
oNvP(E',\N;V ~——P(E*,N*;V) <0, 2.51
PENT| s ) @.51)

ugyhogy a részecskeszam fiiggvényében is maximumot taldlunk. Mivel mindkét
valtozoban éles a maximum a legtébb makroszkopikus test esetén, amelyekre g(E’, N)

o (BN azért a W(N) = [ P(E',N)dE' részecskeszam szerinti és a W (E)dE =
> n P(E',N)dE' energia szerinti eloszlas is normélis eloszldssal kozelithetd:

InW(N) ~ InW(N*) — %bN(N —N? IW(E') ~InW(E*) - %bE(E' — E*)?

(2.52)
ahol by > 0 és by > 0 a statisztikus egyensily elégséges feltételei. (Az ellentétes
eléjel azt jelentené, hogy valamelyik paraméter tekintetében az eloszlasnak nincsen
maximuma.

2.4.4 A termodinamikai potencial

A makrokanonikus dllapotosszeg negativ logaritmuséaval szokds értelmezni az Q (7T, u; V')
termodinamikai potencialt:

QT, ;) V) = —kgT In Zyawrokan. (T, 115 V). (2.53)

Konnyen észrevehetjiik, hogy a test atlagos részecskeszama és energidja

1
N = 0 Zmaron ; ;V:k Ta]Zma,roan.Ta aV
Zomakeokan. (T, iy V) P mak kan. (8, 14 V') = kpT 0y In Zarwokan. (T, 3 V)
T, u;
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1
E = - 8Zmar0an. I aV N
Zmakrokan.(T: M3 V) g kol (ﬂ . ) * .
- _8B In Zmakroka.n.(ﬁa 2 V) + ,uN
= kBTQaT In Zmakrokan.(Ta M3 V) + ,LLN
QUT, u; V
= —TZBT% + ,LLN

= UT, V) = TorSUT, 1; V') — p0, AT, p; V), (2.54)

alakban megkaphaté a termodinamikai potencial egyszeri parcialis derivalasaval,
mint a (7, u; V) véltozdk fiiggvénye. Ezek a mellékfeltételek feloldhatdk, és eredmé-

nyiil megkapjuk a T'=T(E, N;V) és u = pu(E, N; V) figgvényeket.

A makrokanonikus stirtiség-operator segitségével értelmezett entropia

Smakrokan.(Ea N; V) - _kB(_ In Zmakrokan. - ﬁE + ﬁN'N)
AT, w;VY+ E — uN
_ T %Jr rY (2.55)

ahol a jobb oldalon be kell helyettesiteni a 7' = T(E,N;V) és u = u(E,N;V)
fliggvényeket. Az entropiara kapott Osszefiiggést atrendezve,

E=Q+4+TS+uN (2.56)

adodik, amelyet az energidnak a termodinamikai potencidllal torténo kozvetlen kife-
jezésével o0sszehasonlitva leolvashatjuk, hogy

S==0rQT,;V), N=-=0.T, V). (2.57)

2.4.5 A részecskeszam ingadozasa

A részecskeszam szorasnégyzetére a

AN = SN - NPWWN) = ——

N Z, makrokan.

1

= 7 a/a’u (Zmakrokan.aﬂp In Zmakrokan.) - N2
makrokan.

a;ILZmakrokam. - N2

2
= (aﬂu In Zmakrokan.) + ag’u In Zmakroka,n. - N2

- azlt In Zmakroka.n_ = kBTau <_6HQ(Ta 7% V))
= kgTO.N(T, 1; V). (2.58)

Itt a —A\o = Bu valtozd szerint derivaltunk. A részecskeszam szorasnégyzete tehat

a részecskeszdm kémiai potencidl szerinti, dllandé homérséklet és térfogat mellett
vett elsé derivaltjaval ardnyos. Mivel mésrészrél A’N =~ ﬁ, ezért a by > 0
feltétel egyuttal azt is jelenti, hogy a részecsketartallyal kialakulé egyenstily elégséges
feltétele a 0, N (T, j1; V') > 0 egyenlétlenség.
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2.5 Az ekvipartici6é torvénye

Végezetiil lassuk be, hogy a statisztikus egyensiilyban lev6 klasszikus fizikai
rendszerben érvényes az energia ekviparticigjanak torvénye. Ez azt mond-
ja ki, hogy termikus egyensiilyban a test energiiaja egyenletesen oszlik el
a test szabadsagi fokain, ha azok kvadratikusak és a test klasszikus fizikai
rendszernek tekintheto.

Tegyiik fel, hogy a test Hamilton-operatora az dltaldnos koordindtak ¢; (j =
1,2,...,s) operdtorainak és a hozzdjuk kanonikusan konjugélt impulzusok p; ope-
ratorainak kvadratikus kifejezése:

H= Z[Ajp] + Byg? (2.59)

Ekkor az alabbi kanonikus varhato értékek adédnak

1 - 1

5 A2\ ~2\
Tr(Rian.p;) = . 04; Zxan.,  Tr(Ruan.;) = " 8z OB; Zxan.- (2.60)
Ezek segitségével az energia varhaté értéke:
~ ~ 1&E
E = TI‘(Rka_n_H) = —— Z[AjaAj + BjaBj] In Zkan.- (261)

Mivel az altaldnos koordinatdk és a hozzajuk kanonikusan konjugalt impulzusok

operatorai a o o o _
9, 4] = [Pj, Pir] = 0, [4j, ] = thdj (2.62)

Heisenberg-féle csererelacidknak tesznek eleget, a kvadratikus Hamilton-operator s
darab olyan linedris harmonikus oszcillator

h; = A;p; + B;d; (2.63)
Hamilton-operatoranak az dsszege, amelyek tomege m; = 5 A , korfrekvencidja pedig

w; = 1/% = 2,/BjA;. A test kanonikus dllapotdsszege az egyes linedris harmonikus

oszcilldtorok

zj = Tr(e 7M7) (2.64)
allapotosszegeinek szorzata:

= H 2. (2.65)

Mivel a linearis harmonikus oszcillator energiasajatallapotai

1
€ n; = hwj(n; + ) (2.66)
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energidkhoz tartoznak, azért

—Bhs N Bhws (ns L e3P
z = Tij(e™™) = 206 PRt = —
n;=
1 1
= = ) 2.67
e3Pfw; _ ¢=3Phw; — 2sinh(3/hw;) (2.67)
Innen
A A cosh( ﬁhwj
AjaAj In zZj = Z—;aijj 8Ajw]- = 22] 51nh2 /Bh —ﬁh\/ jA] 2
Bhw; cosh(sBhw;) 1
= — — ——, ha h—0 2.68
4 sinh(3phw;) 2 ’ (2.68)
és hasonléan
B; B; cosh( ﬁhwj L
BjBBj lIIZj = Z—;Bwjzj Bijj 22] S]nh2 IBh —ﬂh\/ B
Bhw; cosh(:Bhw;) 1
— — ——, ha A—0. 2.69
4 sinh(1phw;) g T (2:69)

Innen 1atjuk, hogy a test minden kvadratikus szabadsagi foka azonos alaki kife-
jezéssel jarul hozza a test atlagenergiajahoz:

S.( Bhw; cosh(3Bhw;) _ Bhw, COSh(%Bhwj)> (2.70)

B __Z( sinh (% Shw;) 4 sinh(3pBhw;)

és ezek a jarulékok kiilon-kiilon mind az %k gT értékhez tartanak a h — 0 klasszikus
hataresetben:

1
E- Z( kT + — kBT> =25 ShyT (2.71)

Minden klasszikus, kvadratikus szabadsagi fokra tehat 4tlagosan %kBT energia jut
a termikus egyensiilyban levo testben.
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3 AZ IDEALIS GAZ

Ebben a fejezetben vizsgdljuk meg, hogy milyen Osszefiiggések jellemzik az idedlis
gazt statisztikus egyensulyban. Egy testet altaldnossidgban idedlis gaznak neve-
ziink, ha a testet adott V térfogatban elhelyezkedd, egymassal kolcson nem hato
részecskék rendszerének lehet tekinteni. Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy
a gazt azonos részecskék alkotjak. Tegyiik fel tovabba, hogy a gaz részecskéinek
allapotat a p impulzusukkal és spinjiknek egy tetszolegesen valasztott z-tengelyre
vett s, vetiiletével lehet egyértelmiien jellemezni. Ha nincsen jelen kiilsé magneses
tér, akkor a részecskék e(p) energidja csak a részecskék impulzusitol fiigg. Az

egyszertiség kedvéért tegyiik fel azt is, hogy a test L oldalélii kocka, azaz V = L3.

Ugyancsak feltessziik azt is, hogy a gz, mint egész, nyugalomban van, azaz a
teljes impulzusa és a teljes impulzusmomentuma zérus. Ezért a gaz energidja a gz
un. bels6 energijja.

3.1 Az idedlis gaz mikroallapotai

3.1.1 Egy-részecskés allapotok és allapotsiiriiség

A kvantummechanika szerint a részecskék impulzusa véges térfogatban diszkrét
értékeket vesz fel. Az L oldaléli, kockaalaktu tartomanyban a részecskék minden

pi (i = z,y,2) impulzuskomponense csak olyan diszkrét értéket vehet fel, ami
az adott irdnyt oldalélre v; = 0,1,... egész szdmszor felmérhets L\ = (h/p;)
félhullamhossznak felel meg:

1 h

Ennek megfeleléen a gdzban az egyes részecskék energidja csak diszkrét €,,,, ..
értékeket vehet fel:

. AP 4P K
Veby s 2m 8mlL2

(V2 + 1/5 + v2), (3.2)

ahol a v;, vy és v, nem negativ egész szamok koziil legaldbb az egyik nagyobb mint

nulla. Erdemes észrevenni, hogy L — oo, azaz nagy térfogati (V' — o0) gaz esetén
az egy-részecskés allapotok diszkrét spektruma folytonossa valik.

Tekintsiink A/ = 1 darab részecskét a V = L3 térfogatti, L oldalélii kockdban.
Azoknak az €7 energidju egy-részecskés allapotoknak a szdma, amelyek energidja
€7 < €, az olyan egységnyi oldaléli kockdk szdmaéval egyenl0, amelyek az R =

\/ 87,’;—526’ sugaru, origé kozéppontu gomb pozitiv féltengelyekkel hatarolt nyolcaddban
helyezkednek el abban a Descartes-féle koordindta-rendszerben, amelynek a tenge-
lyeire a v, vy és v, értékeket mérjiik fel. Ezen dllapotok N<o szdma:

AR3T  dA(2me)2nL?
Neg =d; = , 3.3
< 3.8 E (3-3)
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ahol ds a részecske s, spinvetiilete lehetséges értékeinek a szdma (azaz az egy-

részecskés energiaszintek spinvetiilet szerinti elfajultsigi foka). Innen az egy-részecs-
kés allapotok siirtisége:

dN. € d56(2m)%7rL3 1
— dj = h3 CI 2, (3.4)

91(€¢)

3.1.2 Az egy-részecskés allapotok betoltési szamai

A gaz mikroallapotait igy adhatjuk meg, hogy megmondjuk, hany részecske talal-
haté az egyes egy-részecskés allapotokban. Az azonos részecskékbdl felépiil6
testek koordinata-hullamfiiggvényére a részecskeazonossag szigoru kove-
telményt ré ki: a hullamfiiggvény barmely két részecske felcserélésével
szemben szimmetrikus, vagy barmely két részecske felcserélésével szem-
ben antiszimmetrikus. Ha z; = (7}, 0, ;) jeloli réviden a j-edik részecske hely-
zetvektorat és spinvetiiletének valtozojat, akkor a hullamfiiggvénynek a

U(Z1, .oy Ty ooy Ty -, ZN) = EV(X1, .o Thy oo, Ty oo, TN) (3.5)

tulajdonsdgok valamelyikét (4 elGjel: szimmetrikus hullimfiiggvény; — eldjel: anti-
szimmetrikus hulldmfiiggvény) kell teljesitenie, barmely (4, k) indexpér esetén. Ez
azért van igy, mert a hulldmfiiggvény abszolutértéke négyzetének azonos részecskék
felcserélése esetén nem szabad megvaltoznia. Ekkor barmely részecskepéar cseréje

legfeljebb egy €' (a valés szdm) tényezével valé szorzédast eredményezhet. U-
gyanezen részecskepdr ujabb felcserélése azonban vissza kell vezessen az eredeti
hulldmfiiggvényre, tehdt e*® = 1, ahonnan az adédik, hogy €* = 1 vagy = —1.
Itt nem részletezett mdédon be lehet 1atni, hogy az azonos részecskékbdl felépiilo test
hullamfiiggvényének fenti felcserélési szimmetridja a test mikroallapotainak aldbbi
osztdlyozasat vonja maga utdn. Legyen ngzs, = My, ., .0..s. = Nis, a P impulzus-
sal és s, spinvetiilettel rendelkezé részecskék szama a gazban, az in. betoltési
szam. Az impulzus diszkrét értékeket vesz fel, amelyeket a (v, vy, v,) nem negativ
egész szamok meghatdroznak meg, és a spinvetiilet is csak a diszkrét —sh, —(s —
1)A, ..., (s—1)h, sh értékeket vehet fel, ha a részecskék spinje s. Az Gsszes betoltési
szam Osszege a gaz részecskéinek aktualis szamdval egyenlo:

> nigs, =N. (3.6)

U,8,
Ha a gdz nem 4ll részecske-kicserél kolcsonhatdsban a kornyezetével, akkor a ré-

szecskék aktudlis szdma az dllandé N részecskeszam. Ha a kornyezettel vald kol-
csonhatastol eltekintiink, akkor a gdz Hamilton-operatora

Hy =Y esiig, (3.7)

—
V,Sz

alakd, ahol 7 5, az 7V egész szdmokkal és s, spinvetiilettel jellemzett egy-részecskés
allapotok betoltési szamanak operatora, amely eleget tesz az

[fl,j,SZ, fl,y,slz] =0 (3.8)
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csererelacioknak. Az egy-részecskés allapotok ennek az operatornak sajatéllapotai:
ﬁﬁ,sz ‘nﬁ,sz> =Nggs, |nl7,s;>- (39)

A Hamilton-operator alakja azt fejezi ki, hogy a részecskék kozott nincsen koleson-
hatas, ezért a gaz energidja az egyes részecskék energiainak az Osszege. Valdban, a
gaz tetszoleges allapota egyidejileg sajatallapota a teljes részecskeszam

N =iy, (3.10)

oy
7,8

operdtordnak és a giz H ~, Hamilton-operdtoranak, amelyek egymadssal is felcserél-
hetdk: IR
N, Hy) = 0. (3.11)

A giz adott {nz,,} betdltési szamokkal jellemzett [{ns, }) allapotai a Hamilton-
operator és a részecskeszam-operator kozos sajatvektorai:

Hyl{nzs.}) = Y emas, [{nss.}) = Exl{nss.}),

z
Vs

N{nzs.}) = Y s {nss ) = Nl{{ns,.}). (3.12)

=
V,5z

Tovabbi fontos torvény a Természetben, hogy az azonos részecskékbol felé-
piilo test hullamfiiggvényének szimmetridja attdl fiigg, hogy milyen a részecskék
spinje. Az egész spini, azaz s = 0, 1, 2, stb. spinii részecskéket bozonok-
nak, a feles spinii, azaz s = 3, 2, 2, stb. spinii részecskéket fermionok-
nak nevezziik. Az azonos bozonok rendszerének hullamfiiggvénye szim-
metrikus, az azonos fermionok rendszerének hullAmfiiggvénye pedig anti-
szimmetrikus. Meg lehet mutatni, hogy a mikroallapotok fenti jellemzésében en-
nek az a kovetkezménye, hogy azonos bozonok rendszerében az egy-részecskés
allapotok betoltési szamai az

nys, =0,1,2, ... (3.13)

nem negativ egész értékeket, az azonos fermionok rendszerében pedig
csak az
Ngs, = 0, 1 (314)

értékeket vehetik fel. Ez azt jelenti, hogy bozonok esetén barmely egy-
részecskés allapotot akarhany részecske is betolthet, ugyanakkor fermi-
onok esetén minden egy-részecskés allapotban legfeljebb csak egy darab
részecske tartézkodhat. Az utébbi allitas az azonos fermionok rend-
szerére vonatkoz6 Pauli-elv.

3.2 Az allapotosszegek kiszamitasarodl

Az allapotosszegek tényleges kiszamitasaval kezdodik minden statisztikus fizikai fe-
ladat. A testre vonatkozé tovabbi fizikai kérdésekre a valaszt az allapotosszegbol

95



tudjuk kiolvasni. Az allapotosszegek tényleges kiszamitasara dltaldban két lehetoség
van. Az egyik az, hogy numerikus dton (tehdt szamitégép segitségével) végezziik
el a test mikrodllapotaira torténo Osszegzést. Ez az it elvileg egzakt, legfeljebb a
tényleges szamolas numerikus hibgjatél terhes. A masik lehetoség az allapotosszeg
analitikus kiszamitasa a test allapotsiiriiségének meghatarozasa dtjan, annak fel-
hasznalasaval. Ez a moddszer kozelitd, mert az allapotsiiriiség fogalmahoz gy ju-
tunk, hogy a test diszkrét energiaspektrumat folytonos spektrummal helyettesitjiik.
Ha a test térfogata nagy, azaz V' — oo, akkor ez mindig jo kozelités, mert az
egy-részecskés allapotok diszkrét spektruma hatdresetben folytonossd valik. En-
nek ellenére a kozelités elromolhat akkor, ha egyetlen diszkrét egy-részecskés e-
nergiaszint makroszkopikus jarulékot ad az allapotosszeghez, hiszen egyetlen egy-
részecskés energiaszintnek null-mérték{i halmaz felel meg, ha az allapotdsszeget az
allapotstirtiséget haszndlva, integraldssal hatdrozzuk meg. Ennek tudatiban kell
legyiink olyan esetben, ha a jelenség, amire vonatkozdéan statisztikus fizikai vdlaszt
szeretnénk kapni, azzal kapcsolatos, hogy a részecskék szeretnek , benépesiteni”
egyetlen egy-részecskés allapotot. Az allapotosszegek analitikus kiszamitasa mégis
hasznos, mert szamos Osszefliggést analitikus alakban megkaphatunk. Ez sokszor
jobban segiti a megértést és a fizikai szemléletiinket, mint a szamitégéppel kapott
numerikus eredmények halmaza.

Vizsgaljuk most meg, hogyan tudjuk az idealis gdzra vonatkozé legfontosabb,
statisztikus egyensulyi allapotosszegeket meghatarozni analitikus uton. A fentiek
értelmében az allapotsiiriiséget felhaszndlé eredményeink tulajdonképpen a V' — oo
hataresetre, azaz a nagy makroszkopikus térfogati idedlis giz esetére vonatkoz-
nak. Ennek sordn kiilonos gondot kell forditsunk arra, hogy figyelembe vegyiik
azt a kapcsolatot, amely a kvantummechanika szerint fennall a részecskék spinje

és az egy-részecskés allapotok betoltési szamainak lehetséges értékei kozott. Igy
tulajdonképpen harom esetet fogunk megvizsgalni, amikor a spin és a statisztika
kvantummechanika altal meghatarozott kapcsolatatol eltekintiink, és két tovabbi
esetet amikor azt figyelembe vessziik: a feles spinii részecskék gazanak és az egész
spinti részecskék gazanak esetét. A harom eset rendre a klasszikus Boltzmann-gaz,
a Fermi-gaz és a Bose-gaz elnevezésre hallgat, a harom statisztika pedig rendre a
Boltzmann-, a Fermi-Dirac- és a Bose-Einstein-statisztika elnevezésre.

3.3 A klasszikus Boltzmann-gaz

3.3.1 A Boltzmann-gaz allapotsiiriisége

Ha N részecske taldlhat$ az idedlis gazban, akkor ezek egyiittes energidja

2
mL?

ahol v; (j = 1,2,...,3N) azok a nem negativ egész szdmok, amelyekkel az egyes
részecskék impulzusa egyes Descartes-komponenseinek diszkrét értékei jellemezheték
az L élhosszuisdgu, kockaalaku térfogatban. Szerkessziink most olyan 3N/ -dimenziés
Descartes-féle koordindtarendszert, amelynek egyes tengelyeire az v; értékeket mér-
jiik fel. Ebben a koordinatarendszerben az idedlis gz mikrodllapotainak a pozitiv
féltengelyek &ltal kifeszitett térnyolcadban elképzelt, egységnyi oldalélii kockaracs
racspontjai felelnek meg. Az idedlis gz E’-nél nem nagyobb energidju mikroallapo-
tainak szdma annak a gombnyolcadnak a térfogata ebben a koordinatarendszerben,

E' = d+e+...+€ey= (VP +vi+.. + i), (3.15)
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amelynek kozéppontja az origéban van és a sugara

LQ
R= ,/8”;2 E. (3.16)

Ezért az idedlis gaz E’-nél nem nagyobb energidji mikrodllapotainak szdma:

S(ESN,V) = dN—QW% /Rdr r3N=1 = dN—%% RN
T * N () Jo * NIBNT(3)
o 8m\ % N
— VNdN—(—> o 3.17
* NBNT () \ B2 2 (3:17)

Itt az V! a nevezdben a részecskeazonossdgot veszi figyelembe, a djsv pedig az egyes
részecskék véletlenszeri spinbeallasabol adédoé faktor. Fontos tudatositanunk, hogy
a mikroallapotoknak a fenti modon torténé leszamoldsa sordn nem voltunk sem-
milyen tekintettel arra, hogy hany részecske tolt be esetleg azonos egy-részecskés
allapotot, és ettdl fiiggetleniil az idedlis gdz azon egy-részecske-konfiguraciéit, ame-
lyeket az N részecske N'! szdmu permutdciéjdval kapunk, azonosaknak vettiik.

Innen az N-részecskés idedlis gdz allapotsiiriiségére

, OX(E"; N, V)
g(E 7-/\/" V) - T
= YNgVv 27T% %/-(8_771)%E, 8
- * NIBNT(3) 2 \ p2

_ VNdN<87Tm)% £’ ¥_1
N s\ h? N!F(%f)
El %—1
VNAN — 3.18
NIT(20) (3-18)
addédik, ahol
3

A=d, (87];—2’”) . (3.19)

Latjuk, hogy az idedlis gaz dllapotsiiriisége kvalitativ médon valéban ugy fiigg az E’
energiatdl és az N részecskeszamtol, ahogy azt becsléseink soran feltettiik kordbban.

3.3.2 Zart Boltzmann-gaz

A zart idedlis gdz mikrokanonikus dllapotosszege:

3N_q

E2

~ . _Yy/NuyN_—
Zmikrokan.(EaN: V) ~ g(E’ N’ V)AE =V7A N!F(%)

AE, (3.20)
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és a mikrokanonikus entrépia

3N _ 1

E>
Smikrokan_(E, N, V) = kB In (VNANW(%V)> -+ const.
N
~ kBN<an+§lnE—§1n3—+§—]nN+1+lnA)
2 2 2 2
3 5 3, 3
~ kBN(ElnuE—lnn—i—i+lnA—§ln§), (3.21)

ahol up = E/N ésn = N/V rendre a gz energiastiriisége, ill. stiriisége. A ~ jel arra
utal, hogy a kifejezés N — oo esetén fenndllé aszimptotikus alakjat vizsgdljuk. Ha
elfogadjuk az inverz homérsékletnek a kanonikus és makrokanonikus esetben kapott
értelmezését most is érvényesnek, akkor

1
T = kpf =kgpor lng(E, N, V) = 8ESmikrokan.(Ea N, V)
3 3kp
= k. N=12F .22
g QU (3.22)

adédik a hémérséklet és az energiastriiség kapcsolatara. Innen az idedlis gaz ener-
gidjara az
3

E = S NksT (3.23)

osszefiiggés adddik. Az idedlis gaz energiaja aranyos a homérsékletével és részecské-
inek szamaval.

Az energia fenti kifejezése az ekviparticié torvényével 6sszhangban van. Klasszi-
kus idealis gdz minden részecskéjének 3 kvadratikus szabadsagi foka van, az idealis
gaznak pedig s = 3N kvadratikus szabadsagi foka. Az energia ezeken a szabadsagi
fokokon egyenletesen oszlik el, ha a gaz statisztikus egyensilyban van. Minden

szabadsagi fokra %kBT energia jut atlagosan. Ezért az idedlis gaz energidja E =
stkpT = SNkgT.

3.3.3 Boltzmann-gaz termikus egyenstlya

Az idealis gaz kanonikus allapotosszege

Zn (B N,V) = /OoodE'g(E';N,V)e—ﬂE’

_ VA % 4p eprpY
NID(55)
NAN )
= NVTN) dE e PR, (3.24)
S\t

Az energia szerinti improprius integralt az igynevezett stacionarius ponti médszerrel
becsiilhetjik meg: az integrandus kitevdjének staciondrius pontja az az E; ener-
giaérték, amelyre

N
O kitevb’)‘ ~opy N

0 3.25
E:Es 2E5 I ( )

o8



ahonnan

E, = ﬂ’
20
tovabba
: 3N s 25°
2 ( kitevd ~ — ~N——~
05 ( kitevo ) . 2E? 2 AN
Ezért az integrandus kitevdje kozelitéleg
L 3N 242 2 (B~ Ey)?
klteVO ~ _/BES -+ 7 1Il ES —_ 3—N(E —_ ES) + O(T)
3N 3N 232 (E — E,)3
~ ——(1-In"—) - Z=(E-E)? +0(~—=
2( n2ﬂ) 3¢ S0
ugyhogy az integral kozelitdleg:
oo 1 3N _%<1—ln ﬂ) 1
E ¢ BEA -1mE, , _ [ 27 (1 - )
/0 dFE e z 5 7T2ﬁ2€ +(’)(N2)
A kanonikus dllapotosszeg tehét
VAN 1 3N (i) 1
Zian(B; N, V) ~ - (1 oL )
VNAN1 [ 3N an 1

Az idedlis gaz szabadenergijja:

F(T, N, V) = _kBT In Zkan.(ﬂ; Na V)

~ —kBT[Nan+NlnA—NlnN+N+7ln(kBT)

+O(In N)]

~ kgTNllnn — gln(kBT) —InA-14+0(——

Az idedlis gaz energidja:

E(T;N,V) = F(T;N,V)—TorF(T;N,V)

3
~ =NkgT
9 B+,

99

3N

InN
L

3

~ TkgTN—

2T

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)



az entrépidja pedig

Skan. = _aTF(Ta N: V)
InN

3

~ _kBN[lnn - gln(kBT) — lIlA -1 -+ O(T)] + ikBN
3 5 In N
~ —kBN[lnn—Eln(kBT)+§+1nA+0(nT)]
3 5 3.3 In N
~ kpN[SInug —Inn+ 2 +nA =Sl + O(—=)). (3.33)

Az energiara és az entrépidra kapott Osszefliggések a részecskeszamban vezet6 rend-
ben megegyeznek a mikrokanonikus sokasdg alapjan kapott eredményeinkkel.

3.3.4 Boltzmann-gaz egyensiilya h6- és részecsketartallyal

Nézziik meg végiil, hogy a makrokanonikus sokasag alapjan torténé targyalas milyen

eredményt ad az idedlis gazra. A makrokanonikus allapotosszeg:

Zmakrokan.(ﬁ, M3 V) = eﬂuNZkan(Ba Na V)

pun VAN [ 3N
NT 2\ 2p

(&

/\% [VAeﬂ“%“’(ﬁ) (ksT)

~ ¥ /\% [VAeﬂ“(kBT)%]N

N=0
~ exp{VAek_i‘;_T(kBT)' }
Az idedlis gaz termodinamikai potencidlja:
Q(Tv M3 V) = _kBT In Zmakroka,n.(Ta ' V)
= —VAeFsT (kyT)3,

az atlagos részecskeszam p kémiai potencidl esetén

2
8 T8 M8 [1M8

[S1[5%)

o

N(T,1i;V) = —8,T,1;V) =V AewsT (kpT)

az idedlis gdz makrokanonikus entrépidja
Sma,krokan. (T, M3 V) = _aTQ(T, M3 V)
~ kpV AT (5 T)
5
~ —==QT, V) — =N(T,u; V
2T ( ,,LL, ) ( 7/'1’5 )a

3
~ 2

N=

60

§]N
2

UT, 1, V)

— ukBVAek_g_T(kBT)

(kD)3 (14 0(55))

N2

(3.34)

(3.35)

g (330)

M

(3.37)



és az idedlis gaz energidjanak varhato értéke:
E(T, V) = QT V) + T Smawokan. (T’ 13 V)

+uN(T, p; V)
5}
~ Q(Ta M3 V) - §Q(Ta M3 V) - N’N(T

7
V) 4+ pN(T, ; V)

oot

3
~ _§Q(T’ V)~ gVAe’“—g_T(kBT)

3
~ SNksT. (3.38)

Meghatarozhatjuk a homérsékletet és a kémiai potencidlt, mint £ és N fiiggvényét:

2F n
= 0, = k Tln<7), 339
ahonnan
7 n 3 2F n 3 3 3
— =kgln({—) — =kgpln — ~kgln— — —kpl —kgln —. A
T Bn(A) pB M gy ~ BB G ol INUE + o Fp g (3.40)

Ezeket visszahelyettesitve, megkapjuk az entrépiat, mint F és N fiiggvényét:

NkgT + E — uN
Smakrokan. ~ T

3 n 2F
= Nk +5Nkg — Nky ]n(Z) + NkB o
5 n 3 3
= §NkB_NkBan+§NkB[lnuE_ln§]
= NkB( lnuE—lnn+Z+lnA—§ln3) (3.41)

3.3.5 Az energia- és a részecskeszam relativ ingadozasai

Erdemes még meghatarozni az energia és a részecskeszam relativ szérdsat mondjuk
a kanonikus, és a makrokanonikus esetekben:

AE kg T2Cy \/kBTQQTE'(T; N,V) _ \/kBTQ%NkB
E E E ~ 3NkgT

~ O

), (3.42)

és

AN  JksTONT, V) JksTis 1 (5.43)
N N N N '
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3.3.6 Atlagos betoltési szamok

Végezetiil meghatdrozhatjuk, hogy mennyi a statisztikus egyensulyban levo klasszi-
kus idedlis gdzban az egy-részecskés allapotok n(e) dtlagos betoltési szdma.
Ehhez pl. a kanonikus allapotosszegnek

1

NT:V),  AT;V) = /O Tddgi()e P (3.44)

alakjabdl érdemes kiindulni, ahol z(7T'; V') a V térfogati, egy darab részecskét tartal-
maz0, a kornyezetével termikus egyensilyban lev6 rendszer kanonikus dllapotosszege.
Az idedlis gaz makrokanonikus allapotosszegének

(T; V)ePrV
Zmaxrokan. (T, 3 V Z 2 Ne ] = exp (Z(T; V)eﬂ”) (3.45)
alakjabdl a termodinamikai potencial
QT, V) = —kpTz(T;V)et (3.46)

alakot Olt, a részecskeszdm és az energia pedig rendre:

Ne=P¢
2(B; V)

N = —8,QT,;V)= /Ooode'gl(e') - /0 T degi(@)a(ed)  (3.47)

és

E(T, V) = QUT, V)= TorQT, w; V) + uN
= Q—®— uN + kpT?*0r2(T; V) + uN

00 N —p¢e
_ / 4'g1(€') ¢ ¢ = / de g ()a(d)e.  (3.48)
0

Az egymassal kolcson nem haté részecskék gaza részecskeszamanak és energidjanak
fenti alakjabol kovetkezik, hogy az

Ne P¢
2(B;V)

mennyiséget az € energidji egy-részecskés allapot atlagos betdltési szdmdanak kell
tekinteni. Ez az in. Boltzmann-féle atlagos betoltési szam.

n(e) =

(3.49)

3.3.7 Termodinamikai hatareset. Egyensilyi statisztikus sokasagok e-
gyenértékiisége

Megkaptuk tehat a statisztikus egyensilyban levo klasszikus Boltzmann-géazra vo-
natkozo legfontosabb Osszefiiggéseket rendre akkor, ha a gz zart rendszer, ha csak
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termikus kolcsonhatasban van a kornyezettel, és ha csak termikus és részecskekicseré-
16 kolecsonhatdsban van a kornyezettel. Eredményeink a nagy, V — oo térfogati
idedalis gazra vonatkoznak, mert a diszkrét energiaspektrumot folytonossal kozelitet-
titk. Az egyik fontos megallapitdsunk az, hogy végtelen nagy méretii (N — oo, V —
00) idedlis gz esetén ezek az Osszefiiggések azonos alaku fiiggvények. Véges részecs-

keszdm esetén azonban kiilsnbség van O('"3¥) rendben a mikrokanonikus, a kanon-

ikus és a makrokanonikus entrépidk kozott és ezért a kiillonb6zo mennyiségek kozotti
fuggvénykapcsolatok kozott is. Nyilvan, a diszkrét és a folytonos spektrum kozotti
eltérés miatt a térfogat végessége esetén is fellépnek térfogatfiiggd korrekcidk, ame-
lyeket azonban nem hataroztunk meg. Latjuk tovabba azt is, hogy az idedlis gaz
energidjanak, ill. részecskeszdmadanak relativ ingadozasa statisztikus egyensily esetén

0(\/—%) rendii, azaz nulldhoz tart, ha nagyon nagy a részecskék szama. Gondol-

junk bele, hogy makroszkopikus méretii idedlis gdz esetén a relativ ingadozasok
nagysagrendje nagyon kicsi, pl. 1 mélnyi gz esetén (’)(ﬁ) ~ O(1071),

A fentiekhez hasonlé kvalitativ allitdsok nemcsak idedlis gazokra érvényesek.
Ha egy véges térfogati, részecskeszami, a kornyezetével termikus kol-
csonhatasban allé test esetén létezik az

. In Zkan.(T; Na V)
f(T’ n) kBT {N—o0, Vﬁooh\n;:N/V:const.} Vv (3.50)
szabadenergiasiirliség, mint az N — oo, V — oo hatarérték, mikozben
a siirtiség n = N/V &lland6 értéken van tartva, akkor azt mondjuk,
hogy a testnek létezik a termodinamikai hataresete. Termodinamikai
hataresetben a statisztikus egyensilyi rendszerben az energia- és a ré-
szecskeszam relativ ingadozasa nulldhoz tart, és ennek fontos kovetkezményei
vannak:

1. Termodinamikai hatidresetben az egyensiilyi sokasagok egyenértékii-
ek. A statisztikus egyensilyban lev test jellemz6i kozott a mikrokanonikus, a
kanonikus és a makrokanonikus sokasdg alapjan torténd targyalds ugyanazokat
a fiiggvénykapcsolatokat adja az egymasnak megfelelé mennyiségek kozotti
osszefiiggésekre. Termodinamikai hataresetben a test egyetlen entrépia
fuggvénnyel, S(E, N,V), egyetlen energiafiiggvénnyel E (S, N,V), stb.
jellemezhet6. A termodinamikai hataresetben a testeknek létezik
tehat makrodllapotuk, amelyeket a kornyezeti megvaldsitastol fiig-
getleniil értelmezett un. 4llapothatdrozokkal (S,N,V,E,...,T,p,...)
lehet megadni, mert ezen allapothatarozék kozott a kornyezeti meg-
valésitastol fliiggetlen fiiggvénykapcsolatok allnak fenn.

2. Mivel az egyes mikroszkopikus mennyiségeknek a varhato értékiik koriili relativ
ingadozasal termodinamikai hatdresetben zérushoz tartanak, azért termodi-
namikai limeszben a varhaté értékeket a megfelel6 mennyiség egzakt
értékével lehet azonositani. Ezért lehet tulajdonképpen a mennyiségek
makroszkopikusan mérhetd értékeit az elméletileg meghatarozott sokasagatla-
gokkal azonositani.

A termodinamikai hatdresetben egyértelmiien 1étezé F(S, N, V) fiigg-
vényt belsGenergianak nevezziik, ha a statisztikus egyensiilyban 1évé test
teljes impulzusa és teljes impulzusmomentuma zérus, azaz ha a vizsgalt
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test, mint egész nem végez sem haladd, sem forgé mozgast. Ekkor szokds a
test energidjanak varhaté értékét E helyett U-val jelolni. Termodinamikai limeszben
természetesen a T = OsU(S, N,V) Osszefliggéssel értelmezett hémérséklet is egy-
értelmiien meghatarozott fiiggvénye az (S, N,V) allapothatdrozéknak. Mivel ér-
telmezése sem specidlis mérési eljarashoz, sem valamelyik egyensilyi statisztikus
sokasaghoz nem kotodik, ezt a homérsékletet abszolit homérsékletnek nevezziik.

3.3.8 A nyomas*

Az aldbbiakban haszndlni fogjuk a termodinamikai hataresetben egyértelmiien értelmezett belsde-
nergiabdl, szabadenergiabdl, ill. termodinamikai potencidlbdl térfogat szerinti parcidlis derivalassal
képzett mennyiséget, az Gn. nyomaést:

p=—-0vE(S,N,V)= -0y F(T;N,V) = -0vQT,;V). (3.51)

Ezen mennyiség makroszkopikus fizikai jelentésére és elnevezésének indoklasara a kvazisztatikus
folyamatok kapcsdn keritiink majd sort. A nyomésnak termodinamikai hatdresetben a fenti értel-
mezése altalanos érvény(i, barmely makroszkopikus testre érvényes.

A statisztikus egyensilyban 1év6 idedlis gdzban uralkod6 nyomdasnak kénnyen megtalalhatjuk
a mikroszkopikus magyardzatat. A nyomadst ekkor ugy értelmezziik, mint a gazt tartalmazé edény
falanak egységnyi feliiletére a giz részecskéi dltal merblegesen kifejtett atlagos erét. Ha a gdzban
a ¥ egész szdmokkal adott diszkrét impulzusd 4llapot be van t6ltve, akkor ennek hullamfiiggvénye

1
8 2 i B2n2 o
Yi(z,y,25t) = (E) sin (Vz%x) sin (Vy%y) sin (Vz%z) e Rama? (3.52)

Tegyiik fel, hogy a pozitiv z-tengellyel egyiranyu kiilsé normélissal rendelkezd feliiletre gyakorolt
nyomdst akarjuk meghatdrozni. Bontsuk ehhez fel a hullaimfiiggvényt az z-tengely mentén jobbra
ill. balra haladé sikhullam szuperpozicidjara:

1
8\21 i, i, = _ih%x2
Vp(z,y,2;t) = (ﬁ) % (eﬁ””f’” — e‘ﬁ””f””) sin (Vy%y) sin (I/Z%z>e *omzzl t
wjobbra +¢ba1ra7 (353)

ahol
balra — [wjobbra]*‘ (3.54)

Szamoljuk ki a valésziniiségi dramsiiriiség x-irdnyd komponensét. Ez egyrészt zérus, mert a sta-
ciondrius hulldmfiiggvény a valds, helyfliggd rész és az id6tol fiiggd, egységnyi abszolut értéki
komplex fazisfaktor szorzata:

Jz = %[@b&vd} -y zw] =0. (3.55)
Miésrészt irhatjuk, hogy
h . . . .
jw — ;_m[,(pjobbraazw]obbra * ,(pjobbra *6$1’b]obbra]
.h
+2’L_m[¢balraa:c¢balra * ¢ba1ra *6$¢balra]

+ ;_m [¢Jobbraaz wbalra 4 wbalraaqujobbra *
_ijbbra *6$¢balra _ ,ébbalra *&v'l/’i()bbra]' (3.56)
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Itt az utolsé zardjelben az elsé és a negyedik, ill. a masodik és a harmadik tag paronként kiejti
egymast. Végeredményben tehat azt talaljuk, hogy a valdsziniliségi aramsiirliség a jobbra és a balra

////// "

haladé sikhulldm valészinliségi dramsiiriiségének az Gsszege:

Ja = 3270+ 2 (3.57)
és azért tlinik el, mert ezek egyenld nagysdgu, de ellentétes irdnyd valdszinliségi dramsiiriiségek:
jgalra — _jiobbra’ (3.58)
ahol
-j T ih j r j ra * j ra * j r
Jiobb a %[W()bb aaw¢J0bb a * w]obb a aw,(p]obb a]
= ﬂil 2iy il in?( v il sin?( v Ez
T omrra\ nern)M\r? T
2h
= W%% sin? (yy%y) sin? (yz %z) . (3.59)

A jobbra haladé hullam visszaver6dik a jobb oldali hatarfeliileten és a visszavert balra haladé
hulldm szuperpondlédik a jobbra haladéra, igy alakul ki a staciondrius hullamfiiggvénnyel leirt
allapot. A visszaver6déskor a hatéarfeliiletnek

Ap, = T (3.60)

;;;;;; ”

impulzus adédik 4t. Ezt megszorozva a jobbra haladé valdszintiségi dramstiriséggel és képezve a
merfleges irdnyokban a szorzat dtlagat, majd tetszéleges At id6re vett dtlagat, megkapjuk a jobb
oldali hatarfeliilet egységnyi darabjara merolegesen kifejtett erd atlagat:

1 L L At obb
T = 5 d, d dt Ap, gio°er

hrv, 2h 1l [* L . s . 7T
=2 me%zﬁ/{) dy/O d”‘*(”?’#) “(‘)

hrv, 2h w1

Sl

L mI3 °L4
A REn)*E 1y,
L3 m(2L)? L3 m -~

h

= 2

(3.61)

Ez a 7 kvantumszdmokkal jellemzett egyrészecskés dllapot jaruléka a nyomashoz. Mivel a részecskék
egyméssal nem hatnak kolcson, egymdstdl fiiggetleniil jarulnak hozzd a nyoméshoz. Az Gsszes
mikroéllapotokra kell tehat a fenti f7 , jarulékokat Gsszegezni, megszorozva f,-et a megfeleld egy-
részecskés allapot dtlagos my betdltési szdméval. Az N-részecskés, T' hOmérsékletli idedlis gaz
nyomasa ezért

p = > dsfsons (3.62)

Ha az idedlis gaz nincsen kiilsé térben, akkor a kiilonbozé Descartes-koordindtatengelyek iranyai
)

egyenértékiiek benne, igyhogy az atlagos betoltési szam csak az e = 2”—51 energia révén flige az

impulzuskomponensektdl. Ekkor a nyomaés kifejezésében szerepl6 Gsszegben az egyetlen részecskétdl

szarmazo erd kifejezését az

f,;: z —> mﬂ}' (363)
kifejezéssel helyettesithetjiik:
2 _
P = 313 Z ds€zMy. (3.64)
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Itt a jobb oldalon 4116 Gsszegben felismerjiik az idedlis gdz belsé energidjinak a kifejezését, mint a
betdltott egy-részecskés allapotok energidinak az Gsszegét, igyhogy a

2

Osszefiiggést kapjuk a nyomads és a belsd energia kézott. Az idedlis gdz nyomadasa tehdt a belsd
energia térfogati silirtiségének a kétharmada. Mivel a fenti érvelésben nem hasznéltuk ki,
hogy a gz a Boltzmann-statisztikdnak tesz eleget, vagy szigord értelemben vett kvantumgaz, ezért
eredményiink az aldbb targyalt idedlis Bose- és Fermi-gazra is érvényes, amennyiben
a gazt alkoto részecskék nem relativisztikusak, pontosabban a részecskék p impulzusa és e

2
energidja € = £ Osszefliggésben 4ll egymdssal.

3.4 Az idedlis kvantumgazok

A gazok viselkedése alacsony homérsékleten altalaban lényegesen eltér a klasszikus
részecskék gazanak a viselkedésétdl. Alacsony hémérsékleten ugyanis a kvantum-
mechanikai effektusok fontos szerepet jatszanak. Ezeket vizsgaljuk most meg az
idedlis gdzok termodinamikai hataresetében. Az egyensiilyi sokasagok egyenértékii-
sége miatt a targyaldshoz tetszolegesen vdlaszthatunk egyensilyi sokasdgot. Kényel-
mi okokndl fogva a makrokanonikus sokasdgra esik a véalasztasunk.

3.4.1 Az idedlis Bose-gdz makrokanonikus allapotosszege

A makrokanonikus particiés fliggvény idedlis bozongdz esetén az aldbbi alakot 6lti:

Zmakrokan.(Ta H; V)
—  Tye AEN—1N)

= > (noni...| PG | nona .. .)

{n;}
= (H Z)(no (ny | ... | e P X |y gy
i anO
= 1§ X (ny [ e PE 9% [ ny)
j n;=0
- H io: e BlEej—mn;
J n;=0
= H [1 — e_ﬂ(Ej_U)]_l , (3.66)
J

ahol j = (U, s,) a diszkrét egy-részecskés allapotok jellemz6i. Vegyiik észre, hogy
a szorzat akkor és csak akkor nem divergdl, ha valamennyi tényezdje konvergens
geometriai sor, vagyis ha

£ > (3.67)
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minden j-re. Ez azt jelenti, hogy a bozongdz kémiai potencidlja
p < €. (3.68)

A legalacsonyabban fekvo egy-részecskés energiat a makroszkopikus energiaskalan
zérusnak vehetjik, s akkor
©w<0 (3.69)

adédik a kémiai potencialra.

3.4.2 Az idedlis Fermi-gaz makrokanonikus allapotosszege

Idedlis Fermi-gdz dllapotosszegét hasonléan szdmolhatjuk ki, mint a Bose-gazét. A
kiilonbség csupan az, hogy a betoltési szamokra torténé osszegzést csak az n; = 0,1
értékekre kell elvégezni a Pauli-elvnek megfeleléen:

Zmakroka.n (T M3 V)
= Y S el (... | € PRGN gy I ny)

no=0,1n;=0,1

= H{ Z (n; | e Plei—miy | nj)}

J n;=0,1

= L (1+efem). (3.70)

J

3.4.3 Termodinamikai potencial

Az idedlis Bose- és Fermi-gaz termodinamikai potencidlja

T, 1; V) = —kpT In Zmakrokan. = £k5T > In {1 T e—ﬂ<€f—ﬂ>} (3.71)
J

alakban irhatd, ahol a felsé elgjel Bose-gazra, az alsé eldjel Fermi-gazra vonatkozik.
Az Osszegzés kiterjed valamennyi egy-részecskés allapotra.

Ha az idedlis gaz térfogatat minden hataron tul noveljiikk, V — oo, akkor
az egy-részecskés allapotok energiai majdnem folytonosan véaltoznak, diszkrét ener-
giaspektrumuk folytonossal helyettesitheto, az egy-részecskés allapotokra valo 6sszeg-

zés pedig integralassal:
Z% / dega(e), (3.72)

ahol g, az egy-részecskés éllapotsuruseg.
A termodinamikai potencidlban az Osszegzést integraldssal helyettesitve, azt
kapjuk, hogy
Vo2m 32
Q(T, 1, V) =:|:kBTdsﬁ( m) / dee'/?In {15 e P}, (3.73)
7
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Parcidlis integralas utén:

2V 2m\3? peo g3/
Q(T, M V) = —§d34—ﬂ_2 (?) /0 dsi@ﬁ(ffﬂ) - 1 (374)
Innen parcialis derivalassal adédik a nyomas,
ONT, V) Q2,1 r2m\%? oo g3/2 375
By A =1 G N AL =
az entropia
UT. 1 0O 9 3/2 oo F(e — L_o=Ble—n)
S = _M = ——F kBTdsL (_7;7’) / deel/? ( N)kBTQ
oT T 472 \ h 0 1 F e Ble—n)
Q 1.V 2m\32 o e2(e —p)
= —prpiga () [ e seagy (376)
és a részecskeszam,
O 0UT, V) Vo 2m\¥? oo gl/?
e B () [ o

A részecskeszdmra vonatkozé egyenlet alapjan meghatdrozhaté a p kémiai potencidl
mint a hémérséklet fiiggvénye.

Az idedlis Bose- és Fermi-gdz bels6 energidja

B Y g1(e)e
Ezt 0sszehasonlitva a nyomaés kifejezésével, a
2
allapotegyenletet kapjuk.
Az 4llapotegyenlet segitségével az entrépidt
—Q4+U—-—uN pV+U-—uN 1(5 )

= = =—|-U—-uN 3.80
o T T T\3~ ~* (3.80)

alakba irhatjuk.

3.4.4 Atlagos betdltési szamok

Az egy-részecskés dllapotok 4tlagos betoltési szdma az n; operdtor varhaté értéke:

A

ﬁj = Tr (Rmakrokan. ﬁ])
- Zr;zlmkrokan_ z <n0 ‘ <n1 | | e Pleo—m)o ,—Bler—u)hn
{n;r}
rﬁ,ke*B(Ek*N)ﬁk - | 7’1,0> | n1> . (381)
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Itt felhasznaltuk, hogy [fg, 7] = 0. Bozonok esetén az dtlagos betdltési szam:

ﬁk = makrokan (H Z n] ‘ e E] u)ﬂj |n1>)
J#k n;=0
9]

Z (ny, | ﬁke*ﬂ(gk*l‘)ﬂk | )
nk:O
007 n e_ﬁ(gk_u)nk
= Z”’goo K In Z e
€ —Bex—m)ng B'u

Nne= NE= =0

Blex—u)ng

a 1 _e_ﬂ(gk M)
a(ﬁu) In 1 — e Blex—n) - 1 — e Blexr—n)
1

= W. (3.82)

Fermionok esetén az atlagos betoltési szdm;

’ﬁk = makrokan (H Z ’I’L |€ ﬂ(SJ un] |n >)

j#kn;j=0,1

Z <nk | ﬁke_ﬁ(gk_U)ﬁk | nk>
nk:0,1

Enk:O " e—Bler—u)ng

efﬂ(skfu) ]_

= Tqefem  PEm 1 (3.83)

Az egy-részecskés allapotok dtlagos betoltési szamanak és az allapotstiriiségnek
a felhasznaldsaval atirjuk a termodinamikai dllapotfiiggvényeket az aldbbi alakba:

Q = _§ [ deq@nee, (3.84)
U = /Ooodsgl(s)ﬁ(s)s, (3.85)
N = /Ooodsgl(a)n(a), (3.86)
S = % 7 deaiienne) (ge-u). (3.87)

Ezek szerint a részecskeszamot gy kapjuk meg, hogy a g; (¢)de szdm1 egy-részecskés
allapotban jelenlevd részecskék g,(¢)n(e)de atlagos szdmdat Osszegezziik valameny-
nyi infinitezimalis energiaintervallumra. A gdz belsGenergidja az egyes részecskék
energidinak 0sszege. Az entrépidhoz minden ¢ energidji részecske %(gs— ) jarulékot
ad.
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3.4.5 Bose- és Fermi-gaz magas h6mérsékleten

Az ideélis Bose-géz is és az idedlis Fermi-gaz is az e*sT < 1 hatéresetben hasonléan
viselkedik, mint a klasszikus Boltzmann-gdz. Meg lehet mutatni, hogy ez éppen a
magas homérsékletli gdz hatdresete.

Az allapotegyenlet az eFsT < 1 esetben az alabbi alakot olti:

7T3/2 Nh?) )

2d, V(mkgT)3/2 (3.88)

pV =~ NkgT (1 +

ahol a felsd eldjel Bose-gazra, az alsé eléjel Fermi-gazra vonatkozik. A kémiai po-

tencidlra ugyanakkor a
N (27h)3
=kgTln | — 3.89
p=res (V d5(27rkaT)3/2> (3.:89)

kozelito kifejezés addédik. Latjuk, hogy T — oo esetén visszakapjuk az idedlis
Boltzmann-gaz dllapotegyenletét és kémiai potencidljat. Ugyanakkor V' = 4ll. esetén
a nyomas a Bose-gdzban kisebb, a Fermi-gdzban pedig nagyobb, mint a klasszikus
Boltzmann-gazban.

3.4.6 Elfajult Bose-gaz. Bose-kondenzacio

Vizsgaljuk N = &ll. szamu részecskét tartalmazoé Bose-gdz viselkedését alacsony
hémérsékleten. Az egy-részecskés allapotok atlagos betoltési szama nem lehet nega-
tiv. Ebbol kovetkezik, hogy

£j > [ (3.90)

A legkisebb energidju egy-részecskés allapot, az alapdllapot energidjit zérusnak
vehetjiik a makroszkopikus energiaskalan, s akkor y < 0 adédik. Ha u — 07,
akkor az alapéllapot betoltési szama ny — oo. Ez azt jelenti, hogy a bozonok
mind az alapallapotot kezdik benépesiteni és a magasabb energidju allapotok pedig
kitrulnek. Ez a jelenség a Bose-kondenzacio.

A részecskeszamra vonatkozo egyenletbol meghatarozhatjuk azt a T homér-
sékletet, amelynél a kémiai potencial zérussa valik:

wu(Ty) = 0. (3.91)

A részecskeszam kifejezésébol az aldbbi Gsszefiiggés adddik, ha bevezetjiik az
x = ¢/kT, integralasi valtozot:

N d, /2m\%? poo gl/? d, 2kaT0
=i () | eemm i / digy—y- (392
Az itt szereplo hatarozott integréal szamértéke:
oo z1/2
/ dz —2,612. (3.93)
0 er —1
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A kémiai potencial tehat

O U 4n? i (N)2/3 331 B (N)2/3
7 omkp dy¢ (%)r(%) 1% 23 mkg \V

hémérsékleten valik zérussd. Ennek van kozvetlen fizikai jelentése. A kpTp energia
nagysagrendileg megegyezik egy V/N térfogatra lokalizélt részecske zérusponti en-

ergidjaval. Csakugyan egy a = (V/N)'/3 oldald dobozba zért részecske alapallapoti
energiaja

(3.94)

7T'2h2 7T2h2 (N)2/3

Ey = v (3.95)

T oma? . 2m

3.4.7 A Bose-kondenzatum tulajdonsagai*

Amikor a homérséklet Gsszemérhetévé valik az alapdllapot €9 energidjaval, akkor az alapallapot
betoltési szdma nagy értékeket vesz fel. EbbdGl kovetkezik, hogy a termodinamikai potenciél
kiszamitasakor nem élhetiink azzal a kozelitéssel, hogy a diszkrét egyrészecske-spektrumot folytonos-
sal helyettesitjiik. Az dllapotstirtiség zérushoz tart € — 0 esetén, s igy az energia szerinti integralas
sordn elveszitjiik az alapallapot jarulékat. Az integral-kifejezést haszndlhatjuk tovabbra is azon-
ban a gerjesztett allapoti részecskék jarulékainak kiszamitasara. Igy példdul a gerjesztett allapoti
részecskék szama T < Ty esetén

dy (2mksT\>/* [ /2 T\%?
Neerj =V—< M6 ) / a2 —N(—) : (3.96)
0

472 h2 et —1 0

Az alapéllapotban levé részecskék szama, igy

T\ 3/2
No=N — Ngexj = N l1— (-)

T (3.97)

Ugyanakkor a gaz belsGenergidja teljes egészében a gerjesztett dllapotokban 1évé részecskéktol

szarmazik:
. (2 T\ 3/2 S 3/2
v = v (ka) chT/ de—~
0

A2 72 et —1
T\ 3/2
= 0,770NkgT (To) =0,770NgerjkBT. (3.98)
A géz nyomésa T < Ty hémérsékleten
20U N 3/2 m?/2 d
= —— = ]_ —_— T f— = ]_ T 5/2_5 .
p 37 0,5 3VkB (T(,) 0,085 v (ksT) 3 (3.99)

és az allandd térfogati fajho:

Uy 1 5 T\*?

Latjuk, hogy mind a nyomé&s, mind az allandé térfogati fajh6 zérushoz tart abszolit zérusfokon.
M3srészt pedig
3,85

ev(To) = =5

ks. (3.101)
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A kémiai potencidl eltlinését T = Ty hémérsékleten azzal a kozelitéssel élve kaptuk, hogy az
egyrészecske-allapotokra vald Osszegzést integraldssal helyettesitettiik. Ez azonban T =~ Ty esetén
mar nem jé kozelités. Kicsit pontosabban hatirozhatjuk meg a kémiai potencidlt, ha el6zo
eredményeinket egy iterdcié elsé 1lépésének tekintjlik. Az iterdcid kovetkezd 1épésében azt mond-
hatjuk, hogy az alapallapot atlagos betoltési szama

B 1 T 3/2
“‘“m‘Nll_(ﬁ)

(T 3/2
To

tulajdonsag adédik. Makroszkopikus rendszer esetében tehét a kémiai potencidl T' < Ty hémérsékleten
1/N rendben zérusnak tekinthetd.

: (3.102)

ahonnan a kémiai potencidlra

—1

1 1
p = —kgThh{l+— ~—ksT, ha T—=0  (3.103)

N

A kémiai potencial és a nyomas hémérséklet-fiiggését N/V = 4ll. esetén a 1. abrdn ha-
sonlitjuk Gssze a klasszikus Boltzmann-gaz esetével.

Boltzmerm—

Figure 1: Az idealis Boltzmann-géz és az idedlis Bose-gdz llapotegyenletei: a y kémiai potenciél
és a p nyomds mint a T hOmérséklet fliggvénye adott silirliség esetén.

A Ty hémérsékleten a Bose-gaz kémiai potencidljanak hémérséklet szerinti derivéltja ugrast
szenved. Az llandé térfogathoz tartozé fajhd hémérséklet szerinti derivéltjdnak ugyancsak ugrdsa
van a T = Ty pontban. Az &llandé térfogathoz tartozd fajhé hémérsékletfiiggését a 2. &bra
szemlélteti. A fajhé T — oo hémérsékleten az idedlis Boltzmann-gaznak megfelel6 cy = %kBT
értéket veszi fel.

Azt szoktuk mondani, hogy a Ty hémérsékleten az idedlis Bose-gaz fazisdtalakulast szenved.
Ezt a fazisdtalakuldst Bose-kondenzdcénak nevezziik. A Bose-kondenzacié azt jelenti, hogy T' < Tj
hémérsékleten az alapéllapot dtlagos betoltési szdma fig ~ O(N). A rendszer az impulzustérben
rendezédik 4t, nem pedig a konfigurdcids térben. Abszolit zérus fokon valamennyi részecske az
alapallapotot tolti be. Az egyes egyrészecske-energidkon taldlhaté részecskék szamét a 3. 4bra
szemlélteti. Az (¢, €+ de) energiaintervallumban taldlhaté részecskék szdma a g1 (€) allapotsiiriiség
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Figure 2: Az ide4lis Boltzmann-géz és az idedlis Bose-gaz llandé térfogati fajhdje a T hémérséklet
fliggvényében.

Figure 3: Az egységnyi energiaintervallumban taldlhatd részecskék szdma az ideélis Bose-gézban
kiilénb6z6 homérsékleteken.
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és az ni(e) tlagos betOltési szdm (a betoltési valdszinliség) szorzata. Ezt kell Gsszehasonlitani a
Boltzmann-gézra vonatkozd, (3.48) egyenletnek megfelel§ energiaeloszlissal. Boltzmann-giz esetén
az ¢ = 0 energiiju dllapotban zérus a részecskék atlagos szama, mert a betoltési valdszintiség véges
és az allapotsiirtiség zérus ezen az energian.

Megemlitjiik még, hogy a Bose-kondenzaciét nem szabad Gsszetéveszteni a szuperfolyékony
fazis kialakuldsaval. Az utébbihoz ugyanis még az is sziikséges, hogy a kondenzalt bozonok kozott
egy gyenge vonzoé kolcsénhatds legyen jelen.

*

3.4. Feketetest-sugarzas a ag relati isztikus idedlis Bose-gaz

1.
Egy vezetd iiregében, a kornyez6 anyaggal termikus egyensilyban 1év6 elektromagneses tér
taldlhaté. Az elektromdgneses tér a kornyezetétél e =h = hkc energiaadagot és p = hk
impulzusadagot kaphat, ahol k tetszileges hullamvektor, és ugyancsak ilyen Osszetartozé

energia- és impulzusadagok egyideji leaddsaval csokkentheti energidjat. Kovetkezésképp,
az liregbe zart elektromdagneses térre ugy tekinthetiink, mint

€ = hkc energidju, p= hk impulzusd (3.104)

részecskék gazara. Ezeket a részecskéket, az elektroméagneses tér elemi gerjesztéseit, fotonok-
nak nevezzik. A fotonok nyugalmi témege zérus:

me = 2 —pPR = KK — R2k22 = 0. (3.105)

A fotonok egyuttal = 1 spinii részecskék, vagyis bozonok.

A fotongdzban az egyrészecske-dllapotokat a k hullamvektor jellemzi. Egy iiregben (egy-
szerliség kedvéért oldalélli kockdban) csak olyan egyrészecske-dllapotok megengedettek a
kvantummechanika torvényei szerint, amelyeknél az  élhossz a /2 = «/k félhulldmhossz
egész szamu tobbszorose. eldlje 1, 2, 3 azt az egész szamot, amely megmutatja, hogy
a kocka harom, egymadsra paronként merdleges élének irdnyaban a félhullimhossz hanyszor
fér ra az élhosszra. A megengedett hullimvektorok ekkor

™ ™ ™
ki = 1—, ko = 2—, ks = 3— 1, 2, 3=0,1,2,.... (3106)

A fotonenergisk:

h S o 5
£ =2 2y 2y 2 (3.107)

A fazisteret azonosithatjuk a paronként egymadsra merdleges 1, 2, 3 koordindtdk terével.
Ebben a térben egy egységnyi racsdllanddji kébos racs racspontjai dbrazoljak a fotonélla-

potokat. Az e < g energigju allapotok szama ezért az
2, 2 2 2
= le— 3.108
1t 2t 3 ( hwc) ( )

gbémb térfogatdnak 1/8-ad része:

3_1477 €

N =i (e%) =33V (%)3 (3.109)

83

A fotondllapotok siiriisége tehat

9(e) = 2d]c\lfs - % (i)z’

11
hrme (3.110)

ahol a 2 faktor azt veszi figyelembe, hogy a fotonoknak kétféle polarizaciés allapota van.
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Az iiregbe zéart fotongdz részecskéinek szama nem &llandd, hanem a kornyezettel valé kol-
cs6nhatas dllitja be az értékét a termodinamikai egyensily sziikséges feltételének megfelelGen.
a (T N,V) a gaz szabadenergija, akkor az egyensilyi részecskeszamot a

0

egyenlet hatdrozza meg. Mdasrészt viszont

0
== 3.112
ugyhogy tiregbe zart fotongdz kémiai potencialja zérus:
p=0. (3.113)
Mivel p = 0, a szabadenergia és a termodinamikai potencidl azonos:

= U-T =-pV+uN=—pV =
= kBT/ deg(e)ln 1 —e7?
0

o ]
kBTL/ dee®?ln 1—e P
0

(hme)?
Vr 0 o
= - de————. 3.114
3(h7rc)3/0 ‘P —1 ( )
A fotongdz belsd energidja
U= +T , (3.115)
ahol az entrépia
0 Vi > g3
=2 __T [ g __ 11
8T ~ T(hmc)® /0 ‘P 1 T (3.116)
tugyhogy . o ,
T €
U=—- de———=-3 =3pV, 3.117
(fmc)3/0 ‘P —1 PYs ( )
azaz 1
v =3U. (3.118)

egylik észre, hogy a relativisztikus Bose-gdz allapotegyenletében a jobboldalon 1/3 szerepel
szemben a nem relativisztikus gaz esetén fellép6 2/3 tényezdvel.

elhasznaljuk, hogy

® dzz® ™
= —. 11
/0 et —1 15 (3:119)

Igy a feketetest-sugarzas energiastiriisége:

U 7]'5 (kBT)
- = = T . 12
V= GmoF 15 const (3.120)
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A sugirzds frekvencia szerinti eloszldsa, vagyis a ( , + d ) frekvencia-intervallumban
jelenlevd energiasiliriiség aranyos a

_ el 3d

g(e)n(e)ede ~ - lde ~ o (3.121)
kifejezéssel. A sugérzés spektrilis eloszlasat a 4.
abra szemlélteti.
Adott T hémérsékleten az € = h kT energiajd, ,,kemény fotonok 4tlagosan

fi(e)e ~ e £ 1~ ce P =kgT( e)e™? < kpT (3.122)
energidval jarulnak hozza a belsd energidhoz, mig a ,,lagy h kBT energidji fotonok
€ €
n ~ = =kgT 123
n(e)e e -1 1+ e-1 B (3.123)

atlagenergist képviselnek. A lgy fotonokra tehét teljesiil az ekviparticié térvénye, a kemény
fotonok azonban frekvencidjuk novekedtével egyre kevesebb atlagenergiat képviselnek. En-
nek koszonhetd, hogy a fotongaz teljes energidja véges. a minden foton kg7 4tlagenergiat
képviselne, akkor a sugdrzds frekvenciasfirisége az 4llapotsiiriiséggel ardnyosan ? rendben
tartana végtelenhez — oo esetén ( ayleigh- eans torvény) és a fotongdz belsd energidja
divergélna (ultraibolya katasztréfa).

A sugdrzés frekvencia szerinti eloszldsdnak annél a » frekvencidndl van ma imuma, a-
melyre

d o

=== =0 3.124

de (eﬁ - 1> ’ ( )
azaz

h ;= const. (3.125)

Ez az un. novekvo hémérséklettel a sugarzas spektralis

eloszldsdnak ma imuma eltolédik a nagyobb frekvencidk felé. A ma imum eltolédésa jol
latszik a 4. dbréan.

Figure 4: A feketetest sugdrzds spektruma kiilonb6z8 homérsékleteken.

A sugdrzds spektrilis eloszldsabdl tehdt kovetkeztethetiink a sugdrforrds hémérsékletére.
Ennek egyik szép példdja a kozmikus hattérsugirzés hémérsékletének meghatirozasa. A
tapasztalat igazolja, hogy bolygénkat a vilagiirbdl egy kb. T =3  hdémérsékleti, izotrdp
hattérsugarzas éri. EDbbOl arra kovetkeztethetiink, hogy a ildgegyetem tdguldsa soran
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bekdvetkezett egy allapot, amikor az elektromagneses sugarzas és a kondenzalt anyag kozotti
kolcsonhatas megsziint. Ez a sugirzads van ma is jelen izotrép médon a ilagegyetemben
és hémérséklete a széban forgd allapot hémérsékletével egyértelmii kapcsolatban van. Az
elektromdgneses tér lecsatoléddsa feltehetéen akkor kovetkezett be, amikor a  és e atom-
magok befogtdk a szabad elektronokat. Amig a fotonok szérdsi keresztmetszete szabad
elektronokon nagy, addig semleges atomokkal a fotonok csak gyengén hatnak kolcson. Ez
okozhatja az elektromdagneses sugarzas lecsatolédédsat.

3.4. zilardtestek fajhgje*

A gzildrdtestek tobbnyire N darab, t6bbé-kevésbé rogzitett helyzetii atomtorzset tartalmaznak,
amelyek egy kristalyracs racspontjaiban foglalnak helyet. Ezek a részecskék egyensilyi allapotuk
koriil kis rezgéseket tudnak végezni. A rezgb rdcs amilton-operdtora tehat kozelitleg 3N darab
fiiggetlen linedris harmonikus oszcillitor amilton-operatordnak Osszege. Ezek a rics dn. sajat-
rezgései, amelyeknek klasszikusan alléhullamok felelnek meg.

asonléan a fotonokhoz, a riccsal kozolt 7 energiaadag egyuttal p = hk (p = — im-

pulzusadag kozlését is jelenti, (cs; a hangsebesség a k hulldmvektor &ltal jelolt irdnyban). A
racs sajatrezgéseinek elemi gerjesztéseit tehdt részecskéknek tekinthetjiik, amelyeket fononoknak
neveziink. A hulldmvektorra meréleges sikban két fliggetlen irdnyban lehetségesek transzverzalis
rezgések. Ellentétben az elektromdagneses dlléhulldmokkal, a szildrdtestben a rezgési 4lléhulldmok
longitudinélisak is lehetnek. A transzverzdlis és a longitudindlis hulldmok terjedési sebessége, a ¢
transzverzalis és ¢; longitudindlis hangsebesség, dltaldban kilonbozo.

feltessziik, hogy valamennyi sajatrezgés frek-
vencidja azonos, . Kvantummechanikdbdl tudjuk, hogy egy  frekvencidjd linedris harmonikus
oszcillator energidllapotai:

1
e =h (5 + n) , (3.126)
ahol n = 0,1,2,... az oszcilldtor betoltési szdma / nagysdgu energiakvantumokkal. ermodi-
namikai egyensilyban az  frekvencidji oszcillator atlagos betdltési szama
n 1 (3.127)
n=—--. .
ef -1

Mivel a racsrezgésekben tarolt A energiakvantumok, azaz fononok szdma nem allandé, azért a
kémiai potencidl zérus, amit felhasznaltunk 7 felirdsakor. Egy oszcilldtor atlagos energidja T
hoémérsékletii szilardtestben

1
E=h (5 + ﬁ) . (3.128)
égiil a racsrezgések egyiittes energidja
U=3Nh 1—{—# (3.129)
B 2 e —1)° '

Az Finstein-modellben a szilardtestek fajhdje

10U b
ov=ror = 3ks( ) @ —1) (3.130)
A T — 0 hatéresetben a fajhé
no\? o\ L
~ - B o AN
cy 3]423 (6'3 > e 3]423 (k‘BT> e -0 (3.131)



szerint tart zérushoz, mig T — oo esetben

2
cy ~ 3kB ( h ) 3 —)3]{53 (3132)

1+ h -1

értékhez tart. Kifejezi, hogy magas homérsékleten minden sza-
badségi fokra kpT atlagenergia jut. A fajhének az Einstein-modellbsl adédé hémérsékletfiiggését
a b. abréan tintettik fel.

Figure 5: zilardtestek fajhdjének homérsékletfiiggése a ebye-modellben (folytonos vonal), az
Einstein-modellben (pontozott szagatott vonal) és a T3-fiiggés (szaggatott vonal).

A valbsigos szildrdtestek racsrezgéseinek az Einstein-modellnél jobb kozelitését kapjuk,
ha a fononok szdmdra egy egész frekvenciaintervallumot megengediink. Ilyen modell megfogal-
mazasaban a fononok és a fotonok kozti analégia fog minket vezetni.

A fononok energia-impulzus Gsszefiiggése analdg a fotonokéval, igy az allapotsiiriiséget meg-
kapjuk a fotonokébdl, ha tekintetbe vesszik a kétféle transzverzdlis és a longitudindlis rezgési
modust:

v _ Vo,
g (&) 7'L(27rc)3‘E vagy g ()= 227r203 (3.133)
\% 2 1
g () = 33 2 (cT + (,?) : (3.134)

Amig azonban az elektromdgneses tér normél rezgéseinek szdma végtelen, addig a szilardtest
normal rezgéseinek szdma 3N . Léteznie kell tehdt egy olyan ma imélis  frekvencidnak, amelynél
nagyobb frekvencidju sajitrezgések nem lehetségesek. Ezt a levagasi frekvencidt a

/ g ()d =3N (3.135)
0
feltétel hatarozza meg:
N(1 2\
P18 (S + 5] - 3.136
™ % cg + 3 ( )
A levégssi frekvencidnak egy minimélis hullimhossz felel meg, ~ ~1l. Ennek léte azzal ma-

gyarazhatd, hogy a szildrdtestben nem lehetségesek olyan sajitrezgések, amelyeknek hulldmhossza
kisebb lenne, mint a racsdllandé. A most megfogalmazott modellt
nevezik.
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Az (, +d ) frekvencia-intervallumban az energiastirliség

dU _ _g() 1 1 N

ha < . Itt az allapotsiiriséget kifejeztiik  -vel:

9( )= : (3.138)

és elhagyjuk mostantdl kezdve a ,,fonon kiirdst az alsé inde ben.

A réacs bels6 energidjat frekvencia szerinti integrélassal kapjuk:

o1 1 1 ,
U = 9N 3/0 d <2+(eﬁ _1)2) . (3.139)
Innen a fajh6
10U s 1 eb
o = yar - 3kBT2/0 4 B —1ye
kT 8w T ev
_ _re 14
ks (h ) /0 do s =3k (@), (3.140)
ahol g =h [kpT és
3 [® z e”
= — — 141
@)= [ di (3141)

az un. ebye-fliggvény. A fajhének a ebye-modellbdl ad6dé hémérsékletfiiggését is feltiintettiik
a b. dbran

Az Einstein-modellben a termodinamikai mennyiségek az oszcillitorok — frekvencidjatol
fiiggnek. Ennek szerepét a ebye-modellben az  levégasi frekvencia, illetve az in. =k /[kp
ebye-hOmérséklet veszi 4t. értékét altaldban a szdmolt fajhé-hémérséklet fiiggvénynek a kisérleti

adatokhoz vald illesztésével hatarozzak meg. Ertéke erésen fligg az anyagi minGségtol és altaldban
100 —1000 nagysdgrendi.

Megjegyezziik még, hogy a fononok spektruma 6ntgen-sugirzés szératésa révén hatdrozhatéd
meg kisérletileg. A kisérletileg megfigyelt fonon spektrum kvalitative hasonl6é a  ebye-modell dltal
feltételezetthez, de finomabb részleteiben eltér attdl (6. dbra).

3.4. Elfajult sza adelektron-gaz

A fémek vezetési elektronjai, az Uin. szabadelektronok jo kozelitéssel idedlis Fermi-
gazt alkotnak. Az elektronok = 1/2 spint részecskék, ugyhogy minden p impulzusi

egyrészecske-allapot a spin kétféle dlldsa (,,fel és ,le ) szerint kétszeresen elfajult,
azaz ds; = 2. Az egy-részecskés dllapotsiiruség

V. or2m\3/?
g1(e)de = 92 (?> Y2 de. (3.142)
Az elektronok megmarado toltést hordoznak, igy szamuk is megmaradé a vezetOben:

00 _ 0o Vo72m\3/2 €
N=[Ta@nede= [Tdrs (57) mearT

1/2

(3.143)
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Figure 6: zilardtestek kisérleti (folytonos vonal) és a ebye-modell alapjan szdmolt (szaggatott
vonal) g( ) fononspektruma.

Ez az egyenlet definidlja az elektrongaz kémiai potencidljat. Méar megvizsgaltuk,
hogy T — oo hémérsékleten a Fermi-gaz gy viselkedik, mint a Boltzmann-gaz,
azaz kémiai potencidlja 4 —7 InT szerint minusz végtelenhez tart.

( )Most is van olyan T, homérséklet, amelyen a kémiai potencial zérussa valik,
w(lp) = 0:

Vo /2m\®/?
ahol
o d 1/2
=/0 =067 (3.145)
A kémiai potencial
_ 72 A2 2/3 (N>2/3_ 7,51 B2 (N)z/?, (3.146)
° 7 2mkp \ 20,678 V) 228 mk \V '

hémérsékleten tiinik el. Erdemes 0sszehasonlitani ezt a homérsékletet azonos surii-
ségii idedlis Bose-, Boltzmann- és Fermi-géaz esetén:

TO o] <T0 o mann<T0 rm - (3147)

A kgT, energia fizikai jelentése mindig azonos: nagysagrendileg egy V/N térfogatba
zart részecske alapallapoti energidjaval egyezik meg.

Vizsgaljuk most meg 7" — 0 esetén a kémiai potencidlt Meg lehet mutatni,
hogy a zérus homérséklet kozelében:

w(T)  u(0) [1 W—2<kB—T>2 , ha T — 0. (3.148)

12 \ p(0)

A kémiai potencidl a ((0) > 0 értékrél monoton csdkken a novekvs hémérséklettel.
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A kémiai potencial abszolut zérus fokon felvett értékének kozvetlen fizikai je-
lentése van: megegyezik az in. Fermi-szint ¢ energidjaval:

p(0)=¢ . (3.149)

A Fermi-szint az az egyrészecske energia, amely alatt T = 0 hémérsékleten az
osszes egyrészecske-allapot be van toltve egy elektronnal és amely f6lott minden
egyrészecske-allapot iires. A auli-elv miatt egynél toébb részecske nem is tartéz-
kodhat egy adott kvantumallapotban Mindezt leolvashatjuk a Fermi- irac-eloszlas
T = 0 homérsékleten felvett alakjabol:

_ . 1 1, ha 0 ¢ =«
e T=0)=lm 5777 0 ha e <e : (3.150)

amelyet a 7. dbra szemléltet.

Figure 7:

Azok az egyrészecske-dllapotok, amelyek energidja kisebb mint az ¢ Fermi-

energia, az impulzustérben egy p = 2me sugard gombon, a Fermi-gombon
beliil foglalnak helyet. Ezen allapotok szdma pontosan megegyezik az N részecske-
szammal, mert 7' = 0 homérsékleten ezek és csak ezek az allapotok vannak betoltve.
Ezt fejezi ki a mar levezetett

N 2/3 h2
= p(0) = (3 2—) — 3.151
e =u0)=(30%) o (3151)
Osszefiiggés. A Fermi-energia tehdt a rendszer n = — siirliségének 2/3-adik hatva-

nydval ardnyosan nd.

Ha a hoémeérséklet novekedni kezd, akkor a betoltési szamok a Fermi-szint
kozelében megvaltoznak. A kornyezet kg7 nagysdgrendi energiaadagokkal tudja
gerjeszteni a részecskéket. A auli-elv miatt azonban csak a Fermi-szint kozelében
levo elektronok gerjeszthetok termikusan, mert a gerjesztési energia csak ezek szama-
ra elegendo a Fermi-szint f0lotti betoltetlen allapotok eléréséhez. Ezért a Fermi-szint
korili kg7 szélességli intervallumban az eloszlds médosul a 7" = 0 esethez képest
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Figure 8:

(Id. 8. &bra). A Fermi-szint alatti dllapotokbdl részecskék keriilnek a Fermi-szint

folotti allapotokba. ’gy az atlagos betoltési szam 1 ald csokken a Fermi-szint alatt
és zérus folé né a Fermi-szint folott.  yilvanvaléan n(e ) = 1/2.

A gaz alacsony homérsékletli, azaz elfajult mindaddig, amig T" <« T,. Azt
a homérsékletet, amely folott a Fermi-gaz kezdi megkozeliteni a Boltzmann-gaz
viselkedését, mar meghatdroztuk. Most azonban kifejezhetjiik kg7p-t a Fermi-

energidval:
9 2/3
kpTy = | 2 ~e 152

B0 (3-0,678) = TE (3.152)

Ez egytttal azt is jelenti, hogy idedlis Fermi-gazban a Fermi-energia kb. megegyezik
egy V/N térfogatba zart részecske alapdllapoti energidjaval.

Figure O:
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Végezetiil szamoljuk ki abszolut zérus fokon a Fermi-gdz belsé energidjat és
nyomasat:

Vo2m\®? e Vor2m\3/?

U= () [ oetemm () e
2U 2 2m 3/2 5/ N 5/3

v=srene () ) 2150

A Fermi-gaz kémiai potencidljanak és nyomadasanak hémérséklet-fiiggését allando
N/V slirliség esetén a 9. abra szemlélteti.

83



4. . A dinamikai fol amatokra onatkozd els6 f6tétel

A dinamikai fol amatokra onatkozoé elsoé f6tétel értelmé en eg test en
ég emend fol amatok sordan a test energidjanak tetszdlleges id6 alatt
eko etkez6 F meg altozasaeg enld a testen a korn ezete altal égzett

rendezett és rendezetlen munka osszegé el

E= + . (4.1)

A korn ezet altal a testen égzett rendezetlen munkat hékozlésnek ne-

ezzuk. A munka és a hokozlés a fenti egyenletben eléjeles mennyiségek, pozitiv,
ill. negativ az értékiik rendre aszerint, hogy a kornyezet végzi a testen a munkat,
ill. forditva a test a kornyezeten.

Ezt az altalanos érvényli Gsszefiiggést infinitezimalis d id6 alatt bekovetkezo
energiavaltozasra mutatjuk meg tetszoleges statisztikus fizikai rendszer folyamata
esetén, altaldnos érvénnyel. Hasznéljuk fel a részrendszerre vonatkozé fizikai meny-
nyiségek idé szerinti elsé derivaltjdra vonatkozé kordbbi (1.69) Osszefiiggésiinket.
Legyen ebben  a test, amelynek dinamikai folyamatat vizsgaljuk, és amelyet a
kornyezete egészit ki ,teljes rendszerré. Az (1.69) Osszefiiggést alkalmazzuk a test

Hamilton-operatorara. A (1.69{ osszefiiggést annak felhasznaldsaval vezettiik
le, hogy a testbdl és kornyezetébdl 4ll6 rendszer stiriiség-operdtora eleget tesz a von

eumann-egyenletnek, azaz a kvantummechanika 4ltal eldirt idébeli fejlédést mu-
tatja. Ezért az Osszefiiggés vagy az egzakt slirliség-operatorra érvényes, vagy olyan
stirliség-operatorra, amelyet a kezdeti pillanatban becsiilt () stirtiség-operatorbél
kapunk a kvantummechanikai id6fejlodés révén:

A()Iﬁ(,o)A(o)- (4-2)

A fontos ebben az, hogy a siliriiség-operatort csak egyszer becsiiltiik, a kezdeti
idépillanatban.

A (1.69) Osszefiiggés alapjan a test energidja varhaté értékének idé szerinti
els6 derivaltja:

dFE A N oA . .
d—:_ﬁr( ) )—gf rB( ,B) )+f(8 )-

(4.3)

tt az els6é tag eltiinik az egyenlet jobb oldaldn, mert a spur alatt az operdtorok

ciklikusan permutalhatok. A test Hamilton-operatora altalaban e plicit médon
fiigghet az id6tél a , kiilsé tereket leiré () ( = 1,2,...,n ) paraméterek révén.
Ezért a jobb oldal harmadik tagja:

r(AaA)zi%r(AajA), (4.4)

‘7:
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ligyhogy
d =) r( 9, )d; (4.5)
j=1
a testen a kornyezet altal rendezett moédon végzett elemi munka. A jobb oldalon

allé masodik tag a test és kornyezete kozotti rendezetlen, a i . Hamilton-operdtor
altal leirt kolcsonhatas jaruléka, ezért a

d = _ﬁ T I‘B( i ,B) ~ )d (46)
varhaté érték a kornyezet altal a testen rendezetlen médon végzett elemi munka,
azaz a kornyezet altal a testtel k6zolt elemi hOmennyiség.

Az elemi munka és az elemi hokozlés jelolésében a vesszo arra utal, hogy nem
értelmezhetd olyan allapotfiiggvény, amelynek ezek a mennyiségek az infinitezimalis
novekményei lennének.

4. . A dinamikai fol amatokra onatkozo masodik fététel

A maiasodik fotétel azt mondja ki hog zart rendszer entré ijja nem
csokken. A kijelentéshez azonban pontositanunk kell, hogy miféle entrépiarol
beszéliink.

Vegyiink ezért sorra tobb, kiilonbozoképpen értelmezett entréopidra vonatkozo
allitast:

1. art rendszer k antummechanikai id6fejlédése nem jar entro ia-
altozassal. Vegyiink egy zart rendszert. Legyen ennek a kezdeti, egzakt
stirliség-operatora “( o). A rendszer siriiség-operatora a Liouville-egyenlet

A~

alapjan fejlédik az U( , o) evoluciés-operdtor altal meghatédrozott

"()=U(, 0" (o) (4.7)

modon, ha nem figyeljiik meg menetkozben a rendszert. Minden megfigyelés
mérés, tehdt beavatkozds, ami megsziinteti a rendszer zartsagat Ha tehdt a
rendszer az id6fejlodés sordn mindvégig zart, akkor be lehet l4tni, hogy az
entrépia nem valtozik:

0 _ 4 (me()) = ws)

Ez azt jelenti, hogy a kvantummechanikai fejlodés, amelyet a von eumann-
egyenlet ir le, nem jar a mikroallapotra vonatkozé informacio elvesztésével.

A kijelentés akkor is érvényes, ha a kezdeti siirliség-operator nem az egzakt,
hanem a becsiilt (o) operdtor, s ekkor a levezetésben °( )-t a kvantum-
mechanikai fejlesztéssel kapott ~ (y( ) =U(, o) ( o) stirtiség-operatorra kell

cserélni: R R
ST (9() =8 (o) (4.9)
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A kijelentés azonban nem til sok értékkel bir, mert csak akkor alkalmazhatd,
ha nem sziintettiilk meg dtmenetileg sem a rendszer zartsagat, azaz nem fi-
gyeltiikk meg a rendszert fejlédése kozben.

. A slirliség-o erator armel illanat an égzett ecslése informa-
ci6 esztéssel jar. Ha valamely rogzitett idopillanatban az egzakt ~ stirtiség-

operatort helyettesitjiik az eloitéletmentesen becsiilt stirtiség-operatorral,
akkor az azt jelenti, hogy nem lesz a becsiilt siirliség-operdtorban tGbb in-
formdcid a test mikrodllapotdra vonatkozéan, mint amennyi az egzakt stirliség-
operdtorban van. Ez azért van igy, mert amikor becslunk, akkor a becsilt
stirtiség-operdtorral nem adjuk meg a fizikai mennyiségek teljes rendszere sze-
rint osztalyozott Osszes mikrodllapot betoltési valésziniliségét, hanem csupan
azt, hogy a test dllapotat milyen valdsziniiségekkel taldljuk azokban az egyes
alterekben, amelyeket néhdny (a mellékfeltételek, ill. a zartsagi feltételek dltal
meghatdrozott) fizikai mennyiség értéke jelol ki. Az egyes ilyen altereken beliili
egyes allapotok betoltési valdszintiségeit aztan eleve egyenlének tekintjiik. Az
elmondottak azt jelentik, hogy

st 5. (4.10)

Ha tehat adott pillanatban megfigyeljiik a fizikai rendszert, mert megmériink
rajta néhany makroszkopikus mennyiséget, akkor nagyobb entrépiaértéket ka-
punk, mint amennyit az egzakt siirtiség-operator ismeretében hataroznank meg
elméleti uton. Egyenléséget csak akkor kapnank, ha a fizikai mennyiségek tel-
jes rendszerét megmérve , becsiilnénk a stlirliség-operatort, azaz az egzakt
stirliség-operatort rekonstrualnank.

Ez a kijelentés is elég iires igy onmagaban, hiszen altalaban sosem tudjuk
megmérni a fizikai mennyiségek teljes rendszerét, hogy annak birtokdban eljus-

sunk az egzakt sliriiség-operatorhoz. gy nem tudjuk, hogy az entrépia becsiilt
értékét milyen ,,egzakt entrépiaértékhez kell hasonlitani.

. A masodik fotétel. Végiil azonban Osszerakhatjuk a két el6z6 allitast egyet-
len, a részallitdsokndl tartalmasabb &llitdsséd, ami kisérleti iton valéban ellend-
rizhetd. Vegyiik azt a ténylegesen el6forduld esetet, hogy a rendszert a kezdeti

pillanatban megfigyeljiik, és meghatérozzuk becsiilt, kezdeti ~ ( o) stirfiség-o-
peratorat. Az ehhez tartozo entrépia,

Su (o) S (o) =—kp r(A(o)ln “(0)) (4.11)

a o kezdeti pillanatban megfigyelt entrépianak tekinthetd. Ezutan a rendszer
zart rendszerként fejlodik a >  idépillanatig, mikézben a stliriiség-operatora
a von eumann-egyenlet szerint valtozik,

A~ A

" (0()=U(,0) (o) (4.12)
szerint. Az ehhez a sliriiség-operatorhoz tartozo entrépia az ido fiiggvényében

allandé fentebbi 1. allitasunk értelmében, azaz értéke ugyanakkora marad,
mint a kezdetben megfigyelt entropiaérték:

S () = Sm (0)- (4.13)
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A pillanatban azonban ujra megfigyeljiik a rendszert, és ujra megmériink raj-

ta annyi fizikai mennyiséget, hogy az Gjonnan becsiilt () stirliség-operatorral
pontosan azoknak a fizikai mennyiségeknek a varhaté értékét kapjuk meg a

pillanatban is helyesen, mint amelyeket a () stiriiség-operatorral a kezdeti
idopillanatban. A  pillanathoz tartozd, entropiat az ezen mérések alapjan

becsiilt ~ () sfirliség-operator segitségével hatérozzuk meg:
S ()y=5 (). (4.14)

tt azonban () becsiilt siriiség-operator, amely nem azonos a kvantum-

mechanikai idéfejlédéssel kapottal, () = " (4)( ). Az egzakt idéfejlédéssel
kapott sliriiség-operatornak a becsiilttel torténo helyettesitése azonban a 2.
allitdsunk alapjan nem jelenthet informéciénovekedést, azaz entrépiacsokke-
nést. Fenn kell tehdt allnia az

Sm () Sm (o) (4.15)

egyenlétlenségnek.

Ezt akartuk indokolni. A teljességhez hozzitartozik, hogy a kezdeti és végs6 pillanatban
hasznélt megfigyelési szintek lehetnek kiilonb6zbek, de annak a megszoritasnak kell rajuk tel-
jesiilni, hogy ugyanazon néhany mennyiség varhaté értékének egyértelmi meghatarozasihoz
kell elégségesnek lenniiik.

Azokat a fol amatokat amel ek soran a zart rendszer entrd idja
allandé marad re erzi ilis fol amatoknak ne ezzuk azokat a fol ama-
tokat edig amel ek soran az entré ia né irre erzi ilis fol amatoknak
ne ezzuk.

azisztatikus fol amatokrél akkor eszélunk ha a test izon os ara-
métereit ag ak’sérleti meg alds‘tasa soran alkalmazott kuls6 korn ezet
izon os aramétereit ol an lassan &altoztatjuk hog azok Altozasanak
karakterisztikus id6tartamai sokkal nag o ak mint a testen eluli atomi
ill. szu atomi mozgasok karakterisztikus id6tartamai. 1 enkor a test-
nek an ideje hog az atomi szu atomi mozgasok ré én mindig fel e-
g ea araméterek meg altozott értékeihez tartozé eg ensiil i dlla otot.

A kvéazisztatikus folyamatot eldidézheti a test Hamilton-operatoraban szerepld
paramétereknek (a kiilsé tereknek% a lassu valtoztatasa, és azon tartalyok jellemzo
adatainak lassu valtoztatasa, amelyekkel a test a folyamat sordn mindvégig kozeli-
toleg egyensilyban marad.

4. . azisztatikus re erzi ilis munka égzés

Vegyiik el6szor azt az esetet, amikor a rendszer a kornyezetével csak lassan valtozé
kills6 terek révén hat koleson. Legyenek ezek adottak, mint az idé6 () ( =
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1,2,...,n) fliggvényei. Ekkor a rendszernek létezik a Hamilton-operdtora, de az
a j( ) paramétereken keresztiil e plicit médon fiigg az id6t6l:

() O (4.16)

Vizsgéaljuk meg, hogy hogyan valtozik ilyenkor a test mikroallapotainak energiaspekt-

ruma az ido6 fiiggvényében Legyenek a kezdeti  pillanathoz tartozé i ( o) Hamilton-
operator staciondarius dllapotainak idotdl fiiggetlen hullamfiiggvényei |

(o) =E (o) , (4.17)

amelyek rendre az F ( o) energiasajatértékekhez tartoznak. A test kezdeti =~ mikro-
allapotainak idofiiggését a

~

o ()= () (0) (4.18)

chrodinger-egyenletnek a
(o) = (4.19)

kezdofeltételekhez tartozé megoldasai szolgdltatjak. etszéleges, az id6tol e plicit

médon, azaz a ;( ) ( =1,2,...,n) kiils§ terek révén fiiggd () fizikai mennyiség
varhato értékének valtozasara fenndll a
T e L 00

|
—~
—~
-
—~
-
—
~—
~

I
—~
~—

St
—
N—
—~
~—
+

L0
0,00+ x50

Il
—~
~

St |

j=1 J
(4.20)
osszefiiggés. Ha specidlisan az energia varhato értékének idofiiggésére vagyunk
kivancsiak, akkor az () () helyettesitéssel azt kapjuk, hogy
dE () d ( i d

_ $ )d ~ 2 ()
9 ()jgl 9, d () —jgl () 7, () e (4.21)

Ha a kiils6 terek az id6 fiiggvényében végteleniil lassan valtoznak, akkor a jobb
oldali varhaté érték kiszamitasakor jé kozelités a kicsiny —& derivaltakban csak az
elsérendi tagokat figyelembe venni, azaz a varhato érték kiszamitaasakor az idétol

fiige6 () hullAmfiiggvényt a megfeleld idétdl fiiggetlen hullamfiiggvénnyel
kozeliteni: Ekkor

N

dE () 0 ()d;
e ; 5. d ; (4.22)
azaz a () allapot energidja
E() =~ (| (O ) (4.23)



csak a Hamilton-operator e plicit idofiiggése miatt valtozik. Azt mondhatjuk
hog égtelenul lassan 4altozdé kulso terek esetén a test minden mikroalla-

ota to & rais ug anazokkal a k antumszamokkal jellemzett alla ot
marad de az alla ot energidja nag on lassan Aaltozik id6 fugg én é en.
Az il en zikai rendszert adia atikusnak ne ezzuk. Az adiabatikus test k
kvantumszamokkal jellemzett mikroallapotdnak energidja a

) 3 5 oy oy
TR0, GO g (424

1

osszefiiggés szerint valtozik a ido fiiggvényében.

Az adiabatikus kozelités akkor helytallé, ha a kiils0 terek valtozdsanak
karakterisztikus ideje sokkal nagyobb, mint a mikroallapot idofiiggésének  karak-
terisztikus ideje:

:f, — . (4.25)

ondoljuk el a fentiek alapjan, hogy a ( kezdeti idopillanatban megadtuk a

rendszert jellemz6 (o) sliriiség-operatorral jellemzett statisztikus sokasigot. Ha
ezutdn a sokasidg minden eleme a fenti médon fejlédik id6ben, akkor az egyes |k)
mikrodllapotok betoltési gyakorisdgai nem fognak megvaltozni. Ha a sokasig va-
lamely eleme a |k) mikroallapotban volt, akkor abban is marad, csupdn ennek a
mikroallapotnak az energidja valtozik lassan. A betdltési valdszinliségek valtozat-
lansadganak ez a feltevése az Uin. adia atikussagi felte és. Ennek értelmében
a  pillanathoz tartozé () sfirliségoperdatornak nem szabad fiiggenie az id6tél
(mivel a |k) bazisban a méatri dnak diagondlisnak kell maradnia viltozatlan di-

agonalis elemekkel). Ez azonban azt réja ki a siirliség-operatorra, hogy olyan e plicit
idofiiggéssel kell rendelkeznie, amely éppen kompenzalja azt az idofiiggését, amellyel
a ;()( =1,2,...,n) kiils terektdl val6 fliggése miatt rendelkezik:

(o) (50)) (4.26)
Ennek kovetkezménye, hogy a kiilsé terek kvazisztatikus valtozasa esetén nem kovet-
kezik be entrépia-valtozas:

S(o)=8 (o) =S (4())=5() (4.27)

A kiilso terek kvazisztatikus véltoztatasanak hatdsiara végbemend folyamat tehat
reverzibilis folyamat. Maésrészt a test energidjanak varhaté értéke csak a kiilso
tereken keresztiil fligg az ido6tol:

0=+ "GOO TGO = (0 GO BGO: @)
A test energidjanak valtozasi gyorsasiga:

= (GO

S8

&‘&
.

(09,7 (). (4.29)
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Ebben éppen felismerjiik a testen a kornyezete altal végzett rendezett munka kife-
jezését. Mdsrészt azonban azt is irhatjuk, hogy

fj d—ﬂ ). (4.30)

Azt kaptuk tehat, hogy kvazisztatikus reverzibilis munkavégzés esetén a test
energigjanak a varhaté értéke azon kiilso terek fiiggvénye, amelyek végtelen lassu
megvaltozasa révén torténik a testen a munkavégzés. A test energidjanak kvazi-
sztatikus munkavégzés soran bekovetkezd megvaltozasa a kiilso terek altal végzett
rendezett munkaval egyenld,

dE =d (4.31)

osszhangban a dinamikai folyamatok els6 fotételével. A munkavégzéshez minden
kvéazisztatikusan valtozé ; kiils6 tér

d j:djajE( 1,...,n) =1,2,...,7’L (432)

jarulékot ad. Ekézben a rendszer S( ;( ); ) entrépidja allandd.

Az entrépia allanddsiagat még masképpen is megérthetjitk. Mivel a test a
kiils6 terek minden aktudlis értéke esetén fel tudja venni az aktualis egyensulyi
allapotat, azért a siirliség-operator elditéletmentes becslése a mikrokanonikus alakot
eredményezi. Ekkor az entrépia az allapotsiiriiség logaritmusaval aranyos,

S=kglng(E( j()), ;())+ const. (4.33)

tt az allapotslirliség a rendszer energidjdnak és a ; kiils6 tereknek a fiiggvénye,
ahol az energia maga is fiiggvénye a kiils6 tereknek. Az entrépia allanddsaga tehat

_ds_ E 3 4
o_d_aS(E,JdJr]ZlaS,J)d
_ Z(a S(E, ;)0,E(,;)+d,5(E, ,-))d—ﬂ (4.34)
j=1

alakot olt. Ez a kifejezés mutatja, hogy az entrépia azért marad dllandd, mert az
energidnak a kiilso terektol valé idéfiiggése az entropidnak olyan id6fiiggést ad, amely
kompenzalja az entrépidnak a kiilso terektol valo e plicit idofiiggését. Leolvashatjuk
tovabba a reverzibilis munkavégzésre vonatkozé

0,S(E, ;)

d j:ajE(j)dj:_m

d (4.35)

osszefiiggéseket is.

Az egyenstlyi sokasdgok termodinamikai hatdaresetben egyenértékiiek. Ezt fel-
haszndlva, a makroszkopikus testen végzett kvdazisztatikus reverzibilis munka kife-

jezéseit
d j=0,E(;)d;=-T0,S(E, ;) (4.36)
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alakban is irhatjuk. Ha = V, akkor a mechanikai munka kifejezését kapjuk,
d m .= —pdV, ahol az infinitezimadlis térfogatndvekedés ardnyossigi tényezdje a
p nyomas negativja:

p=—-0 E(S,N,V)=T0 S(E,N,V). (4.37)
Ha = N, akkor az atlagos részecskeszam megvaltozasahoz sziikséges elemi munka
d = —udN kifejezését kapjuk, ahol a

0 E(S,N,V)=-T0 S(E,N,V)=p (4.38)

aranyossagi tényez6 éppem a kémiai potencial, ami a kovetkezo fejezet eredményébdl
fog latszani.

4. . azisztatikus hoékozlés

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor nincsenek kiilso terek, hanem a test additiv
megmaradé mennyiségek cseréjét biztosito tartdlyokkal van statisztikus egyensily-
ban. egyiik fel, hogy a tartdlyok és a test egyensulyat jellemz6 Lagrange-multipli-
katorok értékeit végteleniil lassan véltoztatjuk. Ekkor a test azok minden aktudlis
értéke esetén fel tudja venni az aktudlis egyensilyi allapotat, amelyet éppen az
jellemez, hogy a Lagrange-multiplikatoroknak a testen és a tartalyon felvett értékei
azonosak minden pillanatban. Az egyszeriiség kedvéért legyen a test a kornyezetével
termikus és részecskekicserél6 kolcsonhatas révén egyensilyban. A tartalyok végtelen
lassan véltozo jellemz6i ekkor a () inverz hdmérséklet (ill. a T'( ) hémérséklet) és
a u( ) kémiai potencidl. Ezt a folyamatot gy irhatjuk le, hogy a ¢ pillanatban
becsiilt makrokanonikus

. 1 .
makrokan.(ﬁ( 0)7:“‘( 0); V) = Zrnakrokan (ﬁ( 0) ,U,( 0). V) e_ﬂ( 0 —ulo) ) (439)

stirliség-operator a folyamat sordn gy valtozik, hogy alakja minden késobbi >
o idopillanatban megfelel a megvaltozott Lagrange-multiplikatorokkal jellemzett
makrokanonikus alaknak:

soan (B4 V) = e P00 0D, (4a0)

ahol ) )
Zmakrokan.(ﬁ( ), M( ); V) = r<€_ﬂ( ) —1() )) . (441)

tt a spurt az id6tol fuggetlen Hamilton-operator és  részecskeszam-operator

kozos sajatvektoraibdl képezett, idOben nem valtozé bazis szerint kell venni. Fontos,
hogy tudataban legyiink: azzal hogy a siirliség-operator alakjat az egyensilyi, makro-
kanonikus alakinak vettilk minden idopillanatban, hallgatélagosan két dolgot is
feltételeztiink,

1. a folyamat kvazisztatikussagat és
2. a folyamat reverzibilis voltat.
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A reverzibilitas abban rejlik, hogy a § és a u Lagrange-multiplikdtorok értékeit
eredeti kezdeti értékiikre visszavaltoztatva, a rendszer visszanyeri eredeti siirliség-
operatorat, s igy eredeti entropidjat is, azaz visszatér eredeti dllapotaba.

A stirtiség-operdtor makrokanonikus alakjdnak az az egyik koévetkezménye,
hogy az entréopia pillanatbeli értéke csak az

E() = 1“( T makrolan. (B0 ), 1(); V)) (4.42)
energian és az
NO = o7 mateoian (B0, 105V)) (4.43)
részecskeszamon keresztiil fiigg az id6tol:
S() = Smakrokan. (E( ), N( ); V), (4.44)

azaz az entrépidnak nincsen e plicit idéfiiggése. (Ez azért van igy, mert E( ) és
N( ) fenti kifejezései minden pillanatban egyértelmiien feloldhaték a B( ) és ()
Lagrange-multiplikdtorokra. Az igy kapott S( )  B(E(),N();V), ill. ()

u(E( ), N();V) fuggvényeket helyettesitve a pillanatban becsiilt stirtiség-operator-
ba, az csak az F( ) és N( ) paramétereken keresztiil fiigg az id6tél, s ugyanez mond-

hat6 el a beléle képzett entrépiardl is.) gy az entrépia d id6 alatt bekdvetkezd

megvaltozasa:
dS=0 S(E,N;V)dE+0 S(E,N;V)dN, (4.45)

ahol a makroszkopikus test termodinamikai hatdresetében nem is sziikséges jelolniink,
hogy az entrépia-fiiggvény alakjit éppen a makrokanonikus sokasdg alapjin taldltuk
meg.

nnen megkaphatjuk az energidnak a megvéltozdsat a vizsgdlt kvéazisztatikus
folyamatban:
ds 0 S(E,N;V)

a2 = FSE NV) 8 S(E,N:V)

dN. (4.46)

Felhaszndlva a hdmérsékletnek a termodinamikai hatdresetben egyértelmi (sokasag-
t6l fiiggetlen)

1
7= 0 S(E,N;V) (4.47)
értelmezését, az energiavaltozas a vizsgalt kvazisztatikus folyamatban:

0 S(E,N;V)

E a a.:T -
dEi 45 =75 S(E,N;V)

dN. (4.48)

tt a jobb oldal masodik tagjdban felismerjiik annak a kvazisztatikus, reverzibilis,
rendezett munkdnak a kifejezését, amit akkor kapunk, ha a részecskeszdmot valtoz-
tatjuk végteleniil lassan N-r6l N + dN-re:

0 S(E,N;V)

¢ =T SENY)

dN = —Td S(E,N;V)dN. (4.49)
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Maésrészt a makrokanonikus sokasdg esetén érvényes osszefiiggések alapjan ebben a
kémiai potencidl 1ép fel ardnyossdgi tényezéként:

p=-=-T0 S(E,N;V). (4.50)

A részecskeszam infinitezimélis megvaltoztatasahoz sziikséges kvazisztatikus rever-
zibilis munkavégzés tehat
d = udN. (4.51)

A vizsgalt kvazisztatikus reverzibilis folyamat egyik tanulsaga tehat az, hogy
a kémiai potencial kvazisztatikus valtozasa egyenértékii a részecskeszam kvazisztati-
kus valtoztatasaval és kvazisztatikus reverzibilis munkavégzés révén torténik. Ugyan-
akkor a kvazisztatikus folyamatban az energiavaltozast osszehasonlithatjuk a di-
namikai folyamatokra altaldnosan érvényes elsé fotétellel. Ekkor a jobb oldal els6
tagjat, amelyet nem tudunk kapcsolatba hozni rendezett munkaval, kénytelenek
vagyunk a hokozléssel azonositani. A kvazisztatikus reverzibilis folyamatban a test-

tel kozolt ho:
d « a a.r . — TdS (452)
alakban fejezheto ki az entropia megvaltozasaval.

Meg kell jegyezni, hogy reverzibilis hokozlés esetén a test entrépidja no. o-
rabban akkor beszéltiink reverzibilis folyamatrél, ha a zart rendszer entrépiaja nem
valtozott a folyamat soran. Ezzel az értelmezéssel igy maradunk 6sszhangban, hogy
a reverzibilis h6kozlés azt jelenti, hogy ha a hétartalybdl és a vizsgalt testbol allé
rendszer zart, akkor ennek az egyesitett rendszernek az entréopiaja marad allandé.
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A termodinamika az eg ensil irendszerek és a k azisztatikus fol amatok
statisztikus zikajanak alkalmazasa makroszko ikus rendszerekre.

A statisztikus fizika egyik fontos eredménye, hogy a makroszko ikus rend-
szerek eg ensil i sokasagai eg enértékiiek. Ez teszi lehetévé, hogy beszélhes-
siink az egyensilyi rendszer makroalla otardl, amelyet mar néhany additiv mak-
roszkopikus mennyiség egyértelmiien jellemez, fiiggetleniil attél, hogy a rendszer
egyensilyi allapota milyen koriilmények kozott (hotartdlyban, hé- és részecsketar-
talyban, stb.) valésul meg. A rendszer egyensilyi dllapotdt megadd tin. termodi-
namikai szabadsdgi fokok szdma altalaban (1) nagysdgrendii a mikroszkopikus sza-
badsagi fokok oriasi szamaval szemben. A makroallapotot meghatarozé makroszko-
pikus mennyiségeket alla othatarozdéknak nevezziik. Az allapothatdrozok kozott
a makroszkopikus fizikai rendszerre jellemzo Osszefiiggések dllnak fenn, amelyeket
alla oteg enleteknek neveziink.

A termodinamika alkalmazasai kozott kozponti kérdés a makroszkopikus testek
kozotti energiadtadas ill.  atalakitas lehetséges mdédjainak és hatasfokanak vizsga-
lata. A termodinamika térvényei meghatarozzak, hogy a mechanikai, az elektromos,
stb. energia hogyan alakithaté at a testeket alkoté részecskék hémozgasabdl adédé
belso energiava, ill. az utobbi hogyan alakithaté vissza mechanikai munkava. Az
energiafajtak egymdsba valé atalakitasanak folyamatait azonban csak akkor lehet a
termodinamika segitségével targyalni, ha a kezdeti és a végsé egyensilyi dllapotot
akarjuk o0sszehasonlitani, vagy ha a folyamat kvazisztatikusan, egyensilyi allapotok
sorozatan keresztiil zajlik.

A termodinamikaban a makroszkopikus test fogalmahoz a termodinamikai hatareset
révén jutunk. A | nagy méretli , V térfogati, N részecskeszamu valdsagos testet
olyan testtel helyettesitjiik gondolatban, amelyet a kovetkezOképpen konstrudlunk:

1. Vesszik a valésigos statisztikus fizikai rendszer N,V — oo hatdresetét n =

N/V =4ll. feltétel mellett, azaz a termodinamikai hatéresetét. ’gy az egyen-
sulyi allapotosszegen keresztiil eljutunk a szabadenergia stirliségéhez:

T
wo(T;n) = — lim k% InZ(T; N, V) (5.1)

, oco,n= / =on .

2. A termodinamikdban a makroszkopikus test fogalmat a valésdgos rendszerrel
azonos n = N/V siirliségii olyan testként értelmezziik, amelynek szabadener-
gidja (T;N,V) =V (T;n).

(A kanonikus sokasdgot haszndltuk a termodinamikai hatdreset értelmezésére, de
ugyanigy barmelyik mésik egyensilyi sokasig alapjan is értelmezhetjiik.)

A termodinamikai limesz létezésének a kérdését minden rendszer esetében
konkrétan kell megvizsgalni és el kell donteni, hogy 1étezik-e a sz6banforgd hatarérték.
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A valasz a mindennapi kornyezetiinkben el6fordulé gazok, folyadékok és szilardtestek
esetében altaldban igenlé. Ha a rendszert alkoté részecskék kozott révid hatédtavol-
sdgu er6k (Van der aals-er6k, vagy arnyékolt Coulomb-erék) miikodnek, akkor
létezik a termodinamikai limesz. Vannak azonban olyan rendszerek, amelyeknek
nem létezik a termodinamikai limesze. Elképzelheté ugyanis, hogy a hatarérték
képzéséhez sziikséges egyre nagyobb méretii rendszerekben egy bizonyos kritikus
méret meghaladasa esetén

1. a vonzéerdk hatdsa valik uralkodéva és a rendszer Gsszezuhan (erre gravitald
anyag esetén van példa: a gravitacids kollapszus);

2. a taszité er6k hatdsa valik domindléva (példdul a kritikus tomeget meghaladé
mennyiségl urdn felrobban).

A termodinamikai hataresetben a test makroszkopikus darabkai statisztikusan
fliggetlenek, azaz egymastol fiiggetleniil toltik be a mikrodllapotaikat. Ezt a mate-
matika nyelvén az fejezi ki, hogy a test slirliség-operatora a makroszkopikus darabkai
stirliség-operatorainak szorzataként allithatd el6. Errol mar korabban beszéltiink
anélkiil ugyan, hogy nevén neveztiikk volna a termodinamikai hataresetet. Azt is
megmutattuk, hogy ilyenkor

1. a test allapotosszege a makroszkopikus részei allapotosszegeinek a szorzata,
2. a szabadenergidja a részei szabadenergidinak az osszege, és
3. az entropiaja a makroszkopikus darabkai entropidinak az osszege.

5. . e n’'ciok

A statisztikus allapotosszeg logaritmusa a termodinamikai hataresetben additivan
tevodik Ossze a makroszkopikus test egyes makroszkopikus darabjaitél szarmazé ja-
rulékokbdl. Ennek kovetkeztében barmely altalanositott termodinamikai potencial
(az allapotosszeg logaritmusdnak (—kpT')-szerese) és a beldle leszarmaztatott ener-
gia, részecskeszam és entrépia is additiv. E tenz” menn iségeknek ne ezzuk
azokat az menn iségeket amel eknek az egész rendszert jellemzo értéke
ug adoédik ki hog ossze kell adni a test makroszko ikus dara jain fel-
ett értékeiket.

Az e tenziv mennyiségek térfogati stiriiségei és a Lagrange-multiplikatorok
szerepét jatszé mennyiségek (hémérséklet, kémiai potencidl, nyomads stb.) értékei
homogén rendszer minden egyes makroszkopikus darabjan azonosak. Azokat a
menn iségeket amel eknek az értéke a statisztikus eg ensil an le 6
test minden makroszko ikus dara jan azonos intenz” menn iségeknek
ne ezzuk.

A makroszkopikus test statisztikus egyensilyi dllapotat (makroszkopikusan)

véges sok, mondjuk n darab additiv megmaradé, azaz e tenziv q,..., , meny-
nyiség értékének megaddsaval hatdrozhatjuk meg. Errdl az egyensilyi rendszer
mikrokanonikus targyaldsa sordn gyéz6dhettiink meg, amikorisaz ~ ( =1,2,...,n)
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e tenziv mennyiségek, mint a Hamilton-operator rogzitett értékii paraméterei jelen-
tek meg a mikrokanonikus siirtiSeg-operatorban. A termodinamikai test makro-
alla otanak eg értelmii meghatarozasahoz szukséges és elegend6 e tenz’
menn iségeket az e tenz® alla othatarozdk teljes rendszerének ne ezzuk.

ésobb latni fogjuk, hogy az allapothatarozék teljes rendszerét sokféleképpen meg
lehet valasztani. Lehetséges olyan valasztas is, amikor intenziv mennyiségek is sze-
repelnek az allapothatarozok teljes rendszerében.

5. . omogén fugg én ek

Miel6tt az e tenziv és az intenziv mennyiségek tulajdonsdgaira ratérink, idézzik
fel, hogy mit mond a matematika a homogén fugg én ekrol

1. Az (21,9, ..., z,) fliggvényt n-edrendii homogén fugg én nek nevezziik,
ha tetszoleges valos > 0 esetén:
(z1, Toy...y, Ts) = " (x1,T2,...,Ts). (5.2)
2. Az (x1,29,...,xs) n-edrendli homogén fliggvényre érvényes Euler tétele
L0
gz = A 5.3
Z(?x x n (x1, 2o Zs) (5.3)

=1

Euler tételét ugy lathatjuk be, hogy az n-edrendii homogén fiiggvény definici-
6jat jelentd (5.2) egyenlet mindkét oldaldt derivaljuk az  paraméter szerint
és a kapott egyenletet az =1 értéknél vessziik.

5. .3 ulajdonsagok

Vegyiik sorra az e tenziv és intenziv mennyiségek néhany fontos tulajdonsagat:

1. E tenz" menn iségek han adosa intenz® menn iség. 1. az e -
tenzivek térfogatsiirtisége intenziv:

= - = — = — = . 5.4

7 (5.4)

2. Barmel intenz” menn iség a makrodlla ot eg értelmii megada-

sahoz szukséges és elegend6 ... , e tenz” menn iségeknek =
1,--- n) homogén nulladrendii fugg én e

T S TR Ry P (5.5)

3. ntenz” menn iségek 4armel fugg én e intenz” menn iség.

",

4. Eg etlen e tenz" menn iséget sem lehet el6all‘tani csak intenz”
menn iségek fugg én eként.
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5. a 1,..., namakrodlla ot eg értelmii megadasidhoz szukséges és

elegendd e tenz” menn iségek akkor tetszéleges = ( 1,..., )
fugg én uk akkor és csak akkor e tenz” menn iség haaz ,..., ,

altozok homogén els6rendii fugg én e. Csakugyan, ha homogén
elsérendii fliggvény, akkor

= (e )= ey ). (5.6)

Masrészt, ha e tenziv, akkor

= azaz O (1y-vy n) (5.7)

6. A fuggetlen intenz” menn iségek szama kise mint a fuggetlen e -

tenz” menn iségek szama. Legyenek ..., , a makrodllapot egyértel-

mii jellemzéséhez sziikséges és elegendé e tenziv mennyiségek, tovabba 1, ...,

» ugyanennyi darab, tetszOleges intenziv mennyiség. Utébbiak az ...,
valtozék homogén nulladrendi fiiggvényei, igy

"0
— =0 5.8
: (59)

Ennek az egyenletrendszernek akkor és csak akkor 1étezik adott 0 /0  egyiitt-
haték esetén nem trividlis megolddsa, ha az egyiitthatok matri dnak deter-
minansa eltiinik:

O 155 n)
= 0. 5.9
o 1,--+5 n) (59)
Ez viszont azt jelenti, hogy 1,..., , nem fiiggetlen fiiggvényrendszer.

7. Az eléz6 pontbdl kovetkezik, hogy az alla othatarozék Aarmel teljes
rendszere legala eg e tenz” menn iséget tartalmaz. Ez lehet pl.
a térfogat vagy a részecskeszam.

8. Az e tenz” menn iségek térfogati siirtisége fuggetlen a térfogattol.

Csakugyan, intenziv, azaz
( E, V., N,..., )
= — = = 5.10
Vv 1% (5.10)
barmely -ra,igy =1/V-reis, azaz
( )y = (E/V,,N/V,..., »/V) ( , Lo ). (5.11)

Ha a makrodllapot egyértelmiien jellemzheté n darab e tenziv mennyiséggel,
akkor helyettiik n—1 intenzivet is haszndlhatunk, amelyeket gy kapunk, hogy
a térfogatot elhagyjuk és a tobbi e tenziv térfogati siirliségét vessziik.

orabban azt tanultuk meg, hogy ha a rendszer nincsen éppen fazisatalakulasi pont
kozelében, akkor termodinamikai hataresetben a kiilonb6z6 egyensiilyi sokasagokkal
valé lefrasai egyenértékiiek.
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Egy makroszkopikus rendszert gondolatban mindig két részre bonthatunk, s
az egyik részét tekinthetjiikk a vizsgdlt alrendszernek, a maésik részt pedig a kor-
nyezetének. A részeket jellemzo e tenziv mennyiségek uktudcidi egyensiilyi rend-

szer termodinamikai hataresetében elhanyagolhatéak. Eppen ennek koszonheto,
hogy termodinamikai hatdresetben a kiilonb6zo, egyensilyi statisztikus sokasagok
egyenértékiivé valnak. Ugyanakkor fazisdtalakuldsi pont kornyezetében ezek a uk-
tudciék osszemérhetokké valhatnak a részeket jellemzo e tenziv mennyiségek érté-
keivel. lyenkor a részek kozott megsziinik az egyensiily.

Az egyensilyi sokasdgok egyenértékiiségének kdvetkezménye, hogy eg ensul i
rendszer termodinamikai hatareseté en eg értelmiien létezik az entro6 ia-
alla otfugg én amely csak az e tenziv mennyiségek fliggvénye. Az egyensily
statisztikus maddszerrel torténo vizsgalatakor mar belattuk, hogy ez az entrdpia-
fiiggvény invertalhat6 az energidra (belséenergiara) nézve. Ez a termodinamika
elso fotételének elso all‘tasa létezik a elsGenergia mint dlla otfugg én .

Az egyensilyi sokasiagok egyenértékiiségének egyik kovetkezménye az is, hogy
a rendszert jellemzo intenzivek kozul azok, amelyek a statisztikus tdrgyaldsban
Lagrange-multiplikdtorok szerepét jatszottak, kifejezhetok az allapotsiiriiség loga-
ritmikus derivéltjaiként. Valéban, termodinamikai limeszben

Szkglng( 1:U, QZV, 3=N)+COIISt. (512)
alakban is frhatjuk az entropiat. Masrészt viszont

_os

3 (=1,2,3) (5.13)

alakiuak a Lagrange-multiplikatorok. onkrét esetekben innen

1 @_k dlng(U,V,N)
T — ou P oU
p _ 05 _, 0lg(UV,N)
T oV oV
p _ 98S _ 9lng(UV,N)
5 = aN_k oy , (5.14)

ahol T" a hémérséklet, p a nyomds, p a kémiai potencidl. (Az egyszeriiség kedvéért
olyan esetet vettiink, amikor a makroallapot egyértelmii megadasdhoz az e tenziv
mennyiségek (U, N, V% harmasa sziikséges és elegends. A tovabbiakban is ennél
maradunk. A megfelel6 Osszefiiggések altalanositasa kézenfekvé olyan esetekre,
amikor a makrodllapot egyértelmu jellemzéséhez haromndl tobb e tenziv dllapot-
hatérozét kell haszndlni.)

Az egyensulyi rendszer statisztikus fizikai tdrgyaldsa sordn lattuk, hogy az egyensulyi
rendszer entropiaja értelmezhetd, mint az additiv makroszkopikus allapothatarozdok

fliggvénye:
S:S( 1:E, 2:‘/, 3:N) (515)
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Az egyensiilyi sokasagok egyenértékiisége a termodinamikai limeszben pedig azt je-
lenti, hogy ez a fiiggvénykapcsolat a rendszerre jellemz6 alla otfugg én . Az
entrépia-allapotfiiggvény ezen alakja azt mondja, hogy a makroszkopikus egyensulyi
rendszer véges sok ( =1,2,3) e tenziv allapothatdrozé segitségével kimeritSen
jellemezheté. Ez val6ban igy van, hiszen ha ezt az S( ) fiiggvényt ismerjiik, akkor
barmelyik egyensilyi statisztikus sokasdghoz tartozé Lagrange-multiplikdtorokat el6
tudjuk allitani az S( ) entrépia-fiiggvény parcidlis derivéltjaiként, azaz ugyanezen
e tenziv mennyiségek fliggvényeiként. Ez viszont azt jelenti, hogy rendelkezésiinkre
all a statisztikus atlagolashoz sziikséges, az eloitéletmentes becslés elvének eleget-
tevé, egyensilyi stliriiség-operdtor, (F,V,N), mint az (FE,V,N) paraméterektol
fuggd operdtor.  etszéleges makroszkopikus dinamikai mennyiség ilyen striiség-
operatorral végzett atlagolds eredménye, s igy maga is az e tenzivek fiiggvénye:

=1 (E,V,N) (). (5.16)

Masrészrol, a statisztikus targyalas soran bevezetett Lagrange-multiplikatorok, mint
a rendszert jellemzo intenziv mennyiségek, szintén az e tenzivek fiiggvényei.

étezik tehat az e tenz” ek eg teljes rendszere amell el a termo-
dinamikai makroalla ot jellemezhetd.

A termodinamika nulladik f6tétele kimondja hog a statisztikus
eg ensiill an 1é 6 makroszko ikus rendszer minden kolcsonhatiasidhoz
tartozik eg e tenz” amel nek cseréje jellemzi a kolcsonhatist és eg
intenz® amel a kolcsonhatds sordan kieg enl‘todik. Ez a kanonikus ill. a
makrokanonikus sokasag alkalmazasaval, ill. azok altalanositasaival azonnal kiadodik.

Mégegyszer hangsilyozzuk, hogy az entrépia-allapotfiiggvény egyértelmii 1étezése
annak koszonhetd, hogy az egyensulyi statisztikus sokasagok a termodinamikai li-
meszben egyenertekuek Ez biztositja, hogy mindig ugyanahhoz az entropia-fiigg-
vényhez jutunk, akdrmilyen kornyezetben vizsgdaljuk is a rendszer egyensilyat.

Még éltaldnosabban mondhatjuk: a termodinamikai limesz létezése (kvézi)e-
gyensilyi rendszer esetén azt jelenti, hogy 1éteznek a rendszert jellemzdé eg -
értelmiien a haszndlt statisztikus sokasagtél fuggetlenul meghatarozott
Q , j)=—-ksTInZ( ; ;) termodinamikai otencidlok minta Lagrange-
multiplikdtorok és az  ; additiv megmaradé mennyiségek fiiggvényei. A mellékfel-
tételekbdl a -k kifejezheték, mint a megfelelé  additiv megmaradé mennyiségek
fiiggvényei. Az egyes termodinamikai potencidlok a termodinamikai limeszben a
rendszerre jellemzo allapotfiiggvények, amelyek fiiggetlenek a kornyezettol. A valto-
z6ikat azonban akkor vélasztjuk meg a legtermészetesebb moédon, ha visszaemléke-
ziink a mellékfeltételekre, amelyek mellett kellett az eloitéletmentes becslést ah-
hoz elvégezni, hogy az adott termodinamikai potencidlt kapjuk eredményil, mint
az allapotosszeg negativ logaritmusanak kp7-szeresét. A termodinamikai o-
tencidlokat, ha masképpen nem jeloljiik, akkor mindig természetes &altozoik
fugg én eként fogjuk tekinteni. A valtozdk természetes valasztasa tekintetében
a statisztikus leirds megmutatta, hogy az e tenzivekkel torténé allapotjellemzés zart
rendszer esetén kézenfekvi. Ha a rendszer bizonyos e tenzivek cseréjére nézve nyi-
tott, akkor a kanonikus sokasag altalanositasaval torténhet a leirdsa. Ez automatiku-
san olyan allapotleirashoz vezet, hogy az Q = Q( 1 =T, o,..., , lyeevs )
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allapotfiiggvény (termodinamikai potencidl) azon darab intenzivtél fiigg, amelyek a
kornyezettel valé kolecsonhatdsban ki tudnak egyenlitédni. Ugyanakkor Ly -5 n
olyan e tenzivek, amelyek cseréjére nézve a rendszer zart.

A rendszer egyensilyi dllapotainak sokasdgdban definidlhatunk mindig a mel-
1ékfeltételekhez illeszked6 koordinatarendszert. Ez éppen azokat az intenziveket tar-
talmazza, amelyek a mellékfeltételek figyelembe vételéhez sziikségesek, mint Lagran-
ge-multiplikatorok. Ezenkiviil azok az e tenziv allapothatarozoék szerepelnek, ame-
lyek cseréjét a kornyezettel vald kolcsonhatas nem teszi lehetévé.

Ha egyszer valamilyen mellékfeltételeket kiréva eljutottunk az allapothataro-
z6k egy teljes rendszeréhez, akkor koordinata-transzformaciét hajthatunk végre és
attérhetiink az allapothatdrozok egy masik rendszerére.

A statisztikus leirds soran lattuk, hogy az egyensilyi allapotok sokasagaban
végrehajtott koordindta-transzformaciéhoz mas statisztikus sokasdg (mds mellékfel-
tételek) haszndlata asszocidlhaté. Ha més sokasdgot haszndlunk, akkor a leirds ki-
indulé pontjaul szolgdld allapotosszeg, ill. annak negativ logaritmusa, a relevans
termodinamikai potencidl is mas. Az egyes termodinamikai potencidlok kozott
Legendre-transzformaciék teremtenek kapcsolatot.

A termodinamika els6 f6tétele kimondja hog Ilétezik a elsGener-
gia mint alla otfugg én és ennek meg altozasa a rendszeren égzett
rendezett munka és a rendszerrel kozolt hé osszege. Az elsé allitas, a
belséenergianak, mint allapotfiiggvénynek a létezése, abbdl kovetkezik, hogy az
S=SU, o..., p) figgvénykapcsolat invertalhat6 az U viltozéban:

U=U(S, 2..., n) (5.17)

Ezt lattuk a kanonikus sokasag vizsgalata soran. A masodik allitas az energia lokalis
megmaraddsat jelenti, amelyet mar a dinamikai folyamatokra altaldnos érvénnyel

bizonyitottunk. ’gy az nyilvdn a makroszkopikus rendszerek kvézisztatikus folya-
mataira, ill. egyensiilyi kezdo- és végallapotot 6sszekoto folyamataira is igaz.

Az entrépia-dllapotfiiggvény és a belsGenergia- allapotfiiggvény egyértelmi
létezésének tovabbi fontos kovetkezménye, hogy a

T=0 E(S,V;N) T(S,V,N) (5.18)
hémérséklet is egyértelmi fuggvénye a test makrodllapotat egyértelmiien megha-
tarozo e tenziv allapothatarozdknak. Ez a fiiggvénykapcsolat ,,abszolit , mert
értelmezése sem nem kotodik specidlis mérési mdodszerhez, sem pedig az egyenstly

statisztikus fizikai leirasdhoz hasznalt sokasagok valamelyikéhez. A fent értelmezett
T homérsékletet ezért a szolit hémérsékletnek nevezziik.

5.6. A elsGenergia

Mint mér arrél szé volt, az S = S(U, V, N) entrépia-fiiggvény a belséenergidra nézve

invertalhato:
U=U(S,V,N). (5.19)
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A bels6energia a;;apotfiiggvény, mint e tenziv mennyiség, a valtozdiként szerepld
e tenziv mennyiségek homogén elsérendii fiiggvénye, ugyhogy

U, oU. oU
U=—ooS+o0V+ 0N, (5.20)

Masrészt a belséenergia teljes di erencidlja:

oU .. U U
dU = S dS + 5dV + 5 dN. (5.21)

Az utébbi kifejezést Osszehasonlithatjuk az e tenziv mennyiségek infinitezimalis
megvaltozdsaval jar6 kvéazisztatikus energiakozlés

dU=d wa as .+d wa o =TdS—pdV + pdN (5.22)

kifejezésével. A belsGenergia megvaltozdsdnak kétféle felirdsat Osszehasonlitva:

oU oU oUu
T = — = —— = — .
s PT 7oy FT N (5.23)
adodik. A elsGenergia tehat
U=TS—pV +uN (5.24)

alaki ahol minden tag eg termodinamikai kolcsonhatas 6l szarmazik
az adott kolcsonhatas an atadasra keruld e tenz” menn iség és a kol-
csonhatds soran kieg enl’t6d6 megfelel6 intenz” menn iség szorzata.

5.6. ermodinamikai otencidlok

A belsOenergiabdl leszarmaztatott legfontosabb termodinamikai otencialok

1. sza ad energia =U—-TS=—pV + uN,

2. ental ia =U+pV =TS+ uN ,

3. sza ad ental ia = —TS=puN,

4. sziike értelem en ett termodinamikai otencial Q =U —-TS —
uN = pV.

A termodinamikai potencidlok az (5.23) Osszefiiggések miatt a belsG energia Le-

gendre-transzformaltjai (1d. B fiiggelék). Ovetkezésképpen az aldbbi di erencidlis
osszefiiggések allnak fenn:

d = —=SdT — pdV + udN,

d = SdTI'+Vdp+ udN,

d = —-S8dT'+Vdp+ pdN,

dQY) = —SdI —pdV — Ndp. (5.25)
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5.7. Az entré ia a szolut zérus homérsékleten

A termodinamika harmadik f6tétele értelmé en a termodinamikai rend-
szer entré idja a zérus a szolit homérséklet felé tart a zérushoz tart.

A fizikai rendszerek kvantummechanikai alapallapotanak energidja, Fy, a rend-
szer minimalis energiaju allapota. Az alapdallapot altaldban nem elfajult, vagy ha
elfajult, akkor elfajultsiganak foka a rendszer szabadsagi fokai szdmdnak nagysg-
rendjébe esik.

Az eddigiekben dltaldban £ Ej energian, un. makroszkopikus energiaskalan
vizsgaltuk a rendszerek viselkedését. Lattuk, hogy a transzlacios szabadsagi fokokkal
rendelkez6 rendszerek esetén E Ey energian az entrépia S = kglnl kg
nagysagrendii, ahol I az E energidju rendszer mikrodllapotainak szdma. Ugyanakkor

Ej energian a rendszer mikroallapotainak szama I' nagysagrendbe esik, s
igy S kpln . Makroszkopikus testek esetében In < (pl. ha = 10?3, akkor
In = (10)). Ezért makroszkopikus testekre jo kozelitéssel igaz, hogy

S —0, ha E — E, (ill. U — Uy). (5.26)
Lattuk, hogy a hotartallyal termikus egyensulyban 1évé makroszkopikus rend-

szer energiaingadozasai csak akkor elhanyagolhatok, ha a rendszer allandé térfogat-
hoz tartozo6 fajhéje pozitiv. Ekkor

oU
57 >0 (5.27)
és
or _opor _ 108
oU U OB  kB2oU T
108 0?Ing
30 = oo <O (5.28)

Ez azt jelenti, hogy mindazon testek esetén, amelyek termodinamikai hatdresetben

kanonikus sokasdggal targyalhaték, a homérséklet az energidnak névekvo fiiggvénye.
ontosan ez a tulajdonsag biztositja, hogy kanonikus sokasdgban az energiaeloszlés
auss-fiiggvénnyel kozelithetd.

A fenti tulajdonsagbdl kovetkezik, hogy U — Uy esetén T is lecsokken és
megkozelit egy Ty értéket. Ty-ra nézve a kovetkezdket mondhatjuk:

A rendszer allapotsirisége az Ej energian gSEO) ~ 0. Legyen dy, ill. dy rendre
a rendszer elso gerjesztett allapotanak, ill. alapallapotanak elfajultsagi foka, F; az
els6 gerjesztett allapot energidja. Becslésként irhatjuk, hogy

dy —dy
E) v~ —/—— 2
g( 1) El _EIO’ (5 9)
10 E,—FE,—*—-0 1
Bo=-291 LTR0 T -0 Ty . (5.30)
gaE dl_dO EI_EO EI_EO
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lyan energiaegységekben, amelyben a makroszkopikus test energidjat mérjik, az
E, — E, energiakillonbség nagysdgrendje 1/ , hiszen az elsé gerjesztett allapot
altaldban a legalacsonyabban fekvo egyrészecskés gerjesztéssel nyerhetd. Ezen a
makroszkopikus energiaskdldn f; nagy szdm (— oo), és a reciprokdra Ty ~ 0 j6
kozelitésnek veheto. Az entropia tehat jo kozelitéssel eleget tesz a

ha T—0, akkor S—0 (5.31)
tulajdonsagnak. Ez a termodinamika harmadik f6tétele.

Fontos gyakorlati kérdés, hogy ténylegesen milyen kicsi az a hOomérséklet,
amelyre a fenti hatarérték teljesiil. zilardtestek esetében a magspinek jatszhatnak
ebbdl a szempontbdl kiillonosen érdekes szerepet.  egyiik fel, hogy az anyagot
felépité atomok magjai 1/2 spintiek. A magspinek &dltaldban nem vesznek részt

mindazokban a kdlcsonhatdsokban, amelyek segitségével a rendszer alacsony (1 )
hémérsékletre lehiithetd. Ezért ezen a T hémérsékleten a rendszernek még mindig

2 mikrodllapota lehetséges a magspinek kiillonbozd alldsdnak megfeleléen. gy
T — T, homérsékleten az entrépia egy a rendszer egyéb, makroszkopikus jellemzoitol
fiiggetlen, allandé értékhez tart. Csak rendkiviil er6s magneses tér alkalmazasaval
allithaték be a magspinek egy irdnyba és csokkenthetd 1ényegesen tovdbb a rendszer
hémérséklete (kb. 1073  kozelébe).

5. . A hoka acitas és a fajh6 fogalma

A termodinamika gyakorlati alkalmazasaiban fontos szerep jut olyan folyamatoknak,
amelyek soran valamelyik allapothatarozé értéke allando, mint pl.

izoterm fol amat, amikor a hémérséklet allandé, 1" =4ll.;
adia atikus fol amat, amikor az entrépia allandé, S =4ll,;
izo ar fol amat, amikor a nyomas allandé, p =all.;
izochor fol amat, amikor a térfogat allandé, V' =4ll.

==

A hoéka acitas azt méri hog az in nitezimalis d7" hOmérséklet al-
tozas el6idézéséhez mekkora d hémenn iséget kell a rendszerrel kozolni
ol an fol amat soran amel en a rendszer alamel alla otjellemzGjét
allandé értéken tartjuk

_ (‘2_T> - (1) (5.32)

Homogén rendszer esetén a hokapacitds aranyos a rendszer V térfogataval. A fajh6
a térfogateg ség hoka acitasa

== . (5.33)
ilonosen gyakran hasznalt mennyiség az
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1. allandé térfogati fajhd (V, N = 4ll.):
1 (d 1 foUu\ o (T,)
—V<dT> _V<6T> 9T (5:34)

2. dllandé n omashoz tartozé fajhé (p, N = all.):

(o) =) <3 ) -2

em nehéz belatni, hogy az allandé n omashoz tartozé fajh6 mindig nag -
o mint az allando térfogathoz tartozé fajho

> . (5.36)

és az

A termodinamikai limeszben az egyensiilyi rendszert megadhatjuk a belsGenergia-
allapotfiiggvény segitségével. Hangsilyozzuk tjra, hogy a rendszer mikroszkopikus
modelljének statisztikus fizikai targyalasabdl egyértelmien kovetkezik a belséenergia-
allapotfiggvény U( +,..., ) alakja Bel6le a tovabbi termodinamikai potencialok
Legendre-transzformaciéval nyerhetok. Ezek barmelyikének ismerete a rendszer ter-
modinamikai viselkedésének kimerito leirdsat teszi lehetové.

Az allapotfiiggvények barmelyikébol un. alla oteg enleteket szarmaztatha-
tunk le. smeretes, hogy a belso energia felirhaté

n

U=>" =TS —pV+puN+... (5.37)
=1

alakban. Az U( ;... ,) fiiggvény e plicit alakjdnak ismeretében derivaldssal az
Osszes intenziv mennyiséget megkaphatjuk, mint az e tenzivek e plicit fiiggvényét:

(1., n)=aU( 19 ”), (=1,...,n). (5.38)

Lattuk, hogy ezen n fliggvény koziil csak n — 1 tekintheto linedrisan fiiggetlennek.

Az n—1 intenz” megadisa mint az e tenz” ek fugg én e eg enérté-
kii tehat a elsGenergia-fugg én megadasa al. Az n—1 intenz” e licit
alakjat szoktak ezért alla oteg enleteknek ne ezni.

A gyakorlatban az entrépia nehezen mérheté. gy az allapotegyenletekben
célszeri a hémérsékletet hasznalni valtozoként. A belséenergia megadasaval termé-
szetesen egyenértékli barmely altalanositott termodinamikai potencidl megadéasa is.

éldaul kiindulhatunk a szabadenergia

= (T,V,N,..)=U-TS=—pV +uN+... (5.39)
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alakjabol, amelyre

d =—-SdT —pdV + pdN + ... (5.40)
Az n — 1 darab intenzivet elegendé megadnunk, mint (7, V, N, ...) figgvényét:
p = p(T,V,N,..)=p(T, ,...) (5.41)
pw = (T, V,N,...)=ulT, ,...)
: (5.42)

Mivel az intenzivek az e tenzivek homogén nulladrendii fiiggvényei, igy nem fiigg-
nek a V térfogattdl és a tobbi e tenzivtol csak azok siiriisége révén fliggnek. Ezért
az intenz” ek aldja an a T hoémérséklet és n — 2 e tenz” siiriiségének a
fugg én ei.

Megforditva is igaz, bar itt nem bizonyitjuk: az dllapotegyenletekbdl meg lehet
konstrudlni a termodinamikai potencidlokat. Ez azért fontos, mert az dllapotegyen-
leteket tudjuk kozvetleniil kimérni. A termodinamikai potencidlok, azaz az alla-
potfiiggvények kimérése kozvetett eljarassal torténik. Ennek els6 1épése az allapot-
egyenletek kimérése, a masodik 1épése az allapotegyenletekbdl a termodinamikai
potencidlok rekonstrukciéja.

A termodinamika masodik f6tétele ig sz6l hog zart rendszer entré idja
eg ensil i alla ot an ma imaélis.

A statisztikus fizikdban, a dinamikai folyamatokra kimondott masodik fététel
értelmében zart rendszer entrépidja nem csokkenhet, ha a kezdeti és a végdllapotban
megfigyelt entrépidkat hasonlitjuk 6ssze. Ezért egy zdrt rendszerben, ha az nem
egyenstlyi, valtozhat az entropia, de csak néhet. Masrészt, ha bedllt az egyensulyi
allapot, akkor az entrépia mar nem valtozik. Ezért egyensiilyi allapotban az entrépia
ma imdlis zart rendszer esetén.

5. . Az entré ia ma imumanak szukséges feltétele

A termodinamikai leirds csak egyensilyi vagy csaknem egyensulyi rendszerekre vo-
natkozik. Az ilyen rendszert gondolatban sok kicsiny, de még makroszkopikus
darabra bonthatjuk. Ezekrol feltessziik, hogy lokdlisan egyensilyiak. A rendszer

minden egyes makroszkopikus darabkdja rendelkezik 6nall6 S S (E ,V ,N )
entrépia-allapotfiiggvénnyel.  épzeljiik el, hogy a rendszer egyes darabkai valami-

lyen, az egyensilyihoz kézeli E ,V N (S ) adatokkal jellemzett dllapotokban
vannak. Az igy kapott rendszer tobbnyire nem egyensilyi. A teljes  striség-

operator, R X
=1 . (5.43)

az egyes darabkak i stirliség-operatorainak szorzata, mert a darabkdk termo-
dinamikai hataresetben statisztikusan fiiggetlenek. Ennek kévetkezménye, hogy a
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rendszer entrépidja az egyes makroszkopikus darabok entrépidjanak osszege:
S(E,V,N) = S (E ,V ,N ), (5.44)

ahol
E= E, V= V , N= N. (5.45)

Az egyensulyi allapot akkor dll be, ha az energia, részecskeszam, térfogat ugy oszlik
el az egyes makroszkopikus darabokon, hogy az entrépia ma imalissa valik. Ennek
sziikséges feltétele, hogy

= (8 —kpBE +kpBpV — kpBuN) =0, (5.46)
aZaZ
oS oS oS
<8T - kBﬁ) E + (W -+ kBﬁp) V -+ (87 — kBﬁ,u> N = O,
(5.47)

ahol F |, V | N az egyensilyi allapottol valo kicsiny, tetszoleges eltéréseket
jelentenek, amelyek egymastol fiiggetlenek. Ha gondolatban allandé részecskeszami

( N = 0) makroszkopikus részeket néziink, akkor megkapjuk, hogy a hémérséklet
és a nyomas egyenlé minden darabkdban. Ha allandé térfogati darabokat vizsgalunk,

akkor a kémiai potencial kiegyenlitodését is megkapjuk. gy arra a jol ismert
eredményre jutunk, hogy eg ensil an a hémérséklet a kémiai otencial
és a n omads az eg es makroszko ikus dara ok an azonos

I oS p 0SS p  0S
Tk TTev ' T anN (5:48)

Ez az eg ensil szukséges feltétele.

5. . A ma imum elégséges feltétele

Vizsgédljuk most meg a ma imum elégséges feltételét. Ehhez a
52
0 0

matri  tulajdonsdgait kell megvizsgalnunk. Az egyszerliség kedvéért korlatozzuk

vizsgalatunkat csak az E , V'  valtozok alterére, gondolva, hogy az N  részecs-

keszamok a rendszer globdlis egyensiilyanak megfelel6 értékeken vannak rogzitve, és

tegyiik fel, hogy a testet k£ darab makroszkopikus darabkdra bontottuk gondolatban.
épezziik a

(5.49)

o(—,—,—,—....
9(ET, VI E? V2 . E

a( I’ bl bl I’
o(E .V ,E* V2, E .V )

ol

E N
Eal il
N——

(5.50)
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determindnst. Ez egy kvazidiagondlis métri determindnsa, az atléban a 2
2—es matri ok allnak:

Az entrépidnak }° | E =4llandd, > ;V = allandé feltételek mellett biztosan
ma imuma van, ha

%S

det >0 és 5 2

< 0. (5.51)

Vizsgaljuk meg kozelebbrdl, hogy mit jelentenek ezek az elégséges feltételek.
ezdjik a masodikkal:

0%S | 0 1 | 1 [T = L,
OF 2 ~ 0E \T(E ,V ) -~ T2 \0F -T2V ’
(5.52)

ahonnan az adédik, hogy az allandé térfogati fajhd pozitiv:
> 0. (5.53)

udjuk, hogy ez a feltétel masrészrol éppen azt biztositja, hogy a rendszer egyen-
siulyban tud lenni egy hétartallyal.

A misik feltételbdl a kovetkezo adddik:

w1 oos (s Y
TV ov 2 oV OF
_(——)_ &7
o V) oFE V)
_ o(3,7) o(1,v )
o(r,v )o(E ,V )
- () —+ 7 (7)
- ar 1
OE 0 i (—),
1 1 ( ap 11
= _Viﬁ<W>T_W—>O’ (5.54)
ahonnan a  Un. izoterm kompresszibilitasra a
>0 (5.55)

kévetelményt kapjuk.

107



Ezek a fontos termodinamikai eg enlGtlenségek a fajh6 és a kom -
resszi ilitas megfelel6 elGjele iztos’tjak hog az entré ianak csakug an
ma imuma an azaz hog az eg ensil i dlla ot sta il.

Megjegyezziik, hogy bizonyos koriillmények kozott ezek az egyenlétlenségek
megsériilhetnek. lyenkor a rendszer nem lehet egyensilyban. Vannak tovabba
olyan, un. metastabil dllapotok is, amelyek az entrépia lokélis (feltételes) ma i-

mumdnak felelnek meg az E',...,E , V1, ...,V véltozdk terében. A rendszer
elegendéen nagy energiakozlés hatasiara természetesen kikeriilhet a metastabil dlla-
potabdl és eljuthat az entropia abszolit ma imumat jelento egyenstlyi dllapotdba.
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eressitk az (z, ) két-véltozds fliggvény lokalis szélséérték-helyét, az (z , ) pon-
tot az (z, )-sikon, ha a valtoz6i nem fiiggetlenek, hanem kielégitik a g(z, ) = 0
feltételt:

(z, ) = e tremum g(z, ) =0 mellett. (A1)

(.’,E(), 0)

Lokalis szélstérték-helyen a fiiggvény megvaltozasa a valtozdinak tetszoleges, in-
finitezimalis =z, ill. novekményének elsérendjében eltiinik:

= 0, (33, ) x4+ 0 (.’13, ) (z0, 0) = 0. (A.Q)

(z()y 0)

Ez a széls6érték létezésének sziikséges feltétele. Ugyanakkor a g(z, ) = 0 mellékfel-
tétel azt jelenti, hogy az = és az  valtozd nem fiiggetlen, tehat novekményeik sem

fuggetlenek:
gz, ) z+0g(z, ) =0. (A.3)
(Hallgatdlagosan feltessziik, hogy 0, =0 és 0 g =0.) nnen pl.

Oagl@, ) (A.4)

dg(z, )

Ezért a szélsOérték 1étezésének sziikséges feltétele

0 (2, )y _
O (z, )— 9 9. )awg( ; )@O, : 0 (A.5)

alakot Olt.

Ha bevezetjiik a

0 (z,)
0 g(x, ) (zo, 0)

Lagrange-multiplikatort, akkor a feltételes szélsérték létezésének sziikséges feltétele
a

(A.6)

0 = 0, (.I, )_ 8:cg(x’ )(3507 0)
0= 9 (z, )— 99, ) (@, o)

egyenletekkel fejezheto ki. Ezek az
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fuggvény feltétel nélkiili szélséértékének a sziikséges

0 = 0 (z,) ,
(0, o)
0 =0 (z,) (A.9)
(0, o)
feltételei. Megolddsuk az (z () pont, mint az ismeretlen ~Lagrange-multipli-

kator fiiggvénye. Utobblnak az ért6két a

gle (), () =0 (A.10)

mellékfeltételbol hatarozzuk meg.

Az (z, ) két- altozés fugg én g(z, ) =0 feltétel melletti feltételes
szélsGértékének meghatarozasat sikerult tehdt issza ezetnunk az (z, )=
(xz, )— g(z, )fugg én feltétel nélkuli szélsGértékének meghatirozdsira.
Az (z, ) fugg én t G4g ka juk hog az eredeti fugg én &l le on-
juk a mellékfeltétel en szere 16 fugg én t megszoroz a az ismeretlen
agrange-multi likatorral. A agrange-multi likator értékét a mellék-
feltétel Ol hatarozzuk meg a feltétel nélkuli széls6érték meghatarozasa
utan.

eressiik az  (x1,%2,...,2 ) -véltozds fiiggvény lokalis szélsGértékét a
g9 (r1,29,...,2 )=0 ( =1,2,..., < ) (A.11)
mellékfeltételek mellett. A feladat most is visszavezethet6 egy alkalmasan valasztott
(21,22, ...,z ) fiiggvény feltétel nélkiili széls6értékének a meghatirozdsira. Ha-
sonléan, mint a két-valtozds fiiggvény esetében, ezt az  (x1,2o,...,x ) fliggvényt
ugy kapjuk, hogy minden g mellékfeltételhez bevezetiink egy  Lagrange-multipli-

katort, és az eredeti fiiggvénybdl levonjuk a mellékfeltételeket, rendre megszorozva
oket a megfeleld Lagrange-multiplikdtorokkal:

(1,22, --,2x )= (x1,Z9,...,0 ) — g (x1,m0,...,2 ). (A.12)
1

Az igy kapott fiiggvény feltétel nélkiili szélsoértékének sziikséges feltételei,

0 = 0 (z1,29,...,2)=0, (x1,22,...,2 )— O0p g (T1,29,...,2 ),
1
(=1,2...,) (A.13)
szolgéltatjak a szélséérték = ( 1, 2,..., ) ( =1,2,..., ) helyét, mint a Lag-

range-multiplikatorok fliggvényét. A Lagrange-multiplikatorok értékét ezutan a

0 = g(xl (la 2y )aIQ (la 250> )1"'a$ (1; 25+ ))a
mellékfeltételekbol kell meghatarozni.
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ekintsiitk az  (x) egy-véltozds fiiggvényt, amely konve , azaz amelyre

&’ (z)
>0 B.1
T2 (B.1)
az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban. Legyen adott a p valds szam és
vele az pz egyenes az (x, ) sikon. épezziik azt az
(z,p) pz— (2) (B.2)
fliggvényt, amely megadja az px egyenes és az (z) fiiggvénygorbe adott

x-értékekhez tartozé pontjainak elGjeles tdvolsdgat. eressiikk meg azt az x  x(p)

pontot, amelyre teljesiil, hogy (z,p)-nek x fiiggvényében (adott p esetén) ma i-

muma van. Ekkor ma imélis a fiiggvénygorbe és az egyenes kozti (pozitiv) tdvolsdg
-irdnyban. Az (z) fiiggvény Legendre-transzformaltjin az igy nyert

glp)  (z(p),p) px(p)— (z(p)) (B.3)

fiiggvényt értjiikk. A definiciébdl kovetkezik, hogy (z,p) rogzitett p esetén felvett
ma imuménak sziikséges feltétele, hogy

0 (z,p)
o 0, (B.4)
AZaZ
d ()
dz

teljesedjen. Ez az egyenlet hatdrozza meg implicit médon az x  z(p) pontot. Az
(x) konve itdsa biztositja a ma imum létezésének elégséges feltételét:

F (o) & (1)

P (B.5)

92 T2 < 0. (B.6)
A definiciébdl kovetkezik, hogy
dg pdx + xdp — ddf) dr xdp, (B.7)
azaz
x dil—gj) (B.8)

A g(p) Legendre-transzformélt masodik deriviltja az eredeti fiiggvény mésodik de-
rivaltjdnak a reciproka a megfelel6 valtozok Osszatartozé x  z(p) értékeinél:
dp  dd (x) &’ (z)dz(p) d* (z)d*g(p)

dp dp dx . & dz? dp dz?2  dp? ’

(B.9)
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tigyhogy —— > 0 szintén teljesiil, s igy g(p) konve , tehat a Legendre-transzformalt
fliggvénynek is létezik a Legendre-transzformaltja.

smételt Legendre-transformdaciéval nem tudunk djabb fliggvényt értelmezni: a
g(p) fiiggvény Legendre-transzforméltja az (x) fiiggvény. Legyen ugyanis (p, x)
zp—g(p) ésp p(x) az a pont, ahol ennek ma imuma van (régzitett = esetén),
dg(p)
—. B.10
¢ (B.10)
Ekkor ¢g(p) Legendre-transzformaltja: (z) (p(z),z)  xp(z) — g(p(x)). Mivel
azonban a fentiek alapjén p  p(x) éppen az x  z(p) fiiggvénykapcsolat inverze,

azért (x) (x).

Legyen 5371,.’13'2, ey X (z) egy 1 valtozos fiiggvény, és legyen a masodik
parcialis derivaltjaibol képzett matri pozitiv definit, azaz a fiiggvény konve . e-
ressiik az

(z,p) z p— (2) (B.11)
fiiggvény ma imumét régzitett p  (p1,p2,...,p ) valés szdm -es esetén. Legyen
z z(p) a ma imum helye, ahol

0 (z1,%9,...,2 )
ox

teljesiil. Az (z1,29,...,2 ) fiiggvény Legendre-transzforméltja g(p) (z(p),p),
azaz

p ( 1L,2,...,) (B.12)

9(13171727---717) bx — (.1'1,.@2,...,.71 )z z - (B13)
1
Ekkor 24 )
g\pP1,P2,---,P
1,2,... B.14
. el ) (B.14)
teljesiil, mert
dg :Edp—l—(p—a (.’L‘l,.’L'Q,...,.’I? )>d$’
1 or
x dp . (B.15)

1

A Legendre-transzformalt fiiggvény masodik parcidlis derivaltjainak matri a az ere-
deti fiiggvény masodik parcialis derivaltjai matri dnak inverze:

o 090 & Oz
’ Op Op Oz ,0x Oz Op
0? 0%g
. B.1
L0z 0x Op Op (B.16)
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Egy tobb-véltozos fiiggvény értelemszeriien néhdny valtozéjaban is Legendre-
transzformélhaté. Legyen ez az elsé k darab valtozé. Ekkor a részleges Legendre-

transzformaltat

g(pla"'ap;x 1,...,37) bxr — (xla"'ax )a

0 (.’1}'1,...,.’13)
ox

p

osszefiiggésekkel értelmezziik, és teljesiilnek a

ag(plaapum 1:"'537) (

1,...,k
op ’ )
ill. a nem transzformdlt valtozokra érvényes
0 (z1,...,2 ) _(9g(p1,...,p;:c Lyener ) ( k+l,
ox ox
osszefiiggések.

A klasszikus mechanikdban az

Ty-==y 53 1ye-- 8)

Lagrange-fliggvény és a
y-+es 83D+, Ds)

(B.17)

(B.18)

(B.19)

B.20)

B.21)

Hamilton-fliggvény egymasnak Legendre-transzformaltja. Ha a Lagrange-fiiggvény
nem elfajult, azaz az altalanos sebességek szerinti masodik parcialis derivaltjainak

2
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