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Kivonat

A sine-Gordon elmélet képzetes frekvenciákra való analitikus elfoly-
tatásából adódó sinh-Gordon modell olyan skalártérelmélet, amelyben az
önkölcsönhatást léıró potenciál egy hiperbolikus függvény. A modell
fázisszerkezete a szakirodalomban eddig helytelenül szerepelt. FRG módszer
alkalmazásával megmutatom, hogy az ShG modellnek egyetlen, szimmetri-
kus fázisa van, amelyet kritikus vonal határol. A modell Ising-t́ıpusúnak
tekinthető, de a csatolások rögźıtett kezdőértékeivel. Továbbá megadom a
sine-Gordon modell egy elliptikus deformációját, azaz az Sn-Gordon (SnG)
modellt, amely a sine és a sinh-Gordon modellek között periódikusan in-
terpoláló skalárelmélet. Amelyet topológikus t́ıpusú fázisátmenet jellemez,
kivéve az interpoláció egyik végpontját jelentő ShG elméletet. Származtatom
a fázisokat szeparáló kritikus frekvencia változását az interpoláció során és
megmutatom, hogy az Sn-Gordon modell m → 1 határátmenete nem anali-
tikus.

Motiváció - Sinh-Gordon rejtély

A fázisszerkezetet meghatározzák: szimmetriák és dimenzió

• Ising-modell, Z2 szimmetria

SIsing[ϕ] =
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=⇒ másodrendű fázisátalakulás (WF)
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• Sine-Gordon (SG), Z2 + periodikus

SSG[ϕ] =

∫

d2x

[
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2 + u cos(βϕ)
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=⇒ topológikus fázisátalakulás β2c = 8π 0.0
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• Sinh-Gordon (ShG), Z2 szimmetria

SShG[ϕ] =

∫

d2x

[

1

2
(∂µϕ)

2 + u cos(iβϕ)

]

=

∫

d2x

[

1

2
(∂µϕ)

2 + u cosh(βϕ)

]

=⇒ egy fázisa van, miért nem kettő?

Renormálás

•Részecskefizika

– anyagtér (lepton, kvark)

–mértéktér (foton, vekrtorbozon, gluon)

– skalártér (Higgs részecske)

•Kvantumtérelmélet

S =

∫

dxL
(

ϕ, ∂µϕ, x
)

Hatás

Z[J ] =N

∫

D[ϕ]e−S[ϕ]+
∫

dx Jϕ Generáló funkcionál

Γ[ϕ] = sup
J

(
∫

dx Jϕ− logZ[J ]

)

Effekt́ıv hatás

Γ =⇒ Mérhető mennyiségek

• Skálafüggés
(∆E)(∆t) ≥ ~/2, ∆E = ∆Mc2

• Skálafüggő effekt́ıv hatás Γ → Γk

Funkcionális renormálási csoport

•Divergenciák Pauli-Villars jellegű regularizálása

∆Sk[ϕ] =

∫

p
ϕ(p)Rk(p)ϕ(−p)

Rk(p → 0) > 0, Rk→0(p) = 0, Rk→Λ(p) = ∞

Zk[J ] =N

∫

D[ϕ]e−S[ϕ]−∆Sk[ϕ]+
∫

dx Jϕ skálafüggő Zk

Γk[ϕ] = sup
J

(
∫

dx Jϕ− logZk[J ]

)

−∆Sk[ϕ] skálafüggő Γk

Γk=Λ[ϕ] ≡ S, Γk→0[ϕ] ≡ Γ

• FRG egyenlet (skálainvariancia)

k∂kΓk[ϕ] =
1

2
Tr





k∂kRk

Γ
(2)
k [ϕ] + Rk





FRG egyenlet, lokális potenciál közeĺıtésben (LPA), d = 2 dimenzióban

(2 + k∂k)Ṽk(ϕ) = −
1

4π

∫ ∞

0
dy

y2drdy

(1 + r)y + Ṽ ′′
k (ϕ)

,

ahol Ṽk a dimenziótlan potenciál, r(y) a dimenziótlan regulátor.

Az ShG modell fázisai

• Linearizált FRG egyenlet, LPA, d = 2 dimenzió

(2 + k∂k)Ṽk(ϕ) = −
1

4π
Ṽ ′′
k (ϕ) +O(Ṽ ′′2

k )

• SG modell ṼSG(ϕ) = ũk cos(βϕ)

k∂kũk = ũk

(

−2 +
1

4π
β2

)

→ β2c = 8π

⇒ Topológikus, fázisátmenet

• ShG modell ṼShG(ϕ) = ũk cos(iβϕ)

k∂kũk = ũk

(

−2−
1

4π
β2

)

→ Nincs β2c

⇒ Nincs topológikus, fázisátmenet [5]

• Taylor sorfejtés (Z2 szimmetria)

ṼShG(ϕ) = ũk cos(iβϕ)
∼= ũk

[

1 +
1

2
β2ϕ2 +

1

4!
β4ϕ4 + ...

]

pozit́ıv csatolások ⇒ Ising-modell szimmetrikus fázisa ⇒ egyetlen fázis

• ShG modell vizsgálta FRG egyenlettel (mass-cutoff regulátor) [5]

(2 + k∂k)ũk = −
β2

2πũk

[

1−
√

1− ũ2k

]

, k∂kβ
2
k = −

1

24π

β4kũ
2
k

[1− ũ2k]
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• ShG modell FRG eredmények ⇒ egyetlen fázis [5]
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Interpoláció SG és ShG között?
=⇒ periódikus interpoláció =⇒ elliptikus deformáció

Elliptikus deformáció

Legyen x, y két koordináta az R
2 térben. Az ellipszis minden pontja m

excentricitással az alábbi módon paraméterezhető

x = r cos(θ), y = r sin(θ), r =
1

√

1−m2 sin(θ)2
(1)

ahol θ a szögparaméter az x − y sikon. Ebből a defińıcióból kiindulva defi-
niálhatjuk a Jacobi amplitúdót, például az ellipszis szöǵıvhosszát

u(θ,m) =

∫ θ

0

dω

1−m2 sin2(ω)
. (2)

Újrafoglamazva az (1) egyenlet összefüggéseit az (u,m) változókra, és foly-
tatva az analógiát a trigonometrikus esettel, a következőt kapjuk

x =
cn(u,m)

dn(u,m)
, y =

sn(u,m)

dn(u,m)
, r =

1

dn(u,m)
(3)

azaz a fundamentális Jacobi függvényeket (cn, sn, dn). Egy egyszerű inter-
poláló modell a Jacobi függvényekből konstruált potenciállal ı́gy hozható
létre

VsnG(ϕ) = u cn(βϕ,m) = u cd(βϕ,m) nd(βϕ,m). (4)

ahol nd(βϕ,m) = 1/dn(βϕ,m) és cd(u,m) = cn(u,m)/dn(u,m). Az snG
potenciál (4) m = 0-ra u cos(βϕ), mı́g m = 1-re u cosh(βϕ). Megmutattuk,
hogy az interpoláló potenciál periodikus (kivévem = 1-nél) ezért topológikus
t́ıpusú fázisátmentet várunk el 0 ≤ m < 1 esetén.

A sn-Gordon modell fázisai

• Periódikus + Z2 szimmetria (ha m 6= 1) ezért Fourier sorfejthető

ṼSnG(φ) =
∞
∑

n=1

ũn(k) cos(n b φ), b =
β

2F1

(

1
2,

1
2, 1,m

).

ahol 2F1

(

1
2,

1
2, 1,m

)

hypergeometrikus függvény

• Linearizált FRG egyenlet a Fourier amplitudókra

k∂kũn(k) = ũn(k)

(

−2 +
1

4π
n2b2

)

•Topológikus fázisátmenet, β2c (m) = 8π
[

2F1

(

1
2,

1
2, 1,m

)]2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

m

0 20 40 60 80 100 120 140

2

Összegzés

•Megmutattam, hogy az ShG-modellnek egyetlen, szimmetrikus fázisa van.

•Megadtam a sine-Gordon modell egy elliptikus deformációját, azaz az Sn-
Gordon (SnG) modellt, amely a sine és a sinh-Gordon modellek között
periódikusan interpoláló skalárelmélet.

•Megmutattam, hogy Sn-Gordon modellt topológikus t́ıpusú fázisátmenet
jellemzi, kivéve az interpoláció egyik végpontját jelentő ShG elméletet.

• Származtattam a fázisokat szeparáló kritikus frekvencia változását az in-
terpoláció során és megmutattam, hogy az Sn-Gordon modell m → 1
határátmenete nem analitikus.
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[1] A. B. Zamolodchikov, JETP Lett. 43, 730 (1986).
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