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Az elemirész-fizika alapvető kérdése

Kérdés: miből van a világ és mi tartja egyben –
vagyis melyek a szubatomi méretskálán érvényesülő
természeti törvények?
• melyek az anyag alapvető építőkövei?
• milyen kölcsönhatások hatnak köztük?

Jelenlegi legjobb válaszunk: a részecskefizika
standard modellje
• 12 elemi fermion (6 lepton + 6 kvark)
• 3 alapvető mértékkölcsönhatás

(elektromágneses, gyenge, erős) + Higgs
mechanizmus
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A kihívás

A standard modell rendkívül sikeresen írja le a részecskefizikai jelenségek széles körét.

Ugyanakkor, a standard modell nem lehet az elemirész-fizika végső modellje, hiszen nem
ad magyarázatot számos megfigyelt jelenségre:

• gravitáció
• sötét anyag, sötét energia
• anyag-antianyag aszimmetria
• neutrínó tömegek, neutrínó oszcilláció
• a standard modell „mintázatai”: részecskecsaládok száma, mértékcsoport, CKM

mátrix szerkezete, stb.
• . . .

Mi van a standard modellen túl?
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A kihívás

A válasz megtalálásának egyik legfontosabb eszköze a nagyenergiás elemirész-ütközési
folyamatok tanulmányozása.

• nagyobb energia ⇒ kisebb méretskálák

Az eszköz: a Nagy Hadronütköztető (Large Hadron Collider, LHC), amely a laboratóriumi
körülmények között eddig elért legnagyobb energiájú ütközések előállítására képes.

• proton-proton és nehézion ütköztető
• az eddigi két adatgyűjtési szakaszban 7, 8 és 13 TeV teljes energia (pp ütközésben)
• jelenleg a harmadik adatgyűjtési szakaszra való felkészülés zajlik
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Hol tartunk?

Amit lehetett, azt megmértük
• alapvető folyamatok (pl. W -, Z-bozon

keltés) ≤ 1%-os kísérleti pontossággal
ismertek

Ugyanakkor egyelőre nem látunk a standard
modellen túli (BSM) fizikára utaló közvetlen
jeleket
• jellemzően hatalmas hátterek

Az LHC tervezett működésének az elején járunk
• ezidáig a várható teljes adathalmaz csupán
∼ 10%-át gyűjtöttük be
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Theory prediction

• Standard modell folyamatok
hatáskeresztmetszetei

Hogyan aknázzuk ki a legteljesebb módon az LHC nyújtotta lehetőségeket?
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Merre tovább?

Közvetlen felfedezés vagy közvetett jelek?
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Fig. 5.1.4: Top: the total pp!WR cross section at NLO+NNLL(Threshold) (left) and 5(2)� discovery potential
(sensitivity) via WR decays to an electron and neutrino jet (jN ) (right), as a function of WR mass and at

p
s = 14

and 27 TeV [380]. Bottom: observed and expected sensitivity to heavy Majorana neutrinos through the process
pp! µ±N ! 2µ± +2j and produced via non-resonant WR (left) as well as dimension-six NEFT operators [378]
(right).

Heavy Neutrinos and the Left-Right Symmetric Model at Colliders

The Left-Right Symmetric Model (LRSM) remains one of the best motivated high-energy completions
of the SM. It addresses the origin of both tiny neutrino masses via a Type I+II seesaw hybrid mechanism
as well as the SM’s V �A chiral structure through the spontaneous breakdown of an SU(2)L⌦SU(2)R

symmetry, amongst other low-energy phenomena. At collider scales, the model predicts the presence of
new heavy gauge bosons that are closely aligned with their gauge states (W±

R , Z 0
R), heavy Majorana

neutrinos (N), and a plethora of neutral and electrically charged scalars (H0
i , H±

j , H±±
k ). Unlike

U(1)BL neutrino mass models, the LRSM gauge couplings are fixed to the SM Weak coupling constant,
up to (small) RG-running corrections. As a result, the Drell-Yan production mechanisms for WR and
ZR result in large rates at hadron colliders. Following the procedure of Ref. [380], the pp ! W±

R

cross section at NLO+NNLL(Threshold) is shown in Fig. 5.1.4 (top left) as a function of mass MWR
atp

s = 14 and 27 TeV. At
p

s = 14(27) TeV, one sees that production cross sections for masses as
large as MWR

⇡ 5.5(9) TeV are in excess of 1 fb. For MWR
⇡ 7.5(12.5) TeV, rates exceed 100 ab,

and indicate O(102 � 103) events can be collected with L = 1 � 15 ab�1 of data. Such computations
up to NLO in QCD with parton shower matching, including for more generic coupling, are also publicly
available following Ref.s [381, 382].

Of the many collider predictions the LRSM, one of its most promising discovery channels is

715

BEYOND THE STANDARD MODEL PHYSICS AT THE HL-LHC AND HE-LHC
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[CERN Yellow Rep. Monogr. 7 (2019) 585]
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Fig. 28: (left) Summary plot showing the total expected ±1� uncertainties in S2 (with YR18 systematic
uncertainties) on the per-production-mode cross sections normalised to the SM predictions for ATLAS
(blue) and CMS (red). The filled coloured box corresponds to the statistical and experimental systematic
uncertainties, while the hatched grey area represent the additional contribution to the total uncertainty due
to theoretical systematic uncertainties. (right) Summary plot showing the total expected ±1� uncertain-
ties in S2 (with YR18 systematic uncertainties) on the per-production-mode cross sections normalised to
the SM predictions for the combination of ATLAS and CMS extrapolations. For each measurement, the
total uncertainty is indicated by a grey box while the statistical, experimental and theory uncertainties are
indicated by a blue, green and red line respectively. In addition, the numerical values are also reported.

bined ATLAS-CMS extrapolation range from 2 � 4%, with the exception of that on Bµµ at 8% and
on BZ� at 19%. The numerical values in both S1 and S2 for ATLAS and CMS are given in Table 37
where the the breakdown of the uncertainty into four components is provided. In projections of both
experiments, the S1 uncertainties are up to a factor of 1.5 larger than those in S2, reflecting the larger
systematic component. The systematic uncertainties generally dominate in both S1 and S2. In S2 the
signal theory uncertainty is the largest, or joint-largest, component for all parameters except BRµµ and
BZ� , which remain limited by statistics due to the small branching fractions.

The correlations range up to 40%, and are largest between modes where the sensitivity is domi-
nated by gluon-fusion production. This reflects the impact of the theory uncertainties affecting the SM
prediction of the gluon-fusion production rate.

2.7 Kappa interpretation of the combined Higgs boson measurement projections23

2.7.1 Interpretations and results for HL-LHC
In this section combination results are given for a parametrisation based on the coupling modifier, or
-framework [42]. A set of coupling modifiers, ~, is introduced to parametrise potential deviations from
the SM predictions of the Higgs boson couplings to SM bosons and fermions. For a given production
process or decay mode j, a coupling modifier j is defined such that,

2
j = �j/�

SM
j or 2

j = �j/�j
SM. (6)

23 Contacts: R. Di Nardo, A. Gilbert, H. Yang, N. Berger, D. Du, M. Dührssen, A. Gilbert, R. Gugel, L. Ma B. Murray, P.
Milenovic
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[CERN Yellow Rep. Monogr. 7 (2019) 221]

• Az új részecskék közvetlen keresése egyre nehézkesebb és lassabb lesz.
• Ugyanakkor kiváló lehetőség nagy pontosságú mérések elvégzéséhez.

A nagy pontosság kihívásával az elméleti oldalon is szembe kell néznünk!
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Két lecke a közelmúltból

Korai pp →WW hatáskeresztmetszet mérések az LHC-n
• ATLAS @ 8 TeV [ATLAS-CONF-2014-033]

σ(pp → WW ) = 71.4+1.2
−1.2(stat)+5.0

−4.4(syst)+2.2
−2.1(lumi) pb

• Standard modell jóslat NLO rendben
σNLO(pp → WW ) = 58.7+3.0

−2.7 pb

• Hasonló eltérés a CMS-nél és 7 TeV-en

∆(mérés/NLO, ATLAS+CMS) ∼ 3σ

Combining the three measurements, the measured total WW cross section is

s tot
WW = 71.4 +1.2

�1.2(stat) +5.0
�4.4(syst) +2.2

�2.1(lumi) pb,

where the statistical uncertainty is determined from a likelihood fit where all nuisance parameters are
fixed to their fitted values; the luminosity uncertainty is obtained by fixing the luminosity nuisance
parameter to ±1 standard deviation and finally the systematic uncertainty is obtained by the quadratic
difference of the total, statistical and luminosity uncertainties. The total uncertainty for the combined
total cross section is ⇠ 7.5%.

 [pb]WW
totσ

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

SM Prediction
 WW: MCFM NLO CT10→qq/qg 

 WW: MCFM LO CT10→gg 
 WW: NNLO MSTW2008→ H →gg 

WW

Measured
cross sections

-e+e

-µ+µ

±µ±e

Combined

ATLAS Preliminary
-1 Ldt = 20.3 fb∫

 = 8 TeVs

 [pb]WW
totσ

50 60 70 80 90 100

 tot.)± stat. ±Data (
 pb -5.0

+5.6I 1.2 ±71.4 
Stat
Stat+syst

SM WW
 total error)± PDF ± (

CT10

MSTW2008

NNPDF2.3

ATLAS-epWZ12

ATLAS Preliminary
-1 Ldt = 20.3 fb∫

 = 8 TeVs
WW

Figure 7: Left: Comparison between predicted WW production cross section using CT10 PDF and the
measured cross section in eµ , ee, µµ and combined channels. The yellow and green shaded bands
represent the PDF and total theoretical uncertainties respectively. The filled symbols show the measured
total cross section with the statistical and total uncertainty. Right: Comparison between the measured
combined WW production cross section (red+blue line with gray shading) and the predictions using
different PDF sets. The filled symbols show the theoretical prediction with different PDF sets for the
total cross section with the statistical and total uncertainty.

The left hand side of Figure 7 shows the cross sections measured in the individual channels as well
as the combined cross section and compares them to the standard model prediction obtained using the
CT10 PDF. As can be seen, the individual channels are compatible within their uncertainties. All mea-
surements lie above the standard model prediction. The statistical significance of the observed enhance-
ment of the cross section is +2.1s for the e±µ⌥ channel, +1.1s for the e+e�channel and +1.3s for the
µ+µ�channel. The measured combined cross section differs from the SM prediction computed using
CT10 PDF by +2.1s using the standard PDF and scale uncertainties.

On the right hand side of Figure 7, the combined cross section is compared to theoretical predictions
obtained with different PDF sets, namely MSTW2008, CT10, NNPDF2.3 and ATLAS-epWZ12. The
predicted cross sections using different PDF sets can differ by up to 5%. This was already shown in
Table 3, where the predictions for different PDFs are listed. The choice of PDF can have an effect on the
total theoretical cross section ranging from +0.7% to +5% compared to the value obtained using CT10.

There are further effects that can enhance the measured cross section with regard to the SM pre-
diction. As already discussed in Section 2, various contributions to the total cross section have been
neglected here and might cause an increase of a few percent to the predicted cross section.
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FIG. 3: The total SM prediction (signal + background) from the LHC8 CMS W+W� study [3], with additional contributions
from a 125 GeV SM higgs and chargino pair production in the best-fit chargino NLSP scenario (m

�̃+
1

= 110 GeV) shown. The

gray hashed bands represent the uncertainty of the SM prediction. The legend is the same as for Figure 2

trilepton signal is suppressed (though not completely ab-
sent, due to the non-negligible �±

1 -�0
2 mass di↵erence),

but chargino-neutralino production produces a signifi-
cant amount of same-sign dilepton signal, making con-
straints from new ATLAS dilepton searches [23, 24] rele-
vant. We simulated the signal produced by our scenario
in these searches [6, 7, 23, 24, 28, 29] using the same
Monte-Carlo setup as for the W+W� cross section mea-
surement. Each search is still consistent well within one
sigma, though it could be possible for same-sign dilep-
ton searches to discover this scenario with the full 8 TeV
LHC data set.

GAUGE BOSON PHENOMENOLOGY

Given the current bounds on trilepton [6] signatures,
any new physics must primarily a↵ect only the W+W�

cross section, leaving W±Z and W±� mostly una↵ected.

To illustrate this, consider the gravity mediated sce-
nario discussed in the previous section, with Winos al-
ways decaying to a Bino-like neutralino LSP via on-shell
W ’s and Z’s. In this case the trilepton bounds push the
allowed mass of the Winos to m�±

1
& 190 GeV, which

makes the wino pair production cross section so small
that the �2/Ndof improvement of the W+W� measure-
ment is negligible, less than ⇠ 5%.

Since our chargino NLSP scenario evades these trilep-

ton bounds there is no a↵ect on multi-gauge boson phe-
nomenology other than multi-W . There will be signa-
tures of same-sign W gauge boson production with addi-
tional soft jets or leptons arising from �±�0 production
and decay. As discussed in the previous section, same-
sign dilepton searches [23, 24] are not yet sensitive enough
to rule out this signal.

The possibly viable gravity mediated scenario with in-
termediate sleptons [13] could feature additional “gauge
boson” signatures, because in addition to producing
``+MET final states (even though no W ’s are involved)
there is also the possibility for `+MET production, show-
ing up in single W -measurements.

HIGGS PHENOMENOLOGY

Modifying the e↵ective W+W� cross section through
BSM contributions could significantly a↵ect h !
W+W� measurements since both ATLAS [32] and CMS
[33] searches use data-driven techniques to estimate
W+W� background. The Monte Carlo output is normal-
ized to fit the data in a control region, and that “renor-
malization” is carried over into the signal region.

However, we find that generically the Higgs search sen-
sitivities are not modified. In a BSM scenario like ours,
where the kinematics are very similar to W+W�, the
control and signal regions are contaminated in proportion

[Phys. Rev. D 87 (2013) 3, 031701]

• csardzsínó párkeltés járuléka
• m(χ±) = 110 GeV
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Két lecke a közelmúltból

Elméleti fejlemények

• Második kvantum-színdinamikai sugárzási (NNLO QCD) korrekciók kiszámolása ⇒
az NNLO korrekció figyelembevétele az NLO jóslatot ∼ +10%-al növeli

[Phys. Rev. Lett. 113 (2014) 21, 212001]

�inclusive [fb] �/�NLO � 1
p

s 8 TeV 13 TeV 8 TeV 13 TeV

LO 425.41(4) +2.8%
�3.6% 778.99 (8) +5.7%

�6.7% �31.8% �35.4%

NLO 623.47(6) +3.6%
�2.9% 1205.11(12) +3.9%

�3.1% 0 0

NLO0 635.95(6) +3.6%
�2.8% 1235.82(13) +3.9%

�3.1% + 2.0% + 2.5%

NLO0+gg 655.83(8) +4.3%
�3.3% 1286.81(13) +4.8%

�3.7% + 5.2% + 6.8%

NNLO 690.4(5) +2.2%
�1.9% 1370.9(11) +2.6%

�2.3% +10.7% +13.8%

Table 2: Total inclusive cross sections at di↵erent perturbative orders and relative di↵erences with
respect to NLO. The quoted uncertainties correspond to scale variations as described in the text,
and the numerical integration errors on the previous digit(s) are stated in brackets; for the NNLO
results, the latter include the uncertainty due the rcut extrapolation (see Section 2.4).

O(↵2
S) corrections to the qq̄ channel§ amount to about +6% (+7%). Neglecting PDF e↵ects, we

find that the loop-induced gg contribution corresponds to only 37% (38%) of the total O(↵2
S) e↵ect,

i.e. of �NNLO � �NLO0 , with the remaining 63% (62%) being due to genuine NNLO corrections.

These results are in line with the inclusive on-shell predictions of Ref. [46], where the relative
weight of the gg contribution was found to be 35% (36%), and the small di↵erence is due to the
chosen PDFs. We also find by up to about 2% larger NNLO corrections than stated in Ref. [46],
which can also be attributed to the chosen PDF sets. Indeed, repeating the on-shell calculation
of Ref. [46] using the input parameters of Section 3.1 (with �W = �Z = 0), we find that the
relative corrections agree on the level of the statistical error when the same PDF sets are applied.
Moreover, comparing the results of Table 2 with this on-shell calculation allows us to quantify
the size of o↵-shell e↵ects, which turn out to reduce the on-shell result by about 2% with a very
mild dependence (at the permille level) on the perturbative order and the collider energy. The
results for the two considered collider energies confirm that the size of relative corrections slightly
increases with the centre-of-mass energy, as in the on-shell case.

We add a few comments on the theoretical uncertainties of the above results. As is well known,
scale variations do not give a reliable estimate of the size of missing higher-order contributions at
the first orders of the perturbative expansion. In fact, LO and NLO predictions are not consistent
within scale uncertainties, and the same conclusion can be drawn by comparing NLO or NLO0+gg
predictions with their respective scale uncertainties to the central NNLO result. This can be
explained by the fact that the qg (as well as q̄g) and gg (as well as qq(0), q̄q̄(0) and qq̄0) channels open
up only at NLO and NNLO, respectively. Since the NNLO is the first order where all the partonic
channels are contributing, the NNLO scale dependence should provide a realistic estimate of the
uncertainty from missing higher-order corrections. The loop-induced gluon–gluon channel, which

§Here and in what follows, all NNLO corrections that do not stem from the loop-induced gg ! W+W� channel
are denoted as genuine O(↵2

S) corrections or NNLO corrections to the qq̄ channel. Besides qq̄-induced partonic
processes, they actually contain also gq and gq̄ channels with one extra final-state parton as well as gg, qq(0), q̄q̄(0)

and qq̄0 channels with two extra final-state partons.

12

[JHEP 08 (2016) 140]

• Az analízis egyéb elemeinek (pl. a háttér elnyomásához használt dzset-vétó)
megfelelő modellezésében is fontos szerepet játszanak a magasabb rendű perturbatív
járulékok.
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Két lecke a közelmúltból

A végső összehasonlítás 8 TeV-en, illetve 13 TeV-enJ
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Figure 8. Comparison of the measured fiducial cross sections with various theoretical predictions.
The comparison is made for all final states, eµ (top left), ee (top right) and µµ (bottom left).
The bottom right figure shows the measured and predicted fiducial cross sections normalised to
the respective measured values for all final states. Theoretical predictions are indicated as black
markers with grey error bands, while the central value of the measured cross sections is indicated by
a blue line with red lines showing the statistical uncertainty and blue bands for the total uncertainty
including statistical and systematic uncertainties.

Tables 13 to 18 in the appendix give an overview of the measured unfolded differen-

tial cross sections and the statistical, experimental and background uncertainties in the

measurement. The bin-to-bin correlations are preserved for each source of systematic un-

certainty and the correlation matrices are made available in the appendix. The systematic

uncertainties are treated as fully correlated. This includes the background uncertainties,

except the uncertainties due to the limited statistics of the MC simulation and the un-

certainties related to the W+jets estimate, specifically the uncertainties on the measured

fake lepton efficiencies and the sample dependence, since both these uncertainties have

a large statistical component. The background uncertainties are added in quadrature to

the statistical and experimental uncertainties to obtain the total uncertainty in each bin.

The total uncertainties range from 10% to 30%. Normalised unfolded differential cross-

section distributions are also measured, as these are more suited to analysis of the shapes

of differential distributions. Results and tables are made available in the appendix.
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200 250 300 350 400
Integrated fiducial cross-section [fb]

Data 2015+2016
 27 (syst.) fb± 5 (stat.) ±379 

 WW)→MATRIX NNLO (incl LO gg 
 20 (scale) fb± 4 (PDF) ±357 

 WW→MATRIX NNLO + NLO gg 
 20 (scale) fb± 4 (PDF) ±368 

 NLO EW⊗(MATRIX NNLO + NLO gg) 
 19 (scale) fb± 4 (PDF) ±347 

ATLAS
ν

±

µν± e→pp  -1 = 13 TeV, 36.1 fbs

Figure 5: Comparison of the measured fiducial cross-section with various theoretical predictions. Theoretical
predictions are indicated as points with inner (outer) error bars denoting PDF (PDF+scale) uncertainties. The central
value of the measured cross-section is indicated by a vertical line with the narrow band showing the statistical
uncertainty and the wider band the total uncertainty including statistical and systematic uncertainties.

A comparison between the fiducial cross-section measurement and fixed-order theoretical calculations is
shown in Figure 5. The measurement is compared with the NNLO QCD MATRIX predictions including
the full set of QCD and EW corrections, discussed in detail in Section 8. The predictions agree well with
the measurement.

The measured fiducial cross-sections as a function of the jet-veto pT thresholds are shown in Figure 6.
The fiducial cross-section rises by about 30% when accepting events containing jets with a transverse
momentum of up to 60 GeV, as compared with 30 GeV. The measurement is compared to NNLO
predictions from MATRIX (Figure 6, left), and to NLO+PS predictions from P�����-B��+P����� 8,
P�����-B��+H�����++ and S����� 2.2.2 for qq̄-initiated states, combined with S�����+O���L����
(LO+PS) for the gg initial states (Figure 6, right). All three qq̄ NLO+PS predictions are normalized to the
NNLO theoretical prediction for the total cross-section, with the gg LO+PS contribution normalized to
NLO. With increasing jet-veto pT threshold, the fiducial cross-section rises as it becomes more inclusive.
All predictions agree within uncertainties with the data, but are consistently at the lower bound of these.

The measured fiducial cross-sections as a function of plead `
T , meµ, peµT , |yeµ |, ��eµ and | cos ✓⇤ | are shown

in Figures 7 and 8. They are compared with the NNLO QCD predictions from MATRIX, including
NLO corrections for gg ! WW production and extra NLO EW corrections, as well as with the same
qq̄ NLO+PS predictions as stated above (combined with gg LO+PS) normalized to the NNLO (NLO)
theoretical prediction for the total cross-section. All of these predictions provide a fair description of the
data, except for low values of the pT of the leading lepton as well as low values of invariant mass meµ

and ��eµ < 1.8. For the plead `
T distribution, P�����-B��+P����� 8 and S����� 2.2.2 underestimate

the cross-section by up to 15%–20%. For the other two distributions, all predictions display similar
underestimates of the measured di�erential cross-section but to slightly varying degrees, depending on the
size of their uncertainties. The most consistent di�erence is observed at around ��eµ ⇡ 1.5. A similar
underprediction of the data, shifted slightly to lower ��eµ values (around ⇡ 0.5–1.0) was seen in both
the ATLAS and CMS measurements at 8 TeV [6, 8] when compared with the predictions from a variety
of MC generators. Global �2 comparisons are carried out for all the predictions. They do not display

20

[Eur. Phys. J. C 79 (2019) 10]

Tanulságok:

• A pontos és megfelelően kontrollált elméleti jóslat alapvető fontosságú.
• A magasabb rendű perturbatív effektusok szerepe jelentős.
• Mára a magasabb rendű elektrogyenge korrekciók kiszámolása is lényegessé vált.
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Két lecke a közelmúltból

t-kvarkok keletkezése a Tevatron-on

• A Tevatron proton-antiproton (pp̄) ütköztető, a keletkező t-kvark jellemzően a
proton nyaláb iránya által definiált térrészbe szóródik.

• Ez lehetővé teszi egy „előre-hátra” aszimmetria definiálását. Ha ∆y ≡ yt − yt̄ a
t-kvark és a t-antikvark rapiditásának a különbsége, akkor

AFB =
σ(∆y > 0)− σ(∆y < 0)
σ(∆y > 0) + σ(∆y < 0)

t-kvark előre-hátra aszimmetria
• A mérések és elméleti jóslatok eltérése kezdetben

> 3σ, majd a mérések finomítása után ∼ 2–3σ.
• Új fizika? (Pl. új nehéz semleges vektorbozon.)

Kritikus a magasabb rendű perturbatív járulékok
ismerete.

• A második kvantum-színdinamikai sugárzási
korrekciókon (NNLO QCD) kívül fontos az első
elektrogyenge sugárzási korrekció (NLO EW)
figyelembe vétele is.

3
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FIG. 1: The inclusive asymmetry in pure QCD (black) and
QCD+EW[28] (red). Capital letters (NLO, NNLO) corre-
spond to the unexpanded definition (2), while small letters
(nlo, nnlo) to the definition (3). The CDF/DØ (naive) av-
erage is from Ref. [29]. Error bands are from scale variation
only. Our final prediction corresponds to scenario 10.

ing in eq. (3).] The first definition, eq. (2), uses exact re-
sults in both numerator and denominator of eq. (1), while
the second, eq. (3), is the expansion of the ratio eq. (2) in
powers of αS . (Such an expansion is not, strictly speak-
ing, fully consistent since the αS expansion is performed
after convolution with pdf’s. Nevertheless, following the
existing literature, we consider it as an indication of the
sensitivity of AFB to missing higher order terms.)

In the present letter, we present differential asymme-
tries with the unexpanded definition (2) and without EW
corrections (see figs. 2,3,4). The inclusive asymmetry,
see fig. 1, is computed with both definitions (2) and (3)
including EW corrections. (EW corrections to Di are
neglected since EW effects to the total cross-section are
very small O(1%), see Refs. [57–61].) The numerator
factor NEW is taken from Table 2 in Ref. [28]. (We have
checked that the different pdf and mt used in Ref. [28]
have negligible impact on the QCD numerator N3 and
so we expect the same to hold for NEW.) Only for the
inclusive asymmetry we determine the scale variation by
keeping µR = µF (since the scale dependence of NEW is
published [28] only for µR = µF ). (We have checked that
for the pure QCD corrections to the total asymmetry the
difference with respect to scale uncertainty derived with
µR ̸= µF variation is negligible.) We also note that the
scale variation of AFB is derived from the consistent scale
variation of the ratio, i.e. both numerator and denom-
inator in eqs. (2) and (3) are computed for each scale
value.

 0

 0.1

 0.2

 0.3

 0.4

 0.5

 0.6

 0  0.5  1  1.5  2

A
F
B

|ΔY|

mt=173.3 GeV
MSTW2008 pdf

NLO
NNLO
CDF
D0

FIG. 2: The |∆y| differential asymmetry in pure QCD at
NLO (blue) and NNLO (orange) versus CDF [6] and DØ [15,
62] data. Error bands are from scale variation only. For
improved readability some bins are plotted slightly narrower.
The highest bin contains overflow events.
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FIG. 3: As in fig. 2 but for the Mtt̄ differential asymmetry.
The highest bin contains overflow events and the lowest bin
includes all events down to the production threshold 2mt.

DISCUSSION AND CONCLUSIONS

In fig. 1 we observe that the central values of the ex-
panded (3) and unexpanded (2) definitions of inclusive
AFB differ significantly at NLO but less so at NNLO.
While the unexpanded definition (2) closely resembles
the experimental setup, the consistency of the two def-
initions within uncertainties renders the question about
the more appropriate choice largely irrelevant. We also
note the small scale error for the expanded AFB defini-
tion (3) in pure QCD at both NLO and NNLO, which
appears too small to be realistic. The inclusion of EW
corrections, however, breaks this pattern and brings the
scale dependence in line with the unexpanded definition

pontosabb modellezés

[Phys. Rev. Lett. 115 (2015) 5, 052001]

10



Hatáskeresztmetszetek a QCD-ben
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Az erős kölcsönhatás

Az LHC proton-proton ütköztető, ezért az erős kölcsönhatás minden ütközésben szerepet
kap.

Az erős kölcsönhatás

• A kvarkok ( ) színtöltései között ható nemabeli mértékkölcsönhatás
(kvantum-színdinamika, quantum chromodynamics, QCD).

• A kölcsönhatást közvetítő bozonok, a gluonok ( ) is hordoznak színtöltést.

• A QCD aszimptotikusan szabad elmélet: a kvarkok és gluonok (együttesen
partonok) közötti kölcsönhatás erőssége az energia növelésével csökken.

A QCD alapos elméleti megértése elengedhetetlen az LHC kísérleti adatainak
értelmezéséhez.
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Perturbatív QCD

A QCD nagyenergiás részecskeütközési folyamatok leírására történő alkalmazásának
eszköze a perturbációszámítás.

• a vizsgált mennyiséget valamely „kis” paraméter szerinti sorfejtésként állítjuk elő

σ = αp
S

[
σ0 + αSσ1 + α2

Sσ2 + . . .

]
Az erős csatolás
• a QCD-ben a kölcsönhatás erősségét jellemző

„kis” paraméter az ún. erős csatolás, tipikus
számértéke, αS(Q) ∼ 0.1

• a perturbatív módszer alkalmazhatóságának
alapja a QCD esetén az aszimptotikus
szabadság: αS(Q) értéke az ütközési energia
növelésével csökken

36 9. Quantum Chromodynamics

world average, we first combine six pre-averages, excluding the lattice result, using a ‰2 averaging
method. This gives

–s(M2
Z) = 0.1176± 0.0011 , (without lattice) . (9.24)

This result is fully compatible with the lattice pre-average Eq. (9.23) and has a comparable error.
In order to be conservative, we combine these two numbers using an unweighted average and take
as an uncertainty the average between these two uncertainties. This gives our final world average
value

–s(M2
Z) = 0.1179± 0.0010 . (9.25)

αs(MZ
2) = 0.1179 ± 0.0010

α s
(Q

2 )
Q [GeV]

τ decay (N3LO)
low Q2 cont. (N3LO)

DIS jets (NLO)
Heavy Quarkonia (NLO)

e+e- jets/shapes (NNLO+res)
pp/p-p (jets NLO)
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Figure 9.5: Summary of measurements of –s as a function of the energy scale Q. The respective
degree of QCD perturbation theory used in the extraction of –s is indicated in brackets (NLO:
next-to-leading order; NNLO: next-to-next-to-leading order; NNLO+res.: NNLO matched to a
resummed calculation; N3LO: next-to-NNLO).

This world average value is in very good agreement with the last version of this Review, which
was –s(M2

Z) = 0.1181 ± 0.0011, with only a slightly lower central value and decreased overall

6th December, 2019 11:50am

[PDG Review of Particle Physics (2021)]
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Perturbatív QCD

A jóslat pontossága javítható több tag figyelembevételével.

• a vezető rendű (leading order, LO) jóslat a QCD-ben nagyságrendi becslés
• legalább az első korrekció (next-to-leading order, NLO) figyelembevétele szükséges a

mennyiségek realisztikus becsléséhez
• a második korrekció (next-to-next-to-leading order, NNLO) kiszámolása fontossá

válik, ha nagy pontosságú elméleti becslésre van szükség

Cél: az NNLO QCD korrekciók kiértékelését lehetővé tevő általános és hatékony
számolási eljárás megfogalmazása.
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A hatáskeresztmetszet a perturbációszámításban

A hatáskeresztmetszetet az erős csatolás, αS(µ) szerinti sor alakjában írjuk fel:

σm = αp
S(µ)
[
σLOm + αS(µ)σNLOm + α2

S(µ)σNNLOm + . . .

]
A hatáskeresztmetszet kiszámolása két alapvető problémát vet fel

1. ki kell számolni reakcióhoz tartozó kvantummechanikai átmeneti valószínűségi
amplitúdót („mátrixelemeket”) a perturbatív korrekcióival (magasabb rend ∼ több
vertex) együtt, pl.

→

|M(0)
m 〉

+
(

→

|M(1)
m 〉

+

→
|M(0)

m+1〉

)
+
(
→

|M(2)
m 〉

+

→

|M(1)
m+1〉

+

→

|M(0)
m+2〉

)
+ . . .

2. az átmeneti valószínűséget összegezni és integrálni kell a különböző végállapoti
konfigurációkra, pl. a végállapoti részecskék típusára és impulzusaira („fázistér
integrálás”)
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Az NNLO korrekció

Egy általános m-dzset hatáskeresztmetszethez tartozó NNLO korrekció három tag összege

σNNLO =
∫

m+2
dσRR

m+2Jm+2 +
∫

m+1
dσRV

m+1Jm+1 +
∫

m
dσVV

m Jm .

A három tagban a végállapoti részecskék száma különböző, ezért különböző fázisterek
felett kell őket integrálni:

1. duplán valós dσRR
m+2 = dφm+2 |M(0)

m+2|
2

2. valós-virtuális dσRV
m+1 = dφm+1 2<〈M(0)

m+1|M
(1)
m+1〉

3. duplán virtuális dσVV
m = dφm

[
2<〈M(0)

m |M
(2)
m 〉+ |M(1)

m |2
]

Jn az ún. dzset függvény (vagy mérőfüggvény), a fizikai mennyiséget definiálja, amelyet
számolunk.

• alakja (bizonyos feltételek mellett) tetszőlegesen bonyolult lehet, tartalmazhat
fázistér vágásokat, Dirac-féle δ-függvényeket, stb.

• ezért a fázistérintegrálok analitikus elvégzése általában reménytelen, az integrálást
numerikusan kell elvégezni
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Feloldatlan partonok

Egy partont feloldatlannak nevezünk, ha az energiája sokkal kisebb, mint a többi parton
jellemző energiája (lágy határeset), vagy ha impulzusa közel párhuzamos egy másik
parton impulzusával (kollineáris határeset).

Képletesen ha egy n + p-részecskés végállapotban p parton feloldatlan, akkor a végállapoti
impulzus konfiguráció n + p impulzusa megkülönböztethetetlen egy n-részecskés
végállapot impulzus konfigurációjától. Ekkor p-szeresen feloldatlan konfigurációról
beszélünk.

LO rendben az összes végállapoti parton feloldott (definíció szerint), NLO rendben
legfeljebb egy parton válhat feloldatlanná, NNLO rendben kétszeresen feloldatlan
konfigurációk is előfordulhatnak.
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Feloldatlan partonok

Egy partont feloldatlannak nevezünk, ha az energiája sokkal kisebb, mint a többi parton
jellemző energiája (lágy határeset), vagy ha impulzusa közel párhuzamos egy másik
parton impulzusával (kollineáris határeset).

Képletesen ha egy n + p-részecskés végállapotban p parton feloldatlan, akkor a végállapoti
impulzus konfiguráció n + p impulzusa megkülönböztethetetlen egy n-részecskés
végállapot impulzus konfigurációjától. Ekkor p-szeresen feloldatlan konfigurációról
beszélünk.

LO rendben az összes végállapoti parton feloldott (definíció szerint), NLO rendben
legfeljebb egy parton válhat feloldatlanná, NNLO rendben kétszeresen feloldatlan
konfigurációk is előfordulhatnak.

Példák:

• 5 feloldott parton, 0 feloldatlan parton
• az összes impulzus „elkülönül” és „kemény”
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Feloldatlan partonok

Egy partont feloldatlannak nevezünk, ha az energiája sokkal kisebb, mint a többi parton
jellemző energiája (lágy határeset), vagy ha impulzusa közel párhuzamos egy másik
parton impulzusával (kollineáris határeset).

Képletesen ha egy n + p-részecskés végállapotban p parton feloldatlan, akkor a végállapoti
impulzus konfiguráció n + p impulzusa megkülönböztethetetlen egy n-részecskés
végállapot impulzus konfigurációjától. Ekkor p-szeresen feloldatlan konfigurációról
beszélünk.

LO rendben az összes végállapoti parton feloldott (definíció szerint), NLO rendben
legfeljebb egy parton válhat feloldatlanná, NNLO rendben kétszeresen feloldatlan
konfigurációk is előfordulhatnak.

Példák:

• 4 feloldott parton, 1 feloldatlan parton
• egy pár impulzus kollineáris, pi ||pr

prpi 16



Feloldatlan partonok

Egy partont feloldatlannak nevezünk, ha az energiája sokkal kisebb, mint a többi parton
jellemző energiája (lágy határeset), vagy ha impulzusa közel párhuzamos egy másik
parton impulzusával (kollineáris határeset).

Képletesen ha egy n + p-részecskés végállapotban p parton feloldatlan, akkor a végállapoti
impulzus konfiguráció n + p impulzusa megkülönböztethetetlen egy n-részecskés
végállapot impulzus konfigurációjától. Ekkor p-szeresen feloldatlan konfigurációról
beszélünk.

LO rendben az összes végállapoti parton feloldott (definíció szerint), NLO rendben
legfeljebb egy parton válhat feloldatlanná, NNLO rendben kétszeresen feloldatlan
konfigurációk is előfordulhatnak.

Példák:

• 4 feloldott parton, 1 feloldatlan parton
• egy impulzus lágy, pr → 0

pr
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Feloldatlan partonok

Egy partont feloldatlannak nevezünk, ha az energiája sokkal kisebb, mint a többi parton
jellemző energiája (lágy határeset), vagy ha impulzusa közel párhuzamos egy másik
parton impulzusával (kollineáris határeset).

Képletesen ha egy n + p-részecskés végállapotban p parton feloldatlan, akkor a végállapoti
impulzus konfiguráció n + p impulzusa megkülönböztethetetlen egy n-részecskés
végállapot impulzus konfigurációjától. Ekkor p-szeresen feloldatlan konfigurációról
beszélünk.

LO rendben az összes végállapoti parton feloldott (definíció szerint), NLO rendben
legfeljebb egy parton válhat feloldatlanná, NNLO rendben kétszeresen feloldatlan
konfigurációk is előfordulhatnak.

Példák:

• 3 feloldott parton, 2 feloldatlan parton
• két pár impulzus kollineáris, pi ||pr és pj ||ps

pi

pspj

pr
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Feloldatlan partonok

Egy partont feloldatlannak nevezünk, ha az energiája sokkal kisebb, mint a többi parton
jellemző energiája (lágy határeset), vagy ha impulzusa közel párhuzamos egy másik
parton impulzusával (kollineáris határeset).

Képletesen ha egy n + p-részecskés végállapotban p parton feloldatlan, akkor a végállapoti
impulzus konfiguráció n + p impulzusa megkülönböztethetetlen egy n-részecskés
végállapot impulzus konfigurációjától. Ekkor p-szeresen feloldatlan konfigurációról
beszélünk.

LO rendben az összes végállapoti parton feloldott (definíció szerint), NLO rendben
legfeljebb egy parton válhat feloldatlanná, NNLO rendben kétszeresen feloldatlan
konfigurációk is előfordulhatnak.

Példák:

• 3 feloldott parton, 2 feloldatlan parton
• egy pár impulzus kollineáris, egy harmadik

impulzus lágy, pi ||pr és ps → 0

pi

ps

pr
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A probléma – infravörös divergenciák

Egy általános m-dzset hatáskeresztmetszethez tartozó NNLO korrekció három tag összege

σNNLO =
∫

m+2
dσRR

m+2Jm+2 +
∫

m+1
dσRV

m+1Jm+1 +
∫

m
dσVV

m Jm
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A probléma – infravörös divergenciák

Egy általános m-dzset hatáskeresztmetszethez tartozó NNLO korrekció három tag összege

σNNLO =
∫

m+2
dσRR

m+2Jm+2 +
∫

m+1
dσRV

m+1Jm+1 +
∫

m
dσVV

m Jm

Duplán valós

• fa szintű mátrixelemek,
m +2-részecskés kinema-
tika

• a mátrixelem divergál,
ha egy vagy két parton
feloldatlan

• a fázistér integrál diver-
gens (dim. reg.-ben ε pó-
lusok a fázistér integrál-
ból O(ε−4)-ig)

• nincsenek hurkok, nincs
explicit ε pólus

Valós-virtuális

• egy-hurok mátrixelemek,
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• két-hurok mátrixelemek,
m-részecskés kinematika

• a feloldatlan partonok-
hoz tartozó divergenciá-
kat a dzset függvény ki-
szűri

• a fázistér integrál véges
• két hurok, dim. reg.-
ben explicit ε pólusok
a hurok integrálokból
O(ε−4)-ig
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A Kinoshita-Lee-Nauenberg tétel

Egy általános m-dzset hatáskeresztmetszethez tartozó NNLO korrekció három tag összege

σNNLO =
∫

m+2
dσRR

m+2Jm+2 +
∫

m+1
dσRV

m+1Jm+1 +
∫

m
dσVV

m Jm

azonban naivan (pl. d = 4 dimenzióban) mindhárom divergens (UV renormálás után is)!

Kinoshita-Lee-Nauenberg tétel

Elegendően inkluzív („infravörös és kollineáris biztonságos”) mennyiségek esetén az
infravörös szingularitások a perturbációszámítás adott rendjében a valós és virtuális
járulékok között kiesnek. Vagyis megfelelően definiált fizikai mennyiségekhez a teljes
korrekció véges.

Azonban

A különböző járulékokat (RR, RV és VV) általában csak numerikusan lehet kiértékelni.
(Hiszen Jn tetszőlegesen bonyolult lehet.) Ezért bármilyen konkrét mennyiség számszerű
meghatározásához a közbenső lépésekben megjelenő divergenciákat konzisztens módon
kezelni kell.
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Sugárzási korrekciók kezelése levonással
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A levonási módszer alapgondolata

Ötlet

Alkalmasan megválasztott közelítő hatáskeresztmetszetek segítségével rendezzük át a
szingularitásokat a teljes sugárzási korrekció egyes járulékai között olyan módon, hogy az
átrendezés után minden járulék külön-külön is véges legyen!
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Szingularitások átrendezése levonással

Ki szeretnénk számolni σ-t ε = 0-nál

σ =
∫ 1

0
dσR(x) + σV ahol

dσR(x) = dx x−1−εR(x) , R(0) = R0 <∞

σV = R0/ε+ V , V <∞

1. definiáljunk egy levonási ellentagot, dσR,A (x)-t, amelynek a szingularitás szerkezete
megegyezik dσR(x) szingularitás szerkezetével

dσR,A (x) = dx x−1−εR0

2. használjuk az ellentagot a szingularitás átrendezésére

σ =
∫ 1

0

[
dσR(x)− dσR,A (x)

]
ε=0

+
[
σV +

∫ 1

0
dσR,A (x)

]
ε=0

=
∫ 1

0
dx
[R(x)− R0

x1+ε

]
ε=0

+
[R0
ε

+ V −
R0
ε

]
ε=0

=
∫ 1

0
dx

R(x)− R0
x

+ V

3. az utolsó sorban mindkét tag véges, numerikusan kiszámítható

21



Szingularitások átrendezése levonással

Ki szeretnénk számolni σ-t ε = 0-nál

σ =
∫ 1

0
dσR(x) + σV ahol

dσR(x) = dx x−1−εR(x) , R(0) = R0 <∞

σV = R0/ε+ V , V <∞

1. definiáljunk egy levonási ellentagot, dσR,A (x)-t, amelynek a szingularitás szerkezete
megegyezik dσR(x) szingularitás szerkezetével

dσR,A (x) = dx x−1−εR0

2. használjuk az ellentagot a szingularitás átrendezésére

σ =
∫ 1

0

[
dσR(x)− dσR,A (x)

]
ε=0

+
[
σV +

∫ 1

0
dσR,A (x)

]
ε=0

=
∫ 1

0
dx
[R(x)− R0

x1+ε

]
ε=0

+
[R0
ε

+ V −
R0
ε

]
ε=0

=
∫ 1

0
dx

R(x)− R0
x

+ V

3. az utolsó sorban mindkét tag véges, numerikusan kiszámítható

21



Szingularitások átrendezése levonással

Ki szeretnénk számolni σ-t ε = 0-nál

σ =
∫ 1

0
dσR(x) + σV ahol

dσR(x) = dx x−1−εR(x) , R(0) = R0 <∞

σV = R0/ε+ V , V <∞

1. definiáljunk egy levonási ellentagot, dσR,A (x)-t, amelynek a szingularitás szerkezete
megegyezik dσR(x) szingularitás szerkezetével

dσR,A (x) = dx x−1−εR0

2. használjuk az ellentagot a szingularitás átrendezésére

σ =
∫ 1

0

[
dσR(x)− dσR,A (x)

]
ε=0

+
[
σV +

∫ 1

0
dσR,A (x)

]
ε=0

=
∫ 1

0
dx
[R(x)− R0

x1+ε

]
ε=0

+
[R0
ε

+ V −
R0
ε

]
ε=0

=
∫ 1

0
dx

R(x)− R0
x

+ V

3. az utolsó sorban mindkét tag véges, numerikusan kiszámítható

21



Szingularitások átrendezése levonással

Ki szeretnénk számolni σ-t ε = 0-nál

σ =
∫ 1

0
dσR(x) + σV ahol

dσR(x) = dx x−1−εR(x) , R(0) = R0 <∞

σV = R0/ε+ V , V <∞

1. definiáljunk egy levonási ellentagot, dσR,A (x)-t, amelynek a szingularitás szerkezete
megegyezik dσR(x) szingularitás szerkezetével

dσR,A (x) = dx x−1−εR0

2. használjuk az ellentagot a szingularitás átrendezésére

σ =
∫ 1

0

[
dσR(x)− dσR,A (x)

]
ε=0

+
[
σV +

∫ 1

0
dσR,A (x)

]
ε=0

=
∫ 1

0
dx
[R(x)− R0

x1+ε

]
ε=0

+
[R0
ε

+ V −
R0
ε

]
ε=0

=
∫ 1

0
dx

R(x)− R0
x

+ V

3. az utolsó sorban mindkét tag véges, numerikusan kiszámítható
21



A levonási módszer NLO rendben

Adott m-dzset mennyiség NLO korrekciója két tag, a valós és virtuális járulékok, összege

σNLO[J] =
∫

m+1
dσR

m+1Jm+1 +
∫

m
dσV

m Jm

A két járulék külön-külön infravörös divergens, de csak az egyszeresen feloldatlan
konfigurációk szingulárisak. A szingularitások átrendezhetőek egyetlen közelítő
hatáskeresztmetszet segítségével

σNLO[J] =
∫

m+1

[
dσR

m+1Jm+1 − dσR,A1
m+1 Jm

]
d=4

+
∫

m

[
dσV

m +
∫
1

dσR,A1
m+1

]
d=4

Jm

A közelítő hatáskeresztmetszetek pontos definiálásához figyelembe kell venni, hogy:

• dσR,A1
m+1 és dσR

m+1 szingularitás szerkezete meg kell, hogy egyezzen (d dimenzióban)
• dσR,A1

m+1 -et összegeznünk és integrálnunk kell a feloldatlan parton kvantumszámaira és
impulzusára (

∫
1)

A közelítő hatáskeresztmetszet megszerkesztésére NLO rendben több eljárás ismert ⇒
különböző levonási sémák
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A CoLoRFulNNLO levonási módszer

CoLoRFulNNLO: Completely Local subtRactions for Fully differential NNLO
[Del Duca, SG, Trócsányi 2005-6]

Adott m-dzset mennyiség NNLO korrekciója három tag összege

σNNLO[J] =
∫

m+2
dσRR

m+2Jm+2 +
∫

m+1
dσRV

m+1Jm+1 +
∫

m
dσVV

m Jm

A három járulék külön-külön infravörös divergens, az egyszeresen és kétszeresen
feloldatlan konfigurációk szingulárisak.

• RR: egyszeresen és kétszeresen feloldatlan valós emisszió
• RV: egyszeresen feloldatlan valós emisszió ⊕ ε-pólusok az m + 1-partonos egy-hurok

mátrixelemekből
• VV: ε-pólusok az m-partonos két-hurok mátrixelemekből

Az ellentagoknak mind az egyszeresen, mind a kétszeresen feloldatlan valós emissziót
regularizálni kell ⇒ több különböző közelítő hatáskeresztmetszet levonása szükséges.
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Az RR járulékban külön levonások regularizálják az egy illetve két feloldatlan partonhoz
tartozó szingularitásokat

σNNLO
m+2 =

∫
m+2

{
dσRR

m+2Jm+2 − dσRR,A2
m+2 Jm −

[
dσRR,A1

m+2 Jm+1 − dσRR,A12
m+2 Jm

]}
d=4

• A1 és A2 metszete nem üres ⇒ A12 szerepe a dupla levonás elkerülése a metszeten

Az RV járulékban csak egyszeresen feloldatlan valós emisszió fordul elő

σNNLO
m+1 =

∫
m+1

{[
dσRV

m+1 +
∫
1

dσRR,A1
m+2

]
Jm+1 −

[
dσRV,A1

m+1 +
(∫

1 dσRR,A1
m+2

)
A1
]

Jm

}
d=4

• Az integrált A1 az RR járulékból maga is szinguláris ⇒ ehhez a taghoz saját
levonást kell bevezetni (utolsó tag)

Az m-partonos járulék a duplán virtuális korrekciót és integrált levonásokat tartalmaz

σNNLO
m =

∫
m

{
dσVV

m +
∫
2

[
dσRR,A2

m+2 −dσRR,A12
m+2

]
+
∫
1

[
dσRV,A1

m+1 +
(∫

1 dσRR,A1
m+2

)
A1
]}

d=4
Jm
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Közelítő hatáskeresztmetszetek
megszerkesztése
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Közelítő hatáskeresztmetszetek a CoLoRFulNNLO módszerben

A CoLoRFulNNLO módszerben a közelítő hatáskeresztmetszetek explicit
megszerkesztésének kiindulópontjául a QCD mátrixelemek szingularitás szerkezetét leíró
infravörös faktorizációs tételek szolgálnak.

[Del Duca, SG, Trócsányi 2006; SG, Trócsányi 2006; SG 2009]

• a valós emisszió szingularitás szerkezete univerzális (folyamatfüggetlen)

|Mm+q({pm, pq})|2
{pq} feloldatlan−−−−−−−−−−−−→ (8παSµ

2ε)q Singq({pq})︸ ︷︷ ︸
nem függM-től

⊗ |Mm({pm})|2

..

..
−→

..
.. ⊗

• az infravörös faktorizációs tételek konkrét alakjai ismertek minden NNLO rendben
megjelenő szingularitásra

[Bern, Dixon, Dunbar, Kosower 1994; Campbell, Glover 1997; Catani, Grazzini 1998; Bern, Del
Duca, Kilgore, Schmidt 1998-9; Del Duca, Frizzo, Maltoni 1999; Kosower, Uwer 1999; Catani,

Grazzini 2000; Kosower 2002; Kosower 2003]
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Faktorizációs tételektől levonási tagokig

Az alábbi három problémára kell megoldást találni

1. El kell kerülni a többszörös levonást az átfedő szinguláris tartományokon:
„határesetek illesztése”. Pl. NLO rendben: kollineáris + lágy − kollineáris-lágy
határeset

A1 =
∑(

C1 + S1 −C1 ∩ S1

)
Duplán valós emisszióra NNLO rendben (szita-elv)

A2 =
∑[

C2 + C1;1 + CS1;1 + S2 − (C2 ∩CS1;1 + C2 ∩ S2 + C1;1 ∩CS1;1

+ C1;1 ∩ S2 + CS1;1 ∩ S2) + (C2 ∩CS1;1 ∩ S2 + C1;1 ∩CS1;1 ∩ S2)
]

2. A faktorizációs képleteket értelmezni kell a teljes fázistéren: „határesetek
kiterjesztése”. Pontosan definiálni kell a faktorizációs tételekben megjelenő
mennyiségeket a szinguláris tartományoktól távol.

{pm, pq} −→ {p̃m} : dφm+q({pm, pq}; Q) = dφm({p̃m}; Q)[dpq]

3. A levonási tagokat integrálni kell a feloldatlan fázistér tartomány felett. 27



A CoLoRFulNNLO módszer általános tulajdonságai

Levonási tagok definíciója: QCD infravörös faktorizációs tételek alapján, egzakt fázistér
faktorizációt felhasználva

• explicit képletek a kezdeti állapotban hadront nem tartalmazó folyamatokra
• nehéz kvark-antikvark pár esetére is (a kvarktömeg plusz technikai nehézség)
• tetszőleges kezdeti állapotokra való kiterjesztés folyamatban

A fázistéren teljesen differenciális, lokális levonási tagok

• tetszőleges infravörös és kollineáris biztonságos mennyiség számolható d = 4
dimenzióban

• a levonási tagok tartalmazzák a feloldatlan emisszióban fellépő spin és szín
korrelációkat

Az integrált levonási tagok ε-pólusai analitikusan ismertek

• a duplán virtuális járulékban a póluskiejtés expliciten ellenőrizhető

A módszer folyamatfüggetlen módon implementálható numerikus kódban

• hatékony, kiváló numerikus pontosság és stabilitás
28



Alkalmazások
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Alkalmazások

A CoLoRFulNNLO módszer alkalmazásai

• Higgs-bozon bomlása (tömeges) b-kvark párra NNLO rendben
[Del Duca, Duhr, SG, Tramontano, Trócsányi 2015;

SG, Tramontano 2020]

• alakváltozók az e+e− → 3j folyamatban NNLO rendben
[Del Duca, Duhr, Kardos, SG, Trócsányi 2016;

Del Duca, Duhr, Kardos, SG, Szőr, Trócsányi, Tulipánt 2016]

• pp → VH → l l̄bb̄ + X keltés az LHC-n NNLO rendben
[Ferrera, SG, Tramontano 2018]

• energia-energia korreláció és az erős csatolás megmérése
[Del Duca, Duhr, Kardos, SG, Trócsányi 2016;

Tulipánt, Kardos, SG 2017; Kardos, Kluth, SG, Tulipánt,
Verbytskyi, 2018]

• fésült alakváltozók az e+e− → 3j folyamatban NNLO rendben
[Kardos, SG, Trócsányi 2018]

• dzset ráták és az erős csatolás megmérése
[Verbytskyi, Banfi, Kardos, Monni, Kluth, SG, Szőr, Trócsányi,

Tulipánt, Zanderighi 2019]
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VH keltés H → bb̄ bomlással az LHC-n

Motivációk

• Higgs-bozon elsősorban b-kvarkokba bomlik, a Br(H → bb̄) = ΓH→bb̄/ΓH = 0.58
(mH = 125 GeV)

• a H → bb̄ bomlás kimutatásához a legérzékenyebb Higgs-bozon keltési csatorna az
asszociált VH keletkezés

• egyedülálló folyamat, amelyben a Higgs-bozon mind vektorbozonokhoz, mind
d-típusú kvarkokhoz való csatolása tanulmányozható

• meghatározó járulék a Higgs-bozon szélességének bizonytalanságában

Elmélet

• a keskeny szélesség közelítés nagyon pontos (ΓH � mH), ezért a keltést és a bomlást
leíró teljesen differenciális számolások ismerete elegendő

• a VH keltés leptonikus V bomlással NNLO QCD-ben ismert
[Ferrera, Grazzini, Tramontano 2011]

• a H → bb̄ bomlás NNLO QCD-ben ismert
[Anastasiou, Herzog, Lazopoulos 2012;

Del Duca, Duhr, SG, Tramontano, Trócsányi 2015]
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Teljes NNLO QCD korrekció a VH(bb̄) folyamathoz

A pp → VH + X → l1l2bb̄ + X folyamat hatáskeresztmetszete a keskeny szélesség
közelítésben

dσpp→VH→Vbb̄ = dσpp→VH ×
dΓH→bb̄

ΓH
=

[
∞∑

k=0

dσ(k)
pp→VH

]
×

[∑∞
k=0 dΓ(k)

H→bb̄∑∞
k=0 Γ(k)

H→bb̄

]
× Br(H → bb̄)

A teljes NNLO eredményben minden tagot meg kell tartani másodrendig (k = 2-ig).
A korábbi részleges NNLO számolásokban a Higgs-bozon bomlásához tartozó NNLO
korrekciót nem vették figyelembe

[Ferrera, Grazzini, Tramontano 2014-5
Campbell, Ellis, Williams 2016]

dσNNLO(prod)+NLO(dec)
pp→VH→Vbb̄

=

[
dσ(0)

pp→VH ×
dΓ(0)

H→bb̄
+ dΓ(1)

H→bb̄

Γ(0)
H→bb̄

+ Γ(1)
H→bb̄

+
(

dσ(1)
pp→VH + dσ(2)

pp→VH

)
×

dΓ(0)
H→bb̄

Γ(0)
H→bb̄

]
× Br(H → bb̄)
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Teljes NNLO QCD korrekció a VH(bb̄) folyamathoz

Újdonság: figyelembe vesszük az NNLO korrekciót a Higgs-bozon bomlásában, illetve a
keltésben és bomlásban is NLO rendű korrekciók kombinációját

dσNNLO
pp→VH→Vbb̄ =

[
dσ(0)

pp→VH ×
dΓ(0)

H→bb̄
+ dΓ(1)

H→bb̄
+ dΓ(2)

H→bb̄

Γ(0)
H→bb̄

+ Γ(1)
H→bb̄

+ Γ(2)
H→bb̄

+ dσ(1)
pp→VH ×

dΓ(0)
H→bb̄

+ dΓ(1)
H→bb̄

Γ(0)
H→bb̄

+ Γ(1)
H→bb̄

+ dσ(2)
pp→VH ×

dΓ(0)
H→bb̄

Γ(0)
H→bb̄

]
× Br(H → bb̄)
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Eredmények: hatáskeresztmetszetek

Kinematikai vágások

pp →W +H + X → lνl bb̄ + X

• pl
T > 15 GeV, |ηl | < 2.5

• Emiss
T > 30 GeV

• pW
T > 150 GeV

• ≥ 2 b-dzset, pb
T > 25 GeV és |ηb | < 2.5

pp → ZH + X → ννbb̄ + X

• Emiss
T > 150 GeV

• ≥ 2 b-dzset, pb
T > 25 GeV és |ηb | < 2.5

Számolt hatáskeresztmetszetek a √s = 13 TeV-es LHC-n

σ (fb) NNLO(prod)+NLO(dec) teljes NNLO

pp →W +H + X → lνl bb̄ + X 3.94+1%
−1.5% 3.70+1.5%

−1.5%

pp → ZH + X → ννbb̄ + X 8.65+4.5%
−3.5% 8.24+4.5%

−3.5%

• Az NNLO(prod)+NLO(dec) eredményhez képest a teljes NNLO számolás ∼ 5–6%-al
kisebb hatáskeresztmetszeteket ad (a bizonytalanságok a skálavariációt tükrözik)
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Eredmények: hatáskeresztmetszetek

Kinematikai vágások

pp →W +H + X → lνl bb̄ + X

• pl
T > 15 GeV, |ηl | < 2.5

• Emiss
T > 30 GeV

• pW
T > 150 GeV

• ≥ 2 b-dzset, pb
T > 25 GeV és |ηb | < 2.5

pp → ZH + X → ννbb̄ + X

• Emiss
T > 150 GeV

• ≥ 2 b-dzset, pb
T > 25 GeV és |ηb | < 2.5

Számolt hatáskeresztmetszetek a √s = 13 TeV-es LHC-n

σ (fb) NNLO(prod)+NLO(dec) teljes NNLO

pp →W +H + X → lνl bb̄ + X 3.94+1%
−1.5% 3.70+1.5%

−1.5%

pp → ZH + X → ννbb̄ + X 8.65+4.5%
−3.5% 8.24+4.5%

−3.5%

• Az NNLO(prod)+NLO(dec) eredményhez képest a teljes NNLO számolás ∼ 5–6%-al
kisebb hatáskeresztmetszeteket ad (a bizonytalanságok a skálavariációt tükrözik)
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Eredmények: kinematikai eloszlások

A vezető b-dzset pár transzverzális impulzusa és invariáns tömege: W +H(bb̄)
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[Ferrera, SG, Tramontano 2018]

• A teljes NNLO számolásban figyelembe vett tagok lényegesen befolyásolják az
eloszlások alakjait: −8% – +5% korrekciók a pbb̄

T eloszlásban és −30% – +60%
korrekciók az Mbb̄ eloszlásban!

34



Eredmények: kinematikai eloszlások

A vezető b-dzset pár transzverzális impulzusa és invariáns tömege: ZH(bb̄)
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[Ferrera, SG, Tramontano 2018]

• A teljes NNLO számolásban figyelembe vett tagok lényegesen befolyásolják az
eloszlások alakjait: −10% – −5% korrekciók a pbb̄

T eloszlásban és −30% – +70%
korrekciók az Mbb̄ eloszlásban!
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Az erős csatolás meghatározása dzset rátákból

Az erős csatolás (αS) a részecskefizikai standard modell egyik alapvető paramétere, a
kvarkok és gluonok közötti kölcsönhatás erősségét méri. Értéke (egy adott energián)
természeti állandó.

• Precíz ismerete fontos az elemirész-ütközések nagy pontosságú leírásához, így az
LHC által mért adatok lehető legteljesebb kiaknázásához.

• A legkevésbé pontosan ismert csatolás: ∆αS(MZ )/αS(MZ ) ∼ 1%.

Csatolás Jelölés Érték Hiba (×10−9)
finomszerkezeti állandó αEM 7.2973525664(17)× 10−3 0.23
Fermi állandó GF 1.1663787(6)× 10−5 GeV−2 510
erős csatolás αS(MZ ) 0.1181(11) 9.3× 106
gravitációs állandó GN 6.67408(31)× 10−11 m3 kg−1 s−2 4.7× 104

• Értékét elméleti számolások mért adatokhoz történő illesztésével határozzuk meg.
• Egy lehetőség: hadronos végállapotok, pl. dzset keletkezés, vizsgálata

elektron-pozitron szétsugárzásban.
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Dzset ráták elektron-pozitron szétsugárzásban

A QCD egy fontos jóslata: az elektron-pozitron szétsugárzásban keletkező hadronok
dzsetekbe – hadron nyalábokba – szerveződnek.
Azt, hogy egy esemény hány dzsetet tartalmaz, illetve, hogy egy adott hadron pontosan
melyik dzsethez tartozik, dzset kereső algoritmusokkal tudjuk pontosan definiálni. Pl. a
Durham algoritmusban a végállapoti objektumok impulzusai között definiáljuk az alábbi
„távolságot”:

yij = 2
min(E2

i ,E2
j )

E2
vis

(1− cos θij )

A dzseteket az alábbi rekurzív algoritmus definiálja:
1. Megkeressük a legkisebb yij -t, legyen ez

min(yij ) = ykl .
2. Ha ykl nagyobb, mint egy előre rögzített ycut

érték (azaz min(yij ) > ycut), készen vagyunk,
minden végállapoti objektum egy dzset.

3. Ha ykl < ycut, akkor az k-ik és l-ik objektumot
egyetlen új objektumba kombináljuk, melynek
impulzusa egyszerűen pµk + pµl .

EEC alphaS NNLO+NNLL 3

EEC observable
Energy weighted distribution of angles c between particles

1/sdS(c)/dcosc = 1/s Ú ∑
i,j
 E

i
E

j
/Q2 ds(e+e- ij+X) � d(cosc – cosq

ij
)

Particles in same jet:
Forward region
Peak near small c 
Non-perturbative

Particles in different jets:
Back-to-back region
Peak near c ª p 
Resummation
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Dzset ráták elektron-pozitron szétsugárzásban

Dzset ráták: Az n-dzset ráta Rn a pontosan n db dzsetet tartalmazó események hányada
rögzített ycut-ra:

Rn(ycut) =
σn−jet(ycut)

σtot

Kísérlet
• nagy ycut-ra sokszor kombinálunk objektumokat
⇒ kevés dzset

• kis ycut-ra kevésszer kombinálunk objektumokat
⇒ sok dzset

• a dzset rátákra vonatkozóan számos pontos
mérés áll rendelkezésre, széles
energiatartományon, a PETRA és LEP gyorsítók
kísérletei nyomán

The ALEPH Collaboration: Studies of QCD at e+e− centre-of-mass energies between 91 and 209 GeV 467

ratio of distributions is shown in Fig. 6b. Scaling violations
induce a rise of the cross section at small xE and at a de-
crease at large xE with increasing

√
s. The data clearly

exhibit this property, and it is qualitatively reproduced by
the parametrisations; the predictions of the Monte Carlo
models are in better agreement with the data.

4 Jet rates

Jet rates are defined by means of the Durham clustering
algorithm [8] in the following way. For each pair of particles
i and j in an event the metric yij is computed

yij =
2 min(E2

i , E2
j )(1 − cos θij)

E2
vis

,

where Evis is the total visible energy in the event. The pair
of particles with the smallest value of yij is replaced by a
pseudo-particle (cluster). The four-momentum of the clus-
ter is taken to be the sum of the four momenta of particles
i and j, pµ = pµ

i + pµ
j (‘E’ recombination scheme). The

clustering procedure is repeated until all yij values exceed
a given threshold ycut. The number of clusters remaining
at this point is defined to be the number of jets. Alterna-
tively, the procedure is repeated until exactly three clusters
remain. The smallest value of yij in this configuration is
defined as y3. The distribution of y3 is sensitive to the
probability of hard gluon radiation leading to a three-jet
topology. It can therefore be used to determine αs (Sect. 6).

The n-jet rates were measured for n = 1, 2, 3,4, 5 and
n ≥ 6. Detector correction factors were applied in the same
manner as for the inclusive distributions, but in this case
for each value of the jet resolution parameter ycut. Figure 7
shows the measured jet fractions as a function of ycut at
206 GeV. Good agreement with the Monte Carlo genera-
tor predictions is observed. However, in the region of the
peak of the three-jet fraction the generators, in particular
PYTHIA, lie above the data.

5 Event shapes

The various distributions describing the event shapes are
of interest because (i) most of the variables are predicted
to second order in QCD; and (ii) some resummed calcu-
lations to all orders in αs exist. By fitting the theoretical
predictions to these distributions the value of the strong
coupling constant may be determined. By comparing with
the direct predictions for the various Monte Carlo models,
the validity of each model is tested.

The primary objective is to observe the running of αs

with centre-of-mass energy. For this reason, the analyses at
each energy point have been carried out coherently and cor-
related systematic uncertainties are estimated. The event-
shape variables studied here are defined as follows.

– Thrust T : The thrust [26] axis nT maximises the quan-
tity

T = max
nT

(∑
i |pi · nT |∑

i |pi|

)
,

where the sum extends over all particles in the event.
– Thrust Major Tmajor: The thrust major vector, nMa,

is defined in the same way as the thrust vector, but
with the additional condition that nMa must lie in the
plane perpendicular to nT ,

Tmajor = max
nMa⊥nT

(∑
i |pi · nMa|∑

i |pi|

)
.

– Thrust Minor Tminor: The minor axis is perpendicular
to both the thrust axis and the major axis, nMi =
nT ×nMa. The value of thrust minor is given by

Tminor =

∑
i |pi · nMi|∑

i |pi|
.

– OblatenessO: The oblateness is defined as the difference
between thrust major and thrust minor,

O = Tmajor − Tminor .

– Sphericity S: The sphericity is calculated from the
ordered eigenvalues λi=1,2,3 of the quadratic momen-
tum tensor

Mαβ =

∑
i pα

i pβ
i∑

i |pi|2
, α, β = 1, 2, 3 ;

λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 , λ1 + λ2 + λ3 = 1 ;

S =
3

2
(λ2 + λ3) .

n-
je
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Fig. 7. Measured n-jet fractions for n = 1, 2, 3, 4, 5 and n ≥ 6
and the predictions of Monte Carlo models, at a centre-of-mass
energy of 206 GeV
[ALEPH Coll., Eur. Phys. J. C35, 457 (2004)]
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Dzset ráták elektron-pozitron szétsugárzásban

Dzset ráták: Az n-dzset ráta Rn a pontosan n db dzsetet tartalmazó események hányada
rögzített ycut-ra:

Rn(ycut) =
σn−jet(ycut)

σtot

Elmélet
• nagyon pontos elméleti jóslat, különösen R2-re:

az N3LO+NNLL rendű QCD korrekciók ismertek
• a parton-hadron átmenettel kapcsolatos

korrekciókat modern Monte Carlo
eseménygenerátorok segítségével lehet
megbecsülni

• az elméleti jóslatot a kísérleti adatokkal
összevetve, illesztéssel megkapható az erős
csatolás értéke, αS(MZ ) 0.0
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Illesztett eloszlások

Az illesztés eredménye néhány energián
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[Verbytskyi, Banfi, Kardos, Monni, Kluth, SG, Szőr, Trócsányi, Tulipánt, Zanderighi 2019]

• az illesztési határok energiafüggőek, hogy elkerüljünk minden olyan tartományt, ahol
az elméleti modellezés valamely eleme nem megbízható
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Végeredmény

A legjobb illesztés mellett az alábbi αS(MZ ) értéket kapjuk

αS(MZ ) = 0.11881 ± 0.00063 (exp.) ± 0.00101 (hadr .) ± 0.00045 (ren.) ± 0.00034 (res.)
αS(MZ ) = 0.11881 ± 0.00131 (comb.)

• hasonló mérések között először a hadronizációs
korrekció becsléséhez kapcsolódó bizonytalanság
(hadr .) nagyobb, mint a perturbatív
bizonytalanság (ren.) és (res.)

• ez a nagyon pontos (magas perturbatív rendű)
elméleti leírásnak köszönhető

• az eredmény szerepel az erős csatolás legfrissebb
világátlagának meghatározásában

35 9. Quantum Chromodynamics

0.110 0.115 0.120 0.125 0.130
αs(M2

Z)August 2019

Baikov 2008
Davier 2014
Boito 2015
Pich 2016
Boito 2018
PDG 2018

τ decays
&

low Q2

Mateu 2018
Peset 2018

QQ
 bound states

BBG06
JR14
MMHT14
ABMP16
NNPDF31
CT14

DIS
&

PDF fits

ALEPH (j&s)
OPAL (j&s)
JADE (j&s)
Dissertori (3j)
JADE (3j)
Verbytskyi (2j)
Kardos (EEC)
Abbate (T)
Gehrmann (T)
Hoang (C)

  e +e −

jets
&

shapes

Klijnsma (t ̄t)
CMS (t ̄t)
H1 (jets)

hadron
collider

PDG 2018
Gfitter 2018  electroweak

FLAG2019 lattice

Figure 9.4: Summary of determinations of –s(M2
Z) from the seven sub-fields discussed in the text.

The yellow (light shaded) bands and dotted lines indicate the pre-average values of each sub-field.
The dashed line and blue (dark shaded) band represent the final world average value of –s(M2

Z).

6th December, 2019 11:50am

[PDG Review of Particle Physics (2021)]

39



Összefoglalás
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Összefoglalás

A nagyenergiás elemirész-ütközések nagy pontosságú leírása szükségessé teszi NNLO
QCD korrekciók kiszámítását számos folyamathoz.

Az NNLO korrekció kiszámítása két alapvető problémát vet fel:

1. ki tudjuk-e számolni a releváns (két-hurok) mátrixelemeket?
2. fel tudjuk-e használni azokat hatáskeresztmetszetek kiszámítására?

A hatáskeresztmetszet számítása során a közbenső lépésekben infravörös divergenciák
lépnek fel.

CoLoRFulNNLO módszer: Completely Local subtRactions for Fully differential NNLO

• levonási eljárás az infravörös divergenciák kezelésére
• infravörös faktorizációs tételek alapján megszerkesztett közelítő

hatáskeresztmetszetek
• a levonási tagok analitikus integrálása modern módszerekkel kivitelezhető
• hatékony, kiváló numerikus pontosság és stabilitás
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Összefoglalás

Alkalmazások:

• Higgs-bozon bomlása b-kvarkokba, VH keltés H → bb̄ bomlással az LHC-n
• alakváltozók és fésült alakváltozók e+e− szétsugárzásban
• energia-energia korreláció és dzset ráták e+e− szétsugárzásban és az erős csatolás új

meghatározásai

Következő feladat: hadronos kezdeti állapotok kezelése

42



Köszönöm szépen a figyelmet!
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Tartalék diák
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Mátrixelemek

Egy általános m-dzset hatáskeresztmetszet NNLO rendű kiszámolásához ismerni kell az
alábbi mátrixelemeket

• két-hurok (VV)

• egy-hurok (RV)

• fa szintű (RR)

• m-részecskés kinematika, két-hurok (duplán virtuális)
• 2→ 2 ismert (ideértve a pp → VV keltést is)
• 2→ m, m > 2 nagyon nehéz, bár nagyon gyors fejlődés

• m + 1-részecskés kinematika, egy-hurok (valós-virtuális)
• NLO szintű nehézség, ismert módszerek

• m + 2-részecskés kinematika, fa szintű (duplán valós)
• LO szintű nehézség, mára „könnyű”

Amennyiben a szükséges mátrixelemek ismertek, fel tudjuk-e használni azokat
hatáskeresztmetszetek kiszámolására?
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A hatáskeresztmetszet NNLO rendben

A hatáskeresztmetszet a mátrixelem négyzetétől függ

hatáskeresztmetszet =
∫
|mátrixelem|2 × fázistér

A mátrixelem szerkezete NNLO rendben

→

|M(0)
m 〉

+
(

→

|M(1)
m 〉

+

→

|M(0)
m+1〉

)
+
(

→
|M(2)

m 〉

+
→

|M(1)
m+1〉

+

→

|M(0)
m+2〉

)
+ . . .
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A mátrixelemet négyzetre emelve∣∣∣∣ +
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A jobb oldalon álló három sor az LO, NLO és NNLO járulékot tartalmazza

• LO = B (Born)

• NLO = R + V (valós + virtuális)
• NNLO = RR + RV + VV (duplán valós + valós-virtuális + duplán virtuális)
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Az integrált közelítő hatáskeresztmetszetek kiszámítása

A valós emissziós járulékokat regularizáló közelítő hatáskeresztmetszeteket a feloldatlan
parton vagy partonok impulzusa felett integrált alakban kell visszaadni a virtuális
járulékokhoz.

• az integrálás elvégezhető egyszer és mindenkorra, folyamatfüggetlen módon
• a gyakorlatban több száz igen bonyolult, több dimenziós „mesterintegrált” kell

kiértékelni
• a mesterintegrálok infravörös divergensek, a végeredmények ε-pólusokat

tartalmaznak

A szimbolikus integrálás legmodernebb eszközeit felhasználva a az integrált közelítő
hatáskeresztmetszetek pólusszerkezete analitikusan kiszámolható.

• a számolás döntő módon támaszkodik a d-dimenziós szögintegrálok Mellin-Barnes
reprezentációjára, illetve az általánosított polilogaritmusok Hopf-algebra szerkezetére

[SG 2011; Duhr, Gangl, Rhodes 2012; Duhr 2012]

• a végeredmény racionális függvényeket, logaritmusokat és klasszikus
polilogaritmusokat tartalmaz
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Mesterintegrálok: egy példa

A duplán lágy levonási tag integrálása során többek közt felmerül az alábbi integrál:

I2S ,2(Yik,Q ; ε, y0, d ′0) = −
4Γ4(1− ε)
πΓ2(1− ε)

By0 (−2ε, d ′0)
ε

Yik,Q

∫ y0

0
dy y−1−2ε(1− y)d′0−1+ε

×
∫ 1

−1
d(cosϑ) (sinϑ)−2ε

∫ 1

−1
d(cosϕ) (sinϕ)−1−2ε

[
f (ϑ, ϕ; 0)

]−1[f (ϑ, ϕ; Yik,Q)
]−1

×
[
Y (y , ϑ, ϕ; Yik,Q)

]−ε
2F1
(
− ε,−ε, 1− ε, 1− Y (y , ϑ, ϕ; Yik,Q)

)
ahol

f (ϑ, ϕ; Yik,Q) = 1− 2
√

Yik,Q(1− Yik,Q) sinϑ cosϕ− (1− 2Yik,Q)χ cosϑ

Y (y , ϑ, ϕ;χ) =
4(1− y)Yik,Q

[2(1− y) + y f (ϑ, ϕ; 0)][2(1− y) + y f (ϑ, ϕ; Yik,Q)]
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Mesterintegrálok: egy példa

Az integrál pólusszerkezete analitikusan kiértékelhető (y0 = 1, d ′0 = 3− 3ε)

I2S ,2(Y ; ε, 1, 3− 3ε) =

=
1
2ε4
−

1
ε3

[
ln(Y )− 3

]
+

1
ε2

[
2Li2(1− Y ) + ln2(Y )− π2 −

( 2
1− Y

−
1

2(1− Y )2
+

9
2

)
ln(Y ) +

1
2(1− Y )

+ 16
]

+
1
ε

[5
3

(18Li3(1− Y )
5

+
6Li3(Y )

5

−
6Li2(1− Y ) ln(Y )

5
−

2
5

ln3(Y ) +
3
5

ln(1− Y ) ln2(Y ) + π2 ln(Y )−
78ζ3
5

)
+
( 3
1− Y

−
3

4(1− Y )2
+

15
4

)(
2Li2(1− Y ) + ln2(Y )

)
− 6π2 −

( 27
2(1− Y )

−
13

4(1− Y )2
+

91
4

)
ln(Y ) +

19
4(1− Y )

+
163
2

]
+ O(ε0)

• Megjegyzés: az Y → 1 limesz véges

lim
Y→1

I2S ,2(Y ; ε, 1, 3− 3ε) =
1
2ε4

+
3
ε3

+
1
ε2

(71
4
− π2

)
+

1
ε

(393
4
− 6π2 − 24ζ3

)
+ O(ε0)
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Mesterintegrálok: egy példa

Az integrál véges részét egy Y → 0 határesetben szinguláris „aszimptotikus” részre és egy
reguláris maradékra bontjuk

F in
(
I2S ,2(Y ; ε, 1, 3− 3ε)

)
= F in

(
Iasy
2S ,2(Y ; ε, 1, 3− 3ε)

)
+ F in

(
Ireg
2S ,2(Y ; ε, 1, 3− 3ε)

)
• az Y → 0 határesetben szinguláris tagok

F in
(
Iasy
2S ,2(Y ; ε, 1, 3− 3ε)

)
=

log4(Y )
3

− 4 log3(Y )−
4
3
π2 log2(Y ) + 33 log2(Y )

+ 40ζ3 log(Y ) + 8π2 log(Y )−
345 log(Y )

2

• a reguláris maradékot, F in
(
Ireg
2S ,2(Y ; ε, 1, 3− 3ε)

)
-t, numerikusan értékeljük ki
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