ELEKTRODINAMIKA

Vektoranalizis 1.




Olyan fiiggvények analizise, ahol a fiiggetlen valtozo értékei és/vagy a fiiggvény

értékei is vektorok vagy helyvektorok.

A fizikai mennyiségek tere: a skalar tér, a vektortér
Egy adott (derékszogi) koordinata-
rendszerben a tér V pontja (R) jelle- y R(X.y,Z)=R(r
mezhet6 a megfelel6 (x,y,z) koordi-
nataharmassal, illetGleg a megfele6 T

helyvektorral. Igy az R(z,y, z), illetve

=

R(T) fiiggvényt kapjuk. Ha a tér (tér

egy része) V R(x,y, z) pontjahoz tarto- X
zik egy fizikai mennyiség valamely ér-
téke, akkor ezt fizikai térnek vagy me-

zének nevezzik.

Ha a fizikai mennyiség skalar — skalartér.
Ha a fizikai mennyiség vektor — vektortér.

A fizikai mennyiség tere fiigghet a t-t6l (id6) is.



Példa: A fizikai mennyiség legyen a hdmérséklet T (skalar).

Ekkor T(x,y, z,t) =T(T,t) instacionarius eset

T(w,y,z) =T(7)
AT =T(7,t),illetve T = T(7T) skalar-vektor fiiggvény.

staciondarius eset

Fiiggetlen valtozo vektor, a fiiggvényérték pedig skalar mennyiség

Példa: A fizikai mennyiség legyen a sebesség v (vektor).

Ekkor V(z,y,z,t) = V(T,t) instacionarius eset
vi(z,y,z) =v(Tr) stacionarius eset
AV =V (T,t), illetve V = ¥V (T) vektor-vektor fiiggvény.

Fiiggetlen valtozo vektor, a fliggvényérték szintén vektor.



Skalar tér
Yo =Wz, y,2) = 19(?)

A fiiggvényt az tgynevezett szintfeliiletek vagy nivofeliiletek segitségével ab-

razolhatjuk.

Ha o = 9(x,y, 2,t) = (7 ,t) (instacionarius eset), akkor egy rogzitett (t =

to —ra , ¥ =1y — ra) kapunk szintfeliiletet.

Ha vy valtozik, de t =ty (megkapjuk a t = ¢, id6pontra az Osszes szintfeliile-

tet).

Ha to valtozik, de ¥y=all. (milyen feliileteken nyerjiik az id6§ valtozasa esetén

ugyanazt a 0y fliiggvényértéket).

Vektortér
V(E) =iz, y, 2)i+ vz, y, 2)j + vs(x,y, 2)K staciondarius eset

—
— .

V(r,t) = vi(x,y, 2, t)f+ vo(x,y, 2, t)j + vs(z, vy, 2, t)E instacionarius eset



A linearis vektor-vektor fiiggvény: a tenzor

Legyenek a w = (wy, wsy, w3) vektor koordinatai a v = (v, vg, v3) vektor koor-

dindtainak homogén linearis fiiggvényei:

w1 = a11V1 + A1202 + a1303
Wy = A21V1 + A22V2 + A23V3
w3 = az1V1 + azoV2 + a33V3

ahol a1, a9, ..., azz allandok.

Ez az egyenletendszer egy homogén linearis vektor-vektor fiiggvényt (tenzort)

értelmez.

Ha pld. W = h (V) jeloli e fiiggvényt, akkor :

1. ﬁ(?) = homogén
2. NW(Vi+v) =h(v)+ h(v;)  linearis



Irjuk az alabbi alakba:

(%1 wq @11 A12
U= V2 W= W2 A= Q21 A22
U3 w3 a31 a3z
— —
w =Awv
homogenitas: Ao =0
linearitas: A(vi +v3) = Avy + Av;

13
23

a33



Tenzor értelmezés diadikus szorzattal (oszlop x sor)

Egységvektorok diadikus szorzata

1 00 010
etoer=10 0 0 |,e10es=10 0 0 |,
000 000

A =aje0e; +apze; oey +ajze;oe;s
+ao1€9 0 €1 4+ a9ey 0 ey + ag3zes © e3
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A térfiiggvény differenciidlasa és a nabla-operator

Legyen adva
9 =10(z,y,2) =9(7T)
terfiiggvény és az E.T.-ban haladé g gorbe, amelyik paraméteres egyenlete:

_ _')

T=TO) =2\ +yN) T + 2\ k.

Lokalizaljuk a térfiiggvényt erre a gorbére:

Ha a ¢ differencialhato a gorbe pontjain, akkor a névekedés mértékét a g gorbe

mentén a lanc szabéllyal nyert



dv 819d:)3+819dy+819dz
A\ dxd\ ' dyd\ ' 9z dx

derivalt adja, a térfiiggvény teljes differencidlja pedig

oV oV oV

dy = %dx 8—dy 8zdz’
ahol i p i
_ oz _ Y _ &
dx —d)\d)\ dy = d)\d)\ dz = d)\d)\
Ekkor
819—> 819—> ov - — — —
dﬂ—(ax +8 8Zk)(d:cz +dyj +dzk).

Ez a o iranymenti differencialja a d7 iranyban.



Definici6:
09— 819—) oY -
_ 275 L
grady 7 +— By + 92

— — —
dd = (grad¥)di ahol (dFf =dxi +dyj +dzk)

¥ ——— skalar tér
v = grad? - vektortér

A gradd vektor irdnya mindig a térfiiggvény maximalis novekedése felé mutat,

abszolit értéke pedig a maximalis novekedési sebességet adja meg.



Differencidlas vektortérben

Legyen megadva a

—

— . - -5
v :Ul(zvyvz) 1 —l—’l]g(l’,y,Z)] —}—Ug([lf,’!j,Z)k

térfiiggvény, valamint az E.T.-ban haladé g gorbe

— — —
T =2(N)i +yN)F +z\)k.
Erre a g gorbére lokalizalt térfiiggveny v = v (7 ())), és fil—x—ra kapjuk:

@ ovy dx  Ovy dy vy dz ?—l-
d\ Ox d\ 8y d\ | 9z d\

Ovy dx 4 9 Ovs dy Lo vy dz
Ox d\ dy d\ | 0z d\



Ovsdxr Ouvsdy Ovzdz\ —
(a—xaw—m*@a)"’

W vy 0w
O dN Oy dN 0z AN

gy a vektortér iranymenti differencialja:

ov ov ov
dv = ——dz + —dy + ——dz.
VS T
Atalakitva:
dv = d$%7 + dyagy? + dz%? = (dm% +dy— +dz—

oy 0z

v .



Formalisan skaléris szorzat alakban felirva:

J o o - - > 0 >0 pIY
da:ax+dyay+dzaz (dri +dyj +dzk)(zax+gay+ 8z)
Bevezetjiik a: 5 5

—0J — —

nabla-operator-t (V), ami egy linearis vektorikus differencialoperator.
A nabla-operatorral az alabbi miiveletek értelmezhetGek:

1. A nabla hatéasa egy ¥ = ¥(z, vy, z) skalaris térfiiggvényre

Vo (72179 8IN9-T7P 72 %Y e,
ox dy 0z



2. A nabla hatasa egy ¥ = v (7 (t)) vektorfiiggvényre

a. A nablaval valo skalaris szorzas értelmezése:

— —>8 —>8 — 0 - 81}1 81)2
vv_<zax+‘78y+k8z) (vlz+v2g +U3k> 8x+8y

b, A nablaval valo vektoridlis szorzas értelmezése:

i 7k
— 0 o) o) —
VXU— % a—y & -
V1 V2 Vs

= (Ovz Ovy — (0v;  Ous — (Ovy  Ouy
_"< )+J(8z 8x)+k(8:c 8y)

dy 0z

¢, A nablaval valo diadikus szorzat értelmezése:

v —
=dwv.
0z
= rotv.



— - - -
VEY =1 DY+ g DY+ k & yus

ahol
8vl—> — O = O =
zEval Dt +—-—1DJ+-1Dk.
O dy 0z

Megjegyezendd!
gradd,, rotv —  vektorfiiggvények
divv — skalarfiiggvény

Differencidlasi szabalvok:

1. Legyen c allando, ¢ = p(z,vy, z) skalaris térfiiggvény. Ekkor
V(ep) = V(éSO) + V(cglo) = oVe+ Vo =cVp,
(Ve = 0)

gradcyp = cgradp.



2. Legyenek ¢ = ¢(z,y,2), ¥ = ¥(x,y, 2) skalaris térfiiggvények. Ekkor

1
a, V() = V() + V() = bV + oV,
grad(py) = ¥ grady + ¢ gradip.

¢\ _ ¥YVe—pVy
b: v <w> - w2 9

grad % _ v gmdﬁ;;o grady )

Legyenek ¢ = op(z,y, 2) skalaris, ¥ = ¥ (z,v, 2) vektor térfiiggvények. Ekkor:

l
V() + V(p®) = OV + oV T,

a, V(pv)

div(p0) = U gradp + pdivv.

1
b, V x (p0) =V x (67) + V x (p0) = (Vo) x T + oV x T) =

v),

=T xVp+ (Vv

- =

rotp W = protv — v x gradyp.

Legyenek v = v (z,vy,2), w(z,y,2) = w vektor térfiiggvények. Ekkor



e

Vx)—

15
I

— — = —
) =wWrotv — vrotw.

13

div(v x

Laplace-operator (skalaris differencial-operator):

VV=Vi=A

o"p
022"

62

_ PP | P
A(,O—W—i‘ayg‘i‘



Alkalmazasok
1. div(grady) = div(Vy) = V(Ve) = Agp.
2. rot(rotv)) =rot(Vx v) =V x (Vx V)=
=V(VV) — (VV)? = grad(divv’) — A
3. rot(gradyp) =rot(Vy) =V x (Vo) = (V x V)p =0p = 0.

4. div(rotv) = div(Vx v)=V(Vx 0)=(VxV)v =00 =0.
Megjegyzések

1. Harotv' =0 = a tér orvénymentes

2. Ha divv =0 = a tér forrasmentes

3. Haegy egyszeresen osszefiiggd tartomanyon rotv = 0, akkor v = grady =

@ potencial fiiggvény.

Ha még divv = 0 is teljesiil = v = gradp = ¢
g



megoldasa a
Ap =10
Laplace-féle differencidlegyenletnek.
Feladatok
1. Szamitsuk ki gradd értékét a megadott helyen, ha
¥ = e~ @) gin (20 — 3) Py(1,1,1)

== Py(2,2,1).
2.gradﬁ§:%

=7 & ={F o)
=177 = {F )
VY = 2? + 4y* + 2* Qz{—

('Ool
Il
—
o o
Ne) e
o 3
© ©
g
e
——

¥ = 322 — 2xy + 22

|
2l
©
——



3. Szamitsuk ki divv érteket, ha
— — —
7= [7|7 P i tyg +2k)
?): _?:2.
|7

4. Bizonyitsuk be az alabbi Osszefiiggéseket:
div(gradyp) = Ap,

div(rotv’) = 0.

5. Kiszamitando rot v, ha

— — | =

v = } T ‘ r.

6. Bizonyitsuk be, hogy

rot(rotw) = graddivv — AV
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Vektoranalizis 2

A térfiiggvény integralasa és alkalmazéasai

H
Egyv [ térfiiggvény g gorbeiv mentén vett vonalintegralja

legyen

— —

f = fl(il?,y,Z) ( +f2($,y,2)7—|—f3($,y,2)?

ekkor

/g fdr = /g fida + fody + fadz.

Skaldrtér vonal menti integralja

/ NT)T =7 / Hary, 2)da+ T / Iy, 2)dy + K / Iz, y, 2)d=.
g

g g g



Példa:

Szamitsuk ki a fg Yd 7 vonalintegralt, ha ¥ = 22z — 3y? + 42 és a g gorbeiv
egyenlete 7 = {t, 12,13}, kezd6pontja A(0,0,0) és a végpontja B(1,1,1).

Megoldas:

Lokalizalva a gorbére:

U, = 26t — 3t32 + 483 = 4¢3 — L.

Fzt szorozva az érint6 iranyu

dr = ¥dt = {1,2t,3t*} dt

vektorral, kapjuk:



1 1 1
/ VAT = / (483 —4)(1,2¢, 36} dt = 4 / (43 —tYdt+ 5 / (8t*—2t%)dt+
g t=0 t=0 t=0

- ! 5 6 = | 4 151 — (85 161 77 |46 371
+k:/ (1215 =3t%)dt = 4 [t'— =t°| + 5 |=t° = =t% +k |20 — 47| =
=0 5 0 5 3 0 7 0
— 1 — (8 1 — 3 4— 19— 11—
=1 |[1—= | | = — = kl2—=|=-12+—17 +—%k.
'l 5]+3l5 5}+ [ 7} 5 T T

A vektortér skalarértéki vonalintegralja

(Pld. a munka kiszamitasa: W = [ ?d?)

tp
W= / @ (F)dT = /
g ta

gl
5
=
=,
3
P
=
S



Ha a gorbe az origd kozeptd R sugaru kor,
_ — s
akkor v = Rcostt + Rsint 3
— —
7 (t) = Rcost i + Rsint j
N
r

(t) = —Rsin t4 + Rcos t?

Tl= 1o = — SR
w :/ (z1+4+=7)(—Rsint ¢ +Rcost g )dt :/ (—=Rsint+-Rcost)dt =
t=0 2 t—0 9 2

1 1 N 1
= [chost—l—gRsint]o = [§R+O—§R—O] = 0.

A vektortér vektorértékd vonalintegrilja




A

— = - -
wxdr = 1 wodz — wsdy |+ 7 wsdr —widz |+ k wydy — wadx
g g g g /

_ / "B R O] x T (.
t=ta
(pl. a Biot-Savart-torvény)
Példa:
Szamitsuk ki a fg W x dr vektorértéki vonalitegralt, ha
w = {2?,2y,32}, és a g gorbe egyenlete ¥ = {t, %t2, %t?’} ,
kezdépontja A(0,0,0), végpontja B(1, %, %)
Megoldés:

A vektorteret lokalizaljuk a gorbére w; = {t, 2,3} .



Kétmeéreti integralok

1. A skalar tér fluxusa

Jo [ OdF = [ 9 [7(u,0)] (7 x 7 )dudo =

.
9 \Z ) Z,x ) x,
= Jry, J 0 [, 0), g, ), 2(u,0)] |7 28 4 222 4 o2

=

—

* Itt ha a feliilet egyenlete

— - . -
= r(u,v) = x(u,v) ¢ +y(u,v) g + 2(u,v) k



és az F feliilet az (u,v) sikon 1évé T, tartomany képe, akkor a vektorikus

feliiletelem:
i j ok

7 ! g

dF =7, x ridudv=| x y 2z |dudv=
Ty z

_ [ o) = 0(z,x) O(z,
= [720 4 T 2 4 K2 udy,

Az integral kiszamitasanal a 9 integranduszt lokalizalni kell a feliiletre tgy,
hogy x,y,z helyébe a feliilet egyenletében szerepls x(u,v), y(u,v), z(u,v) fiigg-
vényeket irjuk.

Példa:

%
Szamitsuk ki a fF [ OdF skalar tér fluxusat, ha ¥ = zyz, és az F feliilet az
x+1y+ 2z =1 egyenleti sik elsd térnyolcadba es6 része | felfelé” mutato feliileti

normélissal.

Megoldas:



A feliilet egyenlete z=1-x-y, a vektorikus




— —
A k vektor elGjelébdl latszik, hogy d F' hegyesszoget alkot a z tengely pozitiv

iranyaval, azaz ,felfelé” mutat!
Az integranduszt lokalizalva a feliiletre:
O =ayz =ay(l —z —y) =y — 2%y — 29>

Az integralas alaptartomanya az (x,y) sikon év6 0 S y <1 -2, 0 <z <1

egyenlGtlenségekkel jellemzett haromszog. Ezek felhasznélasaval kaphato:
N 1 1—x ) o~ — N
//ﬁdF:/ / (xy —x*y—zy*)( T + 7 + k)dzxdy =
F =0 Jy=0

1 11—z
1
:/ LA L. dx(7+7+?):—(7+7+?)
172 120



2. A vektortér skalaris fluxusa

Jo JWdF = [, [ [¥ (u,v)] (?; x 7 )dudv =
)
)

- fTuv f [wlg(% ; +w28§uv

(lasd™*)

+ ws a( dudv.

Példa:

%
Szamitsuk ki a fFIWdF vektortér skalaris fluxusat, ha w = {—y, z, 2}, az
F feliilet az © + y + z = 3 sik els6 térnyolcadban levé része. A normélis most

is felfelé mutat.
Megoldas:
(Az abrat lasd az el6z6 feledatnéal, csak a 3-nal metszi a tengelyeket.)

A feliilet egyenlete z = 3 — x — y a vektorikus feliiletelem dF = (—2;7 —
2?37 + E)dzdy = (;+ 7+ E)dxdy. Az intergraduszt lokalizélva a feliiletre:

E):{—y,x,z}:{—y,x,?)—x—y}.



Az integralas alaptartoméanya az (x,y) sikon 1év6 0 <y <3 —z, 0<z<3

egyenldtlenséggel jellemzett haromszog. Ezek felhasznalasaval kapjuk:

- = —
//wdF / / —y,x,3—x—y)(1 + j + k)dxdy =
z=0 Jy=
3 3—x
:/ / —y+:c—|—3—:c—y:/ / 3 —2y)dxdy =
z=0 Jy=0 0Jy=



3. A vektortér vektoridlis fluxusa

//a;xdf:/ /wmu,v)}xmx?;}dudv:
F Tuv

= = [ 0y, =) I(z,y)
O(z,y) O(z,x) ) B ’
/Tuv/ { ’ [wza(“’g) wga(“’”)} " [wg’(?(u,v) wla(u,v)

) ety

(lasd™*)
Példa:

, , . — T 2_-) T 2_.> x - A sz z
Szamitsuk ki a w = e"yz® 1 +e"2° 3 +2e”yz k vektortér vektorialis fluxusat,
ha az F feliilet a z—xy nyeregfeliilet az 0 < 2z <2, 0 < y < 1 egyenlGtlensé-

gekkel kijelolt része, ,felfelé” iranyitott feliileti normélissal.



Megoldas:

A vektorteret lokalizaljuk a feliiletre a z=xy helyettesités segitségével:
— — —
w; ="yt i +e"2 g + Qemyz? = e:”y:czgf? +etrtyt j o+ 2e$y:cy? =
g, = =
e“xy“(zyt +x 5 +2k).
A vektorikus feliiletem:

dF = (=2, 4 — 2,5 + k)dzdy = (—yi —xj + k)dzdy

—_—
(ahol a+ k miatt az iranyités felfelé mutat). A vektorialis szorzat:

k
— T ) _ e 2N a2
wixdF =| vy x 2 |-e*xy’dedy = {3z, —zy — 2y, xy — x°y} e"zy*dady.

1



Ezt integralva:

2 1 2 1
/ /ﬁ ¥ dF = 7/ / 3x%e"y drdy — 7)/ / (z + 2)e"zydody+
F z=0 Jy=0 z=0 J y=0

3 2 R T
r)e"2?yldedy = (2¢* —2)i —e*j —2k.
=0 yO



Integralatalakitasi tételek

Gauss-Osztrogradszkij-tétel egy vektortér skalaris fluxusdnak és divergencia-

janak harmas integralja kozott ad osszefiiggést

///dewdvzfﬁwd?

— —
Itta w(7) =w(z,y,2) i +waz,y,2)J +ws(z,y, z)? vektortér w;(z,y, 2)
8wi 8wi 8w2)
or’ Oy’ Oz

skalarkomponensei (i = 1,2, 3) folytonos parcialis derivaltakkal (

rendelkeznek a V tartomanyban.

Példa:

Legyen w = (7 ?F, és az F felillet az 22 + y2 + 22 = R? gémb, ahol
— - i
J

T =Tt t+Yy



Megoldas:

divw = (27 + ﬁ? + g?)(m? + y? + z?)(zz +y?+2%) =
ox dy 0z

302+ 9P+ 2243y + ot + 22 327 42 gt =500+ + ) =5 (7)),

[ [ [ [siera=s] ] | ora-

4
= 5/ ( ) Aridrr = 57?/ dridr = b1 {gr‘r’] = 57r R5 =47 R>.
r=0 r=0 0

Illetve:
$§wWAF = § § (7' FdF §§(7)° 7 T EdE = § § |7 |* dF = R34R*r =
AT R®.

[gazoltuk, hogy mindkét oldal ugyanazt az eredményt adja!



Green-tétele (a Gauss-Osztrogradszkij-tételbdl nyerhetd)

Legyen a G.-O.- tételben w = ¢ gradd, akkor

///(grad<ﬂ97’ad19 + ¢ AY)dV = ffgogmdﬁd?.
1%

Ha W = Ygradyp, akkor

///(gradﬁgmdgp +9 A p)dV = ffﬁgradgodf.
v

A két egyenletet egymashbol kivonva kapjuk:

///V(so AY—1 A @)dV = fjf(gpgmcw — dgradp)dF.

Ebbdl az egyenletbdl dF = nodF  és  mggradd = g—g helyettesitéssel:



///V(apAﬁ—ﬁA@)dV:%%(apg—i—ﬁg—i)dF.

Ha ¢ =

///V A 9dv = ]{]{gmdﬁd?.

A Stokes-tétel egy vektortér cirkulacioja és rotaciojanak skalaris fluxusa kozott

/ BT — / / rotwdF.
g F

Ittaw = w(7r) = wl(x,y,z)7 + ua(x,y,z)? + wg(x,y,z)? vektortér

ad Osszefiiggést:

ow; Ow; %)

w;(w,y, z) skalarkomponensei folytonos parcialis derivaltakkal (7 ) 5, e

rendelkeznek, (i=1,2,3) egy V tartoméanyban.



Itt

H
Itt a felillet normalisa és a g gorbe iranyitasa jobb csavart alkot. (dF' iranyaba

nézve a g iranyitasa az oramutaté jarasaval megegyezik.)
Példa:

| - — - e 22
Legyen w = (x +y+2) ¢t +ayzj +a°k és az F felilet a z = 2* +y

paraboloid z < 4 része.



A feliiletdarab hatarolo gorbéje az (x,y) sikkal parhuzamos, téle 4 egység ta-
volsagban futd 2 egységnyi sugari kor, amelynek koézéppontja a z tengelyen

van. Ha a normalis ,felfelé” mutat, a g gorbe iranyitasa az Abranak megfelel6.

[gazoljuk a Stokes-tételt!

Megoldas:



X

A z = 2% + y? parabolid 2’ < 4 része.

e
Ha W = (x+y+2)1 +xyz?+x2?, akkor

— e

— —
rotw =—xyi +(1—-22) 73 +(yz—1)k.



Lokalizalva a z = 2% + y? feliiletre:
— - I 2, .3 7
(rotw), = —ay i +(1—-22)5 +(yz*+y° — 1) k.
A vektorikus feliiletelem:
— e — - -
dF = (—z,% — 2,3 + k)dvdy = (—2v1 —2yj + k)dvdy.
Skalaris szorzatuk:

(rot@)d? = (22%y — 2y + dzy + y2* + y* — 1) = dady.

Az F feliiletdarab vetiilete az (x,y) sikon az 2% 4+ y? = 4 kor belseje és hatar-

vonala, tehat a Stokes-tételben szerepld feliileti inegral:

/ / rotwdF = / / (32%y + v + day — 2y — 1)dzdy.
F r249y2<4

Az integral értékét polar koordinatakban szamitjuk ki:
x =rcosp, y=rsiny, az elemi teriilet rdrdy

4



rotwdF = [* [* (3r" cos® @sin p 4+ rsin®
P r=0 =0
4413 cos psin ¢ — 2r? sin p — r)dedr.

= —47r.

(Itt csak az utolso tag ad zérustol kiillonbozo értéket.)

A vonalintegral kiszamitasanal hasznaljuk a g gorbe egyenletét:

7 (t) = 2cos 4 +2sin t7 +4k.

Lokalizaljuk a w vektort a gorbére:

w=w[rt) = (2608t+231nt+4) +16(:ostsmtg +dcos?tk.

fg wdr = ft27r0 W dt vonalintegral kiszamitasihor sziikséges:

t)chost’i —|—2sintj 14k
)

= —2sintt +2costj.



A skalaris szorzat:

w; T (t) = —4sintcost — 4sin®t — 8sint + 32 cos? t sin .

A vonalintegral:

s, wWdr = ff:’ro [—2sin2¢ — 4(1=5=2L) — 8sint — 32cos? tsint| dt = —4m,

(mert a [0, 27| kozott integralva csak a t mentes tag ad zérustol kiillonb6z6
értéket).

A két eredmény valoban egyezik!

Legyen adva a w = w(7) = w1(7)7 + 202(7);> + wg(?)? vektortér.

Rogzitett A és B pontok kozott levs g gorbeiven vett fg wd7r vonalintegral
fiiggetlen az uttol, ha az A és B pontokat Gsszekots tetszoleges gy, go gorbére

nézve:



A

Jo Jo
Jo Js

— gradgb — 'wld{L' -+ ’LUgdy -+ w?,dz = d¢

I
el &l

ﬁ
dr
_>
dr

SN
I

Sl Sl

%fgﬁd?zO%rothO%ﬁ:

A vonalintegralnak az ut alakjatol valo fiiggetlensége (bizonyos differencialha-
tosagi feltételek teljesiilése esetén) egyenértéki az alabbi allitasok akarmelyi-

kével:



1. Zart gorbe mentén vett vonalintegral értéke zérus.
2. A vektortér orvénymentes.

3. A vektortérnek van potencialja.

4. Az elemi munka teljes differencial.

Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy adott

— i i -
w = wl(ZE,y,Z) 1 ‘l"lUQ(l’,y,Z) J —l—’wg(ll',y,Z)k

vektortérhez csak akkor lehet a w = grade¢ egyenletnek megfelels ¢(z,y, 2)

Owy

potencialfiiggvényt talalni, ha rotw = 0, azaz ha az (8—y =

%, % = aa—“;’ ) integralhatosagi feltételek teljesiilnek.
¢ _
oy

06 _
Wz, 7, = Ws

99 _
Vagy, ha a 7= = wy,
adott parcidlis derivaltakat integraljuk.
Példa:

Vizsgaljuk meg, hogy létezik e a

Ows
ox

ow; __

0z



— —
w = 627y i + (22° —1232%) 5 + (202" — 6y4z)?
vektortérnek potencialja, és ha van, szamitsuk ki.

Megoldas:

A potencial létezésének feltétele:

—

i ]k

rotw = | £ 2 2| =T (~24yPz+24y°2) ~ 5 (0-0)+ k (62> —62%) =
w1, Wy W3

0.

Tehat 1étezik potencial.

Adottak a wy, wq, wy fiiggvények révén az ismeretlen ¢(x,y, 2) fiiggvény parci-

alis derivaltjai:



B 223 — 124322,
0

—¢ = 202" — 6y*2.
0z

Az els6 egyenletet integralva x szerint:

¢ = /6x2yd:c =223y + c(y, 2).

Ezt differencidlva y, illetve z szerint, és figyelembe véve a mésodik, illetve a

harmadik egyenletet: 223 + cfy = 22 — 129322,

d =20z" — 6y'z,



) )
A ] I P I 9 2021 — 6ytz.
0z

4
c=—-3y'2* + K(2).

% = 202" — 6y’z = —6y'z + K'(2),
2

K'(z) =20z = K= /2024dz =42° + k.

¢ = 22%y + c(y, 2) = 22y — 3yt + K(2) = 22y — 3y*2® + 42° + k.

Tehat a potencial értéke: ¢ = 223y — 3yt2? +42° + k.



