
ELEKTRODINAMIKA
Vektoranalízis I.
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Olyan függvények analízise, ahol a független változó értékei és/vagy a függvényértékei is vektorok vagy helyvektorok.A �zikai mennyiségek tere: a skalár tér, a vektortérEgy adott (derékszög¶) koordináta-rendszerben a tér ∀ pontja (R) jelle-mezhet® a megfelel® (x, y, z) koordi-nátahármassal, illet®leg a megfele® −→rhelyvektorral. Így az R(x, y, z), illetve
R(−→r ) függvényt kapjuk. Ha a tér (téregy része) ∀ R(x, y, z) pontjához tarto-zik egy �zikai mennyiség valamely ér-téke, akkor ezt �zikai térnek vagy me-z®nek nevezzük.

r

R(x,y,z)=R(r)

z

y

x

Ha a �zikai mennyiség skalár → skalártér.Ha a �zikai mennyiség vektor → vektortér.A �zikai mennyiség tere függhet a t-t®l (id®) is.2



Példa: A �zikai mennyiség legyen a h®mérséklet T (skalár).Ekkor T (x, y, z, t) = T (−→r , t) insta
ionárius eset
T (x, y, z) = T (−→r ) sta
ionárius esetA T = T (−→r , t), illetve T = T (−→r ) skalár-vektor függvény.Független változó vektor, a függvényérték pedig skalár mennyiség.Példa: A �zikai mennyiség legyen a sebesség −→v (vektor).Ekkor −→v (x, y, z, t) = −→v (−→r , t) insta
ionárius eset
−→v (x, y, z) = −→v (−→r ) sta
ionárius esetA −→v = −→v (−→r , t), illetve −→v = −→v (−→r ) vektor-vektor függvény.Független változó vektor, a függvényérték szintén vektor.
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Skalár tér
ϑ0 = ϑ(x, y, z) = ϑ(−→r ).A függvényt az úgynevezett szintfelületek vagy nívófelületek segítségével áb-rázolhatjuk.Ha ϑ = ϑ(x, y, z, t) = ϑ(−→r , t) (insta
ionárius eset), akkor egy rögzített (t =

t0 − ra , ϑ = ϑ0 − ra) kapunk szintfelületet.Ha ϑ0 változik, de t = t0 (megkapjuk a t = t0 id®pontra az összes szintfelüle-tet).Ha t0 változik, de ϑ0=áll. (milyen felületeken nyerjük az id® változása eseténugyanazt a ϑ0 függvényértéket).Vektortér
~v(~r) = v1(x, y, z)~i + v2(x, y, z)~j + v3(x, y, z)~k sta
ionárius eset
~v(~r, t) = v1(x, y, z, t)~i + v2(x, y, z, t)~j + v3(x, y, z, t)~k insta
ionárius eset4



A lineáris vektor-vektor függvény: a tenzorLegyenek a ~w = (w1, w2, w3) vektor koordinátái a ~v = (v1, v2, v3) vektor koor-dinátáinak homogén lineáris függvényei:
w1 = a11v1 + a12v2 + a13v3

w2 = a21v1 + a22v2 + a23v3

w3 = a31v1 + a32v2 + a33v3ahol a11, a12, ..., a33 állandók.Ez az egyenletendszer egy homogén lineáris vektor-vektor függvényt (tenzort)értelmez.Ha pld. −→w =
−→

h (−→v ) jelöli e függvényt, akkor :1. −→
h (−→o ) = −→o homogén2. −→
h (−→v 1 +−→v2) =

−→
h (−→v1) +

−→
h (−→v2) lineáris5



Írjuk az alábbi alakba:
~v =







v1

v2

v3






~w =







w1

w2

w3






A =







a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33







−→w = A−→vhomogenitás: A~o = ~olinearitás: A(−→v1 +−→v2) = A−→v1 + A−→v2
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Tenzor értelmezés diadikus szorzattal (oszlop × sor)Egységvektorok diadikus szorzata
~e1 ◦ ~e1 =







1 0 0

0 0 0

0 0 0






, ~e1 ◦ ~e2 =







0 1 0

0 0 0

0 0 0






, ... ~e3 ◦ ~e3 =







0 0 0

0 0 0

0 0 1







A = a11e1 ◦ e1 + a12e1 ◦ e2 + a13e1 ◦ e3

+a21e2 ◦ e1 + a22e2 ◦ e2 + a23e2 ◦ e3

+a31e3 ◦ e1 + a32e3 ◦ e2 + a33e3 ◦ e3.
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A térfüggvény di�eren
iálása és a nabla-operátorLegyen adva
ϑ = ϑ(x, y, z) = ϑ(−→r )térfüggvény és az É.T.-ban haladó g görbe, amelyik paraméteres egyenlete:

−→r =̇−→r (λ) = x(λ)
−→

i + y(λ)
−→

j + z(λ)
−→
k .Lokalizáljuk a térfüggvényt erre a görbére:

ϑ = ϑ(−→r (λ)) = ϑ(x(λ), y(λ), z(λ)).Ha a ϑ di�eren
iálható a görbe pontjain, akkor a növekedés mértékét a g görbementén a lán
 szabállyal nyert 8



dϑ

dλ
=
∂ϑ

∂x

dx

dλ
+
∂ϑ

∂y

dy

dλ
+
∂ϑ

∂z

dz

dλderivált adja, a térfüggvény teljes di�eren
iálja pedig
dϑ =

∂ϑ

∂x
dx+

∂ϑ

∂y
dy +

∂ϑ

∂z
dz,ahol

dx =
dx

dλ
dλ dy =

dy

dλ
dλ dz =

dz

dλ
dλ.Ekkor

dϑ = (
∂ϑ

∂x

−→

i +
∂ϑ

∂y

−→

j +
∂ϑ

∂z
~k)(dx

−→

i + dy
−→
j + dz

−→
k ).Ez a ϑ iránymenti di�eren
iálja a d−→r irányban.9



De�ní
ió:
gradϑ =

∂ϑ

∂x

−→
i +

∂ϑ

∂y

−→

j +
∂ϑ

∂z
~k

⇓

dϑ = (grad ϑ)d~r ahol (d~r = dx
−→
i + dy

−→

j + dz
−→
k )

ϑ ��� skalár tér
−→v = grad ϑ ��- vektortérA gradϑ vektor iránya mindig a térfüggvény maximális növekedése felé mutat,abszolút értéke pedig a maximális növekedési sebességet adja meg.
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Di�eren
iálás vektortérbenLegyen megadva a
−→v = v1(x, y, z)

−→

i + v2(x, y, z)
−→

j + v3(x, y, z)
−→
ktérfüggvény, valamint az É.T.-ban haladó g görbe

−→r = x(λ)
−→
i + y(λ)

−→

j + z(λ)
−→
k .Erre a g görbére lokalizált térfüggvény −→v = −→v (−→r (λ)), és dv

dλ
-ra kapjuk:

d−→v

dλ
=

(

∂v1

∂x

dx

dλ
+
∂v1

∂y

dy

dλ
+
∂v1

∂z

dz

dλ

)

−→
i +

+

(

∂v2

∂x

dx

dλ
+
∂v2

∂y

dy

dλ
+
∂v2

∂z

dz

dλ

)

−→
j +11



+

(

∂v3

∂x

dx

dλ
+
∂v3

∂y

dy

dλ
+
∂v3

∂z

dz

dλ

)

−→
k =

=
∂−→v

∂x

dx

dλ
+
∂−→v

∂y

dy

dλ
+
∂−→v

∂z

dz

dλ
.

Így a vektortér iránymenti di�eren
iálja:
d−→v =

∂−→v

∂x
dx+

∂−→v

∂y
dy +

∂−→v

∂z
dz.Átalakítva:

d−→v = dx
∂

∂x
−→v + dy

∂

∂y
−→v + dz

∂

∂z
−→v =

(

dx
∂

∂x
+ dy

∂

∂y
+ dz

∂

∂z

)

−→v .12



Formálisan skaláris szorzat alakban felírva:
dx

∂

∂x
+ dy

∂

∂y
+ dz

∂

∂z
= (dx

−→

i + dy
−→

j + dz
−→
k )

(

−→

i
∂

∂x
+

−→

j
∂

∂y
+
−→
k
∂

∂z

)

.Bevezetjük a:
−→

i
∂

∂x
+

−→

j
∂

∂y
+
−→
k
∂

∂z
= ∇nabla-operátor-t (∇), ami egy lineáris vektorikus di�eren
iáloperátor.A nabla-operátorral az alábbi m¶veletek értelmezhet®ek:1. A nabla hatása egy ϑ = ϑ(x, y, z) skaláris térfüggvényre

∇ϑ =

(

−→

i
∂

∂x
+

−→

j
∂

∂y
+
−→
k
∂

∂z

)

ϑ =
−→

i
∂ϑ

∂x
+
−→
j
∂ϑ

∂y
+
−→
k
∂ϑ

∂z
= gradϑ.13



2. A nabla hatása egy −→v = −→v (−→r (t)) vektorfüggvényrea, A nablával való skaláris szorzás értelmezése:
∇−→v =

(

−→

i
∂

∂x
+

−→

j
∂

∂y
+
−→
k
∂

∂z

)

(

v1

−→
i + v2

−→
j + v3

−→
k

)

=
∂v1

∂x
+
∂v2

∂y
+
∂v3

∂z
= div−→v .b, A nablával való vektoriális szorzás értelmezése:

▽× ~v =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

v1 v2 v3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

=
−→

i

(

∂v3

∂y
−
∂v2

∂z

)

+
−→
j

(

∂v1

∂z
−
∂v3

∂x

)

+
−→
k

(

∂v2

∂x
−
∂v1

∂y

)

= rot−→v .
, A nablával való diadikus szorzat értelmezése:14



−→v ⊕▽ =
−→
i ⊕▽v1 +

−→
j ⊕▽v2 +

−→
k ⊕▽v3ahol

−→
i ⊕▽v1 =

∂v1

∂x

−→
i ⊕

−→

i +
∂v1

∂y

−→
i ⊕

−→

j +
∂v1

∂z

−→
i ⊕
−→
k .Megjegyezend®!

gradϑ1, rot
−→v → vektorfüggvények

div−→v → skalárfüggvényDi�eren
iálási szabályok:1. Legyen 
 állandó, ϕ = ϕ(x, y, z) skaláris térfüggvény. Ekkor
∇(cϕ) = ∇(

↓
cϕ) +∇(c

↓
ϕ) = ϕ∇c+ c∇ϕ = c∇ϕ,

(ϕ∇c = −→o )

gradcϕ = cgradϕ. 15



2. Legyenek ϕ = ϕ(x, y, z), ψ = ψ(x, y, z) skaláris térfüggvények. Ekkora, ∇(ϕψ) = ∇(
↓
ϕψ) +∇(ϕ

↓
ψ) = ψ∇ϕ+ ϕ∇ψ,

grad(ϕψ) = ψ gradϕ+ ϕ gradψ.b, ∇
(

ϕ

ψ

)

= ψ∇ϕ−ϕ∇ψ
ψ2 ,

gradϕ
ψ

= ψ gradϕ−ϕ gradψ
ψ2 .Legyenek ϕ = ϕ(x, y, z) skaláris, −→v = −→v (x, y, z) vektor térfüggvények. Ekkor:a, ∇(ϕ−→v ) = ∇(

↓
ϕ−→v ) +∇(ϕ

↓
−→v ) = −→v∇ϕ+ ϕ∇−→v ,

div(ϕ−→v ) = −→v gradϕ+ ϕdiv−→v .b, ∇× (ϕ−→v ) = ∇× (
↓
ϕ−→v ) +∇× (ϕ

↓
−→v ) = (∇ϕ)×−→v + ϕ(∇×−→v ) =

=-−→v ×∇ϕ+ ϕ(∇×−→v ),

rotϕ−→v = ϕrot−→v −−→v × gradϕ.Legyenek −→v = −→v (x, y, z), −→w(x, y, z) = −→w vektor térfüggvények. Ekkor16



a, ∇× (−→v ×−→w) = ∇× (
↓
−→v ×−→w) +∇× (−→v ×

↓
−→w) = (∇−→w)−→v − (∇−→v )−→w+

+(∇−→w)−→v − (∇−→v )−→w = (−→w∇)−→v −−→w(∇−→v ) +−→v (∇−→w)− (−→v∇)−→w ,

rot(−→v ×−→w) = −→v div−→w −−→wdiv−→v + (−→w∇)−→v − (−→v ∇)−→w .b, ∇(−→v ×−→w) = (∇−→v −→w ) = (∇
↓

−→v −→w ) + (∇−→v
↓

−→w ) = (−→w∇−→v )− (−→v∇−→w) =

= −→w(∇×−→v )−−→v (∇×−→w),

div(−→v ×−→w ) = −→wrot−→v −−→v rot−→w .Lapla
e-operátor (skaláris di�eren
iál-operátor):
∇∇ = ∇2 = ∆ = ∂

∂x2 + ∂
∂y2

+ ∂
∂z2
,

⇓

∆ϕ = ∂2ϕ

∂x2 + ∂2ϕ

∂y2
+ ∂2ϕ

∂z2
.

17



Alkalmazások1. div(gradϕ) = div(∇ϕ) = ∇(∇ϕ) = ∆ϕ.2. rot(rot−→v )) = rot(∇×−→v ) = ∇× (∇×−→v ) =

= ∇(∇−→v )− (∇∇)−→v = grad(div−→v )−∆−→v .3. rot(gradϕ) = rot(∇ϕ) = ∇× (∇ϕ) = (∇×∇)ϕ = 0ϕ = 0.4. div(rot−→v ) = div(∇×−→v ) = ∇(∇×−→v ) = (∇×∇)−→v = 0−→v = 0.Megjegyzések1. Ha rot−→v = 0 ⇒ a tér örvénymentes2. Ha div−→v = 0 ⇒ a tér forrásmentes3. Ha egy egyszeresen összefügg® tartományon rot−→v = 0, akkor−→v = gradϕ⇒

ϕ poten
iál függvény.Ha még div−→v = 0 is teljesül ⇒ −→v = gradϕ⇒ ϕ18



megoldása a
∆ϕ = 0Lapla
e-féle di�eren
iálegyenletnek.Feladatok1. Számítsuk ki gradϑ értékét a megadott helyen, ha

ϑ = e−(x2+y2+z2) sin(2x− 3) P0(1, 1, 1)

ϑ = x
ey−z P0(2, 2, 1).2. gradϑ−→e0 = dϑ

ds

ϑ =
∣

∣

−→r
∣

∣

2
,

−→

e0 =
{

3√
14
, 1√

14
, 2√

14

}

,

ϑ =
∣

∣

−→r
∣

∣

−1
,
−→
e0 =

{

1√
3
, 1√

3
, 1√

3

}

,

ϑ = x2 + 4y2 + z2
−→
e0 =

{

− 1√
59
, 3√

59
, 7√

59

}

,

ϑ = 3x2 − 2xy + z2
−→

e0 =
{

3√
19
, 3√

19
,− 1√

19

}

.19



3. Számítsuk ki div−→v értékét, ha
−→v =

∣

∣

−→r
∣

∣

−→r −→r = (x
−→

i + y
−→

j + z
−→

k )

−→r =
−→
r

|−→r |
2 .4. Bizonyítsuk be az alábbi összefüggéseket:

div(gradϕ) = ∆ϕ,

div(rot−→v ) = 0.5. Kiszámítandó rot−→v , ha
−→v =

∣

∣

−→r
∣

∣

−→r .6. Bizonyítsuk be, hogy
rot(rot−→v ) = graddiv−→v −∆−→v .
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ELEKTRODINAMIKA
Vektoranalízis II.
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Vektoranalízis 2A térfüggvény integrálása és alkalmazásaiEgy −→f térfüggvény g görbeív mentén vett vonalintegráljalegyen
−→

f = f1(x, y, z)
−→

i + f2(x, y, z)
−→

j + f3(x, y, z)
−→
kekkor

∫

g

−→
f d−→r =

∫

g

f1dx+ f2dy + f3dz.Skalártér vonal menti integrálja
∫

g

ϑ(−→r )d−→r =
−→

i

∫

g

ϑ(x, y, z)dx+
−→

j

∫

g

ϑ(x, y, z)dy +
−→
k

∫

g

ϑ(x, y, z)dz.22



Példa:Számítsuk ki a ∫

g
ϑd−→r vonalintegrált, ha ϑ = 2xz − 3y2 + 4z és a g görbeívegyenlete −→r = {t, t2, t3}, kezd®pontja A(0,0,0) és a végpontja B(1,1,1).Megoldás:Lokalizálva a görbére:

ϑl = 2tt3 − 3t2t2 + 4t3 = 4t3 − t4.Ezt szorozva az érint® irányú
d~r = ~̇rdt =

{

1, 2t, 3t2
}

dtvektorral, kapjuk:
23



∫

g

ϑd−→r =

∫ 1

t=0

(4t3−t4)(1, 2t, 3t2)dt =
−→

i

∫ 1

t=0

(4t3−t4)dt+
−→

j

∫ 1

t=0

(8t4−2t5)dt+

+
−→
k

∫ 1

t=0

(12t5−3t6)dt =
−→

i

[

t4 −
1

5
t5

]1

0

+
−→

j

[

8

5
t5 −

1

3
t6

]1

0

+
−→
k

[

2t6 −
3

7
t7

]1

0

=

=
−→
i

[

1−
1

5

]

+
−→

j

[

8

5
−

1

5

]

+
−→
k

[

2−
3

7

]

=
4

5

−→

i +
19

15

−→

j +
11

7

−→
k .A vektortér skalárérték¶ vonalintegrálja(Pld. a munka kiszámítása: W =

∫

g

−→
F d−→r .)

W =

∫

g

−→w(−→r )d−→r =

∫ tB

tA

−→w
[−→r (t)

] −̇→r (t)dt.24



Példa:
−→w(−→r ) = 1

3

−→

i + 1
2

−→
j Ha a görbe az origó közep¶ R sugarú kör,akkor −→r = R cos t

−→
i +R sin t

−→

j

−→r (t) = R cos t
−→

i +R sin t
−→

j

−̇→r (t) = −R sin t
−→

i +R cos t
−→
j

W =

∫ 2π

t=0

(
1

3

−→

i +
1

2

−→
j )(−R sin t

−→

i +R cos t
−→
j )dt =

∫ 2π

t=0

(−
1

3
R sin t+

1

2
R cos t)dt =

=

[

1

3
R cos t+

1

2
R sin t

]2π

0

=

[

1

3
R + 0−

1

3
R− 0

]

= 0.A vektortér vektorérték¶ vonalintegrálja25



∫

g

−→w×d−→r =
−→

i

(
∫

g

w2dz − w3dy

)

+
−→
j

(
∫

g

w3dx− w1dz

)

+
−→
k

(
∫

g

w1dy − w2dx

)

=

∫ tB

t=tA

−→w
[

−→r (t)
]

× −̇→r (t)dt.(pl. a Biot-Savart-törvény)Példa:Számítsuk ki a ∫

g

−→w × d−→r vektorérték¶ vonalitegrált, ha
−→w = {x2, 2y, 3z}, és a g görbe egyenlete ~r =

{

t, 1
2
t2, 1

3
t3

}

,kezd®pontja A(0,0,0), végpontja B(1, 1
2
, 1

3
).Megoldás:A vektorteret lokalizáljuk a görbére −→wl = {t2, t2, t3} .26



Ha −→r =
{

t, 1
2
t2, 1

3
t3

} −̇→r (t) = {1, t, t2}.
−→wl ×

−̇→r =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

t2 t2 t3

1 t t2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (t4 − t4)
−→
i + (t3 − t4)

−→
j + (t3 − t2)

−→
k

∫

g

−→w × d−→r =
∫ tB

t=tA

−→wl ×
−̇→r dt =

∫ 1

t=0

[−→
j (t3 − t4) +

−→
k (t3 − t2)

]

dt =

=
−→

j

[

1

4
t4 −

1

5
t5

]1

0

+
−→
k

[

1

4
t4 −

1

3
t3

]1

0

=
1

20

−→
j −

1

12

−→
k .Kétméret¶ integrálok1. A skalár tér �uxusa

∫

F

∫

ϑd
−→
F =

∫

Tu,v
ϑ

[−→r (u, v)
]

(
−→
r′
u ×
−→
r′
v)dudv =

=
∫

Tu,v

∫

ϑ [x(u, v), y(u, v), z(u, v)]
[

−→

i
∂(y,z)
∂(u,v)

+
−→
j
∂(z,x)
∂(u,v)

+
−→
k
∂(x,y)
∂(u,v)

]

dudv;* Itt ha a felület egyenlete −→r = −→r (u, v) = x(u, v)
−→
i + y(u, v)

−→

j + z(u, v)
−→

k27



és az F felület az (u,v) síkon lév® Tuv tartomány képe, akkor a vektorikusfelületelem:
d
−→
F = −→r ′

u ×
−→r ′

vdudv =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

x y z

x y z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

dudv =

=
[−→

i
∂(y,z)
∂(u,v)

+
−→

j
∂(z,x)
∂(u,v)

+
−→
k
∂(x,y)
∂(u,v)

]

dudv.Az integrál kiszámításánál a ϑ integranduszt lokalizálni kell a felületre úgy,hogy x,y,z helyébe a felület egyenletében szerepl® x(u,v), y(u,v), z(u,v) függ-vényeket írjuk.Példa:Számítsuk ki a ∫

F

∫

ϑd
−→
F skalár tér �uxusát, ha ϑ = xyz, és az F felület az

x+ y+ z = 1 egyenlet¶ sík els® térnyol
adba es® része �felfelé� mutató felületinormálissal.Megoldás: 28



dF

z

x+y+z=1

1

1

y

x

0

1

A felület egyenlete z=1-x-y, a vektorikusfelületelem
d
−→
F = (−z′x

−→
i − z′y

−→

j +
−→
k )dxdy = (

−→
i +
−→
j +
−→
k )dxdy.29



A −→k vektor el®jeléb®l látszik, hogy d−→F hegyesszöget alkot a z tengely pozitívirányával, azaz �felfelé� mutat!Az integranduszt lokalizálva a felületre:
ϑl = xyz = xy(1− x− y) = xy − x2y − xy2.Az integrálás alaptartománya az (x,y) síkon lév® 0 ≦ y ≤ 1 − x, 0 ≤ x ≤ 1egyenl®tlenségekkel jellemzett háromszög. Ezek felhasználásával kapható:

∫

F

∫

ϑd
−→
F =

∫ 1

x=0

∫ 1−x

y=0

(xy − x2y − xy2)(
−→

i +
−→

j +
−→
k )dxdy =

=

∫ 1

x=0

[

x
y2

2
− x2 y

2

2
− x

y3

3

]1−x

y=0

dx(
−→
i +

−→

j +
−→

k ) =
1

120
(
−→

i +
−→

j +
−→
k ).

30



2. A vektortér skaláris �uxusa
∫

F

∫ −→wd
−→
F =

∫

Tu,v

∫ −→w
[−→r (u, v)

]

(−→r ′
u ×
−→r ′

v)dudv =

=
∫

Tu,v

∫

[

w1
∂(y,z)
∂(u,v)

+ w2
∂(z,x)
∂(u,v)

+ w3
∂(x,y)
∂(u,v)

]

dudv.(lásd*)Példa:Számítsuk ki a ∫

F

∫ −→wd
−→
F vektortér skaláris �uxusát, ha −→w = {−y, x, z}, azF felület az x+ y + z = 3 sík els® térnyol
adban lev® része. A normális mostis felfelé mutat.Megoldás:(Az ábrát lásd az el®z® feledatnál, 
sak a 3-nál metszi a tengelyeket.)A felület egyenlete z = 3 − x − y a vektorikus felületelem d

−→
F = (−z′x

−→
i −

z′y
−→

j + ~k)dxdy = (~i +~j + ~k)dxdy. Az intergraduszt lokalizálva a felületre:
−→w = {−y, x, z} = {−y, x, 3− x− y} .31



Az integrálás alaptartománya az (x,y) síkon lév® 0 ≤ y ≤ 3− x, 0 ≤ x ≤ 3egyenl®tlenséggel jellemzett háromszög. Ezek felhasználásával kapjuk:
∫

F

∫

−→wd
−→
F =

∫ 3

x=0

∫ 3−x

y=0

(−y, x, 3− x− y)(
−→
i +

−→

j +
−→
k )dxdy =

=

∫ 3

x=0

∫ 3−x

y=0

−y + x+ 3− x− y =

∫ 3

x=0

∫ 3−x

y=0

(3− 2y)dxdy =

∫ 3

x=0

[

3y − y2
]3−x
0

dx =

∫ 3

x=0

(3x− x2)dx =

[

3

2
x2 −

1

3
x3

]3

0

=
27

6
= 4.5.
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3. A vektortér vektoriális �uxusa
∫

F

∫

−→w × d
−→
F =

∫

Tuv

∫

−→w
[−→r (u, v)

]

×
[−→r ′

u ×
−→r ′

v

]

dudv =

∫

Tuv

∫

{−→
i

[

w2
∂(x,y)
∂(u,v)

− w3
∂(z,x)
∂(u,v)

]

+
−→
j

[

w3
∂(y, z)

∂(u, v)
− w1

∂(x, y)

∂(u, v)

]

+
−→
k

[

w1
∂(z, x)

∂(u, v)
− w2

∂(y, z)

∂(u, v)

]}

dudv.(lásd*)Példa:Számítsuk ki a −→w = exyz2−→i +exz2−→j +2exyz
−→
k vektortér vektoriális �uxusát,ha az F felület a z=xy nyeregfelület az 0 ≦ x ≦ 2, 0 ≦ y ≦ 1 egyenl®tlensé-gekkel kijelölt része, �felfelé� irányított felületi normálissal.33



Megoldás:A vektorteret lokalizáljuk a felületre a z=xy helyettesítés segítségével:
−→wl = exyz2−→i + exz2−→j + 2exyz

−→
k = exyx2y2−→i + exx2y2−→j + 2exyxy

−→
k =

exxy2(xy
−→
i + x

−→

j + 2
−→
k ).A vektorikus felületem:

d
−→
F = (−z′x

−→

i − z′y
−→
j +
−→
k )dxdy = (−y

−→
i − x

−→
j +
−→
k )dxdy(ahol a+−→k miatt az irányítás felfelé mutat). A vektoriális szorzat:

−→wl×d
−→
F =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~i ~j ~k

xy x 2

−y −x 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

· exxy2dxdy = {3x,−xy − 2y, xy − x2y} exxy2dxdy.34



Ezt integrálva:
∫

F

∫

−→w × d
−→
F =

−→

i

∫ 2

x=0

∫ 1

y=0

3x2exy2dxdy −
−→

j

∫ 2

x=0

∫ 1

y=0

(x+ 2)exxy3dxdy+

+
−→
k

∫ 2

x=0

∫ 1

y=0

(1− x)exx2y3dxdy = (2e2 − 2)
−→
i − e2

−→

j − 2
−→
k .
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Integrálátalakítási tételekGauss-Osztrogradszkij-tétel egy vektortér skaláris �uxusának és divergen
iá-jának hármas integrálja között ad összefüggést
∫ ∫ ∫

V

div−→wdV =

∮ ∮

F

−→wd
−→
F .Itt a −→w(−→r ) = w1(x, y, z)

−→

i +w2(x, y, z)
−→

j +w3(x, y, z)
−→

k vektortér wi(x, y, z)skalárkomponensei (i = 1, 2, 3) folytonos par
iális deriváltakkal (∂wi

∂x
, ∂wi

∂y
, ∂wi

∂z
)rendelkeznek a V tartományban.Példa:Legyen −→w =

(−→r
)2−→r , és az F felület az x2 + y2 + z2 = R2 gömb, ahol

−→r = x
−→

i + y
−→

j + z
−→
k .

36



Megoldás:
div−→w = (

∂

∂x

−→

i +
∂

∂y

−→

j +
∂

∂z

−→
k )(x

−→

i + y
−→

j + z
−→
k )(x2 + y2 + z2) =

3x2 + y2 + z2 + 3y2 + x2 + z2 + 3z2 + x2 + y2 = 5(x2 + y2 + z2) = 5
(−→r

)2
,

∫ ∫ ∫

V

div−→wdV =

∫ ∫ ∫

V

5
(−→r

)2
dV = 5

∫ ∫ ∫

V

(−→r
)2
dV =

= 5

∫ R

r=0

(−→r
)2

4r2drπ = 5π

∫ R

r=0

4r4dr = 5π

[

4

5
r5

]R

0

= 5π
4

5
R5 = 4πR5.Illetve:

∮ ∮ −→wd
−→
F =

∮ ∮ (−→r
)2−→r d

−→
F =∮ ∮ (−→r

)2 −→r
−→
r

|−→r |
dF =

∮ ∮
∣

∣

−→r
∣

∣

3
dF = R34R2π =

4πR5.Igazoltuk, hogy mindkét oldal ugyanazt az eredményt adja!
37



Green-tétele (a Gauss-Osztrogradszkij-tételb®l nyerhet®)Legyen a G.-O.- tételben −→w = ϕ grad ϑ, akkor
∫ ∫ ∫

V

(gradϕgradϑ+ ϕ △ ϑ)dV =

∮ ∮

ϕgradϑd
−→
F .Ha −→w = ϑgradϕ, akkor

∫ ∫ ∫

V

(gradϑgradϕ+ ϑ △ ϕ)dV =

∮ ∮

ϑgradϕd
−→
F .A két egyenletet egymásból kivonva kapjuk:

∫ ∫ ∫

V

(ϕ △ ϑ− ϑ △ ϕ)dV =

∮ ∮

(ϕgradϑ− ϑgradϕ)d
−→
F .Ebb®l az egyenletb®l d−→F = ~n0dF és ~n0gradϑ = ∂ϑ

∂n
helyettesítéssel:38



∫ ∫ ∫

V

(ϕ △ ϑ− ϑ △ ϕ)dV =

∮ ∮

(ϕ
∂ϑ

∂n
− ϑ

∂ϕ

∂n
)dF.Ha ϕ = 1

∫ ∫ ∫

V

△ ϑdv =

∮ ∮

gradϑd
−→
F .A Stokes-tétel egy vektortér 
irkulá
iója és rotá
iójának skaláris �uxusa közöttad összefüggést:

∫

g

−→wd−→r =

∫

F

∫

rot−→wd
−→
F .Itt a −→w = −→w(−→r ) = w1(x, y, z)

−→
i + w2(x, y, z)

−→

j + w3(x, y, z)
−→
k vektortér

wi(x, y, z) skalárkomponensei folytonos par
iális deriváltakkal (∂wi

∂x
, ∂wi

∂y
, ∂wi

∂z
)rendelkeznek, (i=1,2,3) egy V tartományban.39
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Itt a felület normálisa és a g görbe irányítása jobb 
savart alkot. (d−→F irányábanézve a g irányítása az óramutató járásával megegyezik.)Példa:Legyen −→w = (x + y + z)
−→

i + xyz
−→
j + x2

−→
k és az F felület a z = x2 + y2paraboloid z ≤ 4 része. 40



A felületdarab határoló görbéje az (x,y) síkkal párhuzamos, t®le 4 egység tá-volságban futó 2 egységnyi sugarú kör, amelynek középpontja a z tengelyenvan. Ha a normális �felfelé� mutat, a g görbe irányítása az ábrának megfelel®.Igazoljuk a Stokes-tételt!Megoldás:
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4

z

x

y

A z = x2 + y2 parabolid z′ ≤ 4 része.Ha −→w = (x+ y + z)
−→

i + xyz
−→
j + x2−→k , akkor

rot−→w = −xy
−→
i + (1− 2x)

−→

j + (yz − 1)
−→
k .42



Lokalizálva a z = x2 + y2 felületre:
(rot−→w)l = −xy

−→

i + (1− 2x)
−→
j + (yx2 + y3 − 1)

−→
k .A vektorikus felületelem:

d
−→
F = (−z′x

−→
i − z′y

−→

j +
−→
k )dxdy = (−2x

−→
i − 2y

−→
j +
−→
k )dxdy.Skaláris szorzatuk:

(rot−→w)d
−→
F = (2x2y − 2y + 4xy + yx2 + y3 − 1) = dxdy.Az F felületdarab vetülete az (x,y) síkon az x2 + y2 = 4 kör belseje és határ-vonala, tehát a Stokes-tételben szerepl® felületi inegrál:
∫

F

∫

rot−→wd
−→
F =

∫

x2+y2≤4

∫

(3x2y + y3 + 4xy − 2y − 1)dxdy.Az integrál értékét polár koordinátákban számítjuk ki:
x = r cosϕ, y = r sinϕ, az elemi terület rdrdϕ

⇓ 43



∫

F

∫

rot−→wd
−→
F =

∫ 2

r=0

∫ 2π

ϕ=0
(3r4 cos2 ϕ sinϕ+ r4 sin3 ϕ

+4r3 cosϕ sinϕ− 2r2 sinϕ− r)dϕdr.

= −4π.(Itt 
sak az utolsó tag ad zérustól különböz® értéket.)A vonalintegrál kiszámításánál használjuk a g görbe egyenletét:
−→r (t) = 2 cos t

−→

i + 2 sin t
−→
j + 4

−→
k .Lokalizáljuk a −→w vektort a görbére:

−→wl = −→w
[−→r (t)

]

= (2 cos t+ 2 sin t+ 4)
−→
i + 16 cos t sin t

−→

j + 4 cos2 t
−→
k .A ∮

g

−→wd−→r =
∫ 2π

t=0
−→w−̇→r dt vonalintegrál kiszámításához szükséges:

−→r (t) = 2 cos t
−→

i + 2 sin t
−→
j + 4

−→
k

−̇→r (t) = −2 sin t
−→
i + 2 cos t

−→
j . 44



A skaláris szorzat:
−→wl
−→r (t) = −4 sin t cos t− 4 sin2 t− 8 sin t+ 32 cos2 t sin t.A vonalintegrál:

∮

g

−→wd−→r =
∫ 2π

t=0

[

−2 sin 2t− 4(1−cos 2t
2

)− 8 sin t− 32 cos2 t sin t
]

dt = −4π,(mert a [0, 2π] között integrálva 
sak a t mentes tag ad zérustól különböz®értéket).A két eredmény valóban egyezik!Legyen adva a −→w = −→w(−→r ) = w1(
−→r )

−→

i + w2(
−→r )
−→
j + w3(

−→r )
−→
k vektortér.Rögzített A és B pontok között lev® g görbeíven vett ∫

g

−→wd−→r vonalintegrálfüggetlen az úttól, ha az A és B pontokat összeköt® tetsz®leges g1, g2 görbérenézve:
45



g2

g1

−g2
A

B

∫

g1

−→wd−→r =
∫

g2

−→wd−→r
∫

g1

−→wd−→r =
∫

g2

−→wd−→r ←→
∮

g

−→wd−→r = 0←→ rot−→w ≡ 0←→ −→w =

= gradφ←→ w1dx+ w2dy + w3dz = dφ.A vonalintegrálnak az út alakjától való függetlensége (bizonyos di�eren
iálha-tósági feltételek teljesülése esetén) egyenérték¶ az alábbi állítások akármelyi-kével: 46



1. Zárt görbe mentén vett vonalintegrál értéke zérus.2. A vektortér örvénymentes.3. A vektortérnek van poten
iálja.4. Az elemi munka teljes di�eren
iál.Az el®z®ekb®l következik, hogy adott
−→w = w1(x, y, z)

−→

i + w2(x, y, z)
−→

j + w3(x, y, z)
−→
kvektortérhez 
sak akkor lehet a −→w = gradφ egyenletnek megfelel® φ(x, y, z)poten
iálfüggvényt találni, ha rot−→w ≡ 0, azaz ha az (∂w1

∂y
= ∂w2

∂x
, ∂w1

∂z
=

∂w3

∂x
, ∂w2

∂z
= ∂w3

∂y
) integrálhatósági feltételek teljesülnek.Vagy, ha a ∂φ

∂x
= w1,

∂φ

∂y
= w2,

∂φ

∂z
= w3adott par
iális deriváltakat integráljuk.Példa:Vizsgáljuk meg, hogy létezik e a 47



−→w = 6x2y
−→

i + (2x3 − 12y3z2)
−→

j + (20z4 − 6y4z)
−→
kvektortérnek poten
iálja, és ha van, számítsuk ki.Megoldás:A poten
iál létezésének feltétele:

rot−→w =







~i ~j ~k
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

w1 w2 w3






=

−→

i (−24y3z+24y3z)−
−→
j (0−0)+

−→
k (6x2−6x2) ≡

0.Tehát létezik poten
iál.Adottak a w1, w2, w3 függvények révén az ismeretlen φ(x, y, z) függvény par
i-ális deriváltjai:
∂φ

∂x
= 6x2y,48



∂φ

∂y
= 2x3 − 12y3z2,

∂φ

∂z
= 20z4 − 6y4z.Az els® egyenletet integrálva x szerint:

φ =

∫

6x2ydx = 2x3y + c(y, z).Ezt di�eren
iálva y, illetve z szerint, és �gyelembe véve a második, illetve aharmadik egyenletet: 2x3 + c′y = 2x3 − 12y3z2,

c′z = 20z4 − 6y4z,

⇓49



∂c

∂y
= −12y3z2 és

∂c

∂z
= 20z4 − 6y4z.

⇓

c = −3y4z2 +K(z).

∂c

∂z
= 20z4 − 6y4z = −6y4z +K ′(z),

K ′(z) = 20z4 ⇒ K =

∫

20z4dz = 4z5 + k.

φ = 2x3y + c(y, z) = 2x3y − 3y4z2 +K(z) = 2x3y − 3y4z2 + 4z5 + k.Tehát a poten
iál értéke: φ = 2x3y − 3y4z2 + 4z5 + k.50


