
ELEKTRODINAMIKA
Maxwell-egyenletek (2.El®adás)
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Maxwell-egyenletek
Az elektromágneses teret négy vektortérrel jellemezzük: −→E ,

−→
D,

−→
H és −→B .A helynek és az id®nek függvényei.A tér és az id®beli változásukat meghatározott �zikai törvények szabályozzák.A �zikai törvényeket matematikai egyenletek alakjában fogalmazzuk meg.Az elektromágneses tér változását leíró törvények di�eren
iálegyenletek alak-jában adhatók meg.
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1. Tekintsük egy V
′tartományt, amelyetelektromos töltés tölt ki ρ = ρ(−→r ) térfogati s¶-r¶ségeloszlással. A V

′térfogatban lev® összestöltés:
e =

∫
V

ρ(−→r )dV
′

.Az e töltés által keltett −→D vektor értéke a términden pontjában megmérhet®. F

V

e

V

Így tegyük fel, hogy a −→
D vektor értékét az F felület minden pontjában ismer-jük. Ezután képezhetjük az alábbi integrált:

N =

∫
F

DndF.Ezen integrál jelentése: Az F felületen áthaladó elektromos induk
ióvonalakszáma. N az elektromos induk
ió �uxusa.3



A tapasztalat azt mutatja, hogy:∫
F

DndF = ke SI: k = 1 
gs: k = 4π

N =

∫
F

DndF = e.Az N induk
ió�uxus arányos az F felület belsejében lev® összes töltéssel.Ez az összefüggés a Gauss-tétel. Átalakítva:
∫

F

DndF =

∫
V

ρdV,(Gauss-Osztrogradszkij-tétel) (∫
V

div−→a dV =
∮

F
andF )

∫
F

DndF =

∫
V

div
−→
DdV =

∫
V

ρdV ⇒

∫
V

(div
−→
D − ρ)dV = 0,4



∫
V

(div
−→
D − ρ)dV = 0.A tapasztalat szerint ez az integrál a V térfogat választásától függetlenül min-dig zérus. Ez 
sak úgy lehet , ha az integrandusz a tér minden pontjábanelt¶nik:

div
−→
D = ρ.Maxwell 2. egyenlete (Gauss-tétel di�eren
iális alakban való megfo-galmazása.)Következmények:a, ha egy V tartományban div

−→
D = 0, a felületen −→

D vonal nem megy át;b, ha egy V tartományban div
−→
D 6= 0, a felületre vett �uxus zérustól külön-böz®; 5



div
−→
D ott különbözik zérustól, ahol elektromos töltés van.A −→
D vonalak töltésb®l indulnak ki és töltésbe torkollanak be.Az elektromos töltések az induk
ióvonalak forrásai vagy nyel®i.a, Ha div

−→
D > 0 ⇒ a töltés pozitív, a �uxus is > 0, vagyis kifelé mennek azinduk
ióvonalak.b, Ha div
−→
D < 0 ⇒ (ρ < 0) a �uxus is < 0, vagyis befelé mennek az induk
i-óvonalak.Tehát: az elektromos induk
ióvonalak a pozitív töltésb®l indulnak ki, és anegatív töltésben végz®dnek. : források : nyel®kAz ~E tér gerjesztését a −→

D induk
ióvektor jellemzi. A div
−→
D = ρ egyenletb®lkövetkezik, hogy a −→

D vektortér független attól, hogy a töltések milyen anyagiközegben helyezkednek el, ha az egész teret egységes anyag tölti ki. Más szóval,ha a térben ε-nak nin
sen szakadása. 6



2. Ismert, hogy a vezet®ben folyó áram maga körülmágneses teret kelt. Tekintsünk egy vezet®t, amelyben
I er®sség¶ áram folyik. Az áram eloszlását a −→

j áram-s¶r¶ség írja le, amely I-vel a következ® kap
solatbanvan.
I =

∫
q

jndq.

q:= vezet® keresztmetszete,
s:= vezet®t körülvev® zárt görbe. q

s
j

I

Tételezzük fel, hogy a mágneses tér −→H térer®ssége ismert az s görbe mindenpontjában.Ezután képezhet® a −→
H s görbe menti vonalintegrálja:

∮
s

−→
H

−→
ds.7



A tapasztalat azt mutatja, hogy:a, ha a görbe közrefogja a vezet®t :
∮

−→
H

−→
d s = kI,(SI: k = 1 
gs: k = 4π

C
= 3 · 1010cm/s)b, ha a görbe nem fogja körül a vezet®t:

∮
−→
H

−→
ds = 0.Az áram által keltett mágneses tér alaptörvénye tehát a következ® alakbaírható: ∮

−→
H

−→
ds = I.(Ez az egyenlet egyaránt érvényes konvektív és konduktív áramok általkeltett mágneses térre.) 8



Az integrális összefüggésr®l di�eren
iális összefüggésre térünk át. (Az elméleti�zikában általában erre törekszünk.)Felhasználva a Stokes-tételt: (∮
L
−→a

−→
ds =

∮
F
(rot−→a )ndF )

∮
S

−→
H

−→
ds =

∫
F

rot
−→
H

−→
dF .A jobb oldali felületi integrál olyan F felületre értend®,amely az s zárt görbére illeszkedik (s az F felület határológörbéje). F

s

I

Mivel a vezet®n kívül −→

j ≡ 0 így:
I =

∫
q

jndq =

∫
F

−→
j
−→
dF .Ezzel: ∮

s

−→
H

−→
ds =

∫
F

rot
−→
H

−→
dF = I =

∫
F

−→
j
−→
dF .9



Ezt átalakítva: ∫
F

(rot
−→
H −

−→

j )
−→
dF = 0.Ez az integrál (a tapasztalat szerint) az F felület választásától függetlenülzérus:

rot
−→
H =

−→
j .Ha ismert −→

j , akkor −→H meghatározható.Ha a mágneses teret a konduktív és konvektív áram együtt kelti, akkor
rot

−→
H =

−→

j + ρ−→v .A legáltalánosabb esetet akkor kapjuk, ha �gyelembe vesszük, hogy id®benváltozó elektromos tér is mágneses teret kelt. Ekkor a mágneses teret megha-tározó integrális összefüggés a következ®:
∫

s

−→
H

−→
ds =

∫
F

(
−→

j + ρ−→v +
∂
−→
D

∂t
)d

−→

F .10



Maxwell 1.
Intergál egyenlet:

∫
s

−→
H

−→
ds =

∫
F

(
−→

j + ρ−→v +
∂
−→
D

∂t
)d
−→
F .

Di�eren
iálegyenlet:
rot

−→
H =

−→

j + ρ−→v +
∂
−→
D

∂t
,

ahol ∂
−→
D
∂t

:=eltolódási árams¶r¶ség. 11



3. Oersted:= az elektromos és mágneses jelenségek nem függetlenek egymás-tól.a, vezet®ben folyó áram mágneses teret kelt;b, Faraday szerint a duális is létezik. A mágneses tér is kelt elektromos ára-mot.A mozgó mágnesnek id®ben változó mágneses tere van, amely maga körülelektromos teret kelt. Az elektromos térer®sség vonalai zárt görbék. Ha atérbe zárt vezet®t helyezünk, benne az elektromos tér áramot indít meg. Jel-lemzésére az E indukált elektromos er®t használjuk. Ezen azt a munkát értjük,amelyet az elektromos tér akkor végez, ha a pozitív egységnyi töltést a zártgörbe mentén egyszer végig mozgatja:
E =

∮
−→
E
−→
ds.12



Vegyünk egy zárt drótkeretet, amelyet F nagyságú felület határol. Az Ffelületen átmen® mágneses induk
ió�uxust az
F =

∫
−→
B
−→
dFintegrál adja meg. A mágnes mozgatásakor az F �uxus változik. A tapasztalatazt mutatja, hogy

E = −
dF

dt
.(Az indukált elektromos er® nagysága az induk
ió�uxus id®egysége es® válto-zásával egyezik meg, és akkor pozitív, ha az induk
ióvonalak irányába nézve,a �uxus 
sökken:)

ε =

∮
−→
E
−→
ds = −

d

dt

∫
F

−→
B
−→
dF .13



(Stokes-tétellel átalakítva:)
∮

−→
Ed−→s = −

∫
F

rot
−→
Ed

−→
F

⇓
∫

F

rot
−→
Ed

−→
F = −

∫
F

∂
−→
B

∂t
d
−→
F .(Feltételeztük, hogy az F integrá
iós tartomány nemváltozik (azaz, a zárt görbe nyugszik) és így az id®szerinti di�eren
iálás az integrál jel alá vihet®.)

∂ ~B

∂t

Ez 
sak akkor teljesülhet minden felületre, ha
rot

−→
E = −

∂
−→
B

∂t
.Ez a Faraday-féle induk
ió törvény, vagy Maxwell 3. egyenlete.14



4. Tekintsük egy V tartományt, amelyet az Fzárt felület határol. Ismert, hogy a mágnesesinduk
ióvektor értéke a tér bármely pontjábanmeghatározható. Ezért tételezzük fel, hogy −→
Bvektor F felület menti küls® normálisának F -revett integrálja:

∫
F

BndF =

∫
F

−→
Bd

−→
F . F n

V

A tapasztalat azt mutatja, hogy ez az integrál a felület választásától függetle-nül mindig zérus: ∫
F

−→
Bd

−→
F = 0.Ez azt jelenti, hogy az F felületen be- és kimen® mágneses induk
ióvonalakszámának összege zérus. A vonalaknak nin
s a tartományon belül forrásuk,azok zárt görbék. 15



∫
F

−→
Bd

−→
F = 0.Átalakítva a Gauss-Osztrogradszkíj tétellel kapjuk:

∫
F

−→
Bd

−→
F =

∫
V

div
−→
BdV = 0.Az integrál a térfogattól függetlenü zérus. Ez 
sak úgy teljesülhet, ha

div
−→
B = 0. Maxwell 4. egyenletA természetben mágneses töltések nin
sennek, a mágneses induk
ió vektorteremindenütt forrásmentes. 16



A Maxwell-egyenletek di�eren
iális alakja:
rot

−→
H =

−→
j + ρ−→v +

∂
−→
D

∂t
, (1)

div
−→
D = ρ, (2)

rot
−→
E = −

∂
−→
B

∂t
, (3)

div
−→
B = 0. (4)Az elektrodinamika alapproblémája a következ®: megadott töltés és áramel-oszlás elektromágneses terét keressük. Adott tehát a −→

j , ρ,−→v mint a helynekés id®nek a függvénye. Keressük a teret leíró −→
E ,

−→
D,

−→
H ,

−→
B vektorokat a helyés id® függvényeként.
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A Maxwell egyenletekben szerepl® −→
E és −→D illetve a −→

H és −→B nem függetlenekegymástól; közöttük a teret kitölt® makroszkópikus anyagi közegt®l függ® kap-
solatok állnak fenn. Ezért a 4 Maxwell-egyenletet ki kell egészíteni az anyagiközegekre jellemz® egyenletekkel.
1, Vákuumban: ε0

−→
E =

−→
D, µ0

−→
H =

−→
B .2, Izotróp közegben: −→D = ε0εr

−→
E , illetve −→B=µ0µr

−→
H .

ε:= dielektromos együttható ε(−→r , T, ρa)

µ:= mágneses permeabilitás µ(−→r , T, ρa)Ha ε és µ állandó ⇒ homogén, izotróp közeg.18



Milyen összefüggés van a vezet®ben folyó áram er®ssége és az azt létrehozótérer®sség között?Tekintsünk egy vékony vezet®szakaszt és a két közeli pontja P1, P2 közöttipoten
iálkülönbséget jelöljük ∆Φ-vel. (A ∆Φ poten
iál különbségen azt amunkát értjük, amelyet az elektromos tér akkor végez, ha a pozitív egységnyitöltést az áram irányában elmozgatja az egyik ponttól a másikig (P1 → P2).)Legyen a P1P2 szakasz hossza l, a vezet® keresztmetszete q. Az Ohm-törvényszerint a vezet®ben folyó áram I intenzitása arányos a △Φ poten
iálkülönb-séggel és a q keresztmetszettel, fordítva arányos a szakasz l hosszával:
I = σ

△Φ

l
q. (∗)A σ arányossági tényez® a vezet® anyagára jellemz® mennyiség; neve vezet®-képesség.
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I = σ
△Φ

l
q, (∗)itt az l

σq
mennyiséget a vezet®szakasz ellenállásának nevezzük és R -rel jelöljük

R =
l

σq
,

⇓

I =
△Φ

R
. (∗∗)A (*) és (**) integrális összefüggések.Di�eren
iális alakra térve:

|
−→

j |=
I

q
= σ

△Φ

l
,20



|
−→

j |=
I

q
= σ

△Φ

l
,

tartson P2 → P1

⇓

|
−→

j |P1
= liml→oσ

△Φ

l
= σ | gradΦ |P1

.Ez az egyenlet már egy pontban érvényes mennyiségek között teremt kap
so-latot.Elhagyva a P indexet, az el®bbi összefüggés a vezet® bármely pontjára igaz:
|
−→
j |= σ | gradΦ |

21



|
−→

j |= σ | gradΦ | .

△Φ-t az egységnyi pozitív töltés P1-t®l P2-ig történ® mozgatásakor végzettmunkával de�niáltuk. Ez a munka az −→
F = e

−→
E képlet alapján a következ®szakasz menti integrállal egyezik meg:

△Φ =

∫ P2

P1

−→
Ed−→s .Ebb®l következik, hogy a Φ és −→E között fennáll az

−→
E = −gradΦösszefüggés. 22



Ekkor:
|
−→

j |= σ | gradΦ |= σ |
−→
E | .Mivel az áram iránya a pozitív töltés mozgásirányával, tehát az −→

E irányávalegyezik meg, az abszolútérték jelet elhagyhatjuk:
−→
j = σ

−→
E .(Ez Ohm-törvénye di�eren
iális alakban.)Jelentése: Az árams¶r¶ség a vezet® bármely pontjában arányos az elektromostérer®sséggel, az arányossági tényez® a σ vezet®képesség. A σ értéke általábanfügghet a helyt®l és a h®mérséklett®l σ(−→r , T ). Ha σ állandó, akkor homogénvezet®kr®l beszélünk.
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−→
D = ǫ0ǫr

−→
E ,

−→
B = µ0µr

−→
H ,

−→

j = σ
−→
E .Az el®bbi egyenleteket anyagi egyenleteknek nevezzük, mivel a közegre jel-lemz® ε, µ, σ anyagi együtthatókat tartalmazzák. A négy Maxwell-egyenlettelegyüttesen írják le az elektromágneses tér �zikai sajátosságait.
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Maxwell-egyenletekIntegrális alak1. ∮
s

−→
Hd−→s = d

dt

∫
F

−→
Dd

−→
F +

∑
I,2. ∮

F

−→
Dd

−→
F =

∑
Q,3. ∮

s

−→
Ed−→s = − d

dt

∫ −→
Bd

−→
F ,4. ∮

F

−→
Bd

−→
F = 0.

Di�eren
iális alak1. rot
−→
H = ∂

−→
D
∂t

+
−→

j + ρ−→v ,2. div
−→

D = ρ,3. rot
−→
E = −∂

−→
B

∂t
,4. div

−→
B = 0.+ 3db anyagi egyenlet:1, −→

D = ǫ0ǫr
−→
E ,2, −→

B = µ0µr
−→
H ,3, −→

j = σ
−→
E ,

ahol ǫ, µ, σ(T,−→r , ρa).
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