ELEKTRODINAMIKA

Maxwell-egyenletek (2.El6adas)




Maxwell-egyvenletek

Az elektromagneses teret négy vektortérrel jellemezziik: E, ﬁ, H ¢ B.

A helynek és az idének fiiggvényei.

A tér és az idGbeli valtozasukat meghatarozott fizikai torvények szabalyozzak.
A fizikai torvényeket matematikai egyenletek alakjaban fogalmazzuk meg.

Az elektromagneses tér valtozasat leiro torvények differencidlegyenletek alak-

jaban adhatok meg.



1. Tekintsiik egy V'tartoméanyt, amelyet

elektromos toltés tolt ki p = p(7) térfogati sii-

riiségeloszlassal. A V'térfogatban levs Gsszes Y,
toltés:

e:/vp(?)dvl.

Az e toltés altal keltett ﬁ vektor értéke a tér

minden pontjaban megmérhetd. F

Igy tegyiik fel, hogy a D vektor értékét az F feliilet minden pontjaban ismer-
jik. Ezutan képezhetjiik az alabbi integralt:

N:/DndF.
F

Ezen integral jelentése: Az I feliileten athalado elektromos indukciovonalak

szama. N az elektromos indukecié fluxusa.



A tapasztalat azt mutatja, hogy:
fF D,dF = ke S k=1 cgs: k=4r

N:/DndF:e.
F

Az N indukciofluxus ardnyos az F feliilet belsejében levd Osszes toltéssel.

Ez az osszefiiggés a Gauss-tétel. Atalakitva:

/DndF:/pdV,
F 1%

(Gauss-Osztrogradszkij-tétel) ([, div@dV = ¢, a,dF)

/ D, dF = / divDdV = / pdV = / (divD — p)dV =0,
F 1% \%4 \%



/V(dwﬁ — p)dV = 0.

A tapasztalat szerint ez az integral a V' térfogat valasztasatol fiiggetleniil min-
dig zérus. Ez csak ugy lehet , ha az integrandusz a tér minden pontjaban

eltiinik:

divD = p-

Maxwell 2. egyenlete (Gauss-tétel differencialis alakban valo megfo-

galmazasa.)

Kovetkezmények:

a, ha egy V tartoméanyban divD = 0, a feliileten D vonal nem megy at;

b, ha egy V tartomanyban divD # 0, a feliiletre vett fluxus zérustol kiilon-

b6z6;



divD ott kiilonbozik zérustol, ahol elektromos toltés van.
A D vonalak t5ltésbol indulnak ki és tltésbe torkollanak be.

Az elektromos toltések az indukciovonalak forrasai vagy nyel6i.

a, Ha divD > 0 = a toltés pozitiv, a fluxus is > 0, vagyis kifelé mennek az

indukciévonalak.

b, Ha divD < 0 = (p < 0) a fluxus is < 0, vagyis befelé mennek az indukci-

ovonalak.

Tehat: az elektromos indukciovonalak a pozitiv téltésbdl indulnak ki, és a

negativ toltésben végzGdnek. @ . forrasok Q . nyelSk

Az E tér gerjesztését a D indukciovektor jellemzi. A divD = p egyenletbdl
kovetkezik, hogy a D vektortér fliggetlen attol, hogy a toltések milyen anyagi
kozegben helyezkednek el, ha az egész teret egységes anyag tolti ki. Mas szoval,

ha a térben e-nak nincsen szakadésa.



2. [smert, hogy a vezet&ben foly6 aram maga koriil
méagneses teret kelt. Tekintsiink egy vezetst, amelyben
I erGsségii aram folyik. Az dram eloszlasat a j aram-

stirtiség irja le, amely [-vel a kovetkezG kapcsolatban

I = /jndq.
q

q:— vezetd keresztmetszete,

van.

s:= vezetst kortilvevd zart gorbe.

Tételezziik fel, hogy a magneses tér H térerdssége ismert az s gérbe minden

pontjaban.

Ezutén képezhets a Hs gbrbe menti vonalintegralja:



A tapasztalat azt mutatja, hogy:

a, ha a gorbe kozrefogja a vezetst :
FHTs =11

(S k=1 cgs: k=% =3-10%m/s)

b, ha a gorbe nem fogja koriil a vezetét:
fﬁ%:u

Az aram altal keltett magneses tér alaptorvénye tehét a kovetkezd alakba

irhato:

fﬁ£:L

(Ez az egyenlet egyarant érvényes konvektiv és konduktiv aramok altal

keltett magneses térre.)



Az integralis Gsszefiiggésrdl differencialis Osszefiiggésre tériink at. (Az elméleti

fizikaban altalaban erre toreksziink.)

Felhasznéalva a Stokes-tételt: (§, ads = $p(rot@),dF) /!

ffg Hais - / rotHF. /

A jobb oldali feliileti integral olyan F' feliiletre értendd,
amely az s zart gorbére illeszkedik (s az F feliilet hatarolo

gorbéje).

Mivel a vezetén kiviil 7 =0 igy:

szjndqu?d_ﬁ‘.
q F

éﬁ%:ﬁrotﬁﬁzlzﬁ7ﬁ.

Ezzel:



Ezt atalakitva:

/F (rotH — 5 )dF = 0.

Ez az integral (a tapasztalat szerint) az F' feliilet valasztasatol fiiggetleniil

zérus:

rotﬁ = 7

Ha ismert 7, akkor H meghatarozhato.

Ha a magneses teret a konduktiv és konvektiv dram egyiitt kelti, akkor
—
rotH = § + po.

A legaltalanosabb esetet akkor kapjuk, ha figyelembe vessziik, hogy idében
valtozo elektromos tér is magneses teret kelt. Ekkor a magneses teret megha-

tarozo integralis Osszefliggés a kdvetkezd:

/sﬁ%:/F(TerﬁJr%)d?.



Maxwell 1.

Intergal egyenlet:

1ﬁ£;é<?+pw+§>dﬁ.

Differencidlegyenlet:

oD
rotﬁz?—l—pWﬂLW,

ahol % :=eltolodasi aramsiirtiség.



3. Oersted:= az elektromos és méagneses jelenségek nem fiiggetlenek egymas-
tol.

a, vezetGben foly6 &ram magneses teret kelt;

b, Faraday szerint a dualis is létezik. A magneses tér is kelt elektromos ara-

mot.

A mozgod magnesnek idében valtoz6 magneses tere van, amely maga koriil
elektromos teret kelt. Az elektromos térerdsség vonalai zart gorbék. Ha a
térbe zart vezet6t helyeziink, benne az elektromos tér aramot indit meg. Jel-
lemzésére az £ indukalt elektromos erét hasznaljuk. Ezen azt a munkat értjiik,
amelyet az elektromos tér akkor végez, ha a pozitiv egységnyi toltést a zart

gorbe mentén egyszer végig mozgatja:

5:%?%.



Vegyiink egy zart drotkeretet, amelyet F' nagysagu feliillet hatarol. Az F

feliilleten atmend méagneses indukciofluxust az
F= / BdF

integrdl adja meg. A magnes mozgatasakor az F fluxus valtozik. A tapasztalat

azt mutatja, hogy

dF
&= -

(Az indukalt elektromos er6 nagysaga az indukciofluxus idGegysége es6 vélto-

zasaval egyezik meg, és akkor pozitiv, ha az indukci6vonalak irdnyaba nézve,

527{ f:——/ﬁﬁ

a fluxus csokken:)



(Stokes-tétellel atalakitva:)

7{ Bds — / rot BdF

4

[romir = [ 9B 5

(Feltételeztiik, hogy az F' integracios tartomany nem
valtozik (azaz, a zart gorbe nyugszik) és igy az id6
szerinti differencialas az integral jel ala vihetd.)

Ez csak akkor teljesiilhet minden feliiletre, ha

Ez a Faraday-féle indukcio térvény, vagy Maxwell 3.

egyenlete.



4. Tekintsiik egy V tartomanyt, amelyet az F’
zart feliilet hatarol. Ismert, hogy a mégneses
indukcidvektor értéke a tér barmely pontjaban
meghatarozhato. Ezért tételezziik fel, hogy B
vektor F' feliilet menti kiils6 normalisdnak F-re

vett integralja:

/F B,dF = /F BdF. F I

A tapasztalat azt mutatja, hogy ez az integral a feliilet valasztasatol fiiggetle-

niil mindig zérus:

/Fﬁdﬁzo.

Ez azt jelenti, hogy az F feliileten be- és kimend magneses indukciovonalak
szamanak Osszege zérus. A vonalaknak nincs a tartomanyon beliil forrasuk,

azok zart gorbeék.



| BaF -0
F
Atalakitva a Gauss-Osztrogradszkij tétellel kapjuk:
/Ed? = / divBdV = 0.
F 1%

Az integral a térfogattol fliggetlenii zérus. Ez csak ugy teljesiilhet, ha

divB = 0.

Maxwell 4. egyenlet

A természetben magneses toltések nincsennek, a magneses indukcio vektortere

mindeniitt forrdsmentes.



A Maxwell-egyenletek differencialis alakja:

. oD
rotH = 3 T+ (1)

divD = D, (2)
0B

rotE = = (3)

divB = 0. (4)

Az elektrodinamika alapprobléméja a kovetkezd: megadott toltés és dramel-
oszlas elektromagneses terét keressiik. Adott tehat a 7,/), @ mint a helynek
és idének a fiiggvénye. Keressiik a teret leird E), B, ﬁ, B vektorokat a hely

és 1d6 fiiggvényeként.



A Maxwell egyenletekben szerepld E ¢s D illetve a H és B nem fiiggetlenek
egymastol; kozottiik a teret kitolt6 makroszkopikus anyagi kozegtol fiiggs kap-
csolatok allnak fenn. Ezért a 4 Maxwell-egyenletet ki kell egésziteni az anyagi

kozegekre jellemzG egyenletekkel.

1, Vikuumban: 50E) = B, Moﬁ - B.

2, Izotrop kozegben: D= 608rﬁ , illetve ﬁ:,uo,urﬁ.

e:— dielektromos egyiitthato

€
(:= magneses permeabilitas w(7, T, pa)

Ha € és p alland6 = homogén, izotrop kozeg.



Milyen Osszefiiggés van a vezetGben folyd dram erdssége és az azt 1étrehozod

térerdsség kozott?

Tekintsiink egy vékony vezetszakaszt és a két kozeli pontja Py, Py kozotti
potencialkiilonbséget jeloljiikk Ad-vel. (A Ad potencial kiilonbségen azt a
munkat értjiik, amelyet az elektromos tér akkor végez, ha a pozitiv egységnyi

toltést az aram irdnyaban elmozgatja az egyik ponttol a masikig (P, — P).)

Legyen a P P, szakasz hossza [, a vezet$ keresztmetszete q. Az Ohm-torvény
szerint a vezetében folyo aram [ intenzitasa aranyos a AP potencialkiilonb-

séggel és a q keresztmetszettel, forditva ardnyos a szakasz [ hosszaval:

I = o ()

A o aranyossagi tényez6 a vezet§ anyagara jellemzd mennyiség; neve vezets-

képesség.



I= agq, (*)

l

itt az o mennyiséget a vezetGszakasz ellendllasanak nevezziik és R -rel jeloljiik
l
R=—,
oq
4

I = % (k)

A (*) és (**) integralis Osszefiiggések.
Differenciélis alakra térve:

I AP

—
T =5 =052



— 1 AP

¥ |:—:UT=

tartson P, — P;

4
— :
| 7 |p=lim_oo—— =0 | grad® |p, .

l

Ez az egyenlet mar egy pontban érvényes mennyiségek kozott teremt kapcso-
latot.

Elhagyva a P indexet, az el6bbi Osszefiiggés a vezets barmely pontjara igaz:

—
| 3 [=0]grad® |



—
| 7 |=0|grad®|.

AD-t az egységnyi pozitiv toltés P-t6l Pp-ig torténd mozgatasakor végzett
munkéval definialtuk. Ez a munka az F = ¢E képlet alapjan a kovetkezs

szakasz menti integrallal egyezik meg:

P>
AD = Eds.

Py
Ebbsl kivetkezik, hogy a ® és E kozott fennall az
E = —grad®

Osszefiiggeés.



Ekkor:
arrd
|7 |=0|grad®|=c | E |.

Mivel az aram irdnya a pozitiv t6ltés mozgasiranyaval, tehat az E irdnyaval

egyezik meg, az abszolutérték jelet elhagyhatjuk:
j =oE.

(Ez Ohm-toérvénye differencialis alakban.)

Jelentése: Az aramsiiriiség a vezetG barmely pontjaban aranyos az elektromos
térerGsséggel, az aranyossagi tényez a o vezetGképesség. A o értéke altalaban
fiigghet a helytsl és a hdmérséklettsl o(7,T). Ha o allando, akkor homogén

vezetSkrsl beszéliink.



= EOETE,
:U’OIU’Tﬁa
— oE.

<l W ol
[

Az el6bbi egyenleteket anyagi egyenleteknek nevezziik, mivel a kozegre jel-
lemz6 e, u, o anyagi egyiitthatokat tartalmazzak. A négy Maxwell-egyenlettel

egyiittesen irjak le az elektromagneses tér fizikai sajatossagait.



Maxwell-egyenletek

Integralis alak Differencialis alak

L. fsﬁd?:%fzrﬁd?+2[a 1. rotH = a§+3 +p,
2. §, DAF =Y Q, 2. divD = p,

3. fs Eds = _% fﬁdﬁ> 3. rotE = _%—tﬁ,

4. fF BdF = 0. 4. div§ =0.

+ 3db anvagi egvenlet:
1, D= eoerﬁ,

2, B = Moﬂrﬁa

3, 7 = O’E,

ahol €, u, o(T, T, pa).



