
ELEKTRODINAMIKA
Határfeltételek (3. El®adás)
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HatárfeltételekA Maxwell-egyenleteket a tapasztalatból nyert integrális összefüggésekb®l ve-zettük le a Stokes, illetve a Gauss-Osztrogradszkíj tételek alkalmazásával. Min-den esetben feltettük, hogy az integranduszban szerepl® függvények folyto-nosak az egész integrá
iós tartományban. Ezért a Maxwell-egyenletek olyantérrészben érvényesek, ahol az ~E, ~B, ~H , ~D folytonosak. Egységes anyagi kö-zeg esetén nin
s baj. Két különböz® közeg határfelületén az anyagra jellemz®
ǫ, µ, σ mennyiségek ugrásszer¶en változhatnak. Emiatt az anyagi egyenletekalapján, a közeghatárokon a különböz® térmennyiségeknek is szakadása van.Ezért a Maxwell-egyenletek az integrális összefüggésekb®l az egységes anyag-gal kitöltött térrészre vezethet®k le. A különböz® közegekre felírt Maxwell-egyenletek megoldásait az érintkez® közegek határfelületén egymáshoz kell il-lesztenünk. Ehhez ismerni kell azokat a törvényeket, amelyek megmondják,hogyan változnak a térmennyiségek két különböz® közeg határán. Ezek azúgynevezett határfeltételi egyenletek. Most ezeket adjuk meg.2



1. Határfeltétel (Dn-re)Tekintsünk két egymással érintkez® külön-böz® közeget. Ezeket ε1 és ε2 jellemzi.A határokon vegyünk fel egy F felületet,amely legyen egy töltött vezet®. A rajtalév® e töltés a következ®:
e =

∫

F

ηdF.Egy olyan zárt térfogatot kaptunk, amelyetaz F1 és F2 felület, valamint a P palást ha-tárol.(Az F1 és F2 követi F alakját.)
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Alkalmazzuk az ezen térfogatot határoló felületre a tapasztalati ∫

F
DndF = e3



egyenletet:
∫

F2

DndF +

∫

F1

DndF +

∫

P

DndF =

∫

F

ηdF. (∗)Vegyük a h → 0 határátmenetet, ekkor F1 és F2 felületek az F felülethez, és
P pedig zérushoz tart. Ekkor:1. ∫

P
DndF → 0, mivel P → 0 és Dn korlátos,2. ∫

F2

DndF →
∫

F
Dn2

dF és ∫

F1

DndF → −
∫

F
Dn1

dF,
. mivel −→n2 és −→n azonos irányú és −→n1 ezekkel ellentétes.
Dn1

és Dn2
a −→D normálisát jelenti az F felület mentén az 1, illetve 2 index¶ (ε1,illetve ε2 dielektromos együtthatójú közeggel érintkez®) oldalon. Így (*)-ból akövetkez® marad:
∫

F

Dn2
dF −

∫

F

Dn1
dF =

∫

F

(Dn2
− Dn1

)dF =

∫

F

ηdF.(Az egyenlet a határmenti F felület választásától függetlenül érvényes.)4



Ezért: Dn1
− Dn2

= η.Ez a következ®t jelenti:1. Ha az elválasztó (ǫ1 és ǫ2 ) felület határán töltés van (töltött vezet®), akkora −→
D normális irányú komponense ugrik a határon:

Dn2
= η + Dn1

.

2. Ha a két közeg határán nin
s töltés (η = 0), ekkor a−→D normális komponensefolytonosan megy át a két közeg határán:
Dn2

= Dn1
.

−→
E - re a következ® teljesül: 5



ǫ2En2
= ǫ1En1

→ En2
6= En1

.(Az −→
E normális komponense ugrik a határon.)

En2

En1

=
ǫ1

ǫ2
.2. Határfeltétel (Bn - re )Legyen a két érintkez® közeg mágneses permeabilitása µ1 és µ2. A tapaszta-latból nyert ∫

F
BndF = 0 egyenletet alkalmazzuk az el®bbi hengerszer¶ térfo-gatra:

∫

F2

BndF +

∫

F1

BndF +

∫

P

BndF = 0.
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Az el®bbi gondolatmenethez hasonlóan, ha h→0 kapjuk:
∫

F

(Bn2
− Bn1

)dF = 0

⇓

Bn2
= Bn1

.A −→
B mágneses induk
ió vektor normális komponense folytonosan megy átkét különböz® közeg határán. A mágneses térer®sség normális komponensérekapjuk:

µ2Hn2
= µ1Hn1

⇒ Hn1
6= Hn2

.A −→
H mágneses térer®sség vektor normális komponense ugrik két különböz®közeg határán:

Hn2

Hn1

=
µ1

µ2

.
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3. Határfeltétel (Et - re )A két közeg közös határfelületén vegyünk fel egy P1P 2 vonalszakaszt.
1 2

2

2
1

1

2

P’

P

P"
P"

P

ε

ε 1

P’

Készítsük el a fenti elrendezést úgy, hogy P1P 2 , P ′

1P
′

2 és P ,,
1 P ,,

2 szakaszok pár-huzamosak legyenek. Integráljuk az elektromos térer®sséget a P ′

1P
′

2P2P
′′

2 P ′′

1 P1P
′

1zárt görbére. Ez az integrál a ∮

~E
−→
ds = − d

dt

∫

F
~B
−→
dF alapján a következ®képpenírható:

∫ P
,

2

P
,

1

−→
E
−→
ds +

∫ P
,,

2

P
,

2

(∗∗)

−→
E
−→
ds +

∫ P
,,

1

P
,,

2

−→
E
−→
ds +

∫ P
,

1

P
,,

1

(∗∗∗)

−→
E
−→
ds = −

∫

F
(∗)

∂
−→
B

∂t

−→
dF .
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∫ P
,

2

P
,

1

−→
E
−→
ds +

∫ P
,,

2

P
,

2

(∗∗)

−→
E
−→
ds +

∫ P
,,

1

P
,,

2

−→
E
−→
ds +

∫ P
,

1

P
,,

1

(∗∗∗)

−→
E
−→
ds = −

∫

F
(∗)

∂
−→
B

∂t

−→
dF .A jobb oldalon lev® felületi integrál a P ,

1P
,
2P2P

,,
2 P ,,

1 P1P
,
1 zárt görbe által hatá-rolt F felületre értend®. A * mindkét oldalán végezük el a P ,

1 → P1; P ,,
1 → P1;

P ,
2 → P2; P ,,

2 → P2 határátmenetet. Más szóval: a P ,
1P

,
2 és a P ,,

1 P ,,
2 szakasztfolytonosan ráhúzzuk a P1P2 vonaldarabra. Ennél a határátmenetnél az Ffelület zérushoz tart: F → 0. Mivel a ∂ ~B

∂t
mennyiség korlátos, az F→ 0 határ-átmenetnél a felületi integrál zérushoz tart:

∫

F
∂
−→
B

∂t

−→
dF → 0.Hasonló a helyzet a ** és *** integrálokkal. Az integrá
iós tartomány mind-kett®nél zérushoz tart, az integrandusz pedig korlátos:

∫ P
,,

2

P ′

2

−→
E
−→
ds → 0 és ∫ P

,

1

P
,,

1

−→
E
−→
ds → 0.Ezért * egyenlet határátmenetben a következ® egyenletbe megy át:
∫ P2

P1

(Et1 − Et2)ds = 0.9



Ez az integrál a P1P2 vonalszakasz választásától függetlenül elt¶nik. Ez 
sakúgy lehet, hogy az integrandusz azonosan zérus:
Et1 = Et2 .Két különböz® közeg határán az −→E elektromos térer®sség tangen
iális kompo-nense folytonosan megy át. Ekkor teljesül:

Dt1

ǫ1

=
Dt2

ǫ2

→ Dt1 6= Dt2 .Az elektromos induk
ióvektor tangen
iális komponenseinek hányadosa a meg-felel® dielektromos együtthatók hányadosával egyezik meg:
Dt1

Dt2

=
ǫ1

ǫ2

.

10



4. Határfeltétel ( Ht- re )
1 2

2

2
1

1

2

P’

P

P"
P"

P

ε

ε 1

P’

Írjuk fel az 1. ME-t ∮

s

−→
H

−→
ds =

∫

F
(
−→
j +ρ−→v + ∂

−→
D

∂t
)
−→
dF az el®bbi P ,

1P
,
2P2P

,,
2 P ,,

1 P1P
,
1zárt görbére, illetve az általa meghatározott F felületre:* ∫ P

,

2

P
,

1

−→
Hd−→s +

∫ P
,,

2

P
,

2

−→
Hd−→s +

∫ P
,,

1

P
,,

2

−→
Hd−→s +

∫ P
,

1

P
,,

1

−→
Hd−→s =

∫

F
(
−→

i + ∂
−→
D

∂t
)d
−→
F .Itt −→

i a konvektív és a konduktív áramok s¶r¶ségének az összege. Végezzükel ismét a P ,
1 → P1; P ,,

1 → P1; P ,
2 → P2; P ,,

2 → P2 határátmenetet. Ekkor azel®bbi gondolatmenet alapján a bal oldali második és negyedik integrál, vala-mint a jobb oldali második integrál zérushoz tart. Így * a következ® egyenletbe11



megy át:
∫ P2

P1

(Ht1 − Ht2)ds = Ifel.Ahol Ifel a két közeg határfelülete mentén folyó áram er®sségét jelenti. Az
Ifel (�felületi�) áramer®sséget fejezzük ki az ifel (�felületi�) árams¶r¶séggel akövetkez®képpen:

Ifel =

∫ P2

P1

ifelds,

⇓
∫ P2

P1

(Ht1 − Ht2)ds =

∫ P2

P1

ifelds.Ez az egyenlet a P1P 2 vonalszakasz választásától független, ezért az integra-duszok megegyeznek:
Ht1 − Ht2 = ifel.Jelentése: �Felületi� áramok esetén a mágneses térer®sség tangen
iális kompo-12



nenese ugrik a felület mentén. Az ugrás mértékét a �felületi� árams¶r¶ség adjameg.Ha a határfelület mentén nem folyik áram (ifel = 0), akkor a mágneses tér-er®sség tangen
iális komponense folytonosan megy át a két közeg határán:
Ht1 = Ht2 ,

⇓a mágneses induk
ióvektor −→B tangen
iális komponense pedig ugrik a határfe-lületen:
Bt1

Bt2

=
µ1

µ2
.Az elektromos töltés megmaradása. Kontinuitási egyenlet. Relaxá
iós id®Képezzük az 1. ME mindkét oldalának divergen
iáját13



rot
−→
H =

−→
j + ρ−→v +

∂
−→
D

∂t
/div

div rot
−→
H = div(

−→

j + ρ−→v ) +
∂

∂t
div

−→
D.Mivel div rot

−→
H = 0 ⇒ az egyenlet B.O. azonosan zérus. Írjuk be div

−→
D helyérea 2. ME-b®l ρ-t, ekkor:

0 = div(
−→
j + ρ−→v ) +

∂ρ

∂t
,

⇓

∂ρ

∂t
+ div(

−→

j + ρ−→v ) = 0.Ez a me
hanikából már ismert kontinuitási egyenlet. Az elektromos töltésmegmaradását fejezi ki di�eren
iális formában. Integráljuk az egyenletet egyzárt rögzített V térfogatra: 14



∫

V

∂ρ

∂t
dV +

∫

V

div(
−→

j + ρ−→v )dV = 0.Rögzített térfogat esetén az id® szerinti di�eren
iálhányados kiemelhet® azintegráljel elé. A második integrált pedig a Gauss-Osztrogradszkíj tétellel a Vfelületére vett integrállá alakíthatjuk. Így a következ®t kapjuk:
d

dt

∫

V

ρdV = −

∫

F

(
−→

j + ρ−→v )d
−→
F .

ւ ցA V térfogatban lev® elektromos Az F felületen id®egység alatttöltés id®egységre es® növekedése. beáramló töltés mennyiség.A V térfogatban tehát adott id® alatt annyival n® meg a töltés, amennyi az
F felületen beáramlik. Ez azt jelenti, hogy az elektromos töltés nem t¶nik el,hanem megmarad. 15



Relaxá
iós id®Egyenl®re tekintsünk el a konvektív áramoktól, és tanulmányozzuk a kontinu-itási egyenlet alapján, hogy a vezet® vagy szigetel® belsejébe vitt elektromostöltés hogyan változik az id®ben:
∂ρ

∂t
+ div

−→

j = 0.a. Tekintsük a szigetel®k esetét: A szigetel®k vezet®képessége zérus, ezértszigetel®kben −→

j ≡ 0 . Így kapjuk:
∂ρ

∂t
= 0, ⇒ ρ = konst.A szigetel®kbe vitt e töltés tehát ott marad a helyén, mivel a közeg nem vezetiaz áramot. 16



b. Vezet®k. Az −→

E tér hatására áram indul meg, ami a töltést a felületreszállítja, amíg az egyensúlyi állapotban a vezet® belsejében a −→
E tér zérussáválik. Vizsgáljuk meg, hogy mennyi id® alatt következik be ez az egyensúlyiállapot magára hagyott vezet® esetén. Induljunk ki az Ohm-törvényb®l:

−→

j = σ
−→
E .Ekkor:

∂ρ

∂t
+ div

−→
j = 0,

∂ρ

∂t
+ div(σ

−→
E ) = 0.Legyen a vezet® homogén (σ és ǫ állandó), és vegyük �gyelembe a −→

D = ǫ0ǫr

−→
Eegyenletet. Ekkor:

∂ρ

∂t
+

σ

ǫ0ǫr

div
−→
D = 0.17



Felhasználva a 2. ME-t, kapjuk:
∂ρ

∂t
+

σ

ǫ0ǫr

ρ = 0.Ez a di�eren
iálegyenlet írja le homogén vezet® belsejében az elektromos töltéss¶r¶ségének id®beli változását. Megoldása a következ®:
ρ = ρ0exp

(

−σ

ǫ0ǫr

t

)

.Homogén vezet® belsejében a töltéss¶r¶ség id®ben exponen
iáisan 
sökken,
ρ0 a t = 0 id®ponthoz tartozó s¶r¶séget jelenti. A tτ = ε0εr

σ
id® alatt a ρtöltéss¶r¶ség kezdeti értékének az e-ad részére 
sökken. A tτ id®t relaxá
iósid®nek nevezzük. Mivel vezet®k esetén ǫ közelít®leg 1 , a relaxá
iós id®t gya-korlatilag 1

σ
határozza meg. Ha σ nagy ⇒ relaxá
iós id® ki
si. Pl. réz esetén

σ = 53 ∗ 1016 1
s
, így 18



tτ = 0.15.10−18s.A vezet®k belsejébe vitt töltés tehát gyakorlatilag azonnal a vezet® felületérekerül, és beáll a sztatikus egyensúly, amikor is a vezet®n belül ρ = 0 , és ezzelegyütt az elektromos térer®sség is.A Maxwell-egyenletek teljességeA ME-ben szerepl® mennyiségek a ρ, −→v, ǫ, µ, σ a helynek és az id®nek a függ-vényei. Az anyagi együtthatók függhetnek még általában a h®mérséklett®l ésa tömegs¶r¶ségt®l is. Ezeket ismert függvényeknek tekintjük, míg ismeretle-neknek a térre jellemz® mennyiségeket.
−→
E,

−→
H ,

−→
B,

−→
D (3 komponens) ⇒12 ismeretlen,

+ a 2 db anyagi egyenlet −→D = ǫ0ǫr

−→
E és −→B = µ0µr

−→

H,

⇓

6 ismeretlen
4 db ME ⇒ 8 egyenlet. 19



Ellentmondás 6 ismeretlen és 8 egyenlet, túl határozott a probléma. Ez azon-ban nem igaz, mert az 1. és 3. egyenletekhez a 2. és 4. ME-ek kiegészít®feltételek szerepét játszák.A töltésmegmaradás miatt az áram és töltéss¶r¶ség között mindig fennáll akontinuitási egyenlet:
∂ρ

∂t
+ div(

−→

j + ρ−→v ) = 0.Képezzük a 1. ME mindkét oldalának divergen
iáját:
div rot

−→
H ≡ 0 = div(

−→

j + ρ−→v ) +
∂

∂t
div

−→
D.A kontinuitási egyenletb®l div(

−→

j + ρ−→v ) = −∂ρ

∂t
, ezt beírva az 1 ME-be

0 = −
∂ρ

∂t
+

∂

∂t
div

−→
D,20



⇓

div
−→
D − ρ = áll.(Az állandóság az id®beli függésre igaz!) Válasszuk −→

D-t úgy, hogy valamelyid®pillanatban ez az állandó 0 legyen, ⇒
div

−→
D = ρ. 2.MEHa most eljárásunkat a 3. ME-re alkalmazzuk:

div rot
−→
E ≡ 0 = −div

∂
−→
B

∂t
= −

∂

∂t
div

−→
B

=⇒ div ~B = áll. =⇒ div ~B = 0.Vagyis −→B értékének alkalmas megválasztásával a 4. ME a 3. ME folyományalesz. 21



Vagyis a kezdeti érték alkalmas megválasztása után a 2. és 4. ME-ek elhagy-hatók, az elektromágneses teret az 1. és a 3. ME-ek határozzák meg. Ezpedig 6 egyenletet jelent a 6 db ismeretlen függvényre (pld. a 6 térer®sségkomponensre Ex,Ey,Ez,Hx,Hy,Hz ).Ezzel a ME-ek teljességét megmutattuk.
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