ELEKTRODINAMIKA

Hatarfeltételek (3. El6adas)




Hatarfeltételek

A Maxwell-egyenleteket a tapasztalatbol nyert integralis Gsszefiiggésekbdl ve-
zettiik le a Stokes, illetve a Gauss-Osztrogradszkij tételek alkalmazasaval. Min-
den esetben feltettiik, hogy az integranduszban szerepls fiiggvények folyto-
nosak az egész integracios tartoméanyban. FEzért a Maxwell-egyenletek olyan
térrészben érvényesek, ahol az E, B, ﬁ, D folytonosak. Egységes anyagi ko-
zeg esetén nincs baj. Két kiillonboz6 kozeg hatarfeliiletén az anyagra jellemzo
€, 4, o mennyiségek ugrasszeriien valtozhatnak. Emiatt az anyagi egyenletek
alapjan, a kézeghatarokon a kiilonb6z6 térmennyiségeknek is szakadasa van.
Ezért a Maxwell-egyenletek az integralis Osszefiiggésekbdl az egységes anyag-
gal kitoltott térrészre vezethetdk le. A kiilonb6z6 kozegekre felirt Maxwell-
egyenletek megoldésait az érintkezé kozegek hatarfeliiletén egymashoz kell il-
leszteniink. Ehhez ismerni kell azokat a torvényeket, amelyek megmondjék,
hogyan valtoznak a térmennyiségek két kiillonboz6 kozeg hataran. FEzek az

ugynevezett hatarfeltételi egyenletek. Most ezeket adjuk meg.



1. Hatarfeltétel (D,-re)

Tekintsiink két egyméssal érintkezd kiilon-
boz6 kozeget. Ezeket €1 és ey jellemzi.
A hatarokon vegyiink fel egy F' feliiletet,
amely legyen egy toltott vezets. A rajta

lévs e toltés a kovetkezd:

e:/ndF.
F

Egy olyan zart térfogatot kaptunk, amelyet

az I és F, feliilet, valamint a P palést ha-

tarol.
(Az Fy és Fy koveti F' alakjat.)

Alkalmazzuk az ezen térfogatot hatarolo feliiletre a tapasztalati fF D, dF =e



egyenletet:

D, dF + D, dF +/ D,dF = / ndF. (%)

Fy F P F

Vegyiik a h — 0 hataratmenetet, ekkor F) és F; feliiletek az F feliilethez, és
P pedig zérushoz tart. Ekkor:

1. fP D,dF — 0, mivel P— 0és D, korlatos,

2. fF2 D, dF — fF D,,dF és fFl D,dF — —fF D, dF.,

- — 4 — 2 . — 4,
mivel ny és ' azonos iranyu és ny ezekkel ellentétes.

D, és D,, a D normalisit jelenti az F feliilet mentén az 1, illetve 2 indext (g4,
illetve &, dielektromos egyiitthatoju kozeggel érintkezs) oldalon. Igy (*)-bol a

kovetkezd marad:

/ Dy, dF — / Dy, dF = / (Dy, — Dy, )dF = / ndF.
F F F F

(Az egyenlet a hatarmenti F feliilet valasztasatol fiiggetleniil érvényes.)



Ezért: Dy, — D,, = 1.

Ez a kovetkez6t jelenti:

1. Ha az elvalaszto (€ és €5 ) feliilet hataran toltés van (t61tott vezetd), akkor

_)
a D normdlis iranya komponense ugrik a hataron:

D,, =n+D,,.

ﬁ
2. Ha a két kozeg hataran nincs toltés (n = 0), ekkor a D normalis komponense

folytonosan megy at a két kozeg hataran:

D,, =D,,.

ﬁ .. . ..
E - re a kovetkez6 teljestil:



eb,, =ab, — E, #E,,.

H
(Az E normalis komponense ugrik a hataron.)

En2 €1

Enl €2

2. Hatarfeltétel (B, - re )

Legyen a két érintkezd kozeg magneses permeabilitasa pq és us. A tapaszta-
latbol nyert fF B,dF = 0 egyenletet alkalmazzuk az el6bbi hengerszertd térfo-

gatra:

/ BndF—i—/ BndF—l—/ B,dF = 0.
Fo I3 P



Az el6bbi gondolatmenethez hasonldéan, ha h—0 kapjuk:

/(Bn2 — By, )dF =0
F

B,, = B,,.

A B méagneses indukcié vektor normalis komponense folytonosan megy &t
két kiilonbozé kdzeg hataran. A magneses térerdsség normalis komponensére
kapjuk:

puoHy, = pnHy, = Hy # Hy,.

—
A H magneses térerdsség vektor normalis komponense ugrik két kiilonbozé

kozeg hataran:



3. Hatéarfeltétel (E, - re )

A két kozeg kozos hatarfeliiletén vegyiink fel egy P Py vonalszakaszt.

R P
€
1
P, P
8 2
Pll F’Z

Készitsiik el a fenti elrendezést gy, hogy P, Py , P[P, és P} P, szakaszok par-

huzamosak legyenek. Integraljuk az elek‘rromoq tererosqeget a P{P,P, Py P/'P, P|
— —>

zért gorbére. Ez az integral a § Eds = dt ” BdF alapjan a kovetkez6képpen

irhato:

H
P L RININ L RN P, 0B —
/ Eds+ Eds + Eds—i—/ FEds=— | —dF.
P P Py ;



L JEINEN P2 P P, 8B —
/ Eds+ 8+ Eds—l— Eds:—/—dF.
Py ) Py F Ot
2 1
A jobb oldalon levé feliileti integral a P; Py P, Py Py Py P; zart gorbe altal hata-
rolt F' feliiletre értendd. A * mindkét oldalan végeziik el a P, — Py; P — Pi;
P, — Py; Py — P, hatardtmenetet. Mas szoval: a PP} és a P; P} szakaszt
folytonosan rahuzzuk a PP, Vonaldarabra. Ennél a hatardtmenetnél az F
feliilet zérushoz tart: F' — 0. Mivel a 28 mennylseg korlatos, az F'— 0 hatar-
atmenetnél a feliileti integral zérushoz tart.
OB T3
Il r ap dF — 0.

Hasonlo a helyzet a ** és ***

integralokkal. Az integracios tartoméany mind-
kett6nél zérushoz tart, az integrandusz pedig korlatos:

P2n—)—> , Plv —
[ Eds —0 é [p Eds—0.

Ezért * egyenlet hataratmenetben a kovetkez6 egyenletbe megy at:

Py
/ (Etl — Etz)ds =0.

Py



Ez az integral a P; P, vonalszakasz valasztasatol fiiggetleniil eltiinik. Ez csak

ugy lehet, hogy az integrandusz azonosan zérus:
Et1 - Etz'
H
Két kiillonb6z6 kézeg hataran az E elektromos térerdsség tangencialis kompo-

nense folytonosan megy at. Ekkor teljesiil:

D D
b2 _.D, #D,.
€1 €9

Az elektromos indukciévektor tangencialis komponenseinek hanyadosa a meg-

felelg dielektromos egyiitthatok hanyadosaval egyezik meg:



4. Hatarfeltétel ( Hy- re )

R P
€
1
P, P
€ 2
Pll P2'

Irjuk fel az 1. ME-t j; Hds = fF g +pv + )dF az el6bbi P Py Py Py Py Py P

zart gorbére, illetve az altala meghatarozott F feliiletre:

“ [BHIF + [ HAE + [, Hds + [ HIE = [ (7 +22)dF.

ot

Itt 'L' a konvektiv és a konduktiv aramok siirtiségének az Osszege. Végezziik
el ismét a P| — Py; P — Py; P3 — Py; Py — P, hataratmenetet. Ekkor az
el6bbi gondolatmenet alapjan a bal oldali masodik és negyedik integral, vala-

mint a jobb oldali masodik integral zérushoz tart. Igy * a kovetkezs egyenletbe



megy at:
P
/ (Htl — th)ds = Ifel.

Py

Ahol ;¢ a két kozeg hatérfeliilete mentén folyo dram erdsségét jelenti. Az

It (feliileti”) aramerdsséget fejezziik ki az ip (,feliileti”) aramsiirtséggel a

kovetkezGképpen:
Py
Tte) = / iferds,

Py
i3

Py Py

/ (Htl — Ht2)d8 = / ifeldS.
Py Py

Ez az egyenlet a P, P, vonalszakasz valasztasatol fiiggetlen, ezért az integra-

duszok megegyeznek:
Htl - th — ifel.

Jelentése: | Feliileti” aramok esetén a méagneses térerGsség tangencialis kompo-



nenese ugrik a feliillet mentén. Az ugras mértékét a ,feliileti” aramstiriiség adja

meg.

Ha a hatarfeliilet mentén nem folyik dram (i, = 0), akkor a magneses tér-

erdsség tangencidlis komponense folytonosan megy at a két kozeg hataran:

Ht1 - tha

4

%
a magneses indukciovektor B tangencialis komponense pedig ugrik a hatarfe-

liileten:

Az elektromos toltés megmaradéisa. Kontinuitési egvenlet. Relaxacios id6

Képezziik az 1. ME mindkét oldalanak divergencidjat



oD

rotH— J +p?—l— o

/div

divrotH = div( g 5 +p0) + %divl_ﬁ.

Mivel div rot}_f = 0 = az egyenlet B.O. azonosan zérus. Irjuk be divB helyére
a 2. ME-bdl p-t, ekkor:

O—dw(?+p7)+%,
4
a——l—dw( i +pv) =0.

ot

Ez a mechanikdbol mar ismert kontinuitasi egyenlet. Az elektromos toltés
megmaradasat fejezi ki differencidlis formaban. Integraljuk az egyenletet egy

zart rogzitett V' térfogatra:



i dV—l—/dw( i +pv)dV = 0.
v Ot v

Rogzitett térfogat esetén az id6 szerinti differencidlhanyados kiemelhet6 az
integréljel elé. A masodik integralt pedig a Gauss-Osztrogradszkij tétellel a V
feliiletére vett integralla alakithatjuk. Igy a kovetkezét kapjuk:

d — —=
pdV — /(_7 +p0)dF.
dt P
/ N\
AV térfogatban levs elektromos Az F feliileten idGegység alatt
toltés idGegységre esG novekedése. bedaramlo toltés mennyiség.

AV térfogatban tehat adott id6 alatt annyival né meg a toltés, amennyi az
F feliileten bearamlik. Ez azt jelenti, hogy az elektromos téltés nem tiinik el,

hanem megmarad.



Relaxéacids id§

Egyenlére tekintsiink el a konvektiv dramoktol, és tanulmanyozzuk a kontinu-
itasi egyenlet alapjan, hogy a vezetG vagy szigetel$ belsejébe vitt elektromos

toltés hogyan valtozik az idében:

dp —
— +divy =0.
ot J
a. Tekintsiik a szigetelGk esetét: A szigetelGk vezetGképessége zérus, ezért

szigetel6kben 7 =0 . Igy kapjuk:

dp
— =0, = = konst.

ot P

A szigetelGkbe vitt e toltés tehat ott marad a helyén, mivel a kdzeg nem vezeti

az aramot.



ﬁ
b. Vezet6k. Az FE tér hatasara aram indul meg, ami a toltést a feliiletre
ﬁ
szallitja, amig az egyensilyi dllapotban a vezetG belsejében a E tér zérussa
valik. Vizsgaljuk meg, hogy mennyi id6 alatt kovetkezik be ez az egyensilyi

allapot magéra hagyott vezets esetén. Induljunk ki az Ohm-térvénybdl:
— —
] =okE.

Ekkor:

% 4 divg =0

a1 J =Y

% 4 div(cE) =0

at :

Legyen a vezeté homogén (o és e allando), és vegyiik figyelembe a D= EOETE)

egyenletet. Ekkor:




Felhasznalva a 2. ME-t, kapjuk:

Ez a differencialegyenlet irja le homogén vezets belsejében az elektromos toltés

stirtiségének idébeli valtozasat. Megoldasa a kovetkezd:

—0
p = poexp t).
€EQEr

Homogén vezeté belsejében a toltésstirtiség id6ben exponencidisan csokken,

po a t = 0 id6ponthoz tartoz6 siriiséget jelenti. A ¢, = ===

idG alatt a p
toltéssiirtiség kezdeti értékének az e-ad részére csokken. A ¢, id6t relaxacios
idének nevezziik. Mivel vezetGk esetén e kozelitéleg 1 | a relaxécios id6t gya-
korlatilag % hatarozza meg. Ha o nagy = relaxacios id6 kicsi. Pl. réz esetén
o=>53%10% 1 fgy

s



t, =0.15.10"1%s.

A vezetSk belsejébe vitt toltés tehat gyakorlatilag azonnal a vezetd feliiletére
keriil, és beall a sztatikus egyensily, amikor is a vezetén beliil p = 0 , és ezzel

egylitt az elektromos térerGsség is.

A Maxwell-egyenletek teljessége

A ME-ben szereplé mennyiségek a p, v, €, i1, o a helynek és az idének a fiigg-
vényei. Az anyagi egyiitthatok fiigghetnek még altalaban a hémérséklettsl és
a tomegstirtségtsl is. Ezeket ismert fiiggvényeknek tekintjiik, mig ismeretle-

neknek a térre jellemz6 mennyiségeket.
— — — = .
E, H, B, D (3 komponens) =12 ismeretlen,
. — — — —
+ a 2 db anyagi egyenlet D = ¢pe,. E és B = pou,. H,
\’

6 ismeretlen

4 db ME = 8 egyenlet.



Ellentmondas 6 ismeretlen és 8 egyenlet, til hatarozott a probléma. Ez azon-
ban nem igaz, mert az 1. és 3. egyenletekhez a 2. és 4. ME-ek kiegészitd

feltételek szerepét jatszak.

A toltésmegmaradas miatt az aram és toltéssiirtiség kozott mindig fennall a

kontinuitasi egyenlet:

p —
E—l—dw( j +pv)=0.

Képezziik a 1. ME mindkét oldalanak divergencidjat:

divrotH =0 = div( j Tt pvU) + %dz’vl_)).

A kontinuitési egyenletbdl dzv( +p0) = W , ezt beirva az 1 ME-be

dp 0
-2 %D,
0 BT + 8tdw



i3
divD — p = dll.

(Az allandosag az iddbeli fiiggésre igaz!) Valasszuk D-t gy, hogy valamely

id6pillanatban ez az allando 0 legyen, =

ﬁ
divD = p.  2.ME

Ha most eljarasunkat a 3. ME-re alkalmazzuk:

— divB = all. — divB = 0.

Vagyis B értékének alkalmas megvalasztasaval a 4. ME a 3. ME folyoménya

lesz.



Vagyis a kezdeti érték alkalmas megvalasztidsa utan a 2. és 4. ME-ek elhagy-
hatok, az elektromégneses teret az 1. és a 3. ME-ek hatarozzak meg. Ez
pedig 6 egyenletet jelent a 6 db ismeretlen fiiggvényre (pld. a 6 térerGsség
komponensre E, . E, E, H, H, H, ).

Ezzel a ME-ek teljességét megmutattuk.



