
ELEKTRODINAMIKA
(4. El®adás)
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Az elektromágneses tér energiájaVizsgáljuk az elektromágneses teret homogén izotróp szigetel®kben. Ekkor
ǫ, µ, és σ állandók.1. ME rot

−→
H =

−→

j + ρ−→v + ∂
−→
D

∂t
,

−→
D = ǫ0ǫr

−→
E1'. ME rot

−→
H =

−→
j + ρ−→v + ǫ0ǫr

∂
−→
E

∂t
.3. ME rot

−→
E = −∂

−→

B

∂t
, −→

B = µ0µr

−→
H3'. ME rot

−→
E = −µ0µr

∂
−→
H

∂t
.Szorozzuk meg az 1'. ME-t (−−→
E )-vel;3'. ME-t (+−→

H)-val, majd az így kapott két egyenletet adjukössze. Megfelel® sorrend változtatás után kapjuk:
−
−→
Erot

−→
H = −

−→

E
−→
j −

−→
Eρ−→v −

−→
E ǫ0ǫr

∂
−→
E

∂t
,

+
−→
Hrot

−→
E = −

−→
Hµ0µr

∂
−→
H

∂t
,

ρ(−→v ,
−→
E ) =

−→
Erot

−→
H −

−→
Hrot

−→

E − (
−→

j ,
−→
E ) − ǫ0ǫr

−→
E ∂

−→
E

∂t
− µ0µr

−→
H ∂

−→
H

∂t
,2



ρ(−→v ,
−→
E ) = −(−

−→
E rot

−→
H +

−→
Hrot

−→
E) − (

−→

j ,
−→
E ) − ǫ0ǫr

−→
E ∂

−→
E

∂t
− µ0µr

−→
H ∂

−→

H

∂t
.Az egyenlet mindkét oldalát integrálva egy adott V térfogatra, kapjuk:

∫
V

ρ(−→v ,
−→
E ) = −

∫
V
(−

−→
Erot

−→
H +

−→
Hrot

−→
E )dV −

∫
V
(
−→

j ,
−→
E )dV −

−

∫
V

(ǫ0ǫr

−→
E

∂
−→
E

∂t
+ µ0µr

−→
H

∂
−→
H

∂t
)dV.A jobb oldalon szerepl® els® integrál integrandusza a vektoranalízisb®l ismertösszefüggés alapján a következ®képpen írható:

−→
Hrot

−→
E −

−→
Erot

−→
H = div(

−→
E ×

−→
H). *Az utolsó integrál inegrandusza pedig id® szerinti di�eren
iálhányadossá ala-kítható:

ǫ0ǫr

−→
E ∂

−→

E

∂t
+ µ0µr

−→
H ∂

−→
H

∂t
= 1

2

∂

∂t
(ǫ0ǫr

−→
E 2 + µ0µr

−→
H2). **Az * és ** behelyettesítése után egyenletünk a következ® alakot veszi fel:3



∫
V

ρ(−→v ,
−→
E)dV = −

∫
V

div(
−→
E ×

−→

H )dV −

∫
V

(
−→
j ,

−→
E)dV

−
1

2

∫
V

∂

∂t
(ǫ0ǫr

−→
E 2 + µµr

−→
H2)dV.Mivel a V térfogat rögzített, az utolsó integrálból az id® szerinti di�eren-
iálás jele az integrál elé emelhet®. A jobb oldal els® integrálját a Gauss-Osztrogradszkíj tétellel átalakítjuk a V tartomány F felületére vett integrállá.Ekkor:

∫
V

ρ(−→v ,
−→
E )dV = −

∫
F
(
−→
E ×

−→
H)d

−→
F −

∫
V
(
−→
j ,

−→
E )dV −

−
d

dt
[
1

2

∫
V

(ǫ0ǫr

−→
E 2 + µ0µr

−→
H2)dV ].Az itt szerepl® integráloknak konkrét �zikai jelentésük van. A bal oldal azt ateljesítményt jelenti, amelyet az elektromágneses tér végez, mid®n a konvektíváramot képvisel® ρ s¶r¶ség¶ töltésrendszert −→v sebességgel mozgatja. Ez a4



teljesítmény � mint azt a me
hanikából tudjuk � a töltésrendszer K kinetikusenergiájának id®egységre es® növekedésével egyenl®:
dK

dt
=

∫
V

ρ(−→v ,
−→
E )dV.A jobb oldal harmadik tagjának értelmezése miatt tételezzük fel, hogy a kivá-lasztott V tartományban vezet®k nin
sennek (−→j = 0), és a tartomány határána térer®sségek elt¶nnek. Ez a feltevés azt jelenti, hogy a vizsgált �zikai rend-szerünk zárt, mivel nin
s a környezetével elektromágneses köl
sönhatásban. Atett feltevések következtében a jobb oldalon 
sak az utolsó tag marad meg, azels® két integrál elt¶nik:

∫
V

ρ(−→v ,
−→
E )dV = −

d

dt

∫
V

1

2
(ǫ
−→
E 2 + µ

−→
H2)dV.Tovább írva a töltésrendszer kinetikai energiájának id®egységre es® növekedé-sével: 5



dK

dt
= −

d

dt

∫
V

1

2
(ǫ
−→
E 2 + µ

−→
H2)dV.Azt kaptuk, hogy zárt rendszer esetén sem érvényes a me
hanikai jelleg¶ ener-gia megmaradásának a tétele:

dK

dt
6= 0.A vizsgált zárt rendszerünk azonban nem
sak töltött testeket tartalmaz, ha-nem az általuk keltett elektromágneses teret is. Ha az energia megmaradásá-nak tételét minden zárt rendszerre érvényesnek akarjuk tekinteni, akkor fel kelltételezni, hogy az elektromágneses térnek is van energiája. Az elektromágne-ses térnek a következ® energiát kell tulajdonítanunk:

U =
1

2

∫
V

(ǫ
−→
E 2 + µ

−→
H2)dV.6



Így a zárt �zikai rendszer (töltött testek + elektromágneses tér) teljes energi-ájára érvényes a megmaradási tétel:
d

dt
(K + U) = 0,

K + U = konst.Az elektromágneses tér energiájának kifejezése az
u =

1

2
(ǫ0ǫr

−→
E 2 + µ0µr

−→
H2)folytonos függvénynek a V térfogatra vett integrálja. A térenergia tehát foly-tonosan oszlik el az egész tartományban. Az u folytonos függvényt az elekt-romágneses tér energias¶r¶ségének nevezzük. Az energias¶r¶ség képletéb®llátszik, hogy az u ott különbözik zérustól, ahol a térer®sségek is zérustól kü-lönböznek, tehát ahol elektromágneses tér van. Az anyagi egyenletek �gyelem-bevételével u a következ® alakban írható:7



u =
1

2
(
−→
E
−→
D +

−→
H

−→
B).Ezzel:

−
dU

dt
=

dK

dt
+

∫
F

(
−→
E ×

−→
H)d

−→
F +

∫
V

−→

j
−→
EdV. ∗ ∗∗A bal oldal jelentése:Az F felülettel bezárt elektromágneses tér energiájának id®egyégre es® 
sök-kenése. Ez három részb®l tev®dik össze:1. Az elektromágneses tér által mozgatott töltések kinetikai energiájának id®-egységre es® növekedése.3. Tapasztalatból tudjuk, hogy a vezet®ben folyó áram h®t termel. Ez az úgy-nevezett Joule h®. (Az integrandusz 
sak a vezet®kben különbözik zérustól.)8



Eszerint a V térfogatban id®egység alatt keletkezett h®:
Q =

∫
V

−→

j
−→
EdV.Alkalmazzuk az el®bbi képletet l hosszúságú, q keresztmetszet¶ vékony, ho-mogén drótszakaszra, amelyben I er®sség¶ áram folyik. Ebben az esetben

I = |~j|q, dV = qdl. A −→
j = σ

−→
E Ohm-törvény felhasználásával kapjuk:

Q =

∫
V

−→

j
−→
EdV =

∫
V

j2

σ
qdl = I2

∫
l

dl

σq
.Bevezetve az ohmikus ellenállás kifejezését:

R =

∫
l

dl

σq
.
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A vezet®ben id®egység alatt keletkezett Joule-h®re a kísérleti �zikából ismert
Q = I2Rképletet kapjuk. Ez a h® szintén az elektromágneses tér energiáját fogyasztja.2. A második tag az −→S = (

−→
E ×

−→

H ) kifejezés F -re vett felületi integrálja. Ezta tagot a V tartomány F határfelületén az id®egység alatt kiáramló energiá-val azonosítjuk. Az −→
S energiaáram s¶r¶ség vektort bevezet®jér®l, Poynting-vektornak nevezzük.Ezek után megfogalmazzuk a Maxwell-egyenletekb®l levezetett *** energiaegyenlet �zikai jelentését. Az F felülettel határolt tartomány elektromágnesesterének energiája három okból 
sökkenhet:1. Az er®tér mozgatja a töltött testeket, miközben munkát végez, és így azokkinetikai energiáját növeli (1. tag).2. A határfelületen energia áramlik ki (2. tag).10



3. A V térfogatban lev® vezet®kben az áram hatására h® keletkezik (3. tag).Az elektromágneses tér impulzusa. A Maxwell-féle feszültségi tenzor. Ponderomotoros er®k.De�niáljunk egy szimmetrikus másodrend¶ tenzort az alábbi módon. Legyen
P̂ = P̂ e + P̂ m, ahol

P̂ e :=
−→
E ⊕

−→
D −

1

2
ǫ0ǫr

−→
E 21̂,

P̂ m :=
−→
H ⊕

−→
B −

1

2
µ0µr

−→
H21̂.(Két vektor diadikus szorzatával, az � (−→a ⊕

−→
b )−→x := −→a (

−→
b ·−→x ) egyenl®séggel� értelmezünk egy tenzort; 1̂ az egységtenzor.)Az így de�niált tenzor neve Maxwell-féle feszültségi tenzor.Képezzük a P̂ tenzor divergen
iáját: 11



divP̂ e = div(
−→
E ⊕

−→
D) −

1

2
div(ǫ0ǫr

−→
E 21̂). ∗Felhasználjuk az ismert összefüggést:

div(
−→

E ⊕
−→
D) =

−→
E∇

−→
D + (

−→
D∇)

−→
E ,

div(ǫ
−→
E 21̂) =

−→
E 2∇ǫ + ǫ∇

−→
E 2,illetve

1

2
∇
−→
E 2 =

−→
E ×∇×

−→

E + (
−→

E∇)
−→
E .Ezen összefüggésekkel * -ra kapjuk:

divP̂ e =
−→
E∇

−→
D + (

−→
D∇)

−→
E − 1

2

−→
E 2∇ǫ − 1

2
ǫ∇

−→
E 2

=
−→
E∇

−→
D + (

−→
D∇)

−→
E − 1

2

−→
E 2∇ǫ − ǫ[

−→
E ×∇×

−→
E + (

−→
E∇)

−→
E ].Elvégezve az összevonást és �gyelembe véve a −→

D = ǫ
−→
E egyenletet:

divP̂ e =
−→
E∇

−→
D −

−→
D ×∇×

−→
E − 1

2

−→
E 2∇ǫ.12



Behelyettesítve a 2. ME (∇
−→
D = ρ) és 3. ME (∇×

−→
E = −

−→
B .)-t:

divP̂ e =
−→

E ρ +
−→
D ×

−→
B . − 1

2

−→
E 2∇ǫ.Ugyanezen eljárással kiszámíthatjuk, hogy

divP̂ m =
−→
H∇

−→
B −

−→
B ×∇×

−→
H −

1

2

−→
H2∇µ.Behelyettesítve az 1. ME (∇×

−→
H =

−→

j +
−→
D.) és 4. ME (∇−→

B = 0) -t, kapjuk:
divP̂ m = 0 +

−→
D. ×

−→
B +

−→
j ×

−→
B − 1

2

−→
H2∇µ.Végeredményben:

divP̂ = ρ
−→
E +

−→

j ×
−→
B + (

−→
D ×

−→
B). −

1

2
(
−→
E 2∇ǫ +

−→
H2∇µ).A nyert egyenlet értelmezéséhez megszorításokat kell tennünk:Tegyük fel, hogy a közeg homogén ( azaz ǫ = áll. és µ = áll.), továbbá, hogy13



a folyamatok sta
ionáriusak (azaz −→
j 6= 0 ), de minden mennyiség expli
itefüggetlen az id®t®l. El®bbi egyenletünk ekkor:

divP̂ = ρ
−→
E +

−→

j ×
−→
B .Az egyenlet jobb oldala a me
hanikai közegre ható er® (ez az a közeg, amelya töltéseket szállítja, �ponderábilis� közeg) s¶r¶sége. Ebb®l, ha a közeg inho-mogenitását megengedjük, a

divP̂ = ρ
−→
E +

−→
j × ~B −

1

2
(
−→
E 2∇ǫ +

−→
H2∇µ) =:

−→

fegyenlettel az következik, hogy az −→

f
′

= −1

2
(
−→
E 2∇ǫ+

−→
H2∇µ) tag is er®s¶r¶ség.Ez az er®hatás 
sak akkor különbözik nullától, ha ∇ǫ vagy ∇µ nem nulla; másszóval ez az er®s¶r¶ség az anyag inhomogén voltából ered. A me
hanikábóltudjuk, hogy •

−→p =
−→

f , ahol a −→p a me
hanikai impulzus-s¶r¶ség, −→f a közegreható er® s¶r¶sége. Ha bevezetjük a 14



−→g =
−→

D ×
−→
B = ǫµ

−→
E ×

−→
H = ǫµ

−→
Svektort (amely a Poynting-vektortól az ǫµ szozóban különbözik),kiinduló egyenletünk, � immár a kezdetben tett megszorításokat feloldva:

divP̂ =
−→

f +
•

−→g = (−→p + −→g )•.Vegyünk egy zárt térfogatot, integráljuk erre az egyenletet:
∫

V

divP̂ dV =

∫
V

(−→p + −→g )•dV =
d

dt
(

∫
V

−→p dV +

∫
V

−→g dV ).Az egyenlet B.O. -ra az általánosított Gauss-tételt alkalmazva:
∫

V

divP̂ dV =

∮
F

(P̂−→n )
−→
dF ,15



ahol −→n a felület normálvektora. Legyen a térrész zárt . Elektromágnesesszempontból ez azt jelenti, hogy a felületen a térmennyiségek zérus értéketvesznek fel, ám ekkor a felületen P̂ ≡ 0, azaz az egyenlet bal oldala is zérus.Így
d

dt
(

∫
V

−→p dV +

∫
V

−→g dV ) = 0.Ha megvizsgáljuk a −→
P =

∫
V

−→p dV összes me
hanikai impulzust, azt látjuk,hogy az zárt rendszer esetén sem állandó. Az impulzusmegmaradás az ener-gia (vagy a töltés) megmaradáshoz hsonló, széles érvényesség¶ természeti tör-vény, megmaradási elv. Erre való tekintettel a −→

G =
∫

V

−→g dV mennyiségetaz elektromágneses tér impulzusával azonosítjuk. A −→g = ǫµ
−→
S mennyiségaz elektromágneses tér impulzuss¶r¶sége. Az elektromágneses tér impulzusátde�niálva a d

dt
(
−→
P +

−→
G) = 0 egyenlet fejezi ki az impulzusmegmaradást.Kérdés: Minek a feszültségét írja le a P̂ tenzor?16



Minden olyan próbálkozás, amely az elektromágneses térnek valamilyen �hor-dozó közeget� feltételezett (ez volt az éter), és ennek feszültségét írta volnale a P̂ tenzor, kísérletileg ellen®rizhetetlen lett volna. Nem létezik más értel-mezési lehet®ség, mint hogy a P̂ tenzor magának az elektromágneses térnek afeszültségét írja le.Önmagában a P̂ feszültségi tenzor kísérletleg nem vizsgálható; következménye,� azaz az elektromágneses tér mpulzusának léte, � azonban már igen. Azutóbbiból ugyanis az következik, hogy a tükörr®l visszaver®d® fény (ami nemmás, mint az elektromágneses térben terjed® hullám) annak impulzust ad át,ami a tükörre er®t fejt ki. Ennek az er®nek a felületegységre számolt értéke afénynyomás, melyet kísrletileg el®ször Lebegyev mutatott ki.Továbbmenve, az
−→
L =

∫
V

−→r ×−→g dV17



összefüggéssel értelmezhetjük az elektromágneses tér impulzusmomentumát.Kísérletileg igazolást nyert, hogy az elektromágneses tér impulzusmomentum-mal is rendelkezik.
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