ELEKTRODINAMIKA

(4. Elsadas)




Az elektromégneses tér energidja

Vizsgéaljuk az elektromégneses teret homogén izotrop szigetelGkben.

€, 1, és o allandok.
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Szorozzuk meg az 1’. ME-t (—E) )-vel;

Ekkor

3. ME-t (+ﬁ)—val, majd az igy kapott két egyenletet adjuk

ossze. Megfelel6 sorrend valtoztatas utan kapjuk:
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Az egyenlet mindkét oldalat integralva egy adott V' térfogatra, kapjuk:
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A jobb oldalon szerepld elsd integral integrandusza a vektoranalizisbdl ismert
Osszefiiggés alapjan a kdvetkezéképpen irhato:

— — — — = —

HrotE — ErotH = div(E x H). *

Az utols6 integral inegrandusza pedig id6 szerinti differencidlhanyadossa ala-

kithato:
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eoerEaa—f + ,uo,u,,H‘r)a—iI = %%(EQETE2 + popr H?). o

Az * és ** behelyettesitése utan egyenletiink a kovetkezs alakot veszi fel:
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Mivel a V' térfogat rogzitett, az utolsd integralbol az id6 szerinti differen-
cialas jele az integral elé emelhets. A jobb oldal els6 integraljat a Gauss-
Osztrogradszkij tétellel atalakitjuk a V' tartomany F feliiletére vett integralla.
Ekkor:

—

Jo (T BV = — [ (B x BT — [,(7.B)dv—
d[lf( B2+ oy HY)dV)
dt'o €o€r Hofhr .

Az itt szerepld integraloknak konkrét fizikai jelentésiik van. A bal oldal azt a
teljesitményt jelenti, amelyet az elektromagneses tér végez, midén a konvektiv
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aramot képvisel§ p siirtiségi toltésrendszert v sebességgel mozgatja. Ez a



teljesitmény — mint azt a mechanikabol tudjuk — a toltésrendszer K kinetikus

energiajanak idGegységre es6 novekedésével egyenls:

% -/ p(T, E)dV.
A jobb oldal harmadik tagjanak értelmezése miatt tételezziik fel, hogy a kiva-
lasztott V' tartomanyban vezet&k nincsennek (7 = 0), és a tartomany hataran
a térerdsségek eltiinnek. Ez a feltevés azt jelenti, hogy a vizsgalt fizikai rend-
szeriink zart, mivel nincs a kornyezetével elektromagneses kélecsonhatasban. A
tett feltevések kovetkeztében a jobb oldalon csak az utolso tag marad meg, az

els6 két integral elttinik:

d 1
/ p(v, E)dv =—— —(EE’>2 + ,uﬁz)dv.
v dt Jy 2
Tovabb irva a toltésrendszer kinetikai energidjanak idGegységre esé névekedé-

sével:
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Azt kaptuk, hogy zart rendszer esetén sem érvényes a mechanikai jellegii ener-

gia megmaradasanak a tétele:

dK
a7’

A vizsgalt zart rendszeriink azonban nemcsak toltott testeket tartalmaz, ha-
nem az altaluk keltett elektroméagneses teret is. Ha az energia megmaradasa-
nak tételét minden zart rendszerre érvényesnek akarjuk tekinteni, akkor fel kell

tételezni, hogy az elektromégneses térnek is van energidja. Az elektromagne-

ses térnek a kovetkezd energiat kell tulajdonitanunk:

1
U=3 / (eE2 + pnH?)dV.
1%



Igy a zart fizikai rendszer (t6ltott testek + elektroméagneses tér) teljes energi-

ajara érvényes a megmaradasi tétel:

d
—(K =
K + U = konst.

Az elektromagneses tér energiajanak kifejezése az

u = %(eoerﬁz + piopn H?)
folytonos fiiggvénynek a V' térfogatra vett integralja. A térenergia tehat foly-
tonosan oszlik el az egész tartomanyban. Az wu folytonos fiiggvényt az elekt-
romagneses tér energiasiirtiségének nevezziik. Az energiasiirtiség képletébdl
latszik, hogy az u ott kiilonbozik zérustol, ahol a térerdsségek is zérustol kii-
16nboznek, tehat ahol elektromagneses tér van. Az anyagi egyenletek figyelem-

bevételével u a kovetkez§ alakban irhato:



Ezzel:

AU _dK
dt  dt »

A bal oldal jelentése:

Az I feliilettel bezart elektromagneses tér energiajanak idGegyégre esé csok-

kenése. Ez harom részbdl tevidik Ossze:

1. Az elektromégneses tér altal mozgatott toltések kinetikai energiajanak idG-

egységre esG novekedése.

3. Tapasztalatbol tudjuk, hogy a vezet&ben folyd dram hét termel. Ez az ugy-

nevezett Joule h6. (Az integrandusz csak a vezetékben kiilonbozik zérustol.)



Eszerint a V' térfogatban idGegység alatt keletkezett hé:
——
Q= / 7 EdV.
v

Alkalmazzuk az elbbi képletet [ hossztusagt, g keresztmetszetii vékony, ho-
mogén drotszakaszra, amelyben [ erdsségti aram folyik. Ebben az esetben

I= |;|q, dV =qdl. A 7 —oE Ohm-torvény felhasznalasaval kapjuk:

i
Q= /gEdV /—qdz_ﬂ

Bevezetve az ohmikus ellenéllas kifejezését:

dl

R = .
104



A vezetGben idGegység alatt keletkezett Joule-hGre a kisérleti fizikdbol ismert

Q=1I’R

képletet kapjuk. Ez a hé szintén az elektromagneses tér energiajat fogyasztja.

—
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2. A masodik tag az S = (E x H) kifejezés F-re vett feliileti integralja. Ezt

a tagot a V tartomény F' hatarfeliiletén az idGegység alatt kiaramlo energia-
ﬁ

val azonositjuk. Az S energiadram stiriiség vektort bevezet§jérsl, Poynting-

vektornak nevezziik.

Ezek utan megfogalmazzuk a Maxwell-egyenletekbdl levezetett ***

energia
egyenlet fizikai jelentését. Az F feliilettel hatarolt tartoméany elektromagneses

terének energidja harom okbol csokkenhet:

1. Az er6tér mozgatja a toltott testeket, mikozben munkat végez, és igy azok

kinetikai energidjat noveli (1. tag).

2. A hatarfeliileten energia aramlik ki (2. tag).



3. A V térfogatban levé vezetSkben az dram hatasara hé keletkezik (3. tag).

Az elektromagneses tér impulzusa. A Maxwell-féle fesziiltségi tenzor. Ponderom

Definidljunk egy szimmetrikus méasodrendd tenzort az alabbi médon. Legyen

P= 156 + Iﬁm, ahol

~ - — 1 —9a

P, .= E@D—§€0€TE 1,
~ — = 1 22
P, =H&B - §,u0,u,,H 1.

(Két vektor diadikus szorzatéaval, az (E)GB?)E) = 7(?5}) egyenlGséggel

— értelmeziink egy tenzort; 1 az egységtenzor.)

Az igy definialt tenzor neve Maxwell-féle fesziiltségi tenzor.

Képezziik a P tenzor divergencidjat:



A 1 o
divP, = div(ﬁ ® B) - idiv(eoerﬁzl). *

Felhasznéljuk az ismert Gsszefiiggést:

= —_ — - =
div(E ® D)= EVD + (DV)E,

—o A — —
div(e E?1) = E*Ve + eV E?,
illetve
N — — — =
sVE*=E xVx E+ (EV)E.
Ezen Osszefiiggésekkel * -ra kapjuk:

~ —  — — — — —
divP, = EVD + (DV)E — ; E*’Ve — 3¢V E?

- — - = — — — - =

= EVD+ (DV)E — %EZVE —¢[E xV x E+ (EV)E].

Elvégezve az Gsszevonast és figyelembe véve a D=¢E egyenletet:

~ - = = — —
divP,= END — D xV x E — %E2Ve.
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Behelyettesitve a 2. ME (VB =p) és 3. ME (V x E = —B")-t:
~ — - = —
divP, = Ep+ D x B — LE*Ve.

Ugyanezen eljarassal kiszamithatjuk, hogy

N —_ = = — 1—
divP,, = HVB — B x V x H — §H2w.

- = = —

Behelyettesitve az 1. ME (VX H = j +D-) és 4. ME (VB = 0) -t, kapjuk:
~ — - = = —

divP,, =0+ D x B+ j x B — H>Vp.

1
2

Végeredményben:

oA e " - — 1 = 2
divP=pE + j x B+ (D x B)'—E(E Ve+ H*Vp).
A nyert egyenlet értelmezéséhez megszoritasokat kell tenniink:

Tegyiik fel, hogy a kdzeg homogén ( azaz € = dll. és p = all.), tovabba, hogy



H
a folyamatok stacionariusak (azaz j # 0 ), de minden mennyiség explicite

fliggetlen az id6t6l. Elgbbi egyenletiink ekkor:
oA - — —
divP =pE + 3 X B.
Az egyenlet jobb oldala a mechanikai kozegre hato eré (ez az a kozeg, amely

a toltéseket szallitja, ,ponderabilis” kozeg) stirtisége. Ebbdl, ha a kézeg inho-

mogenitasat megengedjiik, a

oA - = - 1 9 —, —
divP = pFE + j ><B—§(E Ve+ H*Vu)=: f
.. . ﬁ/ 1 — - .
egyenlettel az kovetkezik, hogy az f = —1(E*Ve+H?*Vy) tag is erGstiriiség.

Ez az er6hatas csak akkor kiilonbozik nullatol, ha Ve vagy Vo nem nulla; méas

szoval ez az erGsiirtiség az anyag inhomogén voltabol ered. A mechanikabol
° SN —

tudjuk, hogy P = f, ahol a P a mechanikai impulzus-stirtség, f a kozegre

hato eré stirtisége. Ha bevezetjiik a



N — = - = —
g=DxB=cuE xH=¢uS

vektort (amely a Poynting-vektortol az eu szozoban kiilonbozik),

kiindulé egyenletiink, — immér a kezdetben tett megszoritasokat feloldva:

A =
divP=f +9g=(P+79)".
Vegyilink egy zart térfogatot, integraljuk erre az egyenletet:

/dz’deV:/(?+§))'dV d(/ pdv+/?dV).
v v dt v

Az egyenlet B.O. -ra az altalanositott Gauss-tételt alkalmazva:

A A —
/ divPdV = %(Pn)dF,
1% F



ahol 1 a felillet normalvektora. Legyen a térrész zart . Elektromégneses
szempontbodl ez azt jelenti, hogy a feliileten a térmennyiségek zérus értéket

vesznek fel, &m ekkor a feliileten P = 0, azaz az egyenlet bal oldala is zérus.

Igy

d
—( ?deL/ gav) =0.
Ha megvizsgaljuk a P = fv p dV Osszes mechanikai impulzust, azt latjuk,

hogy az zart rendszer esetén sem alland6. Az impulzusmegmaradés az ener-

gia (vagy a toltés) megmaradashoz hsonlo, széles érvényességii termeészeti tor-

H
vény, megmaradéasi elv. FErre valo tekintettel a G = fv ‘g dV mennyiséget

—
2 . . 2 syt — -,
az elektromagneses tér impulzusaval azonositjuk. A g = euS mennyiség

az elektromégneses tér impulzussirtsége. Az elektromagneses tér impulzusat

definidlva a %(1_3) + (_ﬁ) = 0 egyenlet fejezi ki az impulzusmegmaradast.

Kérdés: Minek a fesziiltségét irja le a P tenzor?



Minden olyan probalkozas, amely az elektroméagneses térnek valamilyen ,hor-
doz6 kozeget” feltételezett (ez volt az éter), és ennek fesziiltségét irta volna
lea P tenzor, kisérletileg ellenérizhetetlen lett volna. Nem létezik mas értel-
mezési lehetGség, mint hogy a P tenzor maganak az elektromagneses térnek a

fesziiltségét irja le.

Onmagaban a P fesziiltségi tenzor kisérletleg nem vizsgalhato; kvetkezménye,
— azaz az elektromagneses tér mpulzusanak léte, — azonban mar igen. Az
utobbibol ugyanis az kovetkezik, hogy a tiikorrdl visszaverdds fény (ami nem
maés, mint az elektromagneses térben terjed6 hullam) annak impulzust ad at,
ami a tiikorre er6t fejt ki. Ennek az erének a feliiletegységre szamolt értéke a

fénynyomas, melyet kisrletileg el6szor Lebegyev mutatott ki.

Tovabbmenve, az



Osszefiiggéssel értelmezhetjiik az elektroméagneses tér impulzusmomentumat.
Kisérletileg igazolast nyert, hogy az elektromégneses tér impulzusmomentum-

mal is rendelkezik.



