
ELEKTRODINAMIKA
(5. El®adás)

1



Az elektromágneses poten
iálok homogén és izotróp szigetel®kben és vezet®kben. Lorentz és Coulomb mértékA Maxwell-egyenletek 
satolt els®rend¶ di�eren
iálegyenletek. Egyszerre old-hatók meg. Ez bizonyos matematikai nehézséget jelent. A 
satolás megszün-tetése miatt új mennyiségeket vezetünk be, amelyeknek (közvetve vagy köz-vetlenül) �zikai jelentést tulajdonítunk.Induljunk ki a 4. ME-b®l:
div

−→
B = 0,a −→

B vektortér tehát forrásmentes. Ennek következménye, hogy létezik olyan
−→
A(−→r , t) vektortér, amelyb®l a −→

B = rot
−→
A összefüggéssel a −→

B vektortér ki-számítható. (Illetve a 2. ME-b®l −→H = 1

µ
rot

−→
A.) Az −→

A neve vektorpoten
iál.Az is látható, hogy a vektorpoten
iál nem egyértelm¶en adott. Valóban, az
−→
A

′ =
−→
A + gradχ új vektorpoten
iállal kapható:2



−→
B

′ = rot
−→
A

′ = rot
−→
A + rot gradχ = rot

−→
A =

−→
B ,ugyanazt a teret adja, mint az −→

A. A χ a hely és id® tetsz®leges (di�eren
iál-ható) függvénye lehet. Az −→A vektorpoten
iál egy mértéktranszformá
ió erejéigmeghatározott. Helyettesítsük eredményünket a 3. ME-be:
rot

−→
E = −(rot

−→
A)•,(a Young-tételt alkalmazva és az egyenletet rendeze, kapjuk:)

rot(
−→
E +

•

−→
A) = 0.Az −→

E +
•

−→
A vektortér tehát örvénymentes, amib®l következik, hogy ∃ olyan

φ(−→r , t) skalárfüggvény, amelyre teljesül, hogy3



−→
E +

•

−→
A = −grad φ,azaz

−→
E = −

•

−→
A − grad φ.A φ függvény neve skalárpoten
iál. A 1. AE segítségével a −→

D vektor is el®ál-lítható:
−→
D = ǫ0ǫr

−→
E = −ǫ0ǫrgrad φ− ǫ0ǫr

•

−→
A.A φ skalárpoten
iál � akár az −→

A vektorpoten
iál, egy mértéktranszformá
ióerejéig határozatlan. Az el®bb bevezetett χ függvénnyel el®állított φ′ = φ−
•

χúj skalárpoten
iál ugyanazt az −→
E -t szolgáltatja, mint φ:4



−→
E

′ = −grad φ′
−

•

−→
A

′ = −grad(φ −
•

χ) − (
−→

A + gradχ)• =

= −grad φ + grad
•

χ −

•

−→
A − grad

•

χ = −grad φ −

•

−→
A =

−→
E .Az eddig alkalmazott vektoranalízis tételek az −→

A és φ elektromágneses po-ten
iálok létezését állítják. Szükségünk van ezek megkonstruálására is. Mostmár ismerjük az −→
E ,

−→
D,

−→
H ,

−→
B vektorok elektromágneses poten
iálokkal kifeje-zett alakját. Keressük az −→
A - ra és φ - re a meghatározó egyenleteket. Ehhezhelyettesítsük be −→

E és −→B poten
iálokkal kifejezett alakját az 1. ME-be. Té-telezzük fel, hogy az anyagi közeg homogén, vagyis ǫ = áll. és µ = áll.. Így:
rot(

1

µ0µr

rot
−→

A ) = (−ǫ0ǫrgradφ− ǫ0ǫr

•

−→
A)• +

−→
J .Felhasználva a közeg homogén voltát, az anyagi állandók kiemelhet®k a di�e-ren
iáloperátorok elé, így : 5



rot rot
−→
A = −ǫ0ǫrµ0µrgrad

•

φ − ǫ0ǫrµ0µr

••

−→
A + µ0µr

−→
J .A B.O. átírható (rot rot

−→
A = grad div

−→
A −△

−→
A) az alábbi alakban, mely ren-dezése után adódik:

graddiv
−→
A −△

−→
A = −ǫ0ǫrµ0µrgrad

•

φ − ǫ0ǫrµ0µr

••

−→
A + µ0µr

−→
J ,

grad(div
−→
A + ǫµ

•

φ) = △
−→
A − ǫµ

••

−→
A + µ

−→
J .Tételezzük fel, hogy:

div
−→
A + ǫµ

•

φ = 0,és ezzel az −→
A- ra vonatkozó egyenletünk:6



△
−→
A − ǫµ

••

−→
A = −µ

−→

J .Minthogy a problémák jelent®s részében −→
J a hely és id® adott függvénye,nyert egyenletünk −→

A-ra inhomogén hullámegyenlet (d'Alembert-egyenlet). A
div

−→
A + ǫµ

•

φ = 0 feltételt Lorentz-feltételnek nevezzük.Hátra van még a φ megkeresése.A 2. ME-be helyettesítve a −→
D = −ǫ0ǫrgrad φ− ǫ0ǫr

•

−→
A kifejezését:

div(−ǫ0ǫrgrad φ− ǫ0ǫr

•

−→
A) = ρegyenletet nyerjük, melyb®l az anyagi állandók helyt®l való függetlenségét fel-használva, és a Lorentz-feltételb®l •

−→
A-ot kifejezve, φ-re kapjuk:
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−ǫ0ǫrdiv grad φ − ǫ0ǫrdiv

•

−→
A = ρ,

div grad φ + div

•

−→
A = −

ρ

ǫ0ǫr

,

△φ − ǫ0ǫrµ0µr

••

φ = −
ρ

ǫ0ǫr

.Ez pedig akár az −→
A-ra nyert egyenlet, d'Alembert-egyenlet.Célunkat elértük: A Maxwell-egyenleteket szét
satoltuk. A poten
iálokra ka-pott egyenletek már nem 
satoltak, de másodrend¶ek.Mit jelent a Lorentz-feltétel?Két dolgot kell vizsgálnunk:1. Ha az −→

A és φ függvények nem elégítik ki a Lorentz-feltételt, található - e8



olyan χ , amellyel a mértéktranszformá
ió olyan −→

A′-t, és φ′ -t állít el®, amelyekkielégítik a Lorentz-feltételt.Ha az −→
A

′ =
−→
A + grad χ, illetve φ′ = φ −

•

χ poten
iálokkal ki akarjuk elégítenia Lorentz-feltételt:
div(

−→
A + grad χ) + ǫµ(φ −

•

χ)• = 0,akkor
div

−→

A + △χ + ǫµ
•

φ − ǫµ
••

χ = 0,azaz
△χ − ǫµ

••

χ = −(div
−→
A + ǫµ

•

φ).Ez χ-re d'Alembert-egyenlet, melyet megoldva, az így kapott χ-vel transzfor-mált −→A ′ és φ′ már kielégítik a Lorentz-feltételt. Látható, hogy ha már −→A és
φ is kielégíti a Lorentz-feltételt ⇒, hogy χ homogén hullámegyenletnek teszeleget. 9



2. Mi a Lorentz-feltétel �zikai jelentése? A ��zikai jelentés � fogalmát le lehetsz¶kíteni. Azon objektumoknak van �zikai jelentése, amelyek mérhet®k. Ígytekintve a dolgot az elektromágneses poten
iáloknak nin
s közvetlen �zikaijelentése.Összefoglalva:
−→
B = rot

−→
A,

−→
E = −

•

−→
A − grad φ,

−→
H = 1

µ0µr

rot
−→
A,

−→

D = −ǫ0ǫrgrad φ − ǫ0ǫr

•

−→
A,amikor

△
−→
A − ǫ0ǫrµ0µr

••

−→
A = −µ0µr

−→
J ,

△φ − ǫ0ǫrµ0µr

••

φ = −
ρ

ǫ0ǫr

.További egyszer¶sítés lehetséges:Induljunk ki egy olyan −→
A és φ vektor, illetve skalárpoten
iálból, amelyek ki-elégítik a Lorentz-feltételt. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az elektromágneses10



poten
iálok Lorentz-mértékben vannak felírva. Hajtsunk végre egy mérték-transzformá
iót úgy, hogy
φ′ = φ −

•

χ ≡ 0legyen. Ebb®l •

χ = φ és χ =
∫

φdt . Ezzel kiszámíthatjuk a transzformáltvektorpoten
iált:
−→
A

′ =
−→
A + grad χ,

−→
A

′ =
−→
A + grad

∫

φdt.Azt állítjuk, hogy a nyert poten
iálok kielégítik a Lorentz-feltételt. Ehhezaz szükséges, hogy χ kielégítse a homogén hullámegyenletet. Alkalmazzuk a
△-operátort χ-re:

△χ = △

∫

φdt =

∫

△φdt =

∫

ǫ0ǫrµ0µr

••

φdt −

∫

1

ǫ0ǫr

ρdt =

11



= ǫ0ǫrµ0µr

•

φ −
1

ǫ0ǫr

∫

ρdt = ǫ0ǫrµ0µr

••

χ −
1

ǫ0ǫr

∫

ρdt.(Itt felhasználtuk, hogy φ a d'Alembert-egyenletnek tesz eleget, és az id® sze-rinti integrálás és a hely szerinti par
iális deriválás fel
serélhet®ek.) Látható,hogy ρ = 0 esetén χ rendelkezik ezzel a tulajdonsággal. Ekkor pedig a tér-mennyiségek:
−→
E = −

•

−→
A′,

−→
B = rot

−→
A

′,
−→
D = −ǫ0ǫr

•

−→
A′,

−→

H = 1

µ0µr

rot
−→
A

′.Továbbá az −→
A ′ vektorpoten
iál a

div

•

−→
A

′ = 0feltételt elégíti ki, és a 12



△
−→
A

′
− ǫ0ǫrµ0µr

••

−→
A

′ = −µ0µr

−→

Jegyenletb®l nyerhet®. Az így meghatározott vektorpoten
iált Coulomb-mértékbenírtuk fel. Hangsúlyozzuk, hogy ez 
sak ρ ≡ 0 esetén lehetséges!Vizsgáljuk az elektromágneses poten
iálokat homogén izotróp vezet®k belsejé-ben. A 3. AE miatt a Maxwell-egyenletekre kapjuk:1. rot
−→
H =

•

−→
D + σ

−→
E , 3. rot

−→
E = −

•

−→
B ,2. div

−→
D = 0, 4. div

−→
B = 0.Felhasználtuk, hogy a töltésrelaxá
ió miatt ρ = 0 írható. A 4. ME-b®l követ-kezik, hogy ∃

−→
A0 vektorpoten
iál, melyre

−→
B = rot

−→
A0.S, hogy ez a vektorpoten
iál a (tetsz®legesen választható) χ0 skalárfüggvény13



gradiensét hozzáadva ugyanazt a −→B -t szolgáltatja. (Egy mértéktranszformá
ióerejéig meghatározott.) A 3. ME-be helyettesítve:
rot(

−→
E +

•

−→
A0) = 0egyenletet kapjuk, melyb®l egy olyan φ0 skalárfüggvény létezése következik,amelyre, −→E +

•

−→
A0 = −grad φ0, azaz

−→
E = −grad φ0 −

•

−→
A0.Az is belátható, hogy ha (φ0 −

•

χ
0
)-t választjuk, ugyanazt az −→

E -t kapjuk. Apoten
iálok meghatározásához helyettesítsük be eredményünket az els® egyen-letbe:
rot

1

µ0µr

rot
−→
A0 = −ǫ0ǫrgrad

•

φ
0
− ǫ0ǫr

••

−→
A0 − σgrad φ0 − σ

•

−→
A0.14



Rendezés után (az anyag homogenitását felhasználva):
grad(div

−→
A0 + ǫ0ǫrµ0µr

•

φ
0
+ σµ0µrφ0) = △

−→
A0 − ǫ0ǫrµ0µr

••

−→
A0 − µ0µrσ

•

−→
A0.A mértéktranszformá
iót megválaszthatjuk úgy, hogy a

div
−→
A0 + ǫ0ǫrµ0µr

•

φ
0
+ σµ0µrφ0 = 0általánosított Lorentz-feltétel teljesüljön. Ez esetben −→

A0- ra az
△
−→
A0 − ǫ0ǫrµ0µr

••

−→
A0 − σµ0µr

•

−→
A0 = 0általánosított hullámegyenletet kapjuk, melyet telegráf-egyenletnek nevezünk.A −→

D vektort a 2. ME-be helyettesítve, és az általánosított Lorentz-feltételtfelhasználva: 15



div(−ǫ0ǫrgrad φ0 − ǫ0ǫr

•

−→
A0) = 0,

−△ φ0 − div

•

−→
A0 = 0,

△φ0 − ǫ0ǫrµ0µr

••

φ
0
− σµ0µr

•

φ
0

= 0adódik, amely formailag azonos az −→
A0-ra nyert egyenlettel. Egyszer¶ behe-lyettesítéssel belátható, hogy ha −→

A0 és φ0 Lorentz-mértékben vannak felírva,az −→
A

′

0
=

−→
A0 + grad χ0 és φ′

0
= φ0 −

•

χ
0

poten
iálok akkor és 
sakis akkorlesznek Lorentz-mértékben transzformálva, ha χ0 a
△χ0 − ǫ0ǫrµ0µr

••

χ
0
− σµ0µr

•

χ
0

= 0telegráf egyenletnek tesz eleget. 16



Az elektrodinamika felosztása a Maxwell-egyenletek alapján1. Tételezzük fel, hogy az összes mennyiség független az id®t®l, és áramoknem folynak ( −→J = 0 ), •

−→
D = 0 és •

−→
B = 0. A Maxwell-egyenletek ekkor:

rot
−→
H = 0, rot

−→
E = 0,

div
−→

D = ρ, div
−→
B = 0.Ebben az esetben sztatikus térr®l (röviden sztatikáról) beszélünk. Az egyen-letek szeparáltak. Az elektromos és mágneses tér komponenseire függetlenegyenletek írhatók fel. Lehet®vé válik, hogy az elektromos és mágneses teretkülön tanulmányozhassuk.2. Engedjük meg, hogy áramok folyjanak a térben, de sem a −→

J árams¶r¶ség,sem pedig a térmennyiségek nem függhetnek expli
ite az id®t®l ( . ≡ 0). Efeltevéssel a
rot

−→
H =

−→

J , rot
−→
E = 0,

div
−→
D = ρ, div

−→
B = 0,17



alakú egyenleteket nyerjük. Ez a sta
ionárius eset. Látható, hogy az elekt-romos és mágneses mennyiségek továbbra is szeparáltak. Szigetel® anyagbana szeparálás teljes; vezet® közegben a −→

J = σ
−→

E anyagi egyenlet �
satolja� azelektromos és mágneses térmennyiségeket.
3. Függjenek a mennyiségek az id®t®l, de legyen ∣

∣

∣

∣

∣

•

−→
D

∣

∣

∣

∣

∣

<<
∣

∣

∣

−→

J

∣

∣

∣
. Ezt a feltételtúgy értelmezzük, hogy a mennyiségek id®ben lassan változnak. A Maxwell-egyenletek formája:

rot
−→
H =

−→
J , rot

−→
E = −

•

−→
B ,

div
−→
D = ρ , div

−→
B = 0.Ez a kvázista
ionárius eset. Megjelenik a −→

B (rot−→E = −

•

−→
B ), az egyenletek
satolttá válnak. 18



4. Az eredetileg felírt Maxwell-egyenletek érvényesek.
rot

−→
H =

−→

J +

•

−→
D, rot

−→
E = −

•

−→
B ,

div
−→
D = ρ, div

−→
B = 0.Az egyes részesetek vizsgálatánál voltaképp egy-egy részelméletet építünk fel.Ezek mintegy b®vül® körökben tartalmazzák egymást. Az általánosabb el-méletb®l a spe
iális részesetként nyerhet®, habár az �átmenet� olykor nemegyszer¶.
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