ELEKTRODINAMIKA

(5. Elsadas)




Ay elektromégneses potencidlok homogén és izotrop szigetelGkben és vezetékben

A Maxwell-egyenletek csatolt elsérendii differencialegyenletek. Egyszerre old-
hatok meg. Ez bizonyos matematikai nehézséget jelent. A csatolas megsziin-
tetése miatt 1) mennyiségeket vezetiink be, amelyeknek (kozvetve vagy koz-

vetleniil) fizikai jelentést tulajdonitunk.

Induljunk ki a 4. ME-bdl:

divB =0,
a B vektortér tehat forrasmentes. Ennek kovetkezménye, hogy létezik olyan
Z(?,t) vektortér, amelybdl a B = rotA Osszefiiggéssel a B vektortér ki-
szamithato. (Illetve a 2. ME-bél H= %rotz.) Az A neve vektorpotencial.
Az is lathato, hogy a vektorpotencial nem egyértelmten adott. Valoban, az

— — . .
A’ = A + grady uj vektorpotenciallal kaphato:



—

;o —)/_ — . H_—)
B =rotA"=rotA +rotgrady =rotA = B,

H
ugyanazt a teret adja, mint az A. A x a hely és id6 tetszdleges (differencial-

ﬁ
hato) fiiggvénye lehet. Az A vektorpotencial egy mértéktranszformacio erejéig

meghatarozott. Helyettesitsiik eredményiinket a 3. ME-be:

— —
rotEE = —(rotA)°®,

(a Young-tételt alkalmazva és az egyenletet rendeze, kapjuk:)

- S
rot(E+ A) = 0.

Az E + A vektortér tehét orvénymentes, amibdl kovetkezik, hogy 3 olyan
o(7,t) skalarfiiggvény, amelyre teljesiil, hogy
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= —gTCLd ¢7
azaZz

— —
E=—A —grado.

A ¢ fiiggvény neve skalarpotencidl. A 1. AE segitségével a D vektor is el64l-
lithato:

— — —
D = cye, E = —€pegrad ¢ — €pe, A

%
A ¢ skalarpotencidl — akir az A vektorpotencial, egy mértéktranszformécio
erejéig hatarozatlan. Az el6bb bevezetett y fiiggvénnyel elGallitott ¢’ = ¢ — ).(

_)
uj skalarpotencial ugyanazt az E -t szolgaltatja, mint ¢:



— — . —
E' = —grad¢’ — A" = —grad(¢ — x) — (A + grady)® =
= —gradgb—l—gmd).( _A- gmd).g = —grad ¢ — A-E.

Az eddig alkalmazott vektoranalizis tételek az A 6s ¢ elektromagneses po-
tencidlok létezését allitjak. Sziikségiink van ezek megkonstrualasara is. Most
méar ismerjiik az E,B,ﬁ,ﬁ vektorok elektromégneses potencidlokkal kifeje-
zett alakjat. Keressiik az A - raés ¢ - re a meghatarozo6 egyenleteket. Ehhez
helyettesitsiik be E és § potencialokkal kifejezett alakjat az 1. ME-be. Té-

telezziik fel, hogy az anyagi kdzeg homogén, vagyis € = all. és p = all.. Igy:

— — —
rot( rot A) = (—€pe.gradp — epe, A)® + J .

o o

Felhasznalva a kozeg homogén voltat, az anyagi allandok kiemelheték a diffe-

rencidloperatorok elé, igy :



— . — —
rotrot A = —ege,poprgrad ¢ — eoerpoptr A + poptr J -

— — —
A B.O. atirhato (rotrot A = graddivA — A A) az alabbi alakban, mely ren-

dezése utan adodik:

— — ° — —
graddivA — A A = —ege fiopirgrad ¢ — eoerfiopir A + pofir J
— ° — it —
grad(divA + epd) = NA —enA + pud.
Tételezziik fel, hogy:

N .
divA + eup =0,

H
és ezzel az A- ra vonatkozo6 egyenletiink:
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H
NA—enA=—ud.
Minthogy a problémék jelentGs részében J a hely és id6 adott fiiggvénye,
nyert egyenletiink A -ra inhomogén hulldmegyenlet (d’Alembert-egyenlet). A
divA + e = 0 feltételt Lorentz-feltételnek nevezziik.

Hatra van még a ¢ megkeresése.

A 2. ME-be helyettesitve a D= —€p€rgrad ¢ — eoerz kifejezését:

-
div(—epergrad ¢ — ege, A) = p

egyenletet nyerjiik, melybdl az anyagi allandok helytdl valo fiiggetlenségét fel-

hasznalva, és a Lorentz-feltételbsl Aot kifejezve, ¢-re kapjuk:



—€o€,div grad ¢ — eoerdivz =p,

, = p
div grad ¢ + divA = — ,

p
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Ez pedig akar az X—ra nyert egyenlet, d’Alembert-egyenlet.

Célunkat elértiik: A Maxwell-egyenleteket szétcsatoltuk. A potencidlokra ka-

pott egyenletek mar nem csatoltak, de méasodrendiiek.

Mit jelent a Lorentz-feltétel?

Két dolgot kell vizsgalnunk:

H
1. Ha az A és ¢ fiiggvények nem elégitik ki a Lorentz-feltételt, taldlhato - e



ﬁ
olyan y , amellyel a mértéktranszformacio olyan A’-t, és ¢’ -t allit els, amelyek
kielégitik a Lorentz-feltételt.

- L]
Haaz A' = A + grad y, illetve ¢’ = ¢ — x potencialokkal ki akarjuk elégiteni

a Lorentz-feltételt:
. — [
div(A + grad x) + eu(dp — x)* =0,

akkor
div A + Ax + eud — epy =0,

azaz

oo — °
Ax —epy = —(divA + eud).

Ez x-re d’Alembert-egyenlet, melyet megoldva, az igy kapott y-vel transzfor-
malt A’ és ¢’ mar kielégitik a Lorentz-feltételt. Lathato, hogy ha mar A és
¢ is kielégiti a Lorentz-feltételt =, hogy x homogén hullimegyenletnek tesz
eleget.



2. Mi a Lorentz-feltétel fizikai jelentése? A | fizikai jelentés ,, fogalmat le lehet

sziikiteni. Azon objektumoknak van fizikai jelentése, amelyek mérheték. Igy
tekintve a dolgot az elektroméagneses potencidloknak nincs kozvetlen fizikai

jelentése.

Osszefoglalva:

g — — ;

B =rotA, E=—A—grado,

I 1 = = N
H=_-rotA, D =—cpegradd—cop A,
amikor

— — —
NA — eoerpiopr A = —piopty J |
(1] p

A — eoerpiopls @ = — e

Tovabbi egyszertisités lehetséges:

Induljunk ki egy olyan A és ¢ vektor, illetve skalarpotencialbol, amelyek ki-

elégitik a Lorentz-feltételt. Ilyenkor azt mondjuk, hogy az elektromagneses



potencidlok Lorentz-mértékben vannak felirva. Hajtsunk végre egy mérték-

transzforméaciot ugy, hogy
¢ =¢—x=0
legyen. Ebbol y = ¢ és x = [¢dt . Ezzel kiszamithatjuk a transzformalt

vektorpotencialt:
DY —
A = A+ grady,

— —
A = A+ grad /gbdt.

Azt allitjuk, hogy a nyert potencialok kielégitik a Lorentz-feltételt. Ehhez
az sziikséges, hogy x kielégitse a homogén hullamegyenletet. Alkalmazzuk a

A-operatort y-re:

Ax:A/¢dt:/A¢dt:/eoeruourgdt—/ L it —
€E0€Er




= 606ruour<;>— ! / pdt = €oe, froftr X — ! / pdt.
€o€r €or
(Itt felhasznaltuk, hogy ¢ a d’Alembert-egyenletnek tesz eleget, és az id6 sze-
rinti integralas és a hely szerinti parcialis derivalas felcserélhetGek.) Lathato,
hogy p = 0 esetén x rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal. Ekkor pedig a tér-
mennyiségek:
E = X , B = mtz7 ,

—

°
—

e 1 -
D = —6067«A s H = mTOtA.

H
Tovabba az A’ vektorpotencial a

N
divA’ =0

feltételt elégiti ki, és a



— — —
ANA" — eoerpopir A" = —piopr J

egyenletbdl nyerhetd. Az igy meghatarozott vektorpotencialt Coulomb-mértékben

irtuk fel. Hangstlyozzuk, hogy ez csak p = 0 esetén lehetséges!

Vizsgéljuk az elektromagneses potencialokat homogén izotrép vezetGk belsejé-

ben. A 3. AE miatt a Maxwell-egyenletekre kapjuk:
1. rotH=D +0cF, 3. rotE = —B,
— —
2. divD =0, 4. divB = 0.
Felhasznaltuk, hogy a toltésrelaxacio miatt p = 0 irhat6. A 4. ME-bdl kovet-

é
kezik, hogy 3 Ay vektorpotencial, melyre

—

—_—
B = TOtA(].

S, hogy ez a vektorpotencial a (tetszGlegesen valaszthatd) yo skalarfiiggvény



H
gradiensét hozzdadva ugyanazt a B-t szolgéltatja. (Egy mértéktranszformacio

erejéig meghatarozott.) A 3. ME-be helyettesitve:

- =
rot(E + Ag) =0
egyenletet kapjuk, melybdl egy olyan ¢q skalarfiiggvény létezése kovetkezik,
amelyre, E + XO = —grad ¢y, azaz

— —
E = —grad ¢g — Ay.

L] . e .
Az is belathato, hogy ha (¢g — x,)-t valasztjuk, ugyanazt az E-t kapjuk. A
potencialok meghatarozasihoz helyettesitsiik be eredménytinket az elsd egyen-
letbe:

— ° — —
rotAy = —epe,grad ¢y — epe, Ao — ograd oy — o Ay.

rot
Moy



Rendezés utan (az anyag homogenitasat felhasznalva):

L — . — — -2
grad(divAg + €oerfoptr @ + Tpopirdo) = NAg — €oerploptr Ao — ploptro Ag.

A mértéktranszforméciot megvalaszthatjuk gy, hogy a

. H °
dZUAO + €0€rﬂ0ﬂr¢0 + O-/’LO/'LT¢O =0

H
altalanositott Lorentz-feltétel teljesiiljon. Ez esetben Ay- ra az

— — —
ANAy — eoerplopir Ag — O pigpty Ag = 0

altalanositott hullaimegyenletet kapjuk, melyet telegraf-egyvenletnek neveziink.
—
A D vektort a 2. ME-be helyettesitve, és az altalanositott Lorentz-feltételt

felhasznalva:




—_—
d?:’U(—E()E,«gTCLd ¢0 — €p€p Ao) = 0,
-2
— A ¢0 — d?:’UAO = O,

Ao — €o€rpioptr Go — T pioflrPy = 0

s
adodik, amely formailag azonos az Ag-ra nyert egyenlettel. Egyszerii behe-
%
lyettesitéssel belathatd, hogy ha Ag és ¢y Lorentz-mértékben vannak felirva,
— — °
az Ay = Ao+ gradxo és ¢y = ¢ — X, potencidlok akkor és csakis akkor

lesznek Lorentz-mértékben transzformalva, ha xq a

AXo — €o€rtlofirXo — OfioftrXo = 0

telegraf egyenletnek tesz eleget.



Az elektrodinamika felosztidsa a Maxwell-egyvenletek alapjin

1. Tételezziik fel, hogy az Osszes mennyiség fiiggetlen az id6tél, és dramok

— —

nem folynak ( J =0), D =0 és B=0. A Maxwell-egyenletek ekkor:
— —

rotH = 0, rotkl =0,
— —

divD = p, divB = 0.

Ebben az esetben sztatikus térrél (réviden sztatikarol) beszéliink. Az egyen-

letek szeparaltak. Az elektromos és magneses tér komponenseire fiiggetlen
egyenletek irhatok fel. Lehetévé valik, hogy az elektromos és magneses teret

kiilon tanulmanyozhassuk.

H
2. Engedjiik meg, hogy aramok folyjanak a térben, de sem a J &ramstriiség,
sem pedig a térmennyiségek nem fiigghetnek explicite az id6tél (- = 0). E

feltevéssel a
— — —
rotH = J | rotE =0,

— —
divD = p, divB =



alaki egyenleteket nyerjiik. Ez a stacionarius eset. Lathato, hogy az elekt-

romos és magneses mennyiségek tovabbra is szeparaltak. Szigetel6 anyagban
— —

a szeparalas teljes; vezetd kozegben a J = o E anyagi egyenlet ,csatolja” az

elektromos és mégneses térmennyiségeket.

3. Fiiggjenek a mennyiségek az id6tél, de legyen 'B' << ’7’ Ezt a feltételt

ugy értelmezziik, hogy a mennyiségek id6ben lassan valtoznak. A Maxwell-

egyenletek forméaja:

— — — 2
rotH = J, rotE = —B,
. % .
divD = p , divB = 0.
o = = =
Ez a kvazistacionarius eset. Megjelenik a B (rotE = —B ), az egyenletek

csatoltta valnak.



4. Az eredetileg felirt Maxwell-egyenletek érvényesek.

— —_ = — 2,
rotH = J + D, rotE = —B,
. _) . _)
divD = p, divB = 0.
Az egyes részesetek vizsgalatanal voltaképp egy-egy részelméletet épitiink fel.
Ezek mintegy boéviilg korokben tartalmazzak egymast. Az altalanosabb el-

méletbdl a specidlis részesetként nyerhets, habar az ,atmenet” olykor nem

egyszert.



