ELEKTRODINAMIKA

(6. Elsadas)




Elektrosztatika

Nyugvo toltések idében allando elektromos tere.
1. Minden fizikai mennyiség alland6 az idGben.
2. A toltések nem mozognak, tehat @ = 0; tovabba nincs aram: J =o0.

A Maxwell és az anyagi egyenletek a kovetkezd format oltik:

1. ME  rotH =0, H, — H, =0= H, = H,,,
2. ME  divD = p, Dy, — Dy, =1,
3. ME rotE =0, E,, — E,, =0,
4. ME  divB =0, By, — B, = 0.

A ME-ek két egymastol fiiggetlen egyenletrendszerre esnek szét. Az egyik az

elektromos a masik a magneses tér tulajdonsagait irja le.

Ay elektrosztatikus tér

D = eoerﬁ ahol € = €06,



Ay elektrosztatikus tér potencidlja

A sztatikus teret leir alapegyenletek: rotE = 0,
divD = p = divE =
Ki kell szamitanunk: p(7,t) = E (7, 1).

P
[

Mivel 7ot E = 0=-3 olyan egyértéki (7, t) skalarfiiggvény, amelyre:
E = —grad ¢.

Ha ismerjiik a ¢(7, ) fiiggvényt =F = —grad ¢.
A feladatot visszavezettiik a ¢ skalartér meghatarozasara.
¢-t a sztatikus tér potencidljanak nevezziik.

Helyettesitsiik be az E = —grad ¢ kifejezést a

divE = L

€€y



egyenletbe, ekkor

—div grad ¢ =

€o€r

82¢+82¢+82¢_ p

ox2  Oy? 022 eyer

Np=——L | Poisson-egyenlet.

€0€r

Adott p(7,t) toltéseloszlas potencidljat a Poisson-egyenlet megoldésaként kap-
juk. A térerGsségekre vonatkozd hatarfeltételek a ¢ potencial segitségével a

kovetkezdk:

(grad ¢)ng — (grad p)ny = — U ,
€0€Er

(grad @)ty — (gard ¢)t, = 0.

Mi a ¢ potenciél fizikai jelentése?
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Szamitsuk ki azt a munkat, ami az E tér végez, amikor a pozitiv egységnyi

toltést az A pontbol a B-be mozgatja.
Munka:fgB Eds=— ff grad ¢ ds = »(A) — ¢(B).

A végzett munka tehat az AB ut végpontjaiban érvényes potencialok kiilénb-
ségével egyenl6. A ¢ potencial és az E térerGsség kozott a kapcsolat egy
konstans erejéig meghatarozott, ugyanis ¢-hez tetszéleges konstans hozzaad-
hato anélkiil, hogy E megvaltozna. Onkényes megvalasztasi lehetGség létezik.

Az elméleti fizikiban a potencial értékét a végtelen tavoli pontban véalasztjuk

zérusnak. ¢(oo0) = 0. (Technikai problémak esetén altalaban a Fold potencial

értéke zérus.)

Miutan a végtelen tavoli pontban felvett értéket elGirtuk, igy méar nemcsak a



potenciél kiilonbségnek, hanem maganak a potencidlnak is van fizikai jelentése:
¢(P) az a munka, amelyet az elektrosztatikus tér végez, amikor a pozitiv

egységnyi toltést a P pontbdl a végtelenbe mozgatja.

A sztatikus tér munkaja fiiggetlen az uttol; a kezdd és végallapot egyértelmtien

meghatarozza. Az elektrosztatikus tér konzervativ.



A ponttoltés elektrosztatikus tere

Keressiik a ¢(7,t) potencidl értékét a tér valamely P(x,y,z) pontjaban, s
ebb6l hatarozzuk meg az B (7 ,t) értékét.

A potencidl értékének meghatarozasara
a Poisson-egyenletet hasznaljuk fel. A
Pxy.2) ponttoltésen (tehat az origon) kiviil az
egyenlet jobb oldala zérus. A megol-

dando6 egyenlet tehét:

+e
Y Ap =0,

X A probléma gémbszimmetrikus.
A-t gobmbi polarkoordinatakban irjuk fel, de ¢, ¢ fiiggés mar nincs, igy
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Vezessiik be a ) = r¢ fiiggvényt, ekkor
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Az E tér sugariranyi gombszimmetrikus tér.

A B értékét a Gauss-tételbsl hatarozhatjuk meg:

/E‘d_ﬁ ‘E)/F(G FeBine_urp.

72

(Mivel E a feliileten allando nagysagu és sugariranyt, kapjuk:)

B =-S5,
€EQEr
e
B = i
4mene,
Tehéat: .
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Gondoljunk egy mésik €' toltést, akkor a kozottiik felléps erd:

F=cE(7),

?_ 1 6’6?

Amege, 12 1

Ez az Osszefiiggés lehetdséget ad az egységnyi toltés definidlédsara:

Egységnyi az a t6ltés, amely vikuumban a tSle 1 m-re 1év6 ugyancsak

egységnyi toltésre 1 N erst fejt ki.

Ha a toltést nem az origoba, hanem egy tetszéleges Py(zo, Yo, 20) pontba he-

lyezziik, egy P(z,y, z) pontban a potencial értéke a kovetkezo:

1 e
~ dmege, V(@ —20)2+ (y —yo)? + (z — 20)%

o(x,y, 2)



Tobb ponttoltés elektromos terét az egyes toltések terének szuperpozicidja
adja meg. Ugyanis az alapegyenletek linearis volta miatt az egyes megoldasok

Osszege is megoldéas:

E = ﬁ+ﬁ+.... = —grad p1—grad ¢po—.... = —grad (p1+¢o+....) = —grad ¢,

ahol 1?1,1?2,. .., 01, 09,... az egyes ponttoltések altal keltett elektromos
térerdsségeket, illetve azok potencidljait jelentik: ¢ = ¢ + ¢2 + .... Ha az ¢;

ponttoltés helykoordinatai x;, y;, 2;, akkor

o,y 2) = 3 — =

i=1,n coerdm \/(x — 22+ (y —y)? + (2 — Zi)27

= Z 47reoer T
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¢s E = —grad ®.



A folvtonos toltéseloszlas potencialja

Legyen egy V térfogat, amelyet elekt-
romos toltés folytonosan tolt ki p stird-
séggel. Hatarozzuk meg ennek a toltés-
eloszlasnak az elektrosztatikus potenci-

aljat a P(x,y, z) pontban.

. 1 pPi AV
=1 .
¢($7 Y, Z) mav; 047’(’6067« Z T

/ plx,y, z)dedydz
47T€0€r \/:)3—:)37 (y —y)? +(z—zv)2’

1 A
o(z,y,2) = /Vp :

(x,y, 2

vagy rovidebben:
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A ponttoltés elektrosztatikus potencidljat a Poisson-egyenlet megoldasaként
kaptuk. Ebbdl a fizikaban eléggé gyakori gondolatmenettel kovetkez-
tettiink a folytonos toltéseloszlas potencial kifejezésére. A gondolatmenet lo-
gikdja alapjan biztosak vagyunk abban, hogy ez a megoldas j6 megoldéasa
lesz a Poisson-egyenletnek is. Azonban néhany ilyen esetben célszerd megmu-
tatni pontos (matematikai) modszerekkel, hogy a fenti gondolatmenettel nyert
megoldasok valoban megoldéasai a probléma alapegyenletének. Jelen esetben:

(A = ——L-)- nek.

€0€r

Tegyiik fel, hogy ¢ és ¢ differencidlhdnyadosukkal egyiitt regularis fiiggvényei
az X, y, z valtozoknak a V' térfogatban. (¢, ¢, ¢/, ¢’ folytonosak és korlatosak
az értelmezett intervallumon.) A Green-tétel szerint ekkor fennall a kovetkezs

egyenldség:

/V (6L6 — $AY)AV = / (¢ grad 6 — 6 grad )TF,

F



ahol F' a V tartomany hatarolo feliilete. Legyen P(z,y,z) a V tartomany egy

tetszGleges pontja. A tobbi pont ettdl szamitott tavolsagat jeldljiil r-rel.

1—t valasszuk specialisan ugy, hogy ki-
elégitse a A = 0 egyenletet = 1 = -
Ez a v fliggvény a P pontban nem re-
gularis. Kizarva a P pontot a térfogat-
bol = mar mindkét fiiggvény ¢ és ¢ is
regularis lesz. A ¢ fiiggvényrdl tételez-

ziik fel, hogy az a keresett potenciallal

egyezik meg. Igy a kovetkezs egyenld-
F séget kapjuk:

/ Agb /(lgmd¢ ¢ grad — )cﬁ+/( grad ¢ — ¢ grad — )cﬁ
1% F

—gomb r



A gomb feliiletén vett integralban:

0o 1 1
(grad ¢)n — (_E)T’ZR; (grad ;)n = ﬁa
dF = R?dS,

ahol df) a P-bdl kiinduld elemi térszog. Ha a G gombfeliiletet folytonosan
osszehuzzuk a P pontra, a gombre vett feliileti integral —4w¢(P) - hez tart.

Ennélfogva:

o(P) = — A¢dv+— / Zgrad ¢ — ¢ grad - )cﬁ‘

47rvr

Most feltételezziik, hogy a tekintett tartomany az egész végtelen tér, és hogy
a ¢ potencial differencidlhanyadosaival egyiitt mindeniitt folytonos és korla-
tos. Ekkor az integralban szerepld gombfeliilet a végtelen sugari gombfeliilet.

Mihez tart a fenti feliileti integral /' — oo hatardtmenetben. A végtelenben ¢



gy tart zérushoz, mint %; a (grad ®),, és a (grad%)n pedig gy, mint %2 Az
egész indegrandusz tehat ugy viselkedik a végtelenben, mint %3 A dF = r2dQ
feliilet elem masodfokn fiiggvényként tart a végtelenhez. Ezért az egész fe-
lilleti integral a zérushoz tart, amikor az F feliiletet kitoljuk a végtelenbe.
Ennélfogva egyenletiink a végtelen térre kiterjesztve a kovetkezG alakot veszi
fel:

1 JANG)

o(P) = - [ ==av.

A Poisson-egyenlet alapjan A¢ helyébe a —GOLGT irhato. Igy vegiil éppen a mar
korabban felirt * megoldast kapjuk:

R

dmege, | T

Ezzel megmutattuk, hogy * valoban a A¢ = —EOLGT Poisson-egyenlet megoldasa.

Ha a folytonos toltéseloszlas nem térfogati, hanem feliileti, 7 stirtiséggel, akkor



az el6z6 gondolatmenethez hasonl6ana ¢ potencidlra kapjuk

1
b= / DaF.
Amege, Jp T

Altalanos esetben, amikor feliileti és térfogati toltéseloszlas is jelen van, az

elektrosztatikus tér potencialjat a kovetkezd adja:

1 1
¢ = / Pav + / Dar.
Amege, Jy 1 O




Vezet6k elektrosztatikus térben

J =0E.

Az elektrosztatikus térben a toltések nyugalomban vannak, tehit nincs aram:
T =o0. Ennélfogva Ohm-térvényébdél kovetkezik, hogy sztatikus tér esetén a

vezetGkben az elektromos térerGsség mindeniitt zérus:
E =0
. —_ —_— . 4 2
Mivel D = eoerﬁ =D = 0. Tehat vezetGkben, sztatikus elektromos tér esetén
divD = 0.

Ha ezt Osszevetjiik az altalanos érvényd 2. ME-tel (dz’vﬁ = p), akkor lathato,

hogy az elektrosztatikiban a vezetGben az elektromos toltés térfogati siirtisége



mindeniitt zérus:

p=0.

Ebbdl kévetkezik, hogy az elektromos toltés a vezetd feliiletén helyezkedik el,
vagyis  # 0. Ha a toltott vezet6t kiilsG elektromos térbe helyezziik, a toltés a
feliileten atrendezddik gy, hogy beliil az dltala keltett tér a kiilss teret teljesen

kompenzalja.

A térerGsségekre vonatkozo hatarfeltételek toltott hatarfeliilet mentén:
Dy, = Dy =1,

Et2 - Etl - O

A 2-es index vonatkozzék a vezetd feliilet kiils6 normalisara, ezért D,, =
€0€rFn,, tovabba E; = 0 és D, = 0 (mert a vezetGben az elektromos tér-

erGsség mindeniitt zérus). A toltott vezetd feliiletén:



Ep=—L, E,=0  xx
€E0Er

Ez azt jelenti, hogy a toltott vezetd feliiletét az elektromos erévonalak merd-

legesen hagyjak el, vagyis a feliileten:

E-"gm.
€E0Er

Az E = —grad ¢ alapjan a

¢ = konst.

kovetkezik.
(A vezetd minden pontjaban azonos a potencial értéke.)




A ** kifejezhetd a potencialok értékével is:

Ui
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(grad é)n, = —

(gradg),, = 0.




Toltott vezetd gomb elektrosztatikus tere

Tekintsiink egy R sugart vezetG gombot, melynek toltése e.

Ekkor n = -5 =4ll. A feliileten elhelyezett toltések altal keltett sztatikus tér

potencialjat a kovetkezG Osszefiiggés adja:

oP) = — /F"dF L e [dF

Amege, Jp 1 Arege, ATR? Jp T

dF=21R dx




r=+/R?+a® —2aRcos(R,a) = VR* + a2 — 2ar,

6(P) = e 1 /R 2 Rdx e 1 /R dx B
C AnR4rmege, | R VRZ+ a2 —2ax €& 2R4AT | g VRZ + a2 — 2ax

= 6()57«2Ra i [\/R2 + a2 - 2&5(]]
eoEre2Ra 47r{\/R2 + a? — 2aR — \/R2 + a? + QGR}
Ha a P —re (a > R), akkor

_ e o e __ e
¢k — 7 coer2Ra 4Am {a a R} - 505T47r a  4mepera’ *

Haa P —re (a < R), akkor

¢b = 505T47r 2Ra{R a—a-— R} =

e
47'('5067 R’ *x

*= A gémbon kiviil a potencial olyan, mintha az 6szes e t6ltés a gomb kozép-
pontjaban lenne egyesitve.

% = A gombon beliil a potencial allando.



P (a)

d=all.=1/(4me)*e/R

& =1/(4me)* ela




