ELEKTRODINAMIKA

(7. Elsadas)




Dipdlus elektrosztatikus tere
+6

P(x.y,z)

e p=ea
1 s
p:=dipolusmomentun
—-e vektor

Hatarozzuk meg a P dipélusmomentumu rendszer elektrosztatikus terét a

dipoltol tavoli P pontban.



A tér potencidlja két pontszeri toltés potencidljanak osszegeként irhato fel:

e ;1 1 1 e(ry —rq)
Pl=—ro-(————) = —— 2,
o(P) 47‘(‘60(7’2 7“1) 4T €griro

r1 := a negativ toltés tavolsaga a P ponttol,

ro := a pozitiv toltés tavolsdga a P ponttol,

— —
a a
=Ty, meT oo
Ezek négyzetreemelésével kapjuk:
a? a?
7%272+(?,ﬁ)+z, 7“527’2—(7,6))—}—1.

Ha a P pont messze van a dipolustol, vagy a két toltés igen kozel van egymas-

hoz, akkor az a®-es tagok elhanyagolhatok a tébbi mellett. Ebben a kozelités-



ben irhato:

r2—r2=(ri—ry)(ri+7ry) =2(7, @),

27, @)
r— Ty = ——=.
! 2 (7“1—|-7’2)

Ezt a kifejezést a ¢(P) potencial kifejezésébe beirva:

1 e 2 1 2
P) = ’ ?7 a) = —>, 7).
o(P) eodmriry (11 +719) ( ) €odm r1ra(ry + 19) (7, 7)

Vegyiik figyelembe, hogy a kicsi az ri-hez és ro -hoz képest. Ekkor ri+7ry =~ 2r |



ri1.9 ~ r2. A dipolus sztatikus terének potencialja az alkalmazott kdzelitésben
tehat:

A felhasznalt kozelitésiink annal inkabb érvényes, minél kozelebb van a két
toltés egymashoz, vagyis minél kisebb az @ tavolsag. Ha a pontszert dipdlus
*

hataresetére tériink at, * a potencial pontos kifejezését adja. atirhato a

kovetkezd alakba is:

1

€odm

6(P) = — (B grad:),

ahol a gradiens mitivelet a dip6lus koordinatai szerinti derivaltakat tartalmazza.
Ezen kifejezésbdl a térerGsség a kovetkezo:

E = —grade,



Bl graa® ) _ 3BT Py

4Teq o r3 / 4mweg "
Pontszerti dipolus elektromos terének E térerGssége a dipolustol mért tavolsag
harmadik hatvanyaval forditottan aranyos. A dipolus terének tehat erésebb

szingularitdsa van, mint a ponttoltés terének.

Kettdsréteg

++ + T Folytonos feliileti dipoluseloszlas

Az elemi dipo6lusok momentumanak
irdnya a negativ toltési oldaltol a pozi-
tiv felé mutato feliileti normalis iranya-
val egyezik meg.

A dipoluseloszlas jellemzésére a feliileti
dip6lmomentum-stiriiséget hasznaljuk:

AP

v =1l 0 ——.
IMAF OAF




Feladat: A kettGsréteg elektrosztatikus terének meghatarozésa;
AD = VdF.

A kettbsréteget AP = T A F momentumt elemi dipolusok feliileti elosz-
lasaként fogjuk fel. A tér potencidlja ezen elemi dipolusok potencidljanak

osszegével allithato eld:

1 1 1
gb(P):Heo (Ap,gmd;)—m (7,gmd;)AF,
(8

1 1
¢(P) = /(V,grad—)dF,
dmey Jp r

(a gradiens képzés a feliileti pontok kordinatai szerint értendd)

1 1 7
grad— = —— - L7
r r? o



- .
% :=a P ponttol a feliileti pont felé mutato egységvektor. Irjuk a dipolusmo-

mentum strtségét a kovetkezG alakba:
vV =vnm.

Ezzel a potencial:

¢(P) = — ! /1(W7$)dF= - /ucos(n,r)i—f.

eodm | 12 eodm

H
{Itt cos(n,r) az T és L egységvektorok altal bezart szog koszinusza. }

Az értelmezésbdl kovetkezik, hogy cos(n,r) akkor pozitiv, ha a P pont a

negativ bevonatu oldalon van, és negativ a masikon.



dF dF |cos(n,r)| = dF,
Az r sugari gombfeliillet dF feliilet-

dFy eleme r2-szerese annak a d€) térszog-
nek, amely alatt a dF,, illetve dF}, a
r
P pontbol latszik:
P dF, = r*dS).

1. Legyen P a negativ bevonati oldalon. Ekkor cos(n,r) > 0 = dF cos(n,r) =

r2dQ) =
P(P_) = -l /u-dQ.

€odm

2. Legyen P a pozitiv bevonati oldalon. Ekkor cos(n,r) < 0 = dF cos(n,r) =

—r2dQ) = .
6(Py) = / vdQ.

€odm

dQ-nak eldjelet tulajdonitva: d) pozitiv (+), ha P a pozitiv bevonatu oldalon

van, és df) negativ (-), ha P a negativ bevonati oldalon van.



Kettgsréteg potencidlja: ¢(P) [v-ds.

e47r

Homogén kettdsréteg potencidlja: ¢(P) = Jv-dQ= v

6()47'(' 47r60
Homogén, zart kettdsréteg potencidlja V kiils6 pontban 0, a belsé pontokban
pedig értéke allando, ennek értéke :I:% asszerint, hogy a pozitiv vagy pedig a

negativ bevonati oldal van beliil.

Térfogati dipdluseloszlas (elektrétek) elektrosztatikus tere

Tételezziik fel, hogy a tér V térfogatat olyan anyag tolti ki, amelyekben az
elemi dipolusok folytonosan oszlanak el. Az allando térfogati dipoluselosz-
lassal rendelkez6 testeket elektréteknek nevezziik. A térfogati dipoluseloszlas

jellemzésére a

A—)

ﬁ( r t) = l'lmAV_)o AV

egyenlettel definialt T’)(?) dipélusmomentum stirtiséget hasznaljuk. Az altala



keltett sztatikus tér potencidljat elemi dipolusok potencidljanak Gsszegeként
allitjuk elg, majd a folytonos eloszlas hataresetére attérve, ez az Osszeg térfo-

gati integralba megy at. A keresett potencil a kovetkezs:

1 1
¢=— [ (P,grad=)dv.
eodm Jy, r

Felhasznalva a dz’v(ﬁ )= Ldiv P + (ﬁ, gradt) azonosségot:

T

)
6= — /d“’ﬁdv+ ! /dw(ﬁl)dv,
edm Jyy, T eodm Jy r
I (Gauss-tétel)
1 v P 1 [P
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eodr Jyy T edm Jp T



Bevezetve a p, = —divP és np = P, mennyiségeket,

a ¢ potencidl olyan alakra hozhat6, mint a p, térfogati és n, feliileti stirségi

Pp "lp
—dV —dF.
6047'(' /v i eodm /F

A térfogati dip6lmomentum stirtiség eloszlassal tehat ekvivalens a p, = —divP

toltéseloszlas potencialja:

stirtiség térfogati, és az n, = P, striiségi feliileti toltéseloszlas. A p,, n, sirt-
ségeket polarizacios toltésstiriiségeknek nevezziik. Ha P a anyag belsejében

allandé =homogén a dipdluseloszlas = divP = —pp = 0.



T Homogén dipdluseloszlasi anyag belsejében min-

+| 4 +

w4 + den elemi térfogatban ugyanannyi pozitiv toltés
- T EXIE N van, mint negativ. Az egyméashoz szabalyosan il-

i . C e , . . p

.+ + leszkedd elemi dipdlusok + és - polusai kompenzal-

+| 4| 4 jak egymast. A feliilet mentén marad csak kom-

penzéalatlan polus, és ezért a feliiletnek van toltése.

A korabbiakban a Green-tétel felhasznalasaval elvégzett bizonyitas alapjan
nyilvanvalo, hogy az elektrétek potencialjara teljesiil, hogy:
divP
Do =",

€0

E = —grade,

i3
diveoﬁ — _divP.



E az elektréteken kiviil divergenciamentes, azon beliil pedig forrasai vannak
ott, ahol divP # 0,
div(eoﬁ + T’)) =0,

| (2.ME) divD =0,
BIEOE—Fﬁ:E()E‘Fﬁ.
Az elektréteken kiviil P = 0, ezért D= EOE.

Elektrosztatikus tér szigetel6kben. Dielektrikumok

Ha vakuumban vagyunk: D= EOE).
Ha valamilyen kézegben vagyunk: D= eoerﬁ.

A kozegnek igen lényeges szerepe van az elektromos tér kialakitasdban. Mos-
tantol a szigetelGanyagok, az tigynevezett dielektrikumok elektromos teret be-

folyasolo hatésat vizsgaljuk.

[zotrop kozeg: e, skalar.



Homogén, izotrop kozeg: e, allando.
Altalanos esetben e, fiigghet a helyt6l és az anyag siiriiségétol is.
Sztatikus tér esetén mind az E), mind pedig a D vektor a helynek fiiggvénye:

D= B(m,y, z), E = E(m,y, z). Homogén szigetelk esetén ¢, allando, inho-

mogén szigetel6knél pedig ¢, is a hely fiiggvénye.

Ay elektrosztatikus tér alapegvenletei dielektrikumokban

1. rotE = 0,

2. divD = P,

3. D = e, E, p(T,t) = E(7) = D(7),
4. Dy, — D,, =1,

5. By, — By, =0.

1.-b6l kovetkezik:



E = —gradae.
Behelyettesitve 2.-be:
—divege.grado = p.

Ha a kézeg homogén (e, =dll.), akkor

Ez a Poisson-egyenlet.

A 4. és 5. hatarfeltételi egyenletek kifejezheték a ¢ potencial segitségével.

A két kozeg dielektromos egyiitthatojat €; és eo- vel jelolve, a 3. egyenletet



figyelembe véve a kovetkez6 adodik:

EQ(Q’FCLd ¢)n2 - el(grad ¢)n1 = -,

(grad ¢)t2 - (g'f’ad ¢)t1 =

A Poisson-egyenlet megoldasa a kdvetkez6képpen irhato:

/ idV % %
47T60

Ha a szigetel6kben elektromosan toltott vezet6k vannak, az altaluk keltett

sztatikus tér potencialja a korabbi megoldasok mintajara a kdvetkezd:

L idF. % skok
dmey ) €1



Ismert p, illetve n toltéssiirtiségek esetén a sztatikus tér potencialjat a ** és

*xE egyenletek segitségével hatarozhatjuk meg.

VezetSk esetén 7 altalaban nem adhatd meg egyszert fiiggvény segitségével.
[lyenkor a viakuumbeli esethez hasonléan jarunk el szigetelGk esetében is. A

keresett ¢ potencidlnak a vezet&kon kiviil ki kell elégitenie a
Ao =0

egyenletet, és a kovetkezs feltételeket:
a) ¢ a vezetdk feliiletén (és azok belsejében) allando;

b) az (e grad ¢), - nek a vezetd feliiletére vett integralja a vezets Osszes tol-

tésének (—1) szeresével egyenld:

%eoer(gradgb)ndF = —e.
F



A homogén szigetelGkben elhelyezett e pontszert toltés elektrosztatikus teré-

nek potencialja a tér x,y, z koordinataja P pontaban:

1 e
AT egepr’

¢(P)

ahol r = \/(z — 20)? + (y — 90)? + (z — 20)?,

a P potenciadlpont és az xg, y92o koordinataju toltés kozotti tavolsag.

A térerssség E = —grad ¢ alapjan szamithato:

E = —grad ¢ =

e T
Arese,r? 1

_)
Itt % a ponttoltéstsl a P pont felé mutato egységvektor. A tér gombszim-

metrikus és sugariranyi. Erdssége a vakuumbeli értékének e,- ed része.



Két toltés kozott felleps Coulomb erd is €,-ed része a vikuumbelinek

1 €1€9

’ ’ co6dm 12

A dielektrikum polarizacitja

Homogén szigetelGkben a p és n stirtiségi toltéseloszlas altal keltett tér erGsége
olyan, mintha azt p/e,, illetve n/e, strtiségi toltéseloszlas keltette volna. Ah-
hoz, hogy a szigeteld szerepének mélyebb fizikai értelmét kideritsiik, a poten-
cial kifejezését atalakitjuk gy, hogy az a vakuumbeli kifejezés és a szigetelGkre

jellemz6 ¢4 potencidl Osszege legyen. Tehéat

¢ = ¢o + Pa.

Itt ¢p a vikuumban érvényes potencidlt jelenti. Egy V térfogatot homogén

szigetel§ tolt ki, amelyekben p siirtiségi térfogati toltéseloszlas és F feliileti,



n strtiséggel toltott vezetd van elhelyezve. Ekkor:

4 n
—dV —dF.
6047T/V * 6047T/F

AV térfogatot tekintsiik olyan nagynak, hogy az azt hatarolo F’ feliileten

kiviil t6ltés mar ne legyen. Ekkor azonos atalakitas utan:

1 1 1 (1—e,
o=— [ Lav 4+ —— ”dF+—Q[/ de+/QdF].
eodm Jy T edm Jpr dmeg €, v r

Ez a kifejezés az alabbi szerkezetid alakra hozhato:

¢ = ¢+ ¢q.

[tt g€, kivihet6 az integral jel elé, mert feltevésiink szerint a szigetel6 homo-

gén, tehat epe, = konst. Az elsG két tag legyen ¢y a vakuum esetén érvényes



potencial:

N 1
do = ——{ dV+/FTdF}.

eodm "y 1

A dielektrikum hatasa a harmadik és negyedik taghan jelenik meg. Vagyis:

1—er / /ndF
6047T v rr

Véakuum esetén (e, = 1), és igy ¢4 = 0.

¢q =

Vizsgéljuk a ¢4- t . A vezet§ belsejében nincs elektromos tér. Tehat D, = 0,

ha n; a vezetd belsejébe mutato normalist jeloli. Vagyis:
p= divD . on=2D,.

Itt n» = D,-nél elhagytuk a 2-es indexet, és D,-en a vezet§ kiils6 normélisa



irdnyaba es6 komponenst értjiik. E kifejezések behelyettesitése utan ¢4 a ko-

vetkez$ alakot veszi fel:

by ! (1—6T)[/deﬁdv /F_dF

edm €,

Felhasznalva:

dw(%l_))) = %dz’vﬁ + (l_)),grad%),

by = — (I_ET)[/de(%B)dV—/

edm € v

(ﬁ, grad%)dv + / &dF]

r T

Gauss-tétel segitségével kapjuk:

1
by = —— d-e) dF / raF — / (D gmd / ZrAF).
€dm €, F o



Itt F" a V tartoméany hatéarolo feliilete.

A mésodik és a negyedik integral kiejti egymést. Ezért ¢, a kovetkezo:

4mege, €

(6 —1) 1 (e, — 1) D,
Ga = /V(ﬁ,grad ;)dV " evedn /F TdF.

A V tartomény F’ hatarfeliiletét toljuk ki a végtelenbe. Ez azt jelenti, hogy
az egész végtelen teret az €. dielektromos alland6ju homogén szigetel6 tolti
ki. Ekkor a 2. integral értéke = 0. Ugyanis F’ = oo esetén az integrandusz
1/r3 szerint tart zérushoz, a feliiletelem pedig 72 szerint. Igy az integral értéke

zérushoz tart. A ¢4 potencial tehat:

po= &1 /V(ﬁ,grad%)dv.

4dmege,

AD= eoerﬁ anyagi egyenlet figyelembevételével D -t fejezziik ki E segitsé-

gével:



ba = %/‘/(E,grad%)d‘/

A térfogati dipoluseloszlas potencialjanak

6= —— [ (B.gradtyav
eodm Jy, r

képletével osszehasonlitva, lathato, hogy ¢4 az
LB
—P = (¢, — l)ﬁ
€0

stirtiségt térfogati dipoluseloszlas potencidljaval egyezik meg. Eszerint elekt-
romos tér jelenlétekor a szigetel gy tekinthets, hogy abban elemi dipolusok

vannak. A dipolusmomentum térfogati stirtisége aranyos az elektromos tér-



erGsséggel:

P= KEOE,

ahol k = (¢, — 1).

k = elektromos szuszceptibilitds. A dipolusmomentum siirtiségét mas néven

polarizacié vektornak is nevezziik.

A térerGsséggel aranyos dipélmomentumsiirtiség lényegében kétféleképpen all-
hat el6:

1. A szigetel6t alkoto molekuldknak mar eleve van dipolusmomentuma. A tol-
téseloszlas olyan, hogy a + és - toltések silypontja nem esik egybe. Elektromos

tér nélkiil a molekulak dipolusai teljesen rendezetlen eloszlasban vannak. Ezért



a szigetel§ eredd dipolusmomentuma zérus. Elektromos tér hatasara a dipo-
lusok rendezddnek, s igyekeznek bedllni a tér iranyaba. Ez a folyamat fiigg a

hémérséklettsl. A molekuldk allandé hémozgéasa a rendezédés ellen hat.

2. E- nélkiil a molekuldknak vagy atomoknak nincs elektromos dip6lus mo-
mentuma. Az E a molekulan vagy atomon beliili téltéseloszlast megvaltoz-
tatja. A kétféle toltés szétvéalasztasa csak a molekulan vagy atomon beliil
torténik meg, elentétben a vezetékkel, ahol toltés vandorlas van. Az E kis
molekularis dipolusokat hoz létre. Ez az effektus fiiggetlen a hémérséklettsl.
A jelenséget dielektromos polarizacionak nevezziik. Latszik a P= /%OE kép-

leth6l, hogy a szigetel§ polarozottsiga megsziinik, ha az E teret kikapcsoljuk.

1 1 1 1
¢=¢o+dd:—//—)dv+ /QdF—i- /(I_j,grad—)dv.
dmeg ) T dmeg ) r dmey Jyv r

A szigetel6k térmodosito hatasa gy magyarazhato, hogy az E elektromos tér

a dielektrikum polarizacioja révén a szigetel6ben polarizacios toltéseket hoz

létre, amelyek tere hozzdadodik az eredeti térhez:



Pp = —divﬁ,

np:Pnu

p+pp:p—divﬁ:p—f%odivﬁzp—mﬁ
€r



