
ELEKTRODINAMIKA
(8. El®adás)
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Thomson tétele, az elektrosztatikai probléma megoldásának egyértelm¶ségeTételezzük fel, hogy a végtelen teret szigetel® tölti ki, amelyr®l nem tételezzükfel, hogy homogén. A szigetel®ben legyen ρ = ρ(~r) s¶r¶ség¶ töltéseloszlásés töltött vezet®k. Csak azt tudjuk megadni, hogy mennyi az egyes vezet®kössztöltése. Ezek legyenek rendre ek(k = 1, 2, ...). E töltésrendszer által keltettelektrosztatikus tér alapegyenletei a következ®k:
rot

−→
E = 0, 1.

div
−→
D = ρ, 2.

−→
D = ǫ0ǫr

−→
E , 3.
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∫

Fk

DndF = ek. 4.1. -b®l következik, hogy
−→
E = −gradφ, 5.amely poten
iál a vezet®k felületén állandó, tehát
φ(Fk) = Ck. 6.4. -b®l következik, hogy

∫

Fk

ǫ(gradφ)ndF = −ek. 7.Az (1.-7.) egyenleteket kielégít® −→
E és −→D megoldásokat nevezzük elektroszta-3



tikus megoldásoknak.Tételezzük fel, hogy az −→E ′ és −→D′ terek szintén megoldásai a 2.3.4. egyenletek-nek, de az el®bbiekt®l különböznek. Az 5. és 6. egyenletek teljesülését az −→
E

′és −→D′ mennyiségekre egyenl®re még nem követeljük meg.Fennállnak a következ® összefüggések:
div

−→
D

′ = ρ, 2.a

−→
D

′ = ǫ0ǫr

−→
E

′, 3.a

∫

Fk

D,
ndF = ek. 4.a

Az −→
E

′ és −→E térer®sségek különbségét jelöljük −̃→
E - vel,4



−→
E

′ =
−→
E +

−̃→
E . (8)Eszerint fennáll a következ®:

−→
D

′ =
−→
D + ǫ0ǫr

−̃→
E . (9)A 4. 4a. és 9. egyenletekb®l következik:

∫

Fk

ǫ
−̃→
E ndF = 0. (10)A 2. 2a. és 9. egyenletek alapján pedig érvényes:

div(ǫ0ǫr

−̃→
E) = 0 (11)egyenlet. 5



Írjuk fel a vessz®s tér energiájának kifejezését:
U , =

1

2

∫
−→
E

′
−→
D

′dV =
1

2

∫
ǫ ~
E

′
2

dV =
1

2

∫

V

[ǫ ~
E

′
2

+ ǫ
−̃→
E

2

+ 2ǫ(
−→
E ,

−̃→
E )]dV︸ ︷︷ ︸
∗

. (12)A * integrált jelöljük F -fel, és alakítsuk át az 5. egyenlet �gyelembevételével:
F =

∫

V

ǫ(
−→
E ,

−̃→
E )dV = −

∫

V

ǫ(gradφ,
−̃→
E )dV.Mivel a vezet®k belsejében gradφ azonosan zérus, ez az integrál a vezet®könkívüli térre terjesztend® ki. Az egész rendszert vegyük körül egy nagy −→

F ′ zártfelülettel, amelyen kívül már nin
s sem vezet®, sem töltés, és végül −→F ′ tartson
∞. A

(gradφ, ǫ
−̃→
E) = div(φǫ

−̃→
E) − φdiv(ǫ

−̃→
E)6



összefüggés felhasználásával, F a következ® alakú lesz:
F = −

∫

V

div(φǫ
−̃→
E )dV +

∫

V

φdiv(ǫ
−̃→
E)dV

︸ ︷︷ ︸
11⇒0

.Az els® részt Gauss-tétel segítségével felületi integrállá alakítva:
F = −

∫

F ,

φǫ
−̃→
E ndF −

∑

k

∫

Fk

φǫ
−̃→
E ndF.Ha F ′ → ∞, az F ′- re vett integrál elt¶nik, mert φ ∼ 1

r
, −̃→E ∼ 1

r2 és dF ∼

r2 ⇒ integrandusz ∼ 1

r
. R → ∞, 1

R
→ 0.Tehát:

F = −
∑

k

∫

Fk

φǫ
−̃→
E ndF = −

∑

k

φk

∫

Fk

ǫ
−̃→
E ndF.7



Ez pedig 10. miatt 0.Emiatt, az −→
E

′, −→D′ tér energiája:
U , = U +

1

2

∫
ǫ
−̃→
E

2

dV.Mivel az ǫ0ǫr

−̃→
E

2 integradusz pozitív, az integrál is az. Tehát:
U ′ > U. ∗Ez az egyenl®tlenség azt jelenti, hogy az elektrosztatikus megoldások energiájaa minimális energia. Más szóval: az elektrosztatikai egyensúlyhoz a minimálistérenergia tartozik, hasonlóan a me
hanikai stabilis egyensúly esetéhez, aholazt a poten
iális energia minimuma jellemzi. Ezt nevezzük Thomson -tételnek.Ha feltesszük, hogy a vessz®s tér az 5. és 6. egyenleteket is kielégíti:8



−→
E

, = −gradφ,,

φ,(Fk) = C
,

k,akkor az el®bbi levezetés megismételhet® úgy, hogy −→
E

′, −→D′ és −→
E , −→D helyet
serélnek. Így azt kapnánk, hogy

U ′ < U. ∗ ∗A * és ** közötti ellentmondás 
sak abban az esetben sz¶nik meg, ha −̃→
E ≡ 0,vagyis −→

E
′ =

−→
E ,

−→
D

′ =
−→
D. Ez pedig annyit jelent, hogy az elektrosztatika(1.-6.) alapegyenleteinek a megoldása egyértelm¶.Mágnesek sztatikus tereMágneses testet úgy képzeljük el, hogy abban elemi mágneses momentumok9



folytonosan oszlanak el. A mágnesezettség jellemzésére a térfogategység mág-neses momentumát, a mágneses momentums¶r¶séget, vagy más szóval a mág-neses polarizá
iós vektort használjuk. Az egész test ~m mágneses momentumaalatt az −→
M momentums¶r¶ség testre vett térfogati integrálját értjük:

−→
m =

∫

V

−→
M(−→r )dV.Ha az −→

M(−→r ) ⇒ sztatikus tér.Alapegyenleteit a Maxwell-egyenletek adják, azzal a megszorítással, hogya) minden elektromos mennyiség zérus;b) a mágneses mennyiségek függetlenek az id®t®l
rot

−→
H = 0, div

−→
B = 0.Határfeltételek: 10



Ht2 − Ht1 = 0, Bn2
− Bn1

= 0.Sztatikus mágneses tér vákuumbanLegyen egy V térfogat, amelyet −→
M momentums¶r¶ség¶ mágnes tölt ki. Atesten kívül legyen vákuum, tehát −→

B = µ0

−→
H . Tegyük fel, hogy a mágnesesmomentum eloszlása ismert, vagyis adott függvénye a helynek:

−→
M =

−→
M(−→r ).

A rot
−→
H = 0 ⇒

−→
H = −grad ϕ,ahol ϕ a mágneses poten
iál.A mágnes az elektréttel állítható párhuzamba. Ugyanis az elektrét folytonostérfogati dipóluseloszlás, a mágnes pedig folytonos mágneses momentumelosz-11



lás. A mágnes által keltett sztatikus tér ϕ poten
iálját ennélfogva az elektrét(korábban kiszámított) poten
iáljához hasonló kifejezés adja meg:
ϕ = −

1

4πµ0

∫

V

div
−→
M

r
dV +

1

4πµ0

∫

F

Mn

r
dF.Itt F a mágneses test felületét jelenti.A szimmetrikus Green-tétellel elvégzett bizonyításhoz hasonlóan kapható, hogy

ϕ kielégíti a
△ϕ =

1

µ0

div
−→
M ∗egyenletet.Képezve a −→

H = −grad ϕ egyenlet divergen
iáját és �gyelembevéve * -t:
div

−→
H = −div gradϕ = −△ ϕ = −

1

µ0

div
−→
M ,12



⇓

div(
−→
H +

1

µ0

−→
M ) = 0,

⇓

div(µ0

−→
H +

−→
M ) = 0.Ezzel összevetve a 4. ME-t (div

−→
B = 0), kapjuk:

−→
B = µ0

−→
H +

−→
M .Ez azt mutatja, hogy µ0

−→
H =

−→
B , ha mágnesen kívül vagyunk. A mágnes13



belsejében −→
B 6= µ0

−→
H-val.A −→

B divergen
iamentessége � azt fejezi ki, hogy a mágneses tér forrásai nemtöltések, hanem mágneses momentumok. Mágneses töltések nin
sennek.A pontszer¶ −→
m mágneses momentum (kis mágnest¶) által keltett sztatikus térpoten
iálja és térer®ssége, � az elektromos dipólus sztatikus teréhez hasonlóan,� a következ®:

ϕ =
1

4πµ0

(−→m,−→r )

r3
,

−→
H =

1

4πµ0

{
3(−→m,−→r )−→r

r5
−

−→
m

r3
}.

−→
r

.
=a mágneses momentumtól a kérdéses P pontba mutató vektor.A mágneses térbe helyezett anyag �polarizálódik� és −→

M mágneses dipólmo-mentums¶r¶séget mérhetünk benne, amely arányos a mágneses térrel (lásd14



dielektrikum polarizá
iója). Vagyis:
−→
M ∼ κ

−→
H , (

−→
M = µ0κ

−→
H)ahol κ

.
=mágneses szusz
eptibilitás. A −→

B és −→M vektorok el®bb felírt kap
so-latát �gyelembe véve:
−→
B = µ0

−→
H +

−→
M = µ0

−→
H + µ0κ

−→
H = µ0(1 + κ)

−→
H = µ

−→
H ,vagyis µ = µ0(1 + κ) = µ0µr (µr = 1 + κ).Az anyagok mágneses viselkedés szempontjából hasonlóak a dielektrikumok-hoz. Lényeges különbség van azonban a szusz
eptibilitás nagyságát illet®en.Ennek megfelel®en az anyagok három 
soportját különböztethetjük meg:1. Diamágneses anyagok: A mágneses szusz
eptibilitásuk negatív és ki
sinyérték¶. (Ha az anyag para- vagy ferromágneses, a diamágneses polarizá
iónem �gyelhet® meg). −→M és −→H ellentétes irányúak.15



2. Paramágneses anyagok: A κ > 0 , de ki
si. Keletkezési me
hanizmusátaz magyarázza, hogy a mágneses tér az anyag �elemi� mágneses momentumátrendezi; így κ függ a h®mérséklett®l. Kvantitatíve a κ = c

T
τ Curie-törvény írjale a T h®mérséklet függést (τ .

=az anyag s¶r¶sége).3. Ferromágneses anyagok: A szusz
eptibilitás értéke igen nagy lehet, és függ a
−→
H mágneses tért®l. (Tehát −→M nem lineárisan függ−→H−tól.) Másik sajátságuk,hogy a κ(

−→
H) függvény viszonylag nem túl nagy −→

H értéknél telített állapotbamegy át. A ferromágnesesség értelmezése kívül esik a Maxwell-elmélet hatá-rain. Ehhez anyagszerkezeti és kvantumme
hanikai ismeretek szükségesek.
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