ELEKTRODINAMIKA

(9. Elsadas)




Staciondarius dramok

1:/ FaF.
Fs

Ebben a részben csak vezetési arammal foglalkozunk (konduktiv dram).

A Maxwell-egyenletek az alabbi alakban érvényesek:

rotH = Z) 1.
divD = P, 2.
rotE = 0, 3.
divB =0. 4.

Késébb latni fogjuk, hogy az 1. és 3. ME-bdl kévetkezik, hogy a vezetGben

egyenaramok esetén 0-val egyenl6 a toltés térfogati stirdsége. Tehat p = 0.



Ezért:

divD = 0. 2.

Hozza kell még venni az anyagi egyenleteket:

D =¢E,

B = uH,

—
J

oE.

Valamint a térmennyiségekre vonatkozd hatarfeltételeket.



Hatarfeltétel az dramsiriiség normalis komponensére

Gondoljunk el egy véges keresztmetszeti vezetdt, amelyben 7 stirtiségl aram
folyik. A vezet6t o vezetGképességgel jellemezziik. Képezziik az 1. ME mind-

két oldalanak divergenciajat:
divrotH = div?.

Mivel
(dz’vrotﬁ =0), = dz’v7 =0.

Az egyenaram aramsiirtisége tehat divergenciamentes. Ez azt jelenti, hogy az
aramvonalak zart gérbék. Természetesen ez lehet gy is, hogy a végtelenben

zarodnak. Pl. végtelen hosszu linearis vezetd.



Tekintsiink olyan hasabot, amelynek egy része vezetGbe nytlik, méasik része

pedig a vezetGt koriilvevs szigetelGben van.

A hasabot hatarolo feliiletek: Fy, 5, P.



Integraljuk a div? = 0 egyenletet a hasab térfogatara:
/ div§ dV = 0.
v

Gauss-tétellel:

/jndF+/ jndF+/jndF:O.
" Fy P

Az Fy és F, —t rdhtzzuk a vezet$ hatarfeliiletére, mikézben limp, p,—.p P = 0.

Ekkor a 3. integral — 0. (Az integradusz korlatos, integracios tartomany

zérus.)

/(]m - jnz)dF = 07 ﬁ = I'Ti
F

Mivel az F' tetszbleges = jn, = Jn,-



(A vezet6 feliiletén az adramsiiriség normalis komponenese folytonosan megy
at.) Ha a vezetd szigetel6be agyazott, akkor j,, = 0,= j,, is elttinik a szige-

telgvel hatarolt feliilet mentén.

Ennek alapjan belathato, hogy véges keresztmetszetii vezetd tetszéleges két ke-
resztmetszetére vonatkozd aramerdsség egyenaramoknal megegyezik egymas-

sal.

Legyen a két keresztmetszet feliilete ¢, illetve go. A
vezetGt szigeteld vegye koriil. Integraljuk a div7 =0
egyenletet a ¢;—gyel és go—vel hatarolt vezets tarto-

manyra.
/ div§ dV = 0.
14

(Gauss-tétel)

q1 q2 palast




Mivel a vezetd szigetelGvel hatarolt feliiletén 7, = 0, a palastra vett integral
értéke 0. Az els6 két integral értéke pedig az e két helyen vett aramergsséggel

azonos. Kapjuk tehat:

Il - _[2.

I a q1, mig I, a go keresztmetszetre vonatkozd dramerdsséget jelenti.

Aramforrasok. Altalanositott Ohm - térvény

I=—.
R
Latszik, hogy a vezet6ben addig folyik aram, amig a két pontja kézétt A¢ po-
tencialkiilonbség van. Az aram fenntartasahoz az kell, hogy valamilyen ,elekt-

romotoros erd” allando értéken tartsa a potencialkiilonbséget.



Azokon a helyeken, ahol ilyen elektromotoros erék fellépnek, éppen gy részt
vesznek a toltések mozgatasaban, mint a potencialkiilonbséggel kapcsolatos
elektromos térerésség. Ezeken a helyeken E = 0 lehet akkor is, ha ? # 0.

Ezért az Ohm-torvényt altalanositanunk kell a kovetkezd alakban:

ahol B az elektromotoros erdre jellemzé vektor, amely altalaban a helynek a

fliiggvénye. Azokat a helyeket nevezziik aramforrasoknak, ahol
E £0.

Egyendramok elektromos terének meghatéirozasa

Alapfeladat: ismert E = E)/(F)) (az aramforrasok helyén kiilonbozik csak zé-

rustol) és a vezetSkre jellemz6 o(7T) vezetSképeség, amely inhomogén vezetGk



esetén fiigg a helytdl, és csak homogén vezet6knél allando. Keressiik a ?(7)—

t = E(7).
E = —grado. 3. ME

Az E(?) meghatarozasat itt is visszavezetjiik a ¢(x,y, z) meghatarozasara.

A ¢-re vonatkozo differencidlegyenlet a kovetkezéképpen kaphato:

—o(E+E), E = —grado.

divlo(E — gradg)] =0. =«

A ¢ potencial a *

aramforrason kiviil (E, =0), ¢ a

egyenlet megoldasaval kaphaté. Homogén vezet&kben az



divgrade = N¢ = 0, Kok

egyenletet elégiti ki.

Az elektrosztatika A¢p = —EOLET egyenletével Osszehasonlitva, latszik, hogy ho-
mogén vezetGben egyenaramok esetén zérus az elektromos toltés p térfogati
stiriisége. (Anyagszerkezet: A negativ toltési elektronok a pozitiv fémionok
racsterében mozognak. Egyenaram esetén minden elemi tartoményban ugyan-

annyi negativ toltés van, mint pozitiv.)

A * 65 ** egyenletek megoldasanal figyelembe kell venni a vezetsk és szigetel 6k

hatarara vonatkozo hatarfeltételi egyenleteket.

Gondoljunk el két kiilonb6z6 vezet6t. Egyik o1, masik o5. Meghatarozzuk a

két vezetd elvalaszto feliiletére vonatkozo hatarfeltételeket.

Az elektromos térerGsség tangencialis koponensére vonatkozo



Et1 - Et2

hatarfeltétel most is érvényes.

A térergsség vektor normélis komponensére vonatkozo hatarfeltétel (j,, = jn,)

a 7 =oE Ohm-torvény felhasznalasaval:
UlEnl = O'QEn2.

Az el6bbi két hatarfeltételi egyenletet a potencial gradiensének megfelel6 kom-

ponenseire atirva:



(grad¢>t1 = (grad¢>t2 )

g1 (grad¢)n1 = 02 (grad¢)n2~

Ezeken kiviil kielégitend6k még a kiilonb6z6 szigetel6k hatarara vonatkozo

egyenletek is:

(grad¢>t1 = (grad¢>t2 )

e1(gradg),, = ez(grado),,.

Ezutan ¢ = E), (E = —gradg) megkaphato. = 7 = O’(E + El) felhasznéa-



lasaval adodik 7 .
A probléma megoldésat a bonyolult hatarfeltételek teszik nehézzé. Egyszeriien
megoldhatok azok a feladatok, amelyeknél a vezetd oo kiterjedést, mert ilyen-

kor hatarfeltételek nem lépnek fel. Vagy, ha véges keresztmetszeti, végtelen

vezetOrél van szo.

Integralis Ohm-torvény zéart dramkorre

A gyakorlatban el6fordul6 egyszertibb esetekben célszerti 7) helyett az [ aram-

erGsséget kiszamitani.

Gondoljunk el linedris vezet6bdl allo zart aramkort, amelyben egy helyen

valamilyen aramforrast (galvanelemet) helyeztiink el. Az aramforras helyén
!/

E # 0. Linearisnak nevezziik a vezetét akkor, ha az aramerdsség iranya

megegyezik a d'8 vonalelem iranyaval.

/
A vezetGben foly6 aram stirtisége 7) = O’(E + E) szerint fiige a vezetGben
!
uralkodo E térerGsségtdl és E -t6l. Tekintsiik tehat a

7 = U(E + E) egyenletet.



Az egyenlet mindkeét oldalat osszuk el o-val, szorozzuk meg a d’8 vonalelem-

mel, majd integraljuk a zart aramkor alkotta gorbére:

fjvgfﬁﬁ+ﬁwa

g

fﬁ@:—fwmw?:—fmzo

Mivel a vezets linearis, 7(1? = jds. A bal oldali integralban a szamlalot és

a nevezGt szorozzuk meg a vezet$ g keresztmetszetével:

%jds % ds
— =9 jg—.
o oq

7q = I, amely [ az egész vezetG mentén allando, ezért kiemelhets az integral

jel elé. Ezért:

I§% =¢ Eds, és bevezetjilk az R = ¢ & (ohmikus ellendllas)-t.
oq aq



A jobb oldalon levé korintegralt az aramforras elektromotoros erejének nevez-

zik és £- vel jeloljiik:
£ = ]{ Eds.
Ekkor kapjuk:
IR=¢&.

Tehat az dramerdsségnek és a zart aramkor teljes ellenallasdnak a szorzata az
aramforrés & elektromotoros erejével egyenls. Az IR = &€ Osszefiiggés Ohm-

torvénye zart aramkorre.

/ 9
Mivel az aramforrason kiviil, a homogén vezetGben E = 0,az &= ¢ Eds
korintegral megegyezik az daramforras két sarka (a galvanelem két kivezetése)

kozotti vonalintegrallal:



EZ0 E=§Eds = ['Ed7.
_ + Nyitott elem esetén (lasd abra) az
4“ ”””””” ‘ }7 elektromotoros er§ a két kiveze-
(1) (2) tés kozotti potencialkiilonbséggel,

I az ugynevezett kapocsfesziiltséggel

egyenld:

2
by — b1 = /1 Bds.

(Az integracios it — a galvanelem belsejében értendd.)




A Kirchhoff-torvénvyek

Gondoljunk el linearis vezetGkbdl allo halozatot, amely t6bb zart dramkorbél
all.




Feltételezziik, hogy a halézatban & elektromotoros erejii aramforrasok is van-
nak. Az egyes vezetGszakaszok ellenallasat Ry-val, a rajtuk atfolyo aram erGs-
ségét [-val jeloljiik. Kirchhoff els6 torvénye tobb vezetGdarab talalkozasi pont-
jara, az G.n. eldgazési pontokra vonatkozik. Szemeljiink ki egy elagazasi pon-
tot, és vegyiik koriil egy F-zart feliilettel. A zart feliilet altal meghatéarozott
térfogatot jeloljiik V-vel. A di1)7 = 0 egyenletet integraljuk a V' térfogatra:

/ div§ dV =0,
1%

/jndF = 0. *
F
ﬁ

A 7 aAramsiirtiség az F' feliilet mentén csak ott kiilonbozik zérustol, ahol az F

(Gauss-tétel)

feliiletet az egyes vezetGszakaszok atdofik. Ha a egyes vezetSk keresztmetszetét

q1, Go,---qe-val jeloljiik, akkor * feliileti integral ezen vezetGkeresztmetszetre vett



integralok Osszegeként irhato fel:

/jndF:/jndF+/jndF+....—l—/ JndE 4+ ... =0. xx
F q1 q2 qk

A j aramstiriiség normalis komponensének a g, keresztmetszetre vett integralja
a k-adik vezetGszakaszban folyo [, aramerdsséggel egyezik meg. Ezért azt fejezi

ki, hogy az eldgazasi pontba foly6 aramerGsségek algebrai Gsszege zérus:

ka:o.
k

A Gauss-tétel alkalmazasaval az F feliilet kiils6 normalisat szoktuk pozitivnak
valasztani, ezért a fenti 6sszegben az elagazasi pontbol kifolyd aram erdsségét

pozitiv, a befelé folyot pedig negativ elgjellel kell venniink.

Kirchhoff masodik toérvénye zart aramkorokre vonatkozik, és valojaban az



IR = £ (Ohm-torvény) altalanositasa arra az esetre, amikor az aramkor nem
egyetlen, hanem tobb vezetGszakaszbol all, és a korben esetleg tobb aramforras
is van. Ehhez a kdvetkez6 gondolatmenettel jutunk. Kiszemeliink a hal6zatban

egy zart aramkort és arra alkalmazzuk a
— /
j=0E+E)

altaldnositott Ohm-torvényt. Ennek az egyenletnek a zart dramkorre vett

vonalmenti integralja a kovetkezd:

> Rily=> &
k k

[tt az Osszegzés a zart dramkort alkoto vezet&szakaszokra értends. & a k-adik

szakaszban lévg aramforras elektromotoros ereje.

A Kirchhoff-térvények segitségével adott Ry és & értékek esetén meghaté-



rozhatjuk a [, dramerGsséget. A Kirchhoff I. torvény minden elagazéasi pontra
felirhato, a Kirchhoff 1I. minden, a halozatban 1év6 zart aramkorre. Igy alta-
laban tobb egyenletet kapunk, mint amennyi az ismeretlenek szama. A felirt
egyenletek nem fiiggetlenek egymastol. Konkrét esetben ki kell valasztani a
fliggetlen egyenleteket, és azok egyértelmiien megadjak a probléma megolda-

sat.



K.L Ra |
(1) L+ L+L=0, € 1
2) L1~ I =0,

K.IT. R3.B

(1)’ R+ Rsls =&, @ /
(2)’ Ruly + Roly = & + &,

(3 Roly — Ryly = &,

Ismertek: &, &, Ry, Ry, Rs Ra.l2
[smeretlenek: Iy, I, I3 82

Meghatarozasukra 3 fiiggetlen egyenlet elegends. FEzek az egyenletek nem
mind fiiggetlenek, ugyanis (2) az (1) kovetkezménye, és (2)" az (1) és (3)’
kovetkezménye. Ennél fogva a harom fiiggetlen egyenlet pl. (1), (1)’ és (3)’

egyértelmiien meghatarozza a keresett aramerdsségeket.



Egvendramok méagneses tere. Biot-Savart-torvény

Az elektromos aram maga koriil magneses teret kelt. Ennek a magneses térnek

a fizikai sajatsagait az 1. és 4. ME-ek irjak le. Ezek az alapegyenletek:
rotH = 7, 1.MFE

divB =0, AME
B = uH. 2.AE

A 7 = j (7) aramsiirtiséget a hely ismert fiiggvényének tekintjiik. Felada-
tunk az altala keltett tér meghatarozasa.

Egyszertibb esetekben a H térerGsség az 1. ME integralis alakjabol kénnyen
meghatarozhato. Lassunk egy ilyen példat!



Végtelen egvenes vezetd tere

Vegyilink egy végtelen hosszi
vezetst, amelyekben I erGsségii
aram folyik. Egyszerd meggon-
dolassal belathato, hogy a mag-
neses tér vonalai a vezetSt ko-
rok mentén fogjak koriil, ame-
lyek kozéppontjai a vezets ten-

gelyvonalan vannak.




— A mégneses tér nem lehet radiélis irdnyt, mert akkor a vonalaknak kezdetiik

volna a vezet§ tengelyén, ami ellentmondana a divB =0 egyenletnek.

— Ha a vezet6é tengelyével parhuzamosan haladnanak, akkor a 1. ME-tel
keriilnénk ellentmondasba. Ennek belatasa végett tételezziik fel, hogy Ha
vezetd tengelyével parhhuzamos. Vegyiink fel a vezetén kiviil egy négyszoget,
és integraljuk az 1. ME-et e zart gorbe altal meghatarozott feliiletre, majd

vegyiik figyelembe a Stokes-tételt, amely szerint a feliileti integral vonal menti

/F (rotH),dF = 7{ Hds,

integralla alakithato:

tovabba
B C D A
%ﬁd%:/ ﬁd?+/ ﬁd?+/ ﬁd?+/ Hds =0.
A B C D

A jobb oldal zérus volta kovetkezménye annak, hogy a vezetdén kiviil vettiik fel

a zart gorbét, s ott 7 = 0.



A B — (), illetve D — A vonalon az integrilok értéke zérus, mert feltevésiink
szerint H meréleges az integracios utra. Marad a 1. és 3. integral. A vezetstol
tavolodva a mégneses tér erGssége csokken, ezért az AB szakaszon vett integrél

értéke nagyobb, mint a CD szakaszon vett integralé. Tehat, ha a feltevés igaz

B C
]{ﬁd—):/ ﬁd?—/ Hds >0,
A D

ami ellent mondana a rot H = 7 alapegyenletnek. Mivel a tér hengerszimmet-

lenne, akkor:

rikus, méas megoldis nem lehet, mint csak az, amelynél a magneses térersség
vonalai korok formajaban fogjak koriil a vezetGt. Vegyiink egy r sugarta kort
a vezetdn kiviil, amelynek kozéppontja a vezetd tengelyén van, és integraljuk

arotH = 7 egyenletet a kor altal meghatarozott feliiletre:

/(TOtﬁ)ndF = / JndF, = (Stokes-tétel )= %ﬁd? =1.
F F



Mivel a kér keriilete mentén H nagysaga allando, ezért kiemelhets az integ-
ral elé, tovabba H és d'8 iranya megegyezik, ezért a Hds skalarszorzat a

vektorok értékének szorzataval egyenls. Tehéat:

)ﬁ)]{ds:f,

’ﬁ’?ﬂr:I,

I
]ﬁ] S
2rr

A végtelen hosszi egyenes vezetGben folyo I erGsségi aram altal keltett mégne-
ses térerdsség iranya azimutélis, nagysaga pedig forditottan aranyosan csdkken

a tengelytsl mért tavolsaggal.



A térersség a vezetd belsejében:

7{ Hds = /F jndF,

‘ﬁ‘ 2rr = ’?‘ 7r7’2,

()
7 4 QY g P
H|= 5|7
N B
‘ﬁ’_z’J T_szZ’J Pl = Spa
H|- o
= r



Tehat egyenesen ardnyos az r tavolsaggal. A két eredményt egybefoglalva:

R r

A vezetd hataran a kiils6 és belsé

’ﬁ‘ _ { L har> R tér megegyezik és értéke:
L _.r, haO<r<R. I
‘ﬁ ’ 2R7’



