
ELEKTRODINAMIKA
(9. El®adás)
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Sta
ionárius áramok
I =

∫

F ,

−→
j
−→
dF .Ebben a részben 
sak vezetési árammal foglalkozunk (konduktív áram).A Maxwell-egyenletek az alábbi alakban érvényesek:

rot
−→
H =

−→
j, 1.

div
−→
D = ρ, 2.

rot
−→
E = 0, 3.

div
−→
B = 0. 4.Kés®bb látni fogjuk, hogy az 1. és 3. ME-b®l következik, hogy a vezet®benegyenáramok esetén 0-val egyenl® a töltés térfogati s¶r¶sége. Tehát ρ = 0.2



Ezért:
div

−→
D = 0. 2,.Hozzá kell még venni az anyagi egyenleteket:
−→
D = ǫ

−→
E ,

−→
B = µ

−→
H ,

−→
j = σ

−→
E .Valamint a térmennyiségekre vonatkozó határfeltételeket.3



Határfeltétel az árams¶r¶ség normális komponenséreGondoljunk el egy véges keresztmetszet¶ vezet®t, amelyben −→
j s¶r¶ség¶ áramfolyik. A vezet®t σ vezet®képességgel jellemezzük. Képezzük az 1. ME mind-két oldalának divergen
iáját:

divrot
−→
H = div

−→

j .Mivel
(divrot

−→
H = 0), ⇒ div

−→

j = 0.Az egyenáram árams¶r¶sége tehát divergen
iamentes. Ez azt jelenti, hogy azáramvonalak zárt görbék. Természetesen ez lehet úgy is, hogy a végtelenbenzáródnak. Pl. végtelen hosszú lineáris vezet®.
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Tekintsünk olyan hasábot, amelynek egy része vezet®be nyúlik, másik részepedig a vezet®t körülvev® szigetel®ben van.
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A hasábot határoló felületek: F1, F2 , P .5



Integráljuk a div
−→

j = 0 egyenletet a hasáb térfogatára:
∫

V

div
−→

j dV = 0.Gauss-tétellel:
∫

F1

jndF +

∫

F2

jndF +

∫

P

jndF = 0.Az F1 és F2 − t ráhúzzuk a vezet® határfelületére, miközben limF1,F2→F P = 0.Ekkor a 3. integrál → 0. (Az integradusz korlátos, integrá
iós tartományzérus.)
∫

F

(jn1
− jn2

)dF = 0, −→n = −→n1.Mivel az F tetsz®leges ⇒ jn1
= jn2

. 6



(A vezet® felületén az árams¶r¶ség normális komponenese folytonosan megyát.) Ha a vezet® szigetel®be ágyazott, akkor jn1
= 0,⇒ jn2

is elt¶nik a szige-tel®vel határolt felület mentén.Ennek alapján belátható, hogy véges keresztmetszet¶ vezet® tetsz®leges két ke-resztmetszetére vonatkozó áramer®sség egyenáramoknál megegyezik egymás-sal.Legyen a két keresztmetszet felülete q1, illetve q2. Avezet®t szigetel® vegye körül. Integráljuk a div
−→
j = 0egyenletet a q1−gyel és q2−vel határolt vezet® tarto-mányra.

∫

V

div
−→
j dV = 0.(Gauss-tétel)

∫

q1

jndF −

∫

q2

jndF +

∫

palast

jndF = 0.

 j

q

q1
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Mivel a vezet® szigetel®vel határolt felületén jn = 0, a palástra vett integrálértéke 0. Az els® két integrál értéke pedig az e két helyen vett áramer®sséggelazonos. Kapjuk tehát:
I1 = I2.

I1 a q1, míg I2 a q2 keresztmetszetre vonatkozó áramer®sséget jelenti.Áramforrások. Általánosított Ohm - törvény
I =

△φ

R
.Látszik, hogy a vezet®ben addig folyik áram, amíg a két pontja között △φ po-ten
iálkülönbség van. Az áram fenntartásához az kell, hogy valamilyen �elekt-romotoros er®� állandó értéken tartsa a poten
iálkülönbséget.8



Azokon a helyeken, ahol ilyen elektromotoros er®k fellépnek, éppen úgy résztvesznek a töltések mozgatásában, mint a poten
iálkülönbséggel kap
solatoselektromos térer®sség. Ezeken a helyeken −→
E = 0 lehet akkor is, ha −→

j 6= 0.Ezért az Ohm-törvényt általánosítanunk kell a következ® alakban:
−→
j = σ(

−→
E +

−→
E

,
),ahol −→E ′ az elektromotoros er®re jellemz® vektor, amely általában a helynek afüggvénye. Azokat a helyeket nevezzük áramforrásoknak, ahol

−→
E

′

6= 0.Egyenáramok elektromos terének meghatározásaAlapfeladat: ismert −→E ′

=
−→
E

′

(
−→
r) (az áramforrások helyén különbözik 
sak zé-rustól) és a vezet®kre jellemz® σ(−→r ) vezet®képeség, amely inhomogén vezet®k9



esetén függ a helyt®l, és 
sak homogén vezet®knél állandó. Keressük a −→
j (−→r )-t ⇒ −→

E (−→r ).
−→
E = −gradφ. 3. MEAz −→

E(−→r ) meghatározását itt is visszavezetjük a φ(x, y, z) meghatározására.A φ-re vonatkozó di�eren
iálegyenlet a következ®képpen kapható:
div

−→

j = 0,
−→
j = σ(

−→
E +

−→
E

,
),

−→
E = −gradφ.

div[σ(
−→
E

,
− gradφ)] = 0. ∗A φ poten
iál a * egyenlet megoldásával kapható. Homogén vezet®kben azáramforráson kívül (−→E ′

= 0), φ a 10



divgradφ ≡ △φ = 0, ∗∗egyenletet elégíti ki.Az elektrosztatika △φ = − ρ

ǫ0ǫr
egyenletével összehasonlítva, látszik, hogy ho-mogén vezet®ben egyenáramok esetén zérus az elektromos töltés ρ térfogatis¶r¶sége. (Anyagszerkezet: A negatív töltés¶ elektronok a pozitív fémionokrá
sterében mozognak. Egyenáram esetén minden elemi tartományban ugyan-annyi negatív töltés van, mint pozitív.)A * és ** egyenletek megoldásánál �gyelembe kell venni a vezet®k és szigetel®khatárára vonatkozó határfeltételi egyenleteket.Gondoljunk el két különböz® vezet®t. Egyik σ1, másik σ2. Meghatározzuk akét vezet® elválasztó felületére vonatkozó határfeltételeket.Az elektromos térer®sség tangen
iális koponensére vonatkozó11



Et1 = Et2határfeltétel most is érvényes.
A térer®sség vektor normális komponensére vonatkozó határfeltétel (jn1

= jn2
)a −→

j = σ
−→
E Ohm-törvény felhasználásával:

σ1En1
= σ2En2

.Az el®bbi két határfeltételi egyenletet a poten
iál gradiensének megfelel® kom-ponenseire átírva: 12



(gradφ)t1 = (gradφ)t2,

σ1(gradφ)n1
= σ2(gradφ)n2.Ezeken kívül kielégítend®k még a különböz® szigetel®k határára vonatkozóegyenletek is:

(gradφ)t1 = (gradφ)t2,

ǫ1(gradφ)n1
= ǫ2(gradφ)n2

.Ezután φ ⇒
−→
E , (−→E = −gradφ) megkapható. ⇒ −→

j = σ(
−→
E +

−→
E

′

) felhaszná-13



lásával adódik −→
j .A probléma megoldását a bonyolult határfeltételek teszik nehézzé. Egyszer¶enmegoldhatók azok a feladatok, amelyeknél a vezet® ∞ kiterjedés¶, mert ilyen-kor határfeltételek nem lépnek fel. Vagy, ha véges keresztmetszet¶, végtelenvezet®r®l van szó.Integrális Ohm-törvény zárt áramkörreA gyakorlatban el®forduló egyszer¶bb esetekben 
élszer¶ −→

j helyett az I áram-er®sséget kiszámítani.Gondoljunk el lineáris vezet®b®l álló zárt áramkört, amelyben egy helyenvalamilyen áramforrást (galvánelemet) helyeztünk el. Az áramforrás helyén
−→
E

′

6= 0. Lineárisnak nevezzük a vezet®t akkor, ha az áramer®sség irányamegegyezik a d−→s vonalelem irányával.A vezet®ben folyó áram s¶r¶sége −→

j = σ(
−→
E +

−→
E

′

) szerint függ a vezet®benuralkodó −→
E térer®sségt®l és −→E ′ -t®l. Tekintsük tehát a

−→

j = σ(
−→
E +

−→
E

,
) egyenletet. 14



Az egyenlet mindkét oldalát osszuk el σ-val, szorozzuk meg a d−→s vonalelem-mel, majd integráljuk a zárt áramkör alkotta görbére:
∮ −→

j d−→s

σ
=

∮

(
−→
E +

−→
E

,
)d−→s ,

∮

−→
Ed~s = −

∮

gradφd−→s = −

∮

dφ = 0.Mivel a vezet® lineáris, −→

j d−→s = jds. A bal oldali integrálban a számlálót ésa nevez®t szorozzuk meg a vezet® q keresztmetszetével:
∮

jds

σ
=

∮

jq
ds

σq
.

jq = I, amely I az egész vezet® mentén állandó, ezért kiemelhet® az integráljel elé. Ezért:
I

∮

ds
σq

=
∮ −→

E
,
d−→s , és bevezetjük az R =

∮

ds
σq

(ohmikus ellenállás)-t.15



A jobb oldalon lev® körintegrált az áramforrás elektromotoros erejének nevez-zük és E- vel jelöljük:
E =

∮

−→
E

,
d−→s .Ekkor kapjuk:

IR = E .Tehát az áramer®sségnek és a zárt áramkör teljes ellenállásának a szorzata azáramforrás E elektromotoros erejével egyenl®. Az IR = E összefüggés Ohm-törvénye zárt áramkörre.Mivel az áramforráson kívül, a homogén vezet®ben −→
E

′

= 0, az E =
∮ −→

E
,
d−→skörintegrál megegyezik az áramforrás két sarka (a galvánelem két kivezetése)közötti vonalintegrállal: 16



I

+−

(1) (2)

E = 0 E =
∮ −→

E
,
d−→s =

∫

2

1

−→
E

,
d−→s .Nyitott elem esetén (lásd ábra) azelektromotoros er® a két kiveze-tés közötti poten
iálkülönbséggel,az úgynevezett kapo
sfeszültséggelegyenl®:

φ2 − φ1 =

∫

2

1

−→
E

,
d−→s .(Az integrá
iós út � a galvánelem belsejében értend®.)
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A Kir
hho�-törvényekGondoljunk el lineáris vezet®kb®l álló hálózatot, amely több zárt áramkörb®láll.

R

R  ,I

R  ,I4  4
3  3R  ,I                 R8

R  ,I2  2

1ε1R  ,I6  6

R  ,I5  5
1  1
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Feltételezzük, hogy a hálózatban Ek elektromotoros erej¶ áramforrások is van-nak. Az egyes vezet®szakaszok ellenállását Rk-val, a rajtuk átfolyó áram er®s-ségét Ik-val jelöljük. Kir
hho� els® törvénye több vezet®darab találkozási pont-jára, az ú.n. elágazási pontokra vonatkozik. Szemeljünk ki egy elágazási pon-tot, és vegyük körül egy F -zárt felülettel. A zárt felület által meghatározotttérfogatot jelöljük V -vel. A div
−→

j = 0 egyenletet integráljuk a V térfogatra:
∫

V

div
−→
j dV = 0,(Gauss-tétel)

∫

F

jndF = 0. ∗A −→
j árams¶r¶ség az F felület mentén 
sak ott különbözik zérustól, ahol az Ffelületet az egyes vezet®szakaszok átdö�k. Ha a egyes vezet®k keresztmetszetét

q1, q2,...qk-val jelöljük, akkor * felületi integrál ezen vezet®keresztmetszetre vett19



integrálok összegeként írható fel:
∫

F

jndF =

∫

q1

jndF +

∫

q2

jndF + .... +

∫

qk

jndF + .... = 0. ∗ ∗A ~j árams¶r¶ség normális komponensének a qk keresztmetszetre vett integráljaa k-adik vezet®szakaszban folyó Ik áramer®sséggel egyezik meg. Ezért azt fejeziki, hogy az elágazási pontba folyó áramer®sségek algebrai összege zérus:
∑

k

Ik = 0.A Gauss-tétel alkalmazásával az F felület küls® normálisát szoktuk pozitívnakválasztani, ezért a fenti összegben az elágazási pontból kifolyó áram er®sségétpozitív, a befelé folyót pedig negatív el®jellel kell vennünk.Kir
hho� második törvénye zárt áramkörökre vonatkozik, és valójában az20



IR = E (Ohm-törvény) általánosítása arra az esetre, amikor az áramkör nemegyetlen, hanem több vezet®szakaszból áll, és a körben esetleg több áramforrásis van. Ehhez a következ® gondolatmenettel jutunk. Kiszemelünk a hálózatbanegy zárt áramkört és arra alkalmazzuk a
−→
j = σ(

−→
E +

−→
E

′

)általánosított Ohm-törvényt. Ennek az egyenletnek a zárt áramkörre vettvonalmenti integrálja a következ®:
∑

k

RkIk =
∑

k

Ek.Itt az összegzés a zárt áramkört alkotó vezet®szakaszokra értend®. Ek a k-adikszakaszban lév® áramforrás elektromotoros ereje.A Kir
hho�-törvények segítségével adott Rk és Ek értékek esetén meghatá-21



rozhatjuk a Ik áramer®sséget. A Kir
hho� I. törvény minden elágazási pontrafelírható, a Kir
hho� II. minden, a hálózatban lév® zárt áramkörre. Így álta-lában több egyenletet kapunk, mint amennyi az ismeretlenek száma. A felírtegyenletek nem függetlenek egymástól. Konkrét esetben ki kell választani afüggetlen egyenleteket, és azok egyértelm¶en megadják a probléma megoldá-sát.
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Példa:K.I.
(1) − I1 + I2 + I3 = 0,

(2) I1 − I2 − I3 = 0,K.II.
(1)′ R

1
I1 + R3I3 = E1,

(2)′ R1I1 + R2I2 = E1 + E2,

(3)′ R2I2 − R3I3 = E2.Ismertek: E1, E2, R1, R2, R3Ismeretlenek: I1, I2, I3

(2)                                                                  (1)

R  ,I1  1

R  ,I2   2

3  R  ,I3

2ε

ε
1

Meghatározásukra 3 független egyenlet elegend®. Ezek az egyenletek nemmind függetlenek, ugyanis (2) az (1) következménye, és (2)' az (1)' és (3)'következménye. Ennél fogva a három független egyenlet pl. (1), (1)' és (3)'egyértelm¶en meghatározza a keresett áramer®sségeket.
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Egyenáramok mágneses tere. Biot-Savart-törvényAz elektromos áram maga körül mágneses teret kelt. Ennek a mágneses térneka �zikai sajátságait az 1. és 4. ME-ek írják le. Ezek az alapegyenletek:
rot

−→
H =

−→
j , 1.ME

div
−→
B = 0, 4.ME

−→
B = µ

−→
H . 2.AEA −→

j =
−→
j (−→r ) árams¶r¶séget a hely ismert függvényének tekintjük. Felada-tunk az általa keltett tér meghatározása.Egyszer¶bb esetekben a −→

H térer®sség az 1. ME integrális alakjából könnyenmeghatározható. Lássunk egy ilyen példát!
24



Végtelen egyenes vezet® tereVegyünk egy végtelen hosszúvezet®t, amelyekben I er®sség¶áram folyik. Egyszer¶ meggon-dolással belátható, hogy a mág-neses tér vonalai a vezet®t kö-rök mentén fogják körül, ame-lyek középpontjai a vezet® ten-gelyvonalán vannak. j

A               D

B                C

���
���
���
���
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�Amágneses tér nem lehet radiális irányú, mert akkor a vonalaknak kezdetükvolna a vezet® tengelyén, ami ellentmondana a div
−→
B = 0 egyenletnek.� Ha a vezet® tengelyével párhuzamosan haladnának, akkor a 1. ME-telkerülnénk ellentmondásba. Ennek belátása végett tételezzük fel, hogy −→

H avezet® tengelyével párhhuzamos. Vegyünk fel a vezet®n kívül egy négyszöget,és integráljuk az 1. ME-et e zárt görbe által meghatározott felületre, majdvegyük �gyelembe a Stokes-tételt, amely szerint a felületi integrál vonal mentiintegrállá alakítható:
∫

F

(rot
−→
H)ndF =

∮

−→
Hd−→s ,továbbá

∮

−→
Hd−→s =

∫ B

A

−→
Hd−→s +

∫ C

B

−→
Hd−→s +

∫ D

C

−→
Hd−→s +

∫ A

D

−→
Hd−→s = 0.A jobb oldal zérus volta következménye annak, hogy a vezet®n kívül vettük fela zárt görbét, s ott −→

j = 0. 26



A B → C, illetve D → A vonalon az integrálok értéke zérus, mert feltevésünkszerint −→H mer®leges az integrá
iós útra. Marad a 1. és 3. integrál. A vezet®t®ltávolodva a mágneses tér er®ssége 
sökken, ezért az AB szakaszon vett integrálértéke nagyobb, mint a CD szakaszon vett integrálé. Tehát, ha a feltevés igazlenne, akkor:
∮

−→
Hd−→s =

∫ B

A

−→nd−→s −

∫ C

D

−→
Hd−→s > 0,ami ellent mondana a rot

−→
H =

−→

j alapegyenletnek. Mivel a tér hengerszimmet-rikus, más megoldás nem lehet, mint 
sak az, amelynél a mágneses térer®sségvonalai körök formájában fogják körül a vezet®t. Vegyünk egy r sugarú körta vezet®n kívül, amelynek középpontja a vezet® tengelyén van, és integráljuka rot
−→
H =

−→

j egyenletet a kör által meghatározott felületre:
∫

F

(rot
−→
H)ndF =

∫

F

jndF, ⇒(Stokes-tétel)⇒ ∮

−→
Hd−→s = I.

27



Mivel a kör kerülete mentén −→
H nagysága állandó, ezért kiemelhet® az integ-rál elé, továbbá −→

H és d−→s iránya megegyezik, ezért a −→
Hd−→s skalárszorzat avektorok értékének szorzatával egyenl®. Tehát:

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣

∮

ds = I,

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
2πr = I,

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
=

I

2πr
.A végtelen hosszú egyenes vezet®ben folyó I er®sség¶ áram által keltett mágne-ses térer®sség iránya azimutális, nagysága pedig fordítottan arányosan 
sökkena tengelyt®l mért távolsággal. 28



A térer®sség a vezet® belsejében:
∮

−→
Hd−→s =

∫

F

jndF,

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
2πr =

∣

∣

∣

−→
j

∣

∣

∣
πr2,

⇓
∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
=

1

2πr

∣

∣

∣

−→

j

∣

∣

∣
πr2,

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
=

1

2

∣

∣

∣

−→

j

∣

∣

∣
r =

1

π2R2

∣

∣

∣

−→
j

∣

∣

∣
rR2π =

1

2R2π
Ir,

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
=

1I

2R2π
r.
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Tehát egyenesen arányos az r távolsággal. A két eredményt egybefoglalva:
H

R r

I

2Rπ

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
=

{

I
2rπ

, ha r > R
I

2R2π
· r , ha 0 < r < R .

A vezet® határán a küls® és bels®tér megegyezik és értéke:
∣

∣

∣

−→
H(R)

∣

∣

∣
=

I

2Rπ
.30


