
ELEKTRODINAMIKA
(10. El®adás)
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A teker
s mágneses tereVegyünk egy hosszú, kis keresztmetszet¶ teker
set.
I

A mágneses teret a fenti ábra mutatja. A mágneses tér a teker
sen kívülgyenge, a teker
s belsejében pedig jó közelítéssel állandó, homogénnek tekint-het®. Határozzuk meg a tér er®sségét a teker
s belsejében.2



Integráljuk a (rot−→H =
−→

j , 1.ME) egyenletet egy er®vonal által meghatározottzárt görbével határolt felületre. Majd felhasználva a Stokes-tételt:
∮

−→
Hd−→s =

∫

F

(rot
−→
H)ndF =

∫

F

jndF.

F -en a zárt görbére - mint határgörbére - illeszked® felületet értünk. Az áram-s¶r¶ség a felület azon helyein különbözik zérustól, ahol a teker
set alkotó ve-zet®k azt átdö�k. Ha a teker
s menetszáma n, akkor az F felületet a vezet®n-szer szúrja át. Ezért a jn − nek az F felületre vett integrálja a vezet® qkeresztmetszetére vett integrál n-szerese:
∫

F

jndF = n

∫

q

jndF,

⇓
∮

−→
Hd−→s = nI.3



A B.O.-t közelítéssel számítjuk ki. Feltételezzük, hogy a teker
sen kívül olyangyenge a mágneses tér, hogy a t®le származó járulék elhanyagolható az integrálkiszámításánál. A zárt görbe helyett, 
sak a teker
s belsejében haladó l egyenesszakaszra integrálunk. Mivel itt −→
H egy irányú d−→s − sel, és homogénnaktekinthet®, ezért

∮

−→
Hd−→s ≈

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
l.Tehát:

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
l = nI,

∣

∣

∣

−→
H

∣

∣

∣
=

In

l
,

l
.
= a teker
s hossza

n
.
= a teker
s menetszáma.A teker
s belsejében a tér annál inkább tekinthet® homogénnak, minél nagyobba teker
s hossza a keresztmetszethez képest.4



A mágneses tér kiszámítása a vektorpoten
iál segítségévelMost rátérünk (az el®bbi egyszer¶ esetek után) az általános eset tárgyalá-sára. Tételezzük fel, hogy −→
j (−→r ) ismert függvény az egész térben. Keressüka −→

H(−→r ) függvényt. Ehhez a
div

−→
B = 0, rot

−→
H =

−→
jegyenleteket kell megoldanunk.A div

−→
B = 0 egyenlet kielégíthet®, ha

−→
B = rot

−→

A (itt az −→
A(−→r ) vektortér a mágneses tér vektorpoten
iálja).Az −→A(−→r ) vektorpoten
iál nem határozza meg egyértelm¶en a teret. Ugyanis,ha az −→

A vektorpoten
iál a −→
B = rot

−→
A alapján leírja a −→

B − vel jellemzettmágneses teret, az 5



−→
A

,
=

−→
A + gradχpoten
iál, ahol χ(

−→
r) tetsz®leges függvénye a helynek, ugyanazt a −→

B teret írjale. Ugyanis:
−→
B

,
= rot

−→
A

,
= rot(

−→
A + gradχ) = rot

−→
A + rot gradχ = rot

−→
A =

−→
B .Tehát, ha −→

A
′ és −→A poten
iálok egy tetsz®leges függvény gradiensében külön-böznek egymástól, akkor ugyanazt a mágneses teret írják le. Ez felhasznál-ható arra, hogy a vektorpoten
iálra egy megszorító kikötést tegyünk. Ezáltalmegsz¶nik a határozatlanság, másrészt alkalmas mellékfeltételekkel sikerül avektorpoten
iál di�eren
iálegyenletét egyszer¶ alakra hozni.

6



Éppen ezért megköveteljük, hogy az −→A vektorpoten
iál elégítse ki a
div

−→
A = 0egyenletet. Az −→

A
′

=
−→
A + gradχ transzformá
ió felhasználásával ez mindigelérhet®. Ha ugyanis az −→

A nem teljesítené a div
−→
A = 0 egyenletet, akkor az

−→
A

,
=

−→
A + gradχalapján bevezethet® olyan −→

A
′, amely már kielégíti, ha χ − t a

△χ = −div ~Aegyenlet megoldásaként választjuk. Nyugodtan megkövetelhet® tehát az −→
Adivergen
iamentessége. 7



A vektorpoten
iált meghatározó di�eren
iál egyenletet a rot
−→
H =

−→
j −b®l kap-juk a −→

B = µ0µr
−→
H anyagi egyenlet felhasználásával.

−→
B = rot

−→
A

−→
H =

1

µ

−→
B =

1

µ
rot

−→
A.Behelyettesítve az 1. ME-be, kapjuk

rot(
1

µ
rot

−→
A) =

−→

j .Feltételezzük, hogy a közeg homogén, tehát µr állandó. Ekkor:
rot rot

−→
A = µ

−→
j .8



Felhasználva a (rot rot
−→
A = grad div

−→
A −△

−→
A) azonosságot, kapjuk:

△
−→
A − grad div

−→
A = −µ

−→

j .Figyelembe véve a div
−→
A = 0 mellékfeltételt, az −→

A vektorpoten
iál di�eren
i-álegyenlete a következ®:
△
−→
A = −µ

−→
jalakú lesz.A fenti egyenlet az elektrosztatikában megismert Poisson-egyenlet, amelynekmegoldása:

−→
A(−→r ) =

µ

4π

∫

V

−→
j (−→r ,)

|−→r −−→r ,|
dV ,.9



Itt −→r annak a pontnak a helyzetvektora, amelyben a poten
iált keressük, −→r ′pedig az integrá
iós futópont helyzetvektora.Az elektrosztatikában bebizonyítottuk, hogy az el®bbi −→A(−→r ) valóban kielégítia Poisson-egyenletet. Most meg kell még mutatni, hogy a div
−→
A(−→r ) = 0mellékfeltételt is kielégíti. Vezessük be az r =

∣

∣

−→r −−→r ′
∣

∣ jelölést. Képezzük az
−→
A(−→r ) =

µ

4π

∫

V

−→
j (−→r ,)

∣

∣

−→r −−→r ′
∣

∣

dV ,divergen
iáját az −→r vektor (x, y, z) koordinátái szerint:
div

−→
A =

µ

4π

∫

V

div(r)(

−→
j

r
)dV ′ =

µ

4π

∫

V

[
1

r
div(r)

−→
j (−→r ,)+(

−→

j (−→r ,), grad(r)
1

r
)]dV ′.Itt felhasználtuk a 10



div(

−→

j

r
) =

1

r
div

−→

j + (
−→

j , grad
1

r
)összefüggést.A jobb oldali integrál els® tagjában div(r)

−→
j (−→r ,) = 0, mert −→j az −→r ′−t®l függ,a divergen
iát pedig az −→r koordinátái szerint képezzük. A második tag akövetkez®képpen írható:

grad(r)
1

r
= −grad(r,)

1

r
. ∗Ez az összefüggés nyilvánvaló az

r =
√

(x − x,)2 + (y − y,)2 + (z − z,)2 ∗ ∗11



kifejezés alapján, majd * és ** felhasználásával írható:
(
−→
j , grad(r)

1

r
) = −(

−→
j , grad(r,)

1

r
) = −div(r,)(

−→
j

r
) +

1

r
div(r,)

−→
j (−→r ,).A jobb oldalon lev® utolsó tag elt¶nik, mert az 1.ME ⇒

div(r,)
−→

j (−→r ,) = 0, majd

(
−→

j , grad(r)
1

r
) = −div(r,)(

−→
j

r
).Behelyettesítve a div

−→
A egyenletébe:

div
−→
A = −

µ

4π

∫

V

div(r,)(

−→

j

r
)dV,12



(Gauss-tétel)
div

−→
A = −

µ

4π

∫

F

jn

r
dF.

Mivel a vezet® szigetel®be ágyazott, az árams¶r¶ség normális komponense afelület mentén elt¶nik és ezzel együtt a fenti egyenlet jobb oldala is. Ezzelbebizonyítottuk, hogy az
−→
A(−→r ) =

µ

4π

∫

V

−→

j (−→r ,)

|−→r −−→r ,|
dV ,vektorpoten
iál valóban kielégíti a div

−→
A = 0 egyenletet.Ezután −→

A−ból a −→
B , majd abból a −→

H vektor egyszer¶ rotá
ióképzéssel nyer-het®. Behelyettesítve az −→
A kifejezését a −→

B = rot
−→
A egyenletbe, kapjuk:13



−→
B = rot(r)

−→
A =

µ

4π
rot(r)

∫

V

−→
j (−→r ,)

r
dV , =

µ

4π

∫

V

rot(r)(

−→
j

r
)dV.A rot melletti (−→r ) index azt jelenti, hogy a rotá
iót az −→r helyvektor vég-pontjainak (x, y, z) koordinátái szerint kell képezni. A rot(r)(

−→

j
r

) kifejezés avektoranalízisb®l ismert összefüggés alapján a következ® alakba írható:
rot(r)(

−→
j

r
) =

1

r
rot(r)

−→
j (−→r ,) + (grad(r)

1

r
×

−→

j ).Mivel −→

j (−→r ′) az −→r ′ vektor végpontjának (x′, y′, z′) koordinátáitól függ, ésfüggetlen (x, y, z)−t®l:
rot(r)

−→
j (−→r ,) = 0.14



Ezt �gyelembe véve −→
B−re kapjuk:

−→
B(~r) = µ

4π

∫

V
(grad(r)

1
r
×
−→
j )dV ′ = − µ

4π

∫

V

(
−→r −

−→r
,
)×
−→
j

r3 dV ′ = µ

4π

∫

V

−→
j ×(

−→r −
−→r

,
)

r3 dV ′.(Itt felhasználtuk, hogy grad(r)
1
r

= − (
−→r −

−→r
,
)

˛

˛

˛

−→r −
−→r

,
˛

˛

˛

3 ).Az −→r −−→r ′ vektor az integrá
iós térfogatelemt®l azon pont felé mutat, amely-ben a mágneses teret számítjuk.A −→
B = µ0µr

−→
H anyagi egyenlet felhasználásával a −→

B-t meghatározó egyenlet-b®l a −→
H mágneses térer®sséget µ0µr-rel való osztással kapjuk:

−→
H(−→r ) =

1

4π

∫ −→
j × (−→r −−→r ,)

r3
dV ′.Látszik a kifejezésb®l, hogy a −→

j (−→r ′) árameloszlás által keltett mágneses tér−→Her®ssége nem függ az áramot körülvev® közegt®l, vagyis adott áram ugyanazt atérer®sséget hozza létre vákuumban, mint valamilyen közegben. Ez azt jelenti,hogy a mágneses jelenségek elméletében a −→
H ugyanazt a szerepet játsza, mint15



a −→
D az elektromos jelenségek elméletében. A −→

H és −→
E , valamint a −→

B és −→
Dvektorok közötti analógia 
sak formális. Tulajdonképpen a −→

D és −→H , valaminta −→
B és −→E vektorok állítandók egymással párhuzamba. Ebb®l az is következik,hogy az ǫ−hoz hasonló szerepet az 1

µ
játszik.Lineáris vezet®k esetén a −→

H(−→r ) képlet (általános alak) egyszer¶bb alakotvesz fel. (Lineáris az a vezet®, ahol az árams¶r¶ség vektor párhuzamos a d−→svonalelemmel.) Ekkor −→j dV = Ids. Így
∗

−→
H(−→r ) =

I

4π

∫

d−→s × (−→r −−→r ,)

r3
.A fenti vonalintegrál a lineáris vezet®re értend®. E képlet szerint a lineárisvezet® által keltett mágneses tér úgy fogható fel, mint a d−→s vonalelemek,pontosabban az Id−→s áramelemek által keltett tér szuperpozí
iója. Nevezete-sen: 16



Ids

0

P

α
r−r

r

r

−→
H(−→r ) =

∫

d
−→
H,ahol

∗ ∗ d
−→
H =

I

4π
·
d−→s × (−→r −−→r ,)

r3
.17



Az Id−→s áramelem által a P pontban keltett mágneses tér irányát a d−→s ×

(−→r − −→r ′) vektorszorzat iránya adja, ami a rajz szerint a lap síkjára mer®le-gesen befelé mutat. (A kísérleti �zikában az Ampere - vagy jobbkéz - szabálynéven szerepelt.) A * és ** képlet pedig Biot-Savart-törvény néven ismeretes.Szokásos alakja a ** abszolut értékét kifejez®:
dH =

I · sin α

4πr2
dsképlet, ahol α a d−→s vonalelem és az −→r −−→r ′ vektor által bezárt szöget jelenti.Egyenáramok mágneses terének energiája. Induk
iós együtthatóVegyünk egy tetsz®leges alakú vezet®t, amelyben egyenáram folyik. Az áram-eloszlást a −→

j (−→r ) árams¶r¶ség írja le. A keltett mágneses teret az 1. és 4.ME-k határozzák meg. A mágneses térnek van energiája, amely folytonosanoszlik el azon a tartományon, ahol a −→
H(−→r ) térer®ség különbözik zérustól. Amágneses térenergia s¶r¶sége: 18



u =
1

2

−→
H

−→
B .A teljes térenergiát az u térfogati integrálja adja:

U =
1

2

∫

V

−→
H

−→
BdV.(V az a tartomány, ahol −→H 6= 0.) A térenergia fenti általános kifejezése ára-mok esetén más alakban is felírható. E 
élból a (

−→
H ,

−→
B) skaláris szorzatotátalakítjuk a −→

B = rot
−→
A összefüggés, valamint a
div(

−→
A ×

−→
H) =

−→
Hrot

−→
A −

−→
Arot

−→
Hvektoranalitikai képlet felhasználásával.19



−→
H

−→
B =

−→
Hrot

−→
A = div(

−→
A ×

−→
H) +

−→
Arot

−→
H ,(1. ME)

(
−→
H ,

−→
B) = div(

−→
A ×

−→
H) + (

−→
A,

−→
j ),ekkor

U =
1

2

∫

V

div(
−→
A ×

−→
H)dV +

1

2

∫

V

(
−→
A,

−→
j )dV,(Gauss-tétel)

1

2

∫

V

div(
−→
A ×

−→
H)dV =

1

2

∫

F

(
−→
A ×

−→
H)ndF.20



Ha az F felületet kitoljuk a ∞−be, akkor a felületi integrál zérussá válik,mert az integrandusz er®sebben tart 0−hoz, mint a felületelem a végtelenhez.Ezért az energia képletben 
sak a második tag marad meg:
U =

1

2

∫

V

−→
A
−→
j dV. ∗A térenergiának ez a kifejezése az áram és a mágneses tér köl
sönhatási ener-giájaként értelmezhet®.A gyakorlatban leginkább el®forduló lineáris áramok esetén az U kifejezésetovább egyszer¶södik. Tételezzük fel, hogy a mágneses teret n lineáris áramkörkelti. Jelölésük: 1,2,...,k,...,n. Az egyes körökben folyó áram er®ssége legyen

Ik(k = 1, 2, ..., n). Mivel a −→
j árams¶r¶ség a vezet®kben különbözik zérustól,a * térfogati integrál az egyes áramkörökre vett integrálok összegeként írható:

21



U =
1

2

∫

V

−→
A
−→
j dV =

1

2

n
∑

k=1

∫

Vk

−→
A
−→
j dVk.Lineáris áram esetén −→

j dV = Id−→s , ezért
U =

1

2

n
∑

k=1

Ik

∮

k

−→
Akd

−→sk .Az integrál a k-adik vezet®körre, mint zárt görbére terjesztend® ki. A körin-tegrál a Stokes-tétellel felületi integrállá alakítható:
∮

k

−→
Akd

−→sk =

∫

Fk

(rot
−→
A)ndF =

∫

Fk

BndF = Fk. ∗ ∗

Fk a k-adik vezet®körre illeszked® felület, amelynek határvonala a k-adik áram-22



kör. Fk a rajta átmen® induk
ió�uxus. Ennélfogva a mágneses térenergia azáramer®sségek és az induk
ió�uxusok szorzatának összegével fejezhet® ki:
U =

1

2

n
∑

k=1

Ik · Fk.Egyetlen lineáris áramkör esetén ez a képlet az
U =

1

2
I · Fegyszer¶ alakot veszi fel.Térjünk vissza az induk
ió�uxus

∮

k

−→
Ad−→sk =

∫

Fk

(rot
−→
A)ndF =

∫

Fk

BndF = Fk** kifejezéséhez. 23



Az integrálban szerepl® −→
A vektorpoten
iált az
−→
A(−→r ) =

µ

4π

∫

V

−→

j (−→r ,)

|−→r −−→r ,|
dV ,képlet állítja el®. Itt az integrálás azokra a helyekre vonatkozik, ahol áramvan, tehát a vezet®kre. N vezet®körb®l álló lineáris áramrendszer esetén:

−→
Ak =

µ

4π

n
∑

i=1

Ii

∮

i

d−→si

rik

, ∗ahol rik az i-edik kör d−→si elemének a k-adik kör d−→sk elemét®l mért távolsága.Behelyettesítve *-ot a **-ba, kapjuk:
U =

∑

k

Uk =
1

2

∑

k

Ik

∮

k

−→
Akd

−→sk =
1

2

∑

k

Ik

∮

k

µ

4π

∑

l

Il

∮

l

d−→sl

rkl

d−→sk.24



Az összegzést és az integrálást rendezve:
U =

1

2

∑

k

∑

l

IkIl

µ

4π

∮

(k)

∮

(l)

d−→sl d
−→sk

rkl

.Az
Lkl =

µ

4π

∮

k

∮

l

d−→sl d
−→sk

rklmennyiséget induk
iós együtthatónak nevezzük,
• l 6= k esetén köl
sönös induk
ióról,
• l = k esetén öninduk
ióról beszélünk.Látható, hogy az Lik a k-adik vezet® nagyságától, alakjától és helyzetét®l függ.Függ még a közeg min®ségét®l is. 25



Kiszámításuk azonban nehézkes, mert az öninduk
iós együtthatóknál az 1
rkkindegrandusz divergens. Így vagy empírikus, illetve félempírikus módszereketkell használnunk, vagy az U mágneses tér energiát direkt módon kiszámolva akiszemelt vezet® hurokra, az

U =
1

2
LI2formulából már L leolvasható. Más módszer: ha az energiára a Fk �uxusoksegítségével felírt formulát összevetjük az induk
iós együtthatókkal felírtakkal,látszik, hogy:

Fk =
∑

l

LklIl.Egy vezet®hurokra ez F = LI alakú. Az F �uxus olykor direkt módon könnyenkiszámítható. (Megjegyzés: A köl
sönös induk
iós együtthatók az indexek 
se-réjére szimmetrikusak (Lij = Lji), amint az a de�niáló formulákból is látható.)
26


