ELEKTRODINAMIKA

(10. Elgadas)




A tekercs méagneses tere

Vegyiink egy hosszu, kis keresztmetszeti tekercset.

. —/

A magneses teret a fenti dbra mutatja. A magneses tér a tekercsen kiviil
gyenge, a tekercs belsejében pedig jo kozelitéssel allando, homogénnek tekint-

het§. Hatarozzuk meg a tér erGsségét a tekercs belsejében.



Integraljuk a (rotﬁ = 7, 1.ME) egyenletet egy erévonal altal meghatarozott
zart gorbével hatarolt feliiletre. Majd felhasznalva a Stokes-tételt:

]{ Hds = /F (rotH),dF = /F jndF.

F-en a zart gorbére - mint hatargorbére - illeszked? feliiletet értiink. Az aram-
stirtiség a feliilet azon helyein kiilonbozik zérustol, ahol a tekercset alkoto ve-
zet6k azt atdofik. Ha a tekercs menetszama n, akkor az F' feliiletet a vezets
n-szer szurja at. Ezért a j, — nek az F' feliiletre vett integrilja a vezets q

keresztmetszetére vett integral n-szerese:

/jndF:n/jndF,
F q



A B.O.-t kozelitéssel szamitjuk ki. Feltételezziik, hogy a tekercsen kiviil olyan
gyenge a magneses tér, hogy a téle szarmazo jarulék elhanyagolhato az integral
kiszamitasanal. A zart gorbe helyett, csak a tekercs belsejében halado [ egyenes
szakaszra integralunk. Mivel itt H egy irdnyia d8 — sel, és homogénnak

tekinthetd, ezért

fﬁd? ~ ‘ﬁ)z

Tehéat:
’ﬁ) = nl,
-4
[
[ = a tekercs hossza
n = a tekercs menetszama.

A tekercs belsejében a tér annél inkabb tekinthet homogénnak, minél nagyobb

a tekercs hossza a keresztmetszethez képest.



A mégneses tér kiszdmitisa a vektorpotenciil segitségével

Most ratériink (az el6bbi egyszerii esetek utan) az altalanos eset targyala-
sara. Tételezziik fel, hogy 7(?) ismert fliggvény az egész térben. Keressiik
a ﬁ(?) fiiggvényt. Ehhez a

divB = 0, rotH = 7

egyenleteket kell megoldanunk.
A divB =0 egyenlet kielégithets, ha
B =rotA (itt az X(?) vektortér a méagneses tér vektorpotencialja).

Az X(?) vektorpotencidl nem hatarozza meg egyértelmtien a teret. Ugyanis,
ha az A vektorpotencial a B = rotA alapjan leirja a B — vel jellemzett

magneses teret, az



A = A + grady

H
potencial, ahol x(r) tetszéleges fiiggvénye a helynek, ugyanazt a B teret irja
le. Ugyanis:

B =rotA = rot(z> + grady) = rotA + rot gradyx = rotA = B.

Tehét, ha A s A potencidlok egy tetszéleges fiiggvény gradiensében kiilon-
boznek egymastol, akkor ugyanazt a magneses teret irjak le. Ez felhasznél-
hato arra, hogy a vektorpotencidlra egy megszoritd kikotést tegyiink. Ezaltal
megszinik a hatarozatlansag, masrészt alkalmas mellékfeltételekkel sikeriil a

vektorpotencial differencialegyenletét egyszerii alakra hozni.



Eppen ezért megkoveteljiik, hogy az A vektorpotencial elégitse ki a
divA =0

egyenletet. Az A - A + grady transzformaci6 felhasznalasaval ez mindig

elérhet6. Ha ugyanis az A nem teljesitené a divA =0 egyenletet, akkor az
A=A+ grady
alapjan bevezethets olyan Z),, amely mar kielégiti, ha y —t a
Ax = —divA

egyenlet megoldasaként valasztjuk. Nyugodtan megkovetelhets tehat az A

divergenciamentessége.



A vektorpotencialt meghatéarozo differencial egyenletet a rotH = ?—b()’l kap-
juk a B = ,uourﬁ anyagi egyenlet felhasznalasaval.

§ = rotZ>

1
H= § —rotA
1

Behelyettesitve az 1. ME-be, kapjuk

—

1
rot(— rotA) J .
i

Feltételezziik, hogy a kozeg homogén, tehat p, allando. Ekkor:

rotrotA = ,u?.



Felhasznalva a (rot rotA = grad div A - AZ) azonossagot, kapjuk:
AA — grad divA = —,u?.

Figyelembe véve a divA = 0 mellékfeltételt, az A vektorpotenciél differenci-

alegyenlete a kovetkezo:

alaku lesz.

A fenti egyenlet az elektrosztatikiban megismert Poisson-egyenlet, amelynek

megoldasa:



Itt 7 annak a pontnak a helyzetvektora, amelyben a potencialt keressiik, 7

pedig az integracios futopont helyzetvektora.

Az elektrosztatikdban bebizonyitottuk, hogy az el6bbi X(?) valoban kielégiti

a Poisson-egyenletet. Most meg kell még mutatni, hogy a din(?

=0

mellékfeltételt is kielégiti. Vezessiik be az r = }? — ?'} jelolést. Képezziik az

?7
e
divergencidjat az 7 vektor (z,y, 2) koordinatai szerint:
—
J

—
L= : J ;M L

d A:— d MH{— dv = — —d r ’
v 47/\/ v ( . ) . V[T ivgy J (77)+(

Itt felhasznaltuk a

(7), gradg,

v,



-

1 1
div(2-) = ~div§ + (7 . grad>)

r r r
Osszefiiggést.

A jobb oldali integral elsé tagjaban div(r)7(?’) =0, mert j az 7 —tdl fiigg,
a divergenciat pedig az 7 koordinatai szerint képezziik. A masodik tag a

kovetkezGképpen irhato:
1 1
dipy— = —grad;.—. *
ara ()T’ agra ( )T’

Ez az Osszefiiggés nyilvanvalo az

r=v(@—2)2+{y—y)+(z—2)? * %



kifejezés alapjan, majd * és ** felhasznalasaval irhato:

<.

—

1 — 1 1
'7 d?”_ = - .7 drv_ = —di )\ + —di r
(7,9ra ()T) (7,grad )r) i )(T) —divg)

7).

A jobb oldalon levé utolso tag eltiinik, mert az 1.ME =

divy g (77) =0, majd

<

— 1
) din—) = —divgy(=—).
(J.gra ()T) iv( )(T)

Behelyettesitve a div A egyenletébe:

-

. G . J
divA = 47T/de(r,)( . )dV,



(Gauss-tétel)

divA = - [ Inap
T r T

Mivel a vezets szigetel6be agyazott, az dramsiirtiség normalis komponense a
feliillet mentén eltiinik és ezzel egyiitt a fenti egyenlet jobb oldala is. Ezzel

bebizonyitottuk, hogy az
-
mm:ﬂ/gﬁLWv
v T

vektorpotencial valoban kielégiti a divA =0 egyenletet.

Ezutan A —bol a E, majd abbdl a H vektor egyszerd rotacioképzéssel nyer-
hetS. Behelyettesitve az A kifejezését a B =rotA egyenletbe, kapjuk:



i) J
§ = TOt(r)X = irot(r)/ JidV’ = ﬂ/ TOt(r)(i)dV'
4 Vv 4 v T

v T s

A rot melletti (7) index azt jelenti, hogy a rotaciot az 7 helyvektor vég-
—

pontjainak (z,y, z) koordinatai szerint kell képezni. A rot(r)(%) kifejezés a

vektoranalizisbdl ismert Gsszefiiggés alapjan a kovetkez6 alakba irhato:

—
— —
7 (7)) + (grad,y— x 7).

S|

i 1
TOT,(T,) (7) = ;’I‘Ot(r)

Mivel ?(?') az T vektor végpontjanak (2',y',2') koordinataitol fiigg, és

fiiggetlen (x,y, z)—tdl:



Ezt figyelembe véve B-re kapjuk:

B(#) = £ [ (gradpytx g)av’ = £ [ T=Txd qyr = o f JAT T ) gy
— =
(Itt felhasznaltuk, hogy grad;,: = _%)

Az 7 — 7' vektor az integracios térfogatelemtdl azon pont felé mutat, amely-

ben a magneses teret szamitjuk.

AB= ,uourﬁ anyagi egyenlet felhasznalasaval a Bt meghatarozo egyenlet-

b6l a H magneses térerGsséget piop--rel vald osztassal kapjuk:

ﬁ(?):%/ I =) gy

Latszik a kifejezésbdl, hogy a 7(?/) arameloszlas altal keltett magneses tér H
erGssége nem fligg az aramot koriilvevs kozegtol, vagyis adott aram ugyanazt a
térerdsséget hozza létre vikuumban, mint valamilyen kdzegben. Ez azt jelenti,

hogy a magneses jelenségek elméletében a H ugyanazt a szerepet jatsza, mint



a D az elektromos jelenségek elméletében. A H és E), valamint a B és D
vektorok kozotti analogia csak formalis. Tulajdonképpen a D és ﬁ, valamint
a B és E vektorok allitandok egymassal parhuzamba. Ebbdl az is kovetkezik,

hogy az e—hoz hasonl6 szerepet az i jatszik.

Linearis vezetGk esetén a ﬁ(?’) képlet (altalanos alak) egyszeriibb alakot
vesz fel. (Linearis az a vezetd, ahol az dramstiriiség vektor parhuzamos a d's
vonalelemmel.) Ekkor ?dV = Ids. Igy

. H) - I/d?x(?’—?”)'

s 73

A fenti vonalintegral a linearis vezetére értends. E képlet szerint a lineéris
vezets altal keltett mégneses tér tigy foghato fel, mint a d's vonalelemek,
pontosabban az Ids 4ramelemek altal keltett tér szuperpozicioja. Nevezete-

sen:



ahol




Az Id§ 4ramelem &ltal a P pontban keltett magneses tér irdnyat a ds X
(7 — 7') vektorszorzat irdnya adja, ami a rajz szerint a lap sikjara merdle-
gesen befelé mutat. (A kisérleti fizikiban az Ampere - vagy jobbkéz - szabaly
néven szerepelt.) A * és ** képlet pedig Biot-Savart-torvény néven ismeretes.

Szokasos alakja a ** abszolut értékét kifejezd:

I -sinw

dH = d
42 §

képlet, ahol « a '8 vonalelem és az 7 — 7 vektor altal bezart szoget jelenti.

Egvendramok magneses terének energidja. Indukciés egyiitthatd

Vegyiink egy tetsz6leges alaku vezetét, amelyben egyenaram folyik. Az aram-
eloszlast a ?(7) aramstiriiség irja le. A keltett magneses teret az 1. és 4.
ME-k hatarozzédk meg. A magneses térnek van energiaja, amely folytonosan
oszlik el azon a tartoményon, ahol a ﬁ(?’) térerdség kiillonbozik zérustol. A

magneses térenergia stirtisége:



1
u=-HB.
2
A teljes térenergiat az u térfogati integralja adja:

U:;Aﬁﬁﬂi

(V' az a tartomany, ahol H # 0.) A térenergia fenti altalanos kifejezése ara-
mok esetén mas alakban is felirhato. E célbol a (ﬁ, E)) skalaris szorzatot

atalakitjuk a B =rotA Osszefiiggés, valamint a
div(z X ﬁ) — HrotA — ArotH

vektoranalitikai képlet felhasznalasaval.



HB =HrotA = div(z X ﬁ) + ArotH,

(1. ME)

ekkor

(Gauss-tétel)



Ha az F feliiletet kitoljuk a co—be, akkor a feliileti integral zérussa valik,
mert az integrandusz er6sebben tart 0—hoz, mint a feliiletelem a végtelenhez.

Ezért az energia képletben csak a masodik tag marad meg:
1 [ =
U=—- [ AjdV. *
2 )y

A térenergianak ez a kifejezése az aram és a mégneses tér kolcsonhatasi ener-

gidjaként értelmezhetd.

A gyakorlatban leginkabb el6forduld linearis aramok esetén az U kifejezése
tovabb egyszertisodik. Tételezziik fel, hogy a mégneses teret n linearis aramkor
kelti. Jelolésiik: 1,2....k,....n. Az egyes korokben folyd aram erdssége legyen
In(k =1,2,...,n). Mivel a 7 aramstiriiség a vezetSkben kiilonbozik zérustol,

a * térfogati integral az egyes aramkorokre vett integralok dsszegeként irhato:



s e, L, ,
Linearis aram esetén 7 dV = Id's’, ezért

1< —

Az integréal a k-adik vezetGkorre, mint zart gorbére terjesztendd ki. A korin-

tegral a Stokes-tétellel feliileti integralla alakithato:

Fy,

fz,id?k = / (rotA),dF = / BodF = Fp. %
k Fy,

Fi. a k-adik vezetokorre illeszked6 feliilet, amelynek hatarvonala a k-adik &ram-



kor. Fj a rajta atmené indukciofluxus. Ennélfogva a magneses térenergia az

aramerdsségek és az indukciofluxusok szorzatanak osszegével fejezhetd ki:

1 n
U:§;Ik-]-"k.

Egyetlen linearis aramkor esetén ez a képlet az
1
U=-1-F
2

egyszert alakot veszi fel.

Térjiink vissza az indukciofluxus

f Ads; = / (rotA),dF = / B,dF = F,
k Fy,

Fy,

** kifejezéséhez.



Az integralban szerepld A vektorpotencialt az

)
Ay - [ 2w

T =T

képlet allitja el6. Itt az integralas azokra a helyekre vonatkozik, ahol aram

van, tehat a vezetSkre. N vezetGkorbdl allo linearis aramrendszer esetén:

- ds;
F 4#2 ;T *

ahol 7, az i-edik kor ds; elemének a k-adik kor dsj elemétsl mért tavolsaga.

Behelyettesitve *-ot a **-ba, kapjuk:

1 —_ 1 1% dSl
U= U == Iy ¢ Apds; = = Iy ¢ — I, ¢ —dsj,
R R )

Tkl



Az Osszegzést és az integralést rendezve:

1 I ds;ds;,
U= [kll_% 7{ :
2 ;; Ar Juy Joy Tw

[ 7{ 7{ ds;ds;,
Lkl = o
47T kJl Tkl

mennyiséget indukcids egyilitthatonak nevezziik,

e [ # k esetén kolcsonos indukciordl,

e [ = k esetén onindukciordl beszéliink.

Lathato, hogy az L;;, a k-adik vezets nagysagatol, alakjatol és helyzetétol fiigg.

Fiigg még a kozeg minGségétol is.



Kiszamitasuk azonban nehézkes, mert az onindukcios egyiitthatoknal az é

indegrandusz divergens. Igy vagy empirikus, illetve félempirikus modszereket
kell hasznalnunk, vagy az U mégneses tér energiat direkt médon kiszamolva a

kiszemelt vezet§ hurokra, az

1
— LI’
V=3

formulabol mar L leolvashatd. Méas modszer: ha az energiara a JFj, fluxusok
segitségével felirt formulat 6sszevetjiik az indukcios egyiitthatokkal felirtakkal,

latszik, hogy:
Fe=Y_ Lul.
l

Egy vezetShurokra ez F = LI alaka. Az F fluxus olykor direkt médon kénnyen
kiszamithato. (Megjegyzés: A kolesonds indukeios egyiitthatok az indexek cse-

réjére szimmetrikusak (L;; = Lj;), amint az a definial6 formulakbol is lathato.)



