ELEKTRODINAMIKA

(11. Elgadéas)
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Az elektrotechnikaban el6fordul6 6sszes frekvenciara a fenti hanyados:

= . —
-2- > 1 = D mennyiség elhagyhato a 7 mellett.



Kvézistacionarius dramok

A kvéazistacionarius aramok fizikai sajatsagait leird alapegyenletek:

- —
rotH = j, 1.MFE

(Itt a D tagot hagytuk el.)
div D = 0, 2.MFE

N
rot E = —B, 3. ME

valamint a hatarfeltételi egyenletek.



Az alapegyenletekben szerepld fizikai mennyiségek - az egyendramokkal ellen-

tétben - fiiggenek az id6tol is.

Az 1.ME-b6l kovetkezik, hogy
ﬁ
div 3 =0.

Az adramsiirtiség divergenciamentességébdl kovetkezik, hogy szigetelGbe agya-

%
zott vezetd feliiletén a 7 normaélis komponense eltinik: 5, = 0.

Ennek alapjan belathato, hogy véges keresztmetszetii vezeté barmely két ke-
resztmetszetére vett aramerdsség kvazistacionarius aramok esetén is megegye-
zik egyméssal. Jeloljiik a két keresztmetszetet ¢i- gyel, illetve go- vel. In-
tegraljuk a div? = 0 egyenletet a q; és ¢ altal bezart vezetGszakaszra. A

Gauss-tétel alapjan irhato:

/ JndF — / JndF + / JndF = 0.
q1 q2 palst



Mivel a vezet&t szigetel§ veszi koriil, az el6bb mondottak szerint a harmadik

/ jpdF = / jndF.
q1 q2

Ezek az integralok pedig a két helyen vett [y, illetve I, aramerdGsségekkel egyen-
16ek. Tehat:

integralban 7, = 0, ezért

Il - _[2.

A négy ME-t, az anyagi egyenletek és a hatarfeltételek egyiitt szolgalnak a

kvazistacionarius dramok elektromagneses terének a meghatarozasara.



Konkrét példa: Linearis vezetGkorokre vonatkozod alapegyenletek

Tételezziik fel, hogy az egyes korokben aramforrasok is lehetnek, amelyek

elektromotoros erejét £, &, £3... jeloli. A k-adik kor £ elektromotoros erejét

& = 7{ Eds

az

korintegrallal értelmezziik.

— - = . —
A j = o(E + E’) Ohm-torvénybdl kifejezve az E térerésséget, és beirva a
3. ME-be, kapjuk:
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rot E = —B,
1— -, =

rot(—j — E') = —B.
o

Integraljuk a fenti egyenlet mindkét oldalat a k-adik aramkorre, mint hatar-

vonalra illeszkedd feliiletre:



/rot(l j - E’)dl_*") a—BdF

A bal oldali integral a Stokes-tétellel a vezet&korre vett vonalmenti integralla
alakithato. Tegyiik fel, hogy a vezeték altal meghatarozott feliiletek id6ben
nem valtoznak. Ekkor a jobb oldalon az id6 szerinti differencialés jele az

integraljel elé emelhetd. Igy:
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Mivel lineéris vezetSkrsl van sz, 7 d's” = jds, ezért:

jqd d
7{” S—fﬁ'd?:——/BndF.
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Az I, = jq aramerGsség az egész vezetGkor mentén allando, ezért az integraljel




elé emelhetd:

Ik% ds %E’ds =—— [ B,dF,
k04 k

IkRk == gk - fk *
Ugyanilyen egyenlet érvényes a tobbi aramkorre is, £ =1,2,3,...,n

Ez az egyenlet az integralis Ohm-torvény altalanositésa kvéazistacionarius ara-
mok esetére. Az F tag az elektromagneses indukcié kovetkezménye. Ez az
indukalt elektromotoros erd (negativ elgjellel) hozzaadodik az aramkorbe be-

iktatott aramforras & elektromotoros erejéhez.
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Ezen kifejezéseket *-ba beirva, kapjuk:

n L]
LR+ Ligli = &
i=1
A kvazistacionarius aramkorok alapegyenletei. Ezen egyenletekbdl az dram-
korokre jellemzd Ry ellenallasok és Ly, indukcios egyiitthatok, valamint az &
elektromotoros erék ismeretében az adott kezdéfeltételekhez tartozo I; dram-

erGsségek kiszamithatok.

Aramkor ellenallassal és onindukcioval

Tekintsiink egy dramkort R ohmikus ellenallassal és L 6nindukcids egyiittha-
toval. Kapcsoljunk be ¢ = 0-ban egy & = & allandé elektromotoros ereji
aramforrast. t = O—ban I(0) = 0. Hatarozzuk meg, hogy az & elektromoto-
ros eré hatasara kialakult 7(¢) aramerdsség milyen fiiggvénye az idének. Az
aramerdsséget meghatéarozo differencidlegyenletet az elébbi képletbdl kapjuk,

ha azt egyetlen aramkérre irjuk fel:



IR+ LI = &,.

Megoldando ez a differencialegyenlet az 1(0) = 0 kezddételtétellel.

Mivel & allando, az el6bbi egyenlet atirhato:

bevezetve:
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Most vizsgaljuk meg, hogyan valtozik az aramerGsség, ha a t = ¢y idépilla-

natban kikapcsoljuk az dramforrast. A ¢t > t; id6ben &€ = 0. A megoldando



differencialegyenlet:

df

RI+L— =0,
LT
I = Ipe 1t
t=to, I(ty) =%, ezzel
& R
= = Jye Lt
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IO = Eoe%to,
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I(t) = Jge}gtoe_ﬁt = Eoe_%(t_t").

A kikapcsolds utdn az dramerGsség a t = to—hoz tartozo ‘S—}g értékrsl expo-

nencialisan csokken zérusra. Az aramforras bekapcsolasakor csak fokozatosan
alakul ki az allando6 I = }‘% aramerdsség, a kikapcsolaskor pedig fokozatosan
sziinik meg. Ezt a jelenséget tranziens jelenségnek nevezziik, oka az indukalt

elektromotoros er6 fellépése. Az 6nindukcio révén ez az elektromotoros erg el-



lentétes iranyi aramot indukal, mint a be, illetve kikapcsolt & elektromotoros
er6. Ezért a bekapcsolaskor csokkenti annak hataséat, a kikapcsolaskor pedig

még egy ideig fenntartja az aramot.

Legyen most a bekapcsolt aramforras:
E = &ycoswt.

Az aramerGség I(t) idofiiggését meghatarozo differencidlegyenlet a kovetkezd
alaku:

dr
RI + LE =&ycoswt, *

t=0, 1(0) = 0.

A * differencidlegyenlet megoldasanal célszerii az alabbi komplex egyenlethdl
kiindulni:

d )
Ry + Ld—ZZ =&t xx

Belathato, hogy az y—ra felirt egyenlet megoldasanak valos része kielégiti a *



egyenletet. Tegyiik fel, hogy y megoldasa az egyenletnek. Akkor y komplex
konjugaltja az y*, kielégiti az eredeti egyenlet komplex konjugéltjat:

dy :
* L — —iwt .
Ry + dt 506

Képezziik a két egyenlet Gsszegének a felét:

+ * d + * eiwt_'_e—iwt
Y 2y +L&(Iy 2y ):é’of:&)coswt.

R

Az “Ty az eredeti * egyenletet elégiti ki. Mivel az “Ty az y(t) komplex

fiiggvény valos része, ezért a megoldando * egyenlet I(t) megoldasat a **

komplex egyenletet kielégits y(t) fiiggvény valos része adja:

I(t) = Re(y(t))-

A ** inhomogén, allando egyiitthatos, linearis, elsérendt differencidlegyenlet.

Altalanos megoldasa: (homogén egyenlet altalanos megoldasa + inhomogén



egyenlet egy partikularis megoldasa). Utobbit az
Yp = Aeiwt

** egyenletet. Tehat a

alakban keressiik. Tegyiik fel, hogy v, kielégiti a
kovetkezG teljesiil:

RAeiwt +LA@€th — €0€th,

(R +iwL)Ae™" = Ee™,
&
A= ———
R+ iwlL’
&o
= ——€
R+ 1wl

iwt

Yp

A homogén egyenlet mgoldésa:



A ** egyenlet altalanos megoldasat az y, + yj, Osszege adja meg:

g . .,
= + = —-— elw + Be_f .
J= U R +iwL

Az I(t) aramerGsség az y valos részével egyenld:
I(t) = Re L(cos wt + isinwt) + Be Tt
R+ iwL

R —wlL

50 B + B* _ Ry

= e L7,
R? + w212 2

A B integracios allandot, az 1(0) = 0 kezdeti feltételbdl hatarozhatjuk meg:

(coswt + isinwt) + Be_gt}

(Rcoswt +wlsinwt) +

B+B* &R
2 R4 WL




Bevezetve a kovetkezd mennyiségeket (jeloléseket):

R

—— =080,
VRE T 2L
ol = sind.

VR T L

(cos 62 +sind = 1).

Ezen kifejezésekkel:

- 50 ) . g()R _ IRy
I(t) = \/ﬁ(cosécos wt + sin 0 sin wt) — me g

= \/ﬁ [cos(wt —§) — cos 56_%t] :

A homogén egyenlet megoldésa a tranziens jelenségeket irja le. Ez a tag igen

gyorsan elttinik.



Olyan t id6tartomanyban, amikor a mésodik tagtol eltekintiink, az aramerds-

ség az idonek tiszta periddikus fiiggvénye:

I(t) = \/ﬁ cos(wt — 8) = Iy cos(wt — §).

Iy := amplitudo 0 :=fazisszog,

ezeket az R, L, &), valamint az w hatarozzak meg.

& w
0 0 := arctan —.

NIz R

Az I(t) kifejezésébdl latszik, hogy az aramerdsség ugyanakkora frekvenciaval

I =

rezeg, mint az elektromotoros erd, de az aramerGsség o fazisszoggel késik az
elektromotoros er6hoz képest. Ez azt jelenti, hogy az aramerssség ¢ — % idGvel

kés6bb veszi fel maximumat, mint az elektromotoros er6. Az aramerGsség az



Ohm-torvényhez hasonlé alakra hozhato:

. . . _ £
egyenaramokndl megismert [ = %

s _Eocosw(t—%)_ E(t—%)
W= st VETol

R+ oL

ahol vV R? + w?L? az impedancia. V R2+(D2 L2

Komplex sikon torténd szemléltetés:

Impedancia = |R + iwL|.




Energiaviszonyvok az RL korben. Az dram teljesitménye

RI+LI=¢, /I

RI? + LIT = &I,
d 1
EI = RI* + —(=LI?).

TGt
A B.O. az aramforras elektromotoros erejének 1s-ra es6 munkaja, vagyis a
teljesitmény. Ez a teljesitmény fedezi az ellenallason idGegység alatt keletkezett

Joule-h6 (RI?) és magneses energia ((1LI%) novekedését.
Energiaegyenlet, amely az energiamegmaradas torvényét fejezi ki RL-kor ese-
tén.
Szamitsuk ki az £1 teljesitményt periddikusan valtozo elektromotoros erd ese-
tén:

El = &Eylycoswt cos(wt — §).



A pillanatnyi teljesitmény gyors valtozasa miatt, a teljesitmény kozépértékét
szokas szamitani. Hatarozzuk meg a * egy periodusra vett kozépértékét (ame-

lyet feliilhizassal jeloliink):
_ 1 (T
El = 501()?/ cos wt cos(wt — §)dt =
0

1 T
= EOIOT / (cos®wt cos & + cos wt sinwt sin §)dt =
0

Eol, T Eol, T
070 o5 6 / cos’wt dt + % sin / cos wt sin wt dt.
0 0

T
I 1
T/o (cos*wt dt = 3

1 /7
?/ (coswtsinwt dt = 0,
0

Felhasznalva:



kapjuk:
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Ahol:

effektiv értékek.
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geff:\/?:%, 3 [eff:\/ﬁ:

SlE

El = geff[eff cos 0.

A teljesitmény kozépértéke aranyos a faziskésés cosinusaval. Ha 0 — I, akkor
J y y 2
El—0.)

™

A ¢ — 7 hatareset kétféleképpen érhetd el:



1. Az (wL) rogzitett értéke mellett R — 0. Ekkor nincs Joule-hé, mert R — 0.

2. R—all, de wL — co= VR2+ w2L? — co= I — 0 és a Joule-h§ ezért

tiinik el.



Aramkor onindukcidval és kapacitssal

Tekintsiink egy vezet6 kort, amelyben R, L, és C szerepel. A korbe kapcsolt
elem elektomotoros ereje legyen £. Az ilyen &ramkdrben egyendram nem alakul
ki, mert a kondenzator nem enged at. Az idében valtozo elektromotoros erd

azonban ilyen korben is létesit aramot.

Hatarozzuk meg a kondenzatort is tartalmaz6 aramkor alapegyenletét:
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—o(E+E)= L =E+E, /dsil /(1e2)
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d
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Feltételezziik, hogy a vezet§ linearis, ezért a korabbi gondolatmenetbdl kovet-
kezik:

2
IR:£+/ Eds x
1

4. ME
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divB =0=3 A melyre B =rotA,
3.ME -
0B 0 0
7“01€E> = —E =5 = —Erotz = —rotaz,
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.
t(E+—)=0.
rotlE + )

— —
Latszik, hogy az (E + %) vektor rotaciomentes = 3 olyan ¢, amelyre:
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— 0A
E =—grad¢ — —.
grad ¢ BT
- —
Irjuk be FE kifejezését a * egyenletbe:
2 N 29A
[R:é'—/gmdgbds— —d7%.
1 Ot

(p1—2)

(kondenzator lemezek kozotti potencialkiilonbség)

2
! 8t dt/ AdS.

Mivel a kondenzéator lapok kozotti tavolsag kicsi az integracids tartomanyt

jelents vezet6 szakaszhoz képest, az integralas jo kozelitéssel zart dramkorre

2—> —
/ AdS NfAd?.
1

terjeszthetd ki:



Ez pedig:
f Ad7s = / (rot A),dF = / BudF = F.
F F

Ekkor: AF
IR=¢&— — - —.
(6= 1) - <
A kondenzator lapok kozotti (¢o — ¢1) potencialkiilonbség a fegyverzetek e

toltésével és a C kapacitassal kifejezhetd:
e
¢2 - ¢1 = 57

¢ dF
—~ — LI
dt
Ezekkel:

t
RI+LJ+%:6, de e(t):/ I()dt',
0



és (t=0-ban kapcsoljuk be az dramforrast)
.1/t
RI+ LI+ —/ I(thdt' = €.
C Jo
Mindkét oldalt differencidlva:
Li+Ri+—1=¢
al=¢

Az RLC kor alapegyenlete, amelybdl meghatarozhatjuk az aramerdsséget, mint

az id¢ fiiggvényét, adott R, L, C értékek, és adott £ esetén.



