
ELEKTRODINAMIKA
(11. El®adás)
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−→
E =

−→
E0 sin ωt,

−→
D = ǫ

−→
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∂
−→
D

∂t
= ωǫ

−→
E0 cos ωt = ν2πǫ

−→
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−→
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−→
E = σ

−→
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∣
∣
∣
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∣
∣
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∣
∣
∂
−→
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∂t

∣
∣
∣
max

=
σ

ν2πǫ
,de

ǫ ≈ 1,

σ ≈ (1016 − 1017)
1

s
.Az elektrote
hnikában el®forduló összes frekven
iára a fenti hányados:

σ
νπǫ

≫ 1 ⇒
•−→
D mennyiség elhagyható a −→

j mellett.2



Kvázista
ionárius áramokA kvázista
ionárius áramok �zikai sajátságait leíró alapegyenletek:
rot

−→
H =

−→
j, 1.ME(Itt a •−→

D tagot hagytuk el.)
div

−→
D = ρ, 2. ME

rot
−→
E = −

•−→
B , 3. ME

div
−→
B = 0, 4. ME

−→
D = ǫ0ǫr

−→
E ,

−→
B = µ0µr

−→
H ,

−→
j = σ(

−→
E +

−→
E ′),valamint a határfeltételi egyenletek. 3



Az alapegyenletekben szerepl® �zikai mennyiségek - az egyenáramokkal ellen-tétben - függenek az id®t®l is.Az 1.ME-b®l következik, hogy
div

−→

j = 0.Az árams¶r¶ség divergen
iamentességéb®l következik, hogy szigetel®be ágya-zott vezet® felületén a −→
j normális komponense elt¶nik: jn = 0.Ennek alapján belátható, hogy véges keresztmetszet¶ vezet® bármely két ke-resztmetszetére vett áramer®sség kvázista
ionárius áramok esetén is megegye-zik egymással. Jelöljük a két keresztmetszetet q1- gyel, illetve q2- vel. In-tegráljuk a div

−→
j = 0 egyenletet a q1 és q2 által bezárt vezet®szakaszra. AGauss-tétel alapján írható:

∫

q1

jndF −
∫

q2

jndF +

∫

palst

jndF = 0.4



Mivel a vezet®t szigetel® veszi körül, az el®bb mondottak szerint a harmadikintegrálban jn = 0, ezért
∫

q1

jndF =

∫

q2

jndF.Ezek az integrálok pedig a két helyen vett I1, illetve I2 áramer®sségekkel egyen-l®ek. Tehát:
I1 = I2.A négy ME-t, az anyagi egyenletek és a határfeltételek együtt szolgálnak akvázista
ionárius áramok elektromágneses terének a meghatározására.
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Konkrét példa: Lineáris vezet®körökre vonatkozó alapegyenletekTételezzük fel, hogy az egyes körökben áramforrások is lehetnek, amelyekelektromotoros erejét E1, E2, E3... jelöli. A k-adik kör Ek elektromotoros erejétaz
Ek =

∮ −→
E ′d−→skörintegrállal értelmezzük.A −→

j = σ(
−→
E +

−→
E ′) Ohm-törvényb®l kifejezve az −→

E térer®sséget, és beírva a3. ME-be, kapjuk:
rot

−→
E = −

•−→
B ,

rot(
1

σ

−→
j −−→

E ′) = −
•−→
B .Integráljuk a fenti egyenlet mindkét oldalát a k-adik áramkörre, mint határ-vonalra illeszked® felületre:
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∫

k

rot(
1

σ

−→
j −−→

E ′)d
−→
F = −

∫

k

∂
−→
B

∂t
d~F .A bal oldali integrál a Stokes-tétellel a vezet®körre vett vonalmenti integrálláalakítható. Tegyük fel, hogy a vezet®k által meghatározott felületek id®bennem változnak. Ekkor a jobb oldalon az id® szerinti di�eren
iálás jele azintegráljel elé emelhet®. Így:

∮

k

−→

j d−→s
σ

−
∮

k

−→
E ′d−→s = − d

dt

∫

k

BndF.Mivel lineáris vezet®kr®l van szó, −→

j d−→s = jds, ezért:
∮

k

jqds

σq
−

∮

k

−→
E ′d−→s = − d

dt

∫

k

BndF.Az Ik = jq áramer®sség az egész vezet®kör mentén állandó, ezért az integráljel7



elé emelhet®:
Ik

∮

k

ds

σq
−

∮

k

−→
E ′d−→s = − d

dt

∫

k

BndF,

IkRk = Ek −
•

Fk. ∗Ugyanilyen egyenlet érvényes a többi áramkörre is, k = 1, 2, 3, ..., n.Ez az egyenlet az integrális Ohm-törvény általánosítása kvázista
ionárius ára-mok esetére. Az •

F tag az elektromágneses induk
ió következménye. Ez azindukált elektromotoros er® (negatív el®jellel) hozzáadódik az áramkörbe be-iktatott áramforrás Ek elektromotoros erejéhez.
Fk =

n∑

i=1

IiLki,ahol
Lki =

µ

4π

∮

i

∮

k

d−→si d
−→s k

rik

.8



Ezen kifejezéseket *-ba beírva, kapjuk:
IkRk +

n∑

i=1

Lki

•

Ii = Ek.A kvázista
ionárius áramkörök alapegyenletei. Ezen egyenletekb®l az áram-körökre jellemz® Rk ellenállások és Lki induk
iós együtthatók, valamint az Ekelektromotoros er®k ismeretében az adott kezd®feltételekhez tartozó Ii áram-er®sségek kiszámíthatók.Áramkör ellenállással és öninduk
ióvalTekintsünk egy áramkört R ohmikus ellenállással és L öninduk
iós együttha-tóval. Kap
soljunk be t = 0-ban egy E = E0 állandó elektromotoros erej¶áramforrást. t = 0−ban I(0) = 0. Határozzuk meg, hogy az E0 elektromoto-ros er® hatására kialakult I(t) áramer®sség milyen függvénye az id®nek. Azáramer®sséget meghatározó di�eren
iálegyenletet az el®bbi képletb®l kapjuk,ha azt egyetlen áramkörre írjuk fel: 9



IR + L
•

I = E0.Megoldandó ez a di�eren
iálegyenlet az I(0) = 0 kezd®feltétellel.Mivel E0 állandó, az el®bbi egyenlet átírható:
d

dt
(I − E0

R
) +

R

L
(I − E0

R
) = 0,bevezetve:

y = I − E0

R
,

dy

dt
+

R

L
y = 0,

y = Ce−
R

L
t,

t = 0, I = 0:
Ce−

R

L
t = I − E0

R
,10



C = 0 − E0

R
= −E0

R
,

I(t) = y +
E0

R
= −E0

R
e−

R

L
t +

E0

R
=

E0

R
(1 − e−

R

L
t).

t0

R
ε0

I(t)

tMost vizsgáljuk meg, hogyan változik az áramer®sség, ha a t = t0 id®pilla-natban kikap
soljuk az áramforrást. A t > t0 id®ben E = 0. A megoldandó11



di�eren
iálegyenlet:
RI + L

dI

dt
= 0,

I = I0e
−

R

L
t,

t = t0, I(t0) = E0

R
, ezzel

E0

R
= I0e

−
R

L
t0 ,

I0 =
E0

R
e

R

L
t0 ,

I(t) =
E0

R
e

R

L
t0e−

R

L
t =

E0

R
e−

R

L
(t−t0).A kikap
solás után az áramer®sség a t = t0−hoz tartozó E0

R
értékr®l expo-nen
iálisan 
sökken zérusra. Az áramforrás bekap
solásakor 
sak fokozatosanalakul ki az állandó I = E

R
áramer®sség, a kikap
soláskor pedig fokozatosansz¶nik meg. Ezt a jelenséget tranziens jelenségnek nevezzük, oka az indukáltelektromotoros er® fellépése. Az öninduk
ió révén ez az elektromotoros er® el-12



lentétes irányú áramot indukál, mint a be, illetve kikap
solt E0 elektromotoroser®. Ezért a bekap
soláskor 
sökkenti annak hatását, a kikap
soláskor pedigmég egy ideig fenntartja az áramot.Legyen most a bekap
solt áramforrás:
E = E0 cos ωt.Az áramer®ség I(t) id®függését meghatározó di�eren
iálegyenlet a következ®alakú:

RI + L
dI

dt
= E0 cos ωt, ∗

t = 0, I(0) = 0.A * di�eren
iálegyenlet megoldásánál 
élszer¶ az alábbi komplex egyenletb®lkiindulni:
Ry + L

dy

dt
= E0e

iωt. ∗ ∗Belátható, hogy az y−ra felírt egyenlet megoldásának valós része kielégíti a *13



egyenletet. Tegyük fel, hogy y megoldása az egyenletnek. Akkor y komplexkonjugáltja az y∗, kielégíti az eredeti egyenlet komplex konjugáltját:
Ry∗ + L

dy∗

dt
= E0e

−iωt.Képezzük a két egyenlet összegének a felét:
R

y + y∗

2
+ L

d

dt
(
y + y∗

2
) = E0

eiωt + e−iωt

2
= E0 cos ωt.Az y+y∗

2
az eredeti * egyenletet elégíti ki. Mivel az y+y∗

2
az y(t) komplexfüggvény valós része, ezért a megoldandó * egyenlet I(t) megoldását a **komplex egyenletet kielégít® y(t) függvény valós része adja:

I(t) = Re(y(t)).A ** inhomogén, állandó együtthatós, lineáris, els®rend¶ di�eren
iálegyenlet.Általános megoldása: (homogén egyenlet általános megoldása + inhomogén14



egyenlet egy partikuláris megoldása). Utóbbit az
yp = Aeiwtalakban keressük. Tegyük fel, hogy yp kielégíti a ** egyenletet. Tehát akövetkez® teljesül:

RAeiwt + LAiωeiωt = E0e
iωt,

(R + iωL)Aeiωt = E0e
iωt,

A =
E0

R + iωL
,

yp =
E0

R + iωL
eiωt.A homogén egyenlet mgoldása:

yh = Be−
R

L
t.15



A ** egyenlet általános megoldását az yp + yh összege adja meg:
y = yp + yh =

E0

R + iωL
eiωt + Be−

R

L
t.Az I(t) áramer®sség az y valós részével egyenl®:

I(t) = Re

{ E0

R + iωL
(cos ωt + i sin ωt) + Be−

R

L
t

}

= Re

{

E0
R − iωL

R2 + ω2L2
(cos ωt + i sin ωt) + Be−

R

L
t

}

=
E0

R2 + ω2L2
(R cos ωt + ωL sin ωt) +

B + B∗

2
e−

R

L
t.A B integrá
iós állandót, az I(0) = 0 kezdeti feltételb®l határozhatjuk meg:

B + B∗

2
= − E0R

R2 + ω2L2
.16



Bevezetve a következ® mennyiségeket (jelöléseket):
R√

R2 + ω2L2
= cos δ,

ωL√
R2 + ω2L2

= sin δ.

(cos δ2 + sin δ = 1).Ezen kifejezésekkel:
I(t) =

E0√
R2 + ω2L2

(cos δ cos ωt + sin δ sin ωt) − E0R

R2 + ω2L2
e−

R

L
t

=
E0√

R2 + ω2L2

[

cos(ωt − δ) − cos δe−
R

L
t
]

.A homogén egyenlet megoldása a tranziens jelenségeket írja le. Ez a tag igengyorsan elt¶nik. 17



Olyan t id®tartományban, amikor a második tagtól eltekintünk, az áramer®s-ség az id®nek tiszta periódikus függvénye:
I(t) =

E0√
R2 + ω2L2

cos(ωt− δ) = I0 cos(ωt− δ).

I0 := amplitúdó δ :=fázisszög,ezeket az R, L, E0, valamint az ω határozzák meg.
I0 =

E0√
R2 + ω2L2

δ := arctan
ωL

R
.Az I(t) kifejezéséb®l látszik, hogy az áramer®sség ugyanakkora frekven
iávalrezeg, mint az elektromotoros er®, de az áramer®sség δ fázisszöggel késik azelektromotoros er®höz képest. Ez azt jelenti, hogy az áramer®sség t− δ

ω
id®velkés®bb veszi fel maximumát, mint az elektromotoros er®. Az áramer®sség az
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egyenáramoknál megismert I = E

R
Ohm-törvényhez hasonló alakra hozható:

I(t) =
E0 cos ω(t − δ

ω
)√

R2 + ω2L2
=

E(t − δ
ω
)√

R2 + ω2L2
,

ahol √R2 + ω2L2 az impedan
ia.Komplex síkon történ® szemléltetés:
Impedancia

.
= |R + iωL|.

0 R
δ

R 2+ω  L22

ω

ω

R+i  L

i  L
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Energiaviszonyok az RL körben. Az áram teljesítménye
RI + L

•

I = E , / ∗ I

RI2 + L
•

II = EI,

EI = RI2 +
d

dt
(
1

2
LI2).A B.O. az áramforrás elektromotoros erejének 1s-ra es® munkája, vagyis ateljesítmény. Ez a teljesítmény fedezi az ellenálláson id®egység alatt keletkezettJoule-h® (RI2) és mágneses energia ( d

dt
(1

2
LI2) növekedését.Energiaegyenlet, amely az energiamegmaradás törvényét fejezi ki RL-kör ese-tén.Számítsuk ki az EI teljesítményt periódikusan változó elektromotoros er® ese-tén:

EI = E0I0 cos ωt cos(ωt− δ). ∗20



A pillanatnyi teljesítmény gyors változása miatt, a teljesítmény középértékétszokás számítani. Határozzuk meg a * egy periódusra vett középértékét (ame-lyet felülhúzással jelölünk):
EI = E0I0

1

T

∫ T

0

cos ωt cos(ωt− δ)dt =

= E0I0
1

T

∫ T

0

(cos2ωt cos δ + cos ωt sin ωt sin δ)dt =

E0I0

T
cos δ

∫ T

0

cos2ωt dt +
E0I0

T
sin δ

∫ T

0

cos ωt sinωt dt.Felhasználva:
1

T

∫ T

0

(cos2ωt dt =
1

2
,

1

T

∫ T

0

(cos ωt sinωt dt = 0,
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kapjuk:
EI =

1

2
E0I0 cos δ =

E0√
2

I0√
2

cos δ.Ahol:
E0√
2

=
√

E2 =

√

E2
0

T

∫ T

0

cos2ωt dt,

I0√
2

=
√

I2e�ektív értékek.
Eeff =

√

E2 =
E0√
2
, ; Ieff =

√

I2 =
I0√
2
,

EI = EeffIeff cos δ.(A teljesítmény középértéke arányos a fáziskésés 
osinusával. Ha δ → π
2
, akkor

EI → 0.)A δ → π
2
határeset kétféleképpen érhet® el:22



1. Az (ωL) rögzített értéke mellett R → 0. Ekkor nin
s Joule-h®, mert R → 0.2. R=áll, de ωL → ∞⇒
√

R2 + ω2L
2 → ∞⇒ I0 → 0 és a Joule-h® ezértt¶nik el.
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Áramkör öninduk
ióval és kapa
itássalTekintsünk egy vezet® kört, amelyben R, L, és C szerepel. A körbe kap
soltelem elektomotoros ereje legyen E . Az ilyen áramkörben egyenáram nem alakulki, mert a kondenzátor nem enged át. Az id®ben változó elektromotoros er®azonban ilyen körben is létesít áramot.Határozzuk meg a kondenzátort is tartalmazó áramkör alapegyenletét:
−→

j = σ(
−→
E +

−→
E ′) ⇒

−→

j

σ
=

−→
E +

−→
E ′, /d−→s ill.

∫

(1 → 2)

R           L

C
2

1

ε

∫ 2

1

−→
j

d−→s
σ

=

∫ 2

1

−→
Ed−→s +

∫ 2

1

−→
E ′d−→s .
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Feltételezzük, hogy a vezet® lineáris, ezért a korábbi gondolatmenetb®l követ-kezik:
IR = E +

∫ 2

1

−→
Ed−→s, ∗4.ME

div
−→
B = 0 ⇒ ∃ ~A melyre

−→
B = rot

−→
A,3.ME

rot
−→
E = −−→

B. =
∂
−→
B

∂t
= − ∂

∂t
rot

−→
A = −rot

∂

∂t

−→
A,

rot(
−→
E +

∂
−→
A

∂t
) = 0.Látszik, hogy az (

−→
E + ∂

−→
A

∂t
) vektor rotá
iómentes ⇒ ∃ olyan φ, amelyre:
−→
E +

∂
−→
A

∂t
= −grad φ,
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−→
E = −grad φ − ∂

−→
A

∂t
.Írjuk be −→

E kifejezését a * egyenletbe:
IR = E −

∫ 2

1

grad φd−→s
︸ ︷︷ ︸

(φ1−φ2)

−
∫ 2

1

∂
−→
A

∂t
d−→s .(kondenzátor lemezek közötti poten
iálkülönbség)

∫ 2

1

∂
−→
A

∂t
d−→s =

d

dt

∫ 2

1

−→
Ad−→s .Mivel a kondenzátor lapok közötti távolság ki
si az integrá
iós tartománytjelent® vezet® szakaszhoz képest, az integrálás jó közelítéssel zárt áramkörreterjeszthet® ki:

∫ 2

1

−→
Ad−→s ∼

∮ −→
Ad−→s .26



Ez pedig: ∮ −→
Ad−→s =

∫

F

(rot
−→
A)nd

−→

F =

∫

F

BndF = F .Ekkor:
IR = E − (φ2 − φ1) −

dF
dt

.A kondenzátor lapok közötti (φ2 − φ1) poten
iálkülönbség a fegyverzetek etöltésével és a C kapa
itással kifejezhet®:
φ2 − φ1 =

e

C
,és

dF
dt

= Lİ.Ezekkel:
RI + Lİ +

e

C
= E , de e(t) =

∫ t

0

I(t′)dt′,
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és (t=0-ban kap
soljuk be az áramforrást)
RI + Lİ +

1

C

∫ t

0

I(t′)dt′ = E .Mindkét oldalt di�eren
iálva:
LÏ + Rİ +

1

C
I = Ė .Az RLC kör alapegyenlete, amelyb®l meghatározhatjuk az áramer®sséget, mintaz id® függvényét, adott R, L, C értékek, és adott E esetén.
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