ELEKTRODINAMIKA

(12. Elgadéas)




Valtoz6 elektroméagneses terek. Elektromagneses hulldmok

A Maxwell-egyenletek: Anvagi egvenletek:
H
° D = EOET‘E7
— — =
1. rotH = 1 + D,
— —
B = MO:U’THv
ahol = 7 +pv

H
2. divD = p,

— —
3. rotE =-B,

4. divB =0,
A fenti differencidlegyenletek a fenomenologiai elektrodinamika keretein beliil

a legaltalanosabb elektromagneses terek torvényszertiségeit irjak le.



Az elektromégneses potencidlok

Tételezziik fel, hogy G = 7(7), t) és p = p(7,t) ismert fiiggvényei a helynek

és az idonek. Feladat a térerGsségek meghatarozasa.

. . =4 = - , =4 , . L, .
Nem kozvetleniil az E, B, H, és D térmennyiségeket szamitjuk, hanem az
—

A

vektor és ¢ skalarpotencialokat:

—

AZ—@,LLX:—M'L',

VANOR 5,u§z§ = —g.

Inhomogén hullamegyenletek (d’Alembert-egyenlet), ahol a ¢ és A ugyne-

vezett Lorentz-mértéket elégitik ki:



. — 5
div A + €€ piopr¢ = 0.

Ekkor

—

H
B =rotA,

— —
E=—-A —grado,

H
és d egy szabadsag az A és ¢ megvalasztasdban:

— —
A= A + grady,



— —
Az A és A’ illetve a ¢ és ¢’ ugyanazt az elektroméagneses teret irjak le.

Retardalt és avanzsalt potencidlok

Az © = 1 (7,t) és p= p(7,t) aram, illetve toltéseloszlas altal keltett elekt-
—
romagneses tér meghatarozasat visszavezettiik az A és ¢ elektromagneses po-

tencialok meghatarozasara. Keressiik az

—

AZ—@,LLX:—M'L',

AQS - 5,U¢ - _ga

egyenletek olyan megoldasat, amelyek kielégitik a

— .
divA +epp =0

Lorentz-feltételt.



Stacionarius esetben ezek az egyenletek az egyendramok mégneses terének ki-

szamitasanal bevezetett vektorpotencidlokra vonatkozo

— — —
NA=—ug, illetve divA =0

egyenletekbe, valamint az elektrosztatikus potencial Poisson-egyenletébe men-

nek at:

Ne=-L.
15

A korabbiakban lattuk, hogy a fenti egyenletek megoldéasait integralalakban a

kovetkezGképpen lehet elGallitani:

—

. / / /
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1 / / /
¢($,y,2)_ /p(l’?yﬁz)dv/’

Ame T

ahol

r=y@—2)2+y—y)2+(z—2)2 dV' =dddyd?.

Most felirjuk a fenti megoldasok alapjan a d’Alembert tipusi differencidlegyen-

letek megoldésait, s igazoljuk, hogy tényleg j6 megoldasok. Ezek:

ﬁ
i (o, y, 2 t— =
X(x’y’z’t)zi/ ( y zZ U>dvl, %
47 T
1 /7 /7 ljt_f 1
¢(z,y,z,t):4ﬂe/p(x Y : ”)dV’, ** ahol v:—eu.

Ezek a kifejezések a kovetkez6képpen értelmezhetsk: az elektromagneses po-



tencidlok értékeit az z,y, z pontban, a t idGpillanatban az egyes térfogatele-
mekben levd dram- és toltésstriiségek nem a t idéponthoz tartozo értékei szab-
jék meg, hanem a korabbi ¢ — I id6ben felvett értékei. A ¢ — + id§ annyival
korabbi, mint amennyi sziikséges egy v sebességgel terjedé hatasnak ahhoz,
hogy a toltéselemtdl az x, y, z koordinataju pontig eljusson, vagyis befussa az
r tavolsagot. A toltés - és arameloszlas mozgasallapotaban bekdvetkezett val-
tozés tehat nem azonnal érezhetG a potencidlpontban, hanem véges sebesség-
gel terjed6 hatas kozvetitésével jut el oda. Ezek a potencidlok tehat kifejezik
*%

az elektroméagneses kolcsonhatéas véges sebességgel valo terjedését. A * és

elektromagneses potencialokat retardalt potencidloknak nevezziik.

Most megmutatjuk, hogy a retardalt potencialok kielégitik a d’Alembert-egyenletel

és a Lorentz-feltételt.

Foglalkozzunk elébb a ¢ skaldrpotenciallal. Az x,y, 2z koordinataji pontot
vegyiik koriil egy végtelen kis ry sugaru gombfeliilettel. Az integracios tarto-

méanyt ezaltal két részre bontjuk: a V; térfogata gombre és az azon kiviil es6 V5



térfogati, igynevezett kiilsg térrészre. A ¢ ennek megfelelGen két tag Osszege

lesz:

¢ = ¢1 + 92,

ahol

4rre T

1 $/, /’ ,,t T
¢1 / p( y < U>dvl,
\%1

1 $/, /’ ,,t _r
Py = / Py, 2 “)dV’.
dme [y, r

Képezziik a A¢y —t az x,y, z koordinatak szerint. ¢, kifejezése ezeket a koor-
dinatakat csak r-ben tartalmazza. A differencialés elvégezhet6 az integraljelen
beliil, ha az integrandusz masodik derivaltja véges és folytonos az integracios

tartomanyban. Mivel r > rg, ez a feltétel itt teljesiil, ezért:



ahol p” a t —Z argumentum szerint vett masodik differencialhanyadost jelenti.
Mivel az argumentumban a ¢ fiiggetlen valtozo egyiitthatoja 1, ezért az ar-
gumentum szerint vett differencidlhanyados megegyezik a t szerinti parcialis
differencidlhéanyadossal: p' = %, ol = %. Ezért — mivel r és t fliggetlen

valtozok  A¢y a kovetkezd alakba irhato:



1 1o pt=2) 1 1 0? pt—=1)
Bo2=g | waet Wvﬂﬁﬁ@ff v’ =

r

_ 10
w2 o2
Tehéat:
1 020,
AQSQ - —2 at2 — 0
Tovabbé:

1 82¢1 o L1 / 102p(x’,y’,z’,t— %)

— E— av’.
v? Ot? vidme Jy, v ot?

Az x,y, z koordinataju P pont koriili ry sugari gombot, tehat a V) tartomanyt



.. . 2 7’ . e 7’ .
hiizzuk Ossze a P pontra. Mivel % véges, az integral zérushoz tart. Ugyanis

1
/ Loy
v’

viselkedése szabja meg. Ennek hatarértéke pedig zérus:

az integral értékét az

1 ro r2]"
lim ~dV'" = 47 lim rdr = 47 lim [5} = 0.

ro—0 Vlfr’ ro—0 0 ro—0 0

Ennélfogva a ¢ — re felirt d’Alembert egyenlet bal oldala a kovetkezd:

; 1 9% 1 8¢,
RO cno =00~ apm =A%~ g

1 0%,
v2 Ot?

+ D¢y —

= Ady.



A¢q kiszamitasanal nem jarhatunk el gy, mint A¢p,—nél tettiik, mivel most az
integracios tartoméany az r = 0 pontot is tartalmazza, és ezért az integrandus
méasodik derivaltja r = 0—nal végtelenné valik. Itt a kovetkezG atalakitast

hasznaljuk fel:

$ gmdgbldl_;‘)

N¢y = div grad ¢ = ‘l/lir}o v

Itt F' annak a V térfogatnak a zart feliilete, amely belsejében tartalmazza a
P(x,y,7z) pontot, amelyben a divgrad¢ értékét meghatarozzuk. Képezziik el6bb
grad ¢, —et:

1 1 1
grad ¢, = — gmd Pav' = / (=gradp+ pgrad=)dV' =
dre [y, 4dme r
1 g P 1 0T o T
— | (=—=gradr — Zgradr)dV' = — [ (——+ 5—)dV’,

dme Jy, o or r dre Jy,vrr %o



ahol 7 az «',y/, 2’ ponttol a dF feliiletelemig hiizott vektor. Mivel p' véges,

az ro — 0 hataratmenetnél a jobb oldali els6 integral zérushoz tart. Tehat:

fgradgbldF = ——/ 7{ P dFav'.
\%1

Annal a hataratmenetnél, amikor mind a V; térfogat, mind az F feliilet vég-
telen kicsivé valik, a p(a2',y/, 2/, t — T) fiiggvény r—tdl valo fiiggése elhagyhato.
Ekkor p(z/,y’, 2, t) kiemelhetd a feliileti integralbol:

%gmdcbldF = ——/ f—dFdV’

Az % vektor normalis komponensének a zart feliiletre vett integralja 47 vagy

zérus asszerint, hogy a 2/,y/, 2 pont az F feliilettel koriilfogott V' térfogat



belsejében van, vagy azon kiviil. A mi esetiinkben V; a V belsejében van,

ezért a feliileti integral 4m—vel egyenld. Tehat

— 47
F — / / / /‘
\%gradgbld Are /p(ll' Y& )dv
Ebbdl:

L% 1 Pp

2o T T
ahol p, a p(z,y, 2, t) fiiggvény értéke a P(x,y, z) pontban. Megmutattuk, hogy

a ¢ — re felirt ** integralkifejezés:

1 R T A
o(z'sy',2) = 4 8//)( y v)dv’,
I T

és kielégiti a ¢ skalarpotencial differencidlegyenletét.



Hasonloképpen megmutathato, hogy * megoldésa a vektorpotencialra vonat-

koz6 differencidlegyenletnek.

Megmutatjuk, hogy a * és ** alaku retardalt potencialok kielégitik a Lorentz-
— .

feltételt is (divA + eup = 0).

Az egyszertibb frasmod kedvéért vezessiik be a t' =t — * jeldlést. Képezziik

a vektorpotencial divergencidjat a * integralkifejezés alapjan. A differencialas

az integral jel alatt elvégezhetd:

™ r

ﬁ
> / / /! t/
divA = 4& / dip( )
Vizsgaljuk az integrandust:

-
? (x/7 y/7 Z’? t/)

di
iv( .

1
)= “divi + 7grad—.
r r

H
Mivel ¢ csak az r-en keresztiil fiigg x, y, 2-t6l,



divi (o y, 2 t) = 5 gradr
Tehat
- -
dz’v(%) = _v_lra@z’ gradr + ?grad%. *

Az r = \/(x — ')+ (y —y')? + (2 — 2/)? Osszefiiggés alapjan belathato, hogy

gradr = —grad'r,

ahol grad az .y, 2 koordinatak szerint képzett gradienst jelenti. FEnnek

alapjan * a kovetkezd alakba irhato:

%
.1 1014 - 1
dzv(7) i grad'r — 1 grad’;.




A vesszGs koordinatak szerinti divergenciara érvényes a kovetkezo képlet:

1 1 i
dw'(7) = (dw’7)t/:kon5t, + . gradt =
1 104
- e 1
=1 grad'; + ;(dzv’ T )¢—konst. — pynaw gradr’. *x

* as ** gsszehasonlitasabol kovetkezik:

— —
, , 1 1 1

dz’v(i) = —div'(i) - ?gmd’— - —(dz’v’?)t/:konst_ — ?gmd’— =
r r roor r

Q1
1 —
= —dzv'(7) + ;(dzvl ) )t’:konst.-

%
Ezt a kifejezést beirva a div A — ra vonatkozo6 kezdeti egyenletbe:



—
dWA___/ div'( dV/ yp / (A& ) honst. g1
T

r

Az els6 integral Gauss-tétellel feliileti integralla alakithato:

-

./duﬁimﬂ: " aF,
v T T

Ha az integracios tartoméanynak az egész végtelen teret tekintjiik, akkor a

feliileti integral zérussa valik, mert a végtelenben az dram zérus. Tehét:

— (div' 7)
MA:ﬂ/ Yhonst. gyt
4m

r

A kontinuitasi-egyenlet szerint:



: o /’ /’ /’ v
diz/?(x/, y/’ 2/7 t/)t’:konst. _ _M'

ot
Ekkor
10p
di A =
w rot
Mivel
r dp  Op
t=t—— £ ZE
' ot ot
Ezért:

1ap _ H 8 p(xlvylazlut/) /
divA = -1 oAV = —Ea/fdv



c a / / / tl a
__u_/p(a:,y,z, )dv/:w_czﬁ'
dme Ot r ot
Ez az egyenlet pedig éppen a Lorentz-feltétel. Ezzel bebizonyitottuk, hogy a
retardalt potencidlok kielégitik a Lorentz-feltételt is. Az el6zGekben kovetett
gondolatmenettel belathato, hogy az elektromégneses potencidlok differencial-

egyenleteit az

H
i (2 Yy, 2+
Z(x’y,zjt>:ﬁ/ ( Y U)dv/’

A7 T

v’

1 p(a' y' 2t + %)
b(sy. o t) = /

4rre T

integralkifejezések is kielégitik.



Ezek olyan megoldasokat jelentenek, amelyek szerint a potencidlok értékeit

az x,y,z pontban a t id6pillanatban nem a ¢-hez, hanem egy késébbi, a ¢ + =
id6ponthoz tartozd toltés és arameloszlas hatarozza meg. Ezen megoldaso-
kat avanzsalt potencidloknak nevezziik. Ezeknek nincs olyan vilagos fizikai
értelmezésiik, mint a retardalt potencidloknak, ezért alkalmazasuk is sokkal
ritkabb.

Az elektromagneses potencidlok differencidlegyenletei inhomogén lineéris egyen-
letek, azok altalanos megoldasat a homogén egyenletek altalanos megoldasé-
nak és az inhomogén egyenlet tetszéleges partikularis megoldasanak osszege
adja. Egyértelmid megoldast akkor kapunk, ha megadjuk a konkrét probléma
kezdé - és hatarfeltételeit. Mind az elméleti, mind pedig az alkalmazasoknal
el6fordulo probléméak legtobbjénél altaldban a retardalt megoldasok jatszanak

szerepet.



