ELEKTRODINAMIKA

(13. Elgadas)




Homogén. izotrép szigetel6kben terjedd elektromagneses hulldmok

Milyen, idében gyorsan valtozd elektromagneses tér alakulhat ki homogén,

izotrop szigetel6kben, ha az aramsiirtiség és a toltéssirtség 07

Induljunk ki az elektromagneses potencialokat meghatarozo egyenletekbdl, ha
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Ezek a potencidlokra homogén hulldmegyenletet jelentenek, melynek megol-
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alaki lehet, ahol m rogzitett (idotol fiiggetlen) egységvektor, v = —=. A
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megoldasok meglehetGsen altalanosak.



Pusztan az 7.t valtozok kozott kell meghatarozott kapcsolatnak fennallnia,

egyébként a t — T‘;—? fazis tetszoleges (differencialhato) fiiggvényei lehetnek.
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Az &lland6 fézishoz tartoz6 pontok halmaza a t — == =4ll. egyenleth6l sza-

mithatd, ha az allandot —@ alakban vélasztjuk meg:
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A jobb oldal egy 7 normalisi sik Hesse-féle normalalakja. A sik térbeli hely-
zete valtozo, vt = d épp a t = 0 helyzettSl mért tavolsag (a sik 6nmagaval
ds

parhuzamosan mozog), a mozgas sebessége (a fazissebesség), vy = & = v.

Ezt a megoldast sikhullam tipusinak nevezziik. (Belathato, hogy a t + @
fazisu fiiggvény ugyancsak megoldés, ez a — 7 iranyban terjeds, v sebességii
sikhullamot ir le. Megjegyzés: (A vakuumban a v fazissebesség épp a ¢ vaku-

umbeli fénysebességgel egyenld.)

Az A és ¢ fiiggvények még a Lorentz-feltételt is ki kell, hogy elégitsék. Ez az
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H = —rotA, D =—cA —egrado.
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(A szamolas pl. derékszogi koordinatakban:
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(rotA), = 9,A, — 0. Ay = —An,Juv+ An.Jv=
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— (AR - A =RATR)-AMR) = xnxA) = (A'xT)x 7.
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Az eredményekbdl latszik, hogy E és H merélegesek az 1 egységvektorra,
— — —

tovabba (A’ x W) = pvH-t az E kifejezésébe beirva:
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E=mw(Hxn)= M—Hx \/7H><n.
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Azaz E és H merGlegesek egymasra és n, E, H sorrendben jobbsodrast rend-
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szert alkotnak. E és H kozott felirhato még egy kovetkezmény Osszefiiggés:
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Mivel az elvégzett miiveletek soran a fazis szerkezete nem valtozott, ezért
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E=E(- %), illetve H = H(t —

),
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. H % .
vagyis E és H szintén sikhullam tipusuak.

Vizsgéaljuk meg az energia terjedését sikhullam tipusi elektromagneses tér ese-

tében. Az energiastirtiség:
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(Itt felhasznaltuk, hogy Hn = 0.)
Ebbél az kovetkezik, hogy sikhullamoknal az elektromos és mégneses kompo-

nensekre azonos energiastiriség esik.

Irjuk fel a Poynting-vektort:
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Mivel EW =0, és az el6bbi egyenletiink értelmében  a teljes energiastiriiség:

ﬁ
u = 2u, = eE?% Az energia tehat parhuzamosan terjed a hullam terjedési

irdnyaval, v sebességgel. Eredményiink trivialitisnak tiinik, de beldthato, hogy

anizotrop kozegeknél nem feltétleniil van igy.

A tovabbi alkalmazésok szempontjabol nagy jelentGséggel birnak a periddikus
sikhullamok, melyek

(7,t) _ E;eiw(t—ﬁ’?/v)
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alakiak. Mivel az exp(iz) fiiggvény 27 szerint periddikus, van olyan T idé,

melyre
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és igy

w(t+T -

Wl = 2.

Bevezetve a v = % frekvenciat: w = 2nr. Ha a térbeli periodicitast vizsgaljuk,

van olyan A tavolsag, melyre
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A X mennyiséget, mely két, azonos fazisu sik tavolsaga, hullamhossznak ne-

—_—
vezziik. Szokas bevezetni a k = kn hullamszam-vektort, ahol k = L= 27” (a

27 hosszusagra esé hullimok szdma). A hullimszammal:
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E— E_)Sez'(wti??) H— Foei(wt:tz?).
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(A - elgjel + k iranyba terjeds sikhullamot irja le.) Az E és H elgbb beve-
zetett forméi komponensenként kielégitik a Ay — v%)'{ = 0 homogén hullam-
egyenletet. (Behelyettesitéssel igazolhatjuk!) Ha a homogén hullimegyenlet

megoldasat x (7, t) = xo(7)e™! alakban keressiik, a helytdl fiiggs részre a

Axo+ kX0 =0



amplitidd-egyenletet kapjuk.

A hullamegyenletnél azonban mas tipusi megoldasok is léteznek. Ennek vizs-
galatahoz el6bb emlékezziink ra, hogy a vektorpotencidlos fejezetben megmu-
tattuk, hogy ha a toltésstiriiségre p = 0 teljesiil, talalhat6 olyan mértéktransz-

formacio, mellyel ¢ = 0 valaszthato. Ekkor a térmennyiségek a vektorpotenci-

%
albol szamithatok, melyet most Z-vel jeloliink (és Hertz-vektornak nevezziik).
H
Az igy rogzitett mérték a Coulomb-mérték. Esetiinkben 3 = 0, igy a Hertz-

vektort a
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megoldasaként nyerjiik (v = \/%_#) Z-re teljesiil a divZ = 0 feltétel is. A

Hertz-vektorbdl a térmennyiségek az
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rotZ,

osszefiiggésekkel adodnak.
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Tételezziik fel, hogy Z gombszimmetrikus, vagyis csak egy adott ponttol mért

tavolsagtol fiigg. Ekkor 7—1"6 felirva a hulamegyenletet (A-t gombi polarkor-

dinatakkal kifejezve):
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Mivel Z a szogkoordinataktol nem fiigg, egyenletiink:
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amely az rZ fliggvényre egydimenzios hullamegyenlet. Tekintsiik ennek egy

partikularis megoldasat:
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AZ fliggvény tehat a t — T fézistol fiigg. A ¢ — - =allando fazisfeliiletek
goémbok, melyek



fazissebességgel mozognak a centrumtol kifelée. (A ¢+ T fazissal vett megol-
_)
déas a centrum felé mozgo fazisfeliiletet jelent.) Ha a Z fiiggvény korlatos, a

megoldas %—rel aranyos. Ezt a megoldast gombhullam tipustinak nevezziik. A
_)
divZ = 0 feltétel:
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divZ = —-divZ + grad—2Z =0
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alaki, melyben
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(Itt r" = = egységvektor, és a vesszG a fazis szerinti derivaltat jeldli).

Vagyis:



=0
ur 72
alakban irhaté.
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Szamoljuk ki E —t és B —t:
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B=rotZ = —rotz(t — f) + grad— x z(t — C).
r v r v
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Derékszogt komponensekben a rot Z konnyen kiszamolhato:
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illetve gradr és grad% alakjat behelyettesitve, ﬁ—re adodik:
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B = + 5
or T

A magneses tér két részre bomlott. Az elsG tag %—rel aranyos, a masodik

T%—rel. A szimmetria-kozéppont kozelében az T%—es tag dominans, attol nagy

ﬁ
tavolsagra az %—rel aranyos. A B-t leiro fiiggvény nem megoldésa a hullam-

ﬁ
egyenletnek, az FE-t leir6 fiiggvény igen.
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Szamoljuk ki a Brszorzatot:
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Brd = (Z' x r°)

— — —
A B (¢és a H vektor) mer6leges az r° (a terjedés irdnyaba mutato) egységvek-

H
torra. Az E vektorrol ezt nem mondhatjuk.
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Most szamitsuk ki a B x rY szorzatot:
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A szogletes zardjelben a divZ = 0 feltétel el6bb kiszamitott alakja van, ez
%
tehat nulla. A Z’ -vel aranyos tagba az elektromos térerésség beirhato:
- = 1—
Bxr’=-E——.
v r
Szoritkozzunk a tér vizsgalatdnal a szimmetriacentrumto6l nagy tévolsagra. Ek-
kor elég az %—rel aranyos tagokat vizsgalni. Az r — oo asszimptotikus viselke-

— — —
désre valo utalassal jeloljiik ezeket E,, illetve B,-val (az iBa magneses teret



Ez ugyanaz az Osszefiiggés, mint sikhullamok esetén. Ebbdl:
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M x E,=/2r0 x (H, x %) = \/E [_)a — rO(I?aro)} :
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. . FTION = c bu = .
Az el6bb belattuk, hogy H,r" = 0, ezért H, = \/; r’ x E,, ami ugyancsak

a sikhullamoknal mar megkapott Osszefiiggés.
(Megjegyzés: Ezek az Osszefiiggések csak kozelits jellegiiek.)

Az energiastiriiséget és a Poynting vektort erre a tavoli zonarészre nem sziik-
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séges ismét kiszamolni. A szamolésnal csupan az E H és a terjedés iranyaba

mutato egységvektor kozotti kapcsolatokat hasznéltuk fel, s ezek megegyeznek



a sikhulldmra felirottakkal. Az energiasiiriiségre u. = u,,, a Poynting-vektorra

pedig:
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teljestil.



