ELEKTRODINAMIKA

(14. Elgadas)




Pontszeri elektromos dipo6lus elektromagneses tere

Vegyiink egy p momentumi elektromos dipolust az ¥ = 74 pontban. Té-
telezziik fel, hogy P (t) az idének folytonos fiiggvénye. Hatarozzuk meg ezen
dipolus elektromos terét! A teret leir6 Maxwell-egyenletekben adott mennyi-

ségnek tekintjiik a
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H
egyenlettel definialt P (7, t) dip6lmomentum-siiriiséget.

— — — — .
[smert, hogy D = €pe, E + P. Ha a térben vakuum van és 73 = 0, illetve

p =0, az aktualis ME-k:

— - = — - =
l.rotH =¢oE + P, = 1.rotH = (¢ E + P)*,



- =
2. div(eE + P) =0,

— —
3.rotE = —puoH,

3 —
4. divpgH = 0.
- oP o e .
Ezek az egyenletek az i, = %- polarizacios dramsiiriiség és a p, = —div P

toltésstiriiség idében valtozo elektromagneses terét hatarozzak meg. Ez azt

. . — . . .. — . . = — —
jelenti, hogy az A vektor és ¢ skalarpotencialt a P és —div P, azaz a P (7 t)

fiiggvény hatarozza meg. A potencialokra ezért fennallnak a
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A¢ — eopog = E—OdWP>



oP

AA — A = —
Eo o Ho—F, ot

egyenletek, és a Lorentz-feltétel

— .
divA + eopuop = 0.

Ezen egyenletek megoldasai az igynevezett retardalt potencialok:

— Lo 18P(:17 y, 2 t—1)
A t d
(@,9,2,) = 477/ ot v
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o(x,y, z,t) = — /—dw P2y, 2 t— )t_,_komt av’.
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Belathato, hogy mind ¢, mind pedig Aa

—

1 P(7
dV’
X 47T /

Nl

vektorbdl szadmolhato a

o=——dwZ, illetve A =pugZ
€0
Osszefiiggésekkel. A vektorpotencialnal a bizonyitas trivialis, mivel az integra-
las és az id§ szerinti derivalas felcserélhetGek. (Az integralas intervallumanak
hatara fliggetlen az id6t6l!) A skalarpotencial formuldjaban hasznaljuk fel,

hogy ennek értéke a



—

P 1 1

div' > = ~div' P + 1_3)gmd'—

rooor r

Osszefiiggés segitségével
1 P 1
ﬁ
¢ =— /(dz’v'— — Pgrad'=)dV’
4dmeg r r

kaphato.

Az els6 tagban attérhetiink a térfogati integralrél egy R — oo sugari gémbre
vett feliileti integralra (Gauss-tétel), ez az integral zérust ad eredményiil, ha-

csak 1—3> legalabb % rendben nulldhoz tart nagy r-ekre (amit feltételeziink). A

mésodik tagban felhasznaljuk a grad’% = —grad% atalakitast, majd a
P 1 1
— —
div — = —div P + Pgrad -
T T t'=konst. T ' —=konst.
t'=konst.




Osszefiiggéshdl (tehat ¢’ = konstans mellett) kapjuk:

1 P
¢ =— / div —
4dmeg r

Am div B(7",¢)

av’.

t'=konst.

1 1
dv’ — / “div P
drey ) r

t'=konst.
. 2 — . . [ .
= 0, mert a div operator 7 szerinti parcidlis deri-
t'=konst.

_)
valast jelent, P pedig 7'-t6l fiigg. A div viszont az integralassal felcserélhetd:

b= — dw/ PdV’ Lz,

4dmeg €0

—
(Z-t szoktak Hertz-vektornak nevezni, &m ez mas mennyiség, mint az el6z6

H
fejezetben bevezetett Hertz-vektor). Z formajabol lathato, hogy kielégiti a
— 1= -
ANZ ——Z =—Pyy
c

d’Alembert-egyenletet.



Helyezziink egy id6t6l fiiggs pontszeri dipolt az origoba. Ennek a dipdlsiiri-

ségét a

fiiggvény irja le. Szamoljuk ki ezzel a Z vektort:

/ #)o(r") dvlzi?(t—g)
X " ir ‘_) 4 ’

=g
7"‘ T

Ebbdl -t és X—t kiszamolhatjuk, s azok ismeretében - az E’) = —gradp —

— — —
A, illetve a B = rot A 0Osszefiiggéssel - a térmennyiségek meghatarozhatok.
A részletszamolasoknal iigyelni kell arra, hogy P a retardalt idén keresztiil

kozvetve fiigg a helykoordinataktol. Igy

—

gl r
t—r
A= o P'(t—%)

4 r ’
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ahol a vessz§ a fazis szerinti derivalast jelenti.

1 1 1 1
o= - divZ = — divE = (=divp + pgrad
€0 TEQ T dmeg r
1 117 _, ??)
dreg rer p r3

Ehhez hasonlo elemi, de hosszadalmas szamitas utan adodik:

F_ 1 3(pr)7 P N 1(3(?'?)? B z> i(?)(?”_>
4reg rd r3 ¢ r 72 c? 3
H o 1 [P'x7 P'x7
4n cr? r3 ’

ahol P vektor és derivaltjai a t' =t — ~ retardalt id6ben veenddék. Az elekt-



romos térerGsség harom tagra bonthato. Az elsé az

* 471'80

o4 1 [3(p7¥)7 7P
7’5 7‘3 )

melyet sztatikus zondnak nevezziik. Lathato, hogy ez nagy r — ekre T% — nel

aranyos (ha P korlatos fiiggvény). Ez a tag akkor is kiilénbozik nullatol, ha
P id6ben allando. Szemmel lathatoan egy sztatikus dipol potencialjat irtuk
fel. A masodik tag

—~ 1 BETT P
F 4dmege rd r2

alaki. Nagy r-rek esetén Tiz—tel aranyos. Mivel a harmadik tag % nagysag-

rendben tart nulldhoz, a dip6lhoz kozel az r%—es tag lesz a dominéns: ezért

kozeli zonanak is nevezziik. A P dipol elsG derivaltjat tartalmazza, ezért

sztatikus esetben értéke nulla. Végiil a harmadik tag



— =\ — — — — —
oM 1 3(p"r)r p” 1 (p'x7r)xr
h = —_ | =
4drregc? r3 r 4dregc? r3

A dipoltol nagy tavolsagra ez a tag kiillonbozik lényegében nullatol. Neve:
hullamzoéna. Jellemz6je még, hogy p7-vel aranyos. A H mégneses teret

szemiigyre véve két taggal taldlkozunk. Itt is lathato a

— 1 Pp'x7T
H--—2~*"
P 4r 3

kozeli zona, és a

hulldmzona.

Ezek nagysagrendben tugy viselkednek, mint az elektromos tér megfelel kom-

ponensei. Hasonlo a p’, illetve p”-vel valo kapcsolatuk is. Pontszerti dipolnal



a teret kényelmesen” a dip6ltol nagy tavolsagra tudjuk tanulményozni. Ezért

tovabbi vizsgéalatainkat korlatozzuk a hullamzonara. Ha bevezetjiik az "o =

egységvektort a jeloléseinkbe kapjuk:

1 (P'x7Ox7° 1
B, Wrxr)x v _lgp-I)
4dregc? r r c
— 1 (p"x7TY 1- r
=g ( >:—h(t——)
e r r c

—
T

A hullamzona tehat a dipoltol kifelé, c sebesseggel terjed6 gombhullammal

irhato le. A Hh t jobbrol vektoridlisan 'ro lal szorozva kapjuk:

1 (P"x 7% x 70

4re T

— —
= ceoEy = /eo/ 1o En,

T o b
HhXT' =

vagyis



o
T

— —
E, = \/po/eo Hy x

—_— 2 .. 2 = ——
Lathato tovabb4, hogy H,r° = 0. Osszefoglalva: r°, E,,, H),
ortogonalis, jobbsodrasi rendszert alkot.

Irjuk fel a Poynting-vektort:

. _6_) ,  Tr’ — e, . by
mivel r°" H;, = 0. Ha még Hj;-nak p”-vel vett kifejezését is behelyettesitjiik:



= 1 " x 73 1 1, =
S =t/ {—pf] ’ \/M0/€0( PRl 2p " sin® Or?,

—
— , 2, , . . , - —

ahol 6 a p” és r¥ vektorok altal bezart szog. A kisugarzott energia a p”

vektor irdAnyaban nulla, r4 mer6legesen maximalis. Kiszamolhatjuk a sugarzasi

H
teljesitményt. Emiatt integraljuk az S Poynting-vektort egy r sugara gémb

feliiletére:
3 1 ——
W = %?d? = VEoli) /—H”(t ) sin? 0r'rr?dQ =
(4m)? 72 c



VEo(Vi)’ ), 4
(472 p 27r§.

Eddig nem régzitettiik ' (t) forméajat. Legyen

F(t) _ ﬁ)eimv

ahol p, rogzitett vektor. Ebbsl p” = —w?pye™!. Az energia szamitasahoz

. — 2, 2 2
vegyiik p” valos részét:

D" = pyw? cos(wt + ),

vagyis a sugarzasi teljesitmény

o) 2V’

4,2 2 r
w cos” |w(t——-) + .
3 Po [( c) ™



Ez az id6 periddikus fiiggvénye. Ha a frekvencia nagy, W (t) igen gyorsan
valtozik, ez esetben célszerii id6 szerinti atlagat képezni. Am a cos?(wt— )

fliiggvény idGatlaga:

igy

4,2
wpo.

g
|
B
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2
(=)
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Modellezziik a rezgs dipolt egy [ hossziisagii botantennaval, melyben cosinu-
sos aram folyik. Az antennaban foly6 aram a dipoélt alkoto toltések idébeli

valtozasaval egyenls. I = dq/dt, ezt az antenna hosszaval szorozva:

dg d dp
=10 =l =3



Ha p(t) = po sinwt, gy

d
d_lt) = powcoswt = Iyl cos wt,

azaz

l

Po = IO_v
w

melyet a sugarzasi teljesitmény formuldjaba helyettesitve:

oy = YOI (B (n) VeI o Ly

3 w2 3 EAD\
1672 1
= IHES
3080 0()\)

A botantenna altal kisugéarzott teljesitmény az [/\ hanyadostol fiigg: minél



nagyobb az antenna hossza a hullamhosszhoz képest, annél tobb teljesitményt

sugaroz ki. A botantennaban fejl6dé Joule-hé:

1
(W) = §RI§.
A botantenna altal felvett Osszes teljesitmény

13272 1, , 51 ,
Wi = (W) + (W) = S (5 (3% + RE) = 5 (Ra+ R)I

ahol

_327‘(‘2 L,
_3060 A ’

A

Ezt a mennyiséget a radidtechnikdban sugérzasi ellenallasnak nevezziik.




Homogén izotrop vezetGben terjedd elektromégneses hulldimok

Az a kérdés, terjedhetnek-e elektromégneses hullamok vezeté kozeghben. Az
egyszertibb targyalhatosig végett tegyiik fel, hogy a kozeg homogén. A Maxwell-
egyenletekben a kozeg vezetd voltat ugy vessziik figyelembe, hogy a ;) = O’ﬁ
egyenletet behelyettesitjiik az 1.ME-be. Felhasznaljuk tovabba azt, hogy fé-
mekben a szabad toltésstirtiség igen gyorsan nulldhoz tart az idé multaval,

indokolt tehat a p = 0 feltevés. Igy az egyenleteink

— — —
1.rotH =¢pe, E + 0o FE,

-
2. div(epe, E) = 0,

— —
3.rotE = —uH,

.
4. div(pH) = 0.

Most, eltériink a homogén izotrop szigetel6kben alkalmazott levezetést6l. Keé-



s,z

— — —
rotrotH = e(rotE)* + o(rotE).

Vegyiik figyelembe, hogy a 4. egyenlet szerint divH = 0, masfeldl, hogy
— =,
rotlb = —pH :

— — — — — —
rotrotH = graddivH — AH = -AH = —cuH — ouH,
azaz

— — —
AH —epH —opH = 0.

3. egyenlethdl



— —
rotrotE = —pu(rotH)®,

— — — —
graddivE — AE = —ueE — uo E,

(divE = 0)

— — —
AE —euE —opE = 0.

— —

E-re és H-ra hasonlo szerkezeti egyenleteket kaptunk, amely a hullamegyen-
lett6l csak az els§ derivaltat tartalmazo tagban kiilonbozik. Ez a telegraf
egyenlet. Lathato, hogy szigetelG esetén o = 0, visszakapjuk a homogén hul-

lamegyenletet.

Kaptunk két db azonos szerkezetli vektor egyenletet. Jelolje a komponensek

valamelyikét a x (7, t) fiiggvény, erre teljesiil, hogy



Ax —epx —oux =0

Keressiik a megoldast a hely és id6koordinatak szerint szeparalt forméban,
x(7,t) = xo(7)7(t). Behelyettesitve és az egyenletet y-vel osztva

1 d*r dr

—Am——@L +top—) =

0.
X0 dt?

Az egyenlet két, a valtozokban additive szeparalt tagra bomlott, melyek ennél

fogva kiilon-kiilon konstansok kell, hogy legyenek:

1 1. d*r dr
—Axo = —K%, = —r%
" X0 K=, T(&tu 7 +op dt) K

Az id6tél fiiggs T fiiggvényre kapott egyenlet partikularis megoldasat keressiik
T = exp(—iwt) alakban. Behelyettesitve:



K = epw? +iopuw

adodik eredményiil. Szamoléasaink egyszertibbé tétele végett célszert bevezetni

az

E=€+1

SRS

mennyiséget, melyet komplex dielektromos allandonak neveziink. Ezzel ugyanis:

K = wlep, azaz K= w\/EN

irhat6. Masrészt a yo helytdl fiiged fiiggvényre a

AXO -+ H2X0 =0

egyenlet all fenn. Ez az egyenlet a méar korabban megismert amplitiido6 egyen-



let, csak itt x komplex. Ezért a fizikai tartalom mas. Hatarozzuk meg x érté-
két, ha ismertek az anyagi allandok és az w korfrekvencia. Ha k-t a kK = k41

alakban keressiik,
2

K2 =k — N+ 2ik) = cpw? +iopw

egyenletet kapjuk, melynek valos és képzetes részét 0sszevetve:

E*— X\ = epw?,

2k = opuw,

egyenletrendszer adodik k-ra és A —ra. A méasodik egyenlettel A —¢ eliminalva:



o pw

]{?4 - 2]{?2 -
epw ( 5

) =0,

méasodfokura redukalhatd negyedfoki egyenletet kapjuk. Ennek megoldasa:

k* = %(5,uw2 + (/(epw? + (opw)?).

Mivel k méar valos kell legyen, a megoldasban a + elGjelet kell figyelembe venni.

Igy

1
2

1
k=4 {ieuwz(l +1+ (U/eu)z}
A k mennyiség képzetes része:

1
2

At {%EW( 1T (0/ep) — 1)}



alakia. Vegyiik észre, hogy o = 0 esetben (szigetel6ben) A = 0 és kK =
+.,/cuw = +w/v = £k, ami a hullamszam.

Az amplitido-egyenlet megoldasa, ha 7 valamely rogzitett egységvektor:

XO(?) _ CoeimT{?

)

ahol ¢j integracios konstans. A térmennyiségek derékszogii komponensei tehat

s e e
X(r,t):coeim"re iwt

alakiak. Az eredmény fizikailag konnyebben értelmezhetd, ha beirjuk s konk-

rét formajat:

— _ +i(k+NT T —iwt AT —i(wttk T
X(7,t) = coe (k+iA) = ( ).

Ay e~ ilwtEkmT) mennyiség egy 7 irdnyba (vagy —m iranyba) terjeds, k hul-



lamszamu sikhullamot fr le. Az ¢£77 tag azt jelzi, hogy a sikhulldim ampli-

tudoja exponencidlisan csdkken vagy nd.

A novekvs amplitido fizikailag nem indokolhato, ezért A megoldasai koziil azt

valasztjuk, mellyel az amplitudé csokken.

Fémekben (vezetGben) tehat exponenialisan csfkkend amplitudoja sikhullam

a vezetSben gyorsan elnyelgdik. Mivel az 7w 7 szorzat a vezetSben megtett té-
volsag, a vezetébe valo behatolas mélységét az 0 7 A = 1 egyenletbdl kifejezve:
d = % (A neve: extinkciés egyiitthatd). Eredményeinket a telegraf-egyenlet
megoldasaként kaptuk. A vektorkomponensek azonban nem fiiggetlenek egy-
méastol. Csatolodasukat a Maxwell-egyenletekbdl lehet leolvasni. Ha az id6tél

valo fiiggést a mar felirt exp(—iwt) alakban figyelembe vessziik, azaz

E =Ey(7)e ™, H =Hy(7)e

fliggvényeket helyettesitsiik be, a Maxwell-egyenletek az aldbbi alakuak lesz-

nek:



— ) — —"
rotHy = (—iwe + 0)Eq = —iwe E),

— . —
rotEy = +iwpH,,

—
dl"UE() = 0,

L T
divHy = 0.
Vegyiik tovabba tekintetbe az amplitidoéra kapott

E— — = N o
HO _ hoezl:mn'r’ EO — eoe:l:mnr

formakat. Ezekkel



divFo = :l:i/iﬁﬁ =0,
és
. T . — T
divHy = tiknm Hy =0

adodik.
Ez azt jelenti, hogy E és H mersGleges az 1 terjedési iranyra.

Masfelsl

rotI?o = +ik(m x 170)) = —iwgfo,

és

rotfo = +ik(m x EO)) = iwul?o.



Ezekbdl az egyenletekbdl:

Eo—+2Hox7 =+ uﬂgfi;XFi
we

Most is igaz tehat, hogy az 7, EO), I?O) vektorok jobbsodrasi ortogonélis rend-
szert alkotnak. Az amplitiudo vektorok kozotti kapesolatot azonban (minthogy
€ komplex) komplex szam létesiti, ami azt jelenti, hogy FO és LTO kozott fazis-
eltolodas 1ép fel. Ennek szamolasahoz célszert fenti egyenletiinkbél a x/wp-t

részletezni:

N k+ 1A = Lw/ke +)\26”,

Wi Wt Wt

ahol tany = \/k, s igy a faziseltolodas az anyagi allandok ismeretében ki-



szamolhatd. Az energia tanulmanyozasahoz a komplex megoldés valos részét
vessziik:

11

2 4{E2 —2zwt_'_2‘E |2 Eﬁezim}_

Az energiastirtiség 2w korfrekvenciaval oszcillal. IdGatlagat véve, minthogy az
et tagok idoatlaga zérus:

(ue) = €—|E0|2



Ugyanigy kiszdmolhatd a magneses térhez tartozo energiastirtiség:

11 —

(um) = Sp5 | Ho

|2
2" 2 '

e —
Ebbe behelyettesitjiik Hq-nak FEq-lal valo kapcsolatat:

[\

1

1 K — K
() = s | 27 < By = L]

H
1% ‘ EO ‘27

N —
DN =

w22

vagyis | k [*=w?u | e |, illetve et | E, |?= (u.) helyettesitéssel

vagy, mivel | g | /e = /1 + (0/we)?,



Az energiastiriiség tehat kiillonbozik az elektromos és magneses komponensekre

szamolva (a magneses tér atlagos energiastiriisége nagyobb).

Eredményiinkbdl az alabbi kovetkeztetés adodik: VezetSkben csak exponenci-
alisan csillapodo sikhullam terjedhet, szigetel6kben csillapitatlan. Mivel a fény
nem mas, mint elektromagneses hullam, minden vezetd atlatszatlan, minden
szigetel$ atlatszo. Ezzel szemben az ebonit (ami jo szigeteld) lathaté fényben
atlatszatlan, a jol vezetd sooldat pedig atlatsz6. Az ellentmondés feloldhato,
ha feltessziik, hogy a o vezetGképesség fiigg a v frekvenciatol. Emiatt a stacio-
narius, vagy alacsony frekvenciaju kvazistacionarius aramoknal ,szigetel6ként”
viselkedd anyagok, a lathato fény v ~ 10°Hz-es frekvencidjan vezetd tulajdon-

saguak. A o(v) fiiggvény vizsgalataval azonban itt nem foglalkozunk.



